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Вiд редакцiйної колегiї
Шановнi читачi!
Ви тримаєте в руках одинадцятий випуск «Збiрника наукових праць

фiзико-математичного факультету ДДПУ» ДВНЗ «Донбаський державний
педагогiчний унiверситет». Видання наукових праць викладачiв, студентiв та
молодих науковцiв фiзико-математичного факультету ДДПУ започатковано
у 2010 роцi, коли результати наукових дослiджень було опублiковано окре-
мою серiєю «Фiзико-математичнi науки» в збiрнику наукових праць «Пошуки
i знахiдки» за матерiалами науково-практичної конференцiї «Актуальнi пи-
тання науки i освiти» (Слов’янськ, СДПУ, 20-22 квiтня 2010 р.)

Метою збiрника є пiдтримка наукової активностi як серед студентiв, так
i серед молодих викладачiв ДДПУ та iнших ВНЗ.

Основу одинадцятого випуску збiрника складають оригiнальнi повнотек-
стовi статтi (в авторськiй редакцiї) переважно iз числа доповiдей, зроблених
пiд час секцiйних засiдань на цьогорiчнiй Всеукраїнськiй науково-практичнiй
конференцiї студентiв i молодих учених «Перспективнi напрямки сучасної на-
уки та освiти», Слов’янськ, ДДПУ, 19–20 травня 2021 р. Основнi результати
доповiдались на секцiйних засiданнях та були рекомендованi до друку го-
ловами секцiй, завiдувачами випускових кафедр («фiзики», «математики та
iнформатики», «методики навчання математики та методики навчання iн-
форматики») та керiвниками студентських наукових робiт.

Засновники збiрника мають намiр зробити його максимально вiдкритим
як для авторiв, так i для читачiв. Вiн виходить один раз на рiк у друкованому
та електронному виглядi. Електронна версiя журналу та iнформацiя щодо
спiвпрацi з авторами є доступною на офiцiйному сайтi збiрника за адресою
URL: http://ddpu.edu.ua/fizmatzbirnyk/begin.htm.

Запрошуємо до спiвпрацi. Наснаги та творчих успiхiв!
Члени редакцiйної колегiї.
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ПАМ’ЯТI
УСЕНКА ВIТАЛIЯ МИХАЙЛОВИЧА

 

Усенко Вiталiй Михайлович
(01.04.1951 – 06.03.2006)

доктор фiзико-математичних наук, професор,
вiдомий український вчений-математик,

засновник та редактор наукових журналiв
«Algebra and Discrete Mathematics», «Український математичний вiсник»,

органiзатор I-ої Мiжнародної алгебраїчної конференцiї в Українi
та Всеукраїнської конференцiї

«Алгебраїчнi методи дискретної математики»



Пам’ятi Усенка Вiталiя Михайловича

Вiталiй Михайлович Усенко народився 1 квiтня 1951 року в с. Благодатне
Волноваського району Донецької областi у родинi службовця.

Освiта та основнi дати трудової дiяльностi
У 1973 роцi Вiталiй Михайлович закiнчив механiко-математичний фа-

культет Київського державного унiверситету iменi Т. Шевченка за спецiаль-
нiстю «математика».

З 1972 по 1973 рр. працював на посадi в.о. iнженера вiддiлу програму-
вання «Головного iнформацiйно-обчислювального центру» та пiзнiше — на
посадi «iнженер-математик-програмiст» вiддiлу розробки матзабезпечення
АСУ Мiнпромбудiвництва УРСР (м. Київ).

З 1973 по 1975 рiк Вiталiй Михайлович працював на посадi iнженера НДС
у Донецькому полiтехнiчному iнститутi (м. Донецьк).

З 1975 по 1979 рр. працював на посадi асистента кафедри прикладної
математики Харкiвського ордена Трудового Червоного Прапору iнституту
радiоелектронiки iменi академiка М.К. Янгеля (м. Харкiв).

З 1979 по 1982 рр. Вiталiй Михайлович навчався в аспiрантурi при кафед-
рi вищої математики Харкiвського iнституту радiоелектронiки (за спецiаль-
нiстю 01.01.06 – математична логiка, алгебра i теорiя чисел) та за сумiсниц-
твом працював молодшим науковим спiвробiтником Проблемної НДЛ АСУ
(м. Харкiв).

З 1983 по 1985 рр. працював на посадi асистента кафедри вищої матема-
тики Донецького полiтехнiчного iнституту (м. Донецьк).

У 1984 роцi Вiталiй Михайлович захистив кандидатську дисертацiю
«Напiвпрямi добутки моноїдiв» (за спецiальнiстю 01.01.06 – математична ло-
гiка, алгебра i теорiя чисел), яку виконав пiд керiвництвом корифея сучасної
алгебри, доктора фiзико-математичних наук, професора Лазаря Матвiйовича
Глускiна, а у 1985 роцi одержав вчене звання доцента (за кафедрою алгебри
та геометрiї).

У 1985 р. Усенко В.М. зi своєю родиною переїхав до мiста Слов’янська,
де почав працювати у Слов’янському державному педагогiчному iнститутi
(нинi – ДВНЗ «Донбаський державний педагогiчний унiверситет»).

1 лютого 1985 р. Вiталiя Михайловича було прийнято на посаду старшого
викладача кафедри математики, 14 лютого 1985 р. — призначено виконуючим
обов’язки завiдувача кафедри математики, а 3 грудня 1985 р. — завiдувачем
кафедри математики фiзико-математичного факультету Слов’янського дер-
жавного педагогiчного iнституту (СДПI).
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З 20 вересня 1985 р. Усенка Вiталiя Михайловича було призначено заступ-
ником декана з науково-дослiдної роботи фiзико-математичного факультету
(на громадських засадах).

З 1984 по 1988 рр. Вiталiй Михайлович очолював кафедру математики, а
з 1988 по 1990 рр. — кафедру алгебри i геометрiї.

З 1990 по 1993 рр. Вiталiй Михайлович перебував в докторантурi Київ-
ського державного унiверситету iменi Т.Г. Шевченка, пiсля закiнчення якої
з 4 вересня 1993 по 1994 рр. очолював кафедру алгебри i геометрiї Слов’ян-
ського державного педагогiчного iнституту.

15 лютого 1994 року Усенка Вiталiя Михайловича було обрано деканом
фiзико-математичного факультету СДПI. З 1994 по 1997 рр. Вiталiй Михай-
лович плiдно працював на цiй посадi та за сумiсництвом (з 1994 по 2001 рр.)
очолював кафедру алгебри.

У 2000 роцi Усенко В.М. захистив докторську дисертацiю «Напiвгрупи та
майжекiльця перетворень» (за спецiальнiстю 01.01.06 – математична логiка,
алгебра i теорiя чисел), а у 2001 роцi — одержав вчене звання професора.

У 2001 р. Вiталiй Михайлович зi своєю родиною переїхав до мiста Лу-
ганська та почав працювати у Луганському педагогiчному унiверситетi iменi
Т. Шевченка.

З 2001 по 2003 рр. Вiталiй Михайлович очолював кафедру алгебри та ма-
тематичного аналiзу i за сумiсництвом обiймав посаду директора лабораторiї
теоретичних та прикладних проблем математики ЛНПУ;

з 2003 по 2006 рр. — очолював кафедру алгебри та дискретної математи-
ки i за сумiсництвом обiймав посаду директора фiлiї Iнституту прикладної
математики та механiки НАН України.

З 2006 року, перебуваючи на стажуваннi за кордоном, вiн успiшно почав
встановлювати науковi та культурнi зв’язки мiж унiверситетами України та
Колумбiї.

Науково-педагогiчна дiяльнiсть та здобутки
Наукова дiяльнiсть Вiталiя Михайловича була тiсно пов’язана з теорiєю

напiвгруп та теорiєю напiвкiлець — порiвняно молодими роздiлами алгебри,
якi знаходять широке застосування у комп’ютерних науках. Ним було вве-
дено новий апарат для дослiдження напiвгруп — так званi напiвретракцiї.
Сьогоднi метод В.М. Усенка напiвретракцiй моноїдiв успiшно поширено й на
iншi алгебраїчнi системи. Найбiльш плiдно Вiталiй Михайлович спiвпрацю-
вав з донецькими кiбернетиками, проводив з ними сумiснi науковi семiнари.
Саме в цих теорiях вчений i одержав видатнi результати, якi принесли йому
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Пам’ятi Усенка Вiталiя Михайловича

свiтове визнання. Вiталiй Михайлович Усенко був одним з тих, про кого ка-
жуть — «Людина Науки», що повнiстю пiдтверджує його життєвий шлях.

З появою Усенка В.М. на фiзико-математичному факультетi СДПI знач-
но пiдвищився рiвень математичних дослiджень. Вiталiй Михайлович читав
лекцiї студентам не лише з базових курсiв алгебри, а й спецiальнi курси iз
сучасних проблем математики, значно розширеною була тематика диплом-
них та магiстерських робiт. Як наслiдок, у рамках наукової школи з алгеб-
ри пройшли навчання в аспiрантурi Київського нацiонального унiверситету
iм. Т. Шевченка та захистили кандидатськi дисертацiї наступнi випускники
фiзико-математичного факультету: О.М. Рябухо (1993 р.), Н.В. Кормишева i
Т.В. Кормишева (1994 р.), В.В. Могильова (1995 р.), I.В. Дудченко (2009 р.),
Н.В. Кайдан (2013 р.), Т.В. Турка (2013 р.).

Завдяки iнiцiативi Вiталiя Михайловича у 1997 роцi в СДПI було вiдкрито
аспiрантуру з алгебри.

У рамках наукової школи з алгебри, створеної на фiзико-математичному
факультетi пiд керiвництвом В.М. Усенка, пройшли пiдготовку випускники
факультету: Рябухо О.М., Величко В.Є., Кормишева Т.В., Жучок А.В.,
Жучок Ю.В., якi захистили кандидатськi дисертацiї, а згодом Жучок А.В.
(2012 р.) i Жучок Ю.В. (2017 р.) — докторськi дисертацiї.

У 1997 роцi завдяки зусиллям Вiталiя Михайловича на базi фiзико-
математичного факультету СДПI було органiзовано та проведено I-шу Мiж-
народну алгебраїчну конференцiю в Українi, присвячену пам’ятi про-
фесора Л.М. Глускiна, яка стала початком традицiї проведення таких конфе-
ренцiй в Українi (один раз у два роки). Мало хто знав, що значну частину
коштiв на органiзацiю цiєї конференцiї вiн взяв з власної кишенi. I так було
завжди. Вiн казав: «на науцi грошей не заробиш, потрiбно навпаки, грошi
вкладати в науку». VIII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя була вже при-
свячена пам’ятi В.М. Усенка, яка вiдбулася у 2011 роцi в м. Луганську. Влiтку
2021 року заплановано проведення вже XIII Мiжнародної алгебраїчної кон-
ференцiї в Українi (IACU13) у м. Києвi.

Приємно вiдзначити, що на фiзико-математичному факультетi СДПI
Вiталiй Михайлович створив творчий колектив, який пiзнiше на конференцi-
ях отримав назву «алгебраїчна школа Усенка».

У 2002 роцi Вiталiй Михайлович органiзував видавництво вiтчизняно-
го журналу «Український математичний вiсник» та мiжнародного журналу
«Algebra and Discrete Mathematics», який з 2012 р. включено до мiжнарод-
ної наукометричної бази даних Scopus, а з 2016 р. – до наукометричної бази
Emerging Sources Citation Index (Web of Science).
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В.М. Усенко придiляв багато сил та енергiї роботi з творчою молоддю. Вiн
керував науковим семiнаром «Алгебра i дискретна математика», де можна
було почути про новiтнi науковi досягнення та знайти цiкаву i перспективну
тематику для власних дослiджень. У 2002 роцi за iнiцiативи Вiталiя Ми-
хайловича було проведено Всеукраїнську конференцiю «Алгебраїчнi методи
дискретної математики». Пiд його впливом в ЛПУ iменi Т. Шевченка було
вiдкрито аспiрантуру за спецiальнiстю «Алгебра i теорiя чисел», яка продов-
жує функцiонувати й сьогоднi.

Вiталiй Усенко — автор бiльше ста наукових праць, пiд його керiвництвом
пiдготовлено i захищено 10 кандидатських дисертацiй, хоча число матема-
тикiв, якi вважають його своїм учителем, значно бiльше. Результати цих
дослiджень знайшли широке застосування в сучаснiй унiверсальнiй алгебрi
та деяких її прикладних роздiлах.

У планах цiєї енергiйної та невтомної людини була цiла низка нових на-
укових iдей, важливих дослiдницьких проектiв. Але передчасна смерть не
дозволила завершити заплановане. 6 березня 2006 р. перестало битися серце
всесвiтньо вiдомого математика, Усенка Вiталiя Михайловича.

В останнi роки життя Вiталiй Михайлович працював над завершенням
навчальних посiбникiв «Числовi алгебраїчнi системи», «Лiнiйна алгебра»,
«Загальна алгебра», над авторськими науковими темами. З 2004 по 2006 рр.
Усенко В.М. був експертом ВАК України.

Вiталiй Михайлович був яскравою особистiстю, людиною глибокої рiзно-
бiчної ерудицiї. Його оптимiстичне вiдношення до проблем було джерелом
натхнення для тих, хто знаходився з ним поруч, вiн завжди притягував до
себе людей та мав надзвичайний педагогiчний талант.

Слiд вiдзначити, що в ЛНУ iм. Т. Шевченка у 2011 роцi було започаткова-
но проведення щорiчної студентської олiмпiади з алгебри пам’ятi професора
Вiталiя Михайловича Усенка.

В серцях рiдних, друзiв, колег, учнiв, колишнiх студентiв, знайомих назав-
жди залишиться пам’ять про самовiддану працю, людську гiднiсть i справед-
ливiсть, цiлеспрямованiсть, толерантнiсть i поряднiсть Вiталiя Михайловича,
людини великого серця та чуйної душi.

Свiтла пам’ять про Вiталiя Михайловича Усенка завжди буде жити в
наших серцях та серцях його учнiв.

В.Є. Величко, Т.В. Турка, Н.В. Кайдан,
О.М. Рябухо, А.В. Жучок, Ю.В. Жучок,
С.О. Чайченко, З.Д. Пащенко,
Є.С. Сiлiн, О.А. Кадубовський
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ПРО ЧИСЛО НЕЕКВIВАЛЕНТНИХ ДВОКОЛЬОРОВИХ
ХОРДОВИХ O -ДIАГРАМ РОДУ 2,

ЯКI МАЮТЬ ОДИН СIРИЙ (АБО ЧОРНИЙ) ЦИКЛ

Для натуральних n > 5 встановлено явнi формули для пiдрахунку числа нееквiвалентних
2 -кольорових хордових O -дiаграм (з n хордами), якi мають лише один сiрий (чорний) та
(n−4) чорних (вiдповiдно сiрих) циклiв вiдносно дiї дiедральної групи (порядку 2n ). Крiм
того, для натуральних 5, 6 та 7 в явному виглядi наведено всi нееквiвалентнi дiаграми
iз зазначених класiв, а для натуральних 5 6 n 6 36 наведено точнi значення числа
нееквiвалентних таких дiаграм.

Ключовi слова: 2 -кольорова хордова O -дiаграма з n хордами, род дiаграми, цикл
дiаграми, дiедральна група.

Вступ
Нагадаємо, що хордовою дiаграмою або, коротко, n -дiаграмою називають

конфiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на ньому (якi
є вершинами правильного 2n -кутника) та n хорд, що сполучають вказанi
точки.

Хордовi дiаграми називають iзоморфними, якщо одну можна одержати з
iншої в результатi повороту.

Дiаграми називають еквiвалентними, якщо їх можна сумiстити за допо-
могою повороту, дзеркального вiдбиття, або ж їх композицiї.

Питаннями перелiку певних класiв хордових n -дiаграм (вiдносно дiї цик-
лiчної групи порядку 2n та дiедральної групи порядку 4n ) займалась цiла
низка вiдомих математикiв: T.R.S. Walsh, A.B. Lehman, J. Riordan, J. Harer,
D. Zagier. Серед сучасникiв слiд видiлити авторiв робiт [7], [2], [8], [5], [1].

Задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних n -дiаграм
були повнiстю розв’язанi у 1997–1998 рр. в роботах [2], [5], [7], [8].
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Явнi формули для пiдрахунку числа неiзоморфних планарних (роду 0 ),
тороїдальних (роду 1 ) n -дiаграм та 2m -дiаграм максимального роду m

було встановлено у 2000 р. в роботi [2]. Причому задача про пiдрахунок числа
нееквiвалентних дiаграм максимального роду була повнiстю розв’язана лише
у 2017 р. в роботi [6].

Слiд констатувати, що одержання явних формул для пiдрахунку числа
неiзоморфних (а тому i нееквiвалентних), зокрема двокольорових, n -дiаг-
рам фiксованого роду виявилося досить складною задачею i в загальному
випадку до сьогоднi нерозв’язаною проблемою.

Для двокольорових дiаграм найбiльш вагомими є наступнi результати:
задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних O - i N -

дiаграм (вiдповiдно) повнiстю розв’язано в 2010 р. у роботi [11];
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -

дiаграм (N -дiаграм), якi мають точно один цикл певного кольору (чорний
або ж сiрий) одержано в 2010 та 2012 рр. у роботах [12] i [13] вiдповiдно;

формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних планар-
них O -дiаграм (з n хордами) було встановлено у 2000 р. в роботi [1]; проте
питання про узагальнення цiєї задачi на випадок фiксованого числа чорних
(або ж сiрих) циклiв було повнiстю розв’язано лише у 2014 р. в роботi [14];

задача про пiдрахунок числа неiзоморфних O -дiаграм максимального
роду (з 1-им чорним та 1-им сiрим циклом) була розв’язана у 2006 р. в робо-
тi [10], а про число нееквiвалентних таких дiаграм — лише у 2015 р. в [15].

Слiд зазначити, що навiть для класу ℑn,1
k;l O -дiаграм (з n хордами) роду

1 , якi мають точно k чорних (або ж сiрих) та l = n−k−1 сiрих (вiдповiдно
чорних) циклiв, питання про пiдрахунок числа нееквiвалентних дiаграм вiд-
носно дiї циклiчної та дiедральної груп в загальному випадку залишаються
вiдкритими. Явнi формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквi-
валентних дiаграм з класiв ℑn,1

n−2;1 , ℑn,1
n−3;2 та ℑn,1

n−4;3 (для початкових l = 1 ,
l = 2 та l = 3 ) одержано в роботах [16], [17] i [18] вiдповiдно.

Явнi формули для пiдрахунку числа неiзоморфних дiаграм з бiльш єм-
ного класу ℑn,1 двокольорових хордових O -дiаграм (з n хордами) роду 1
(без фiксацiї кiлькостi чорних та/або сiрих циклiв) анонсовано в однiй з робiт
автора. Проте задача про пiдрахунок числа нееквiвалентних дiаграм з класу
ℑn,1 також залишається нерозв’язаною.

Дана стаття є логiчним продовженням зазначеної серiї робiт, зокрема [19],
та присвячена встановленню формул для пiдрахунку числа нееквiвалентних
дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 . А її основною метою — виклад одержаних результатiв,
анонсованих автором в роботi [20].
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Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Означення 1. Коло з 2n точками на ньому (що є вершинами правильного
2n -кутника), дуги якого почергово розфарбованi у два кольори (чорний i сi-
рий) та фiксованою нумерацiєю вершин за годинниковою стрiлкою, будемо
називати двокольоровим 2n -шаблоном — рис. 1 a) .

2-кольоровою хордовою n -дiаграмою будемо називати n -дiаграму, побу-
довану на основi двокольорового 2n -шаблону.

Означення 2. 2-кольорову n -дiаграму, яка не мiстить (мiстить) хор-
ди, що сполучає вершини з номерами однакової парностi, називають O -
дiаграмою (N -дiаграмою) — рис. 1 c), b) .

Означення 3. «Чорним» («сiрим») циклом 2 -кольорової дiаграми назива-
тимемо послiдовнiсть хорд та чорних (сiрих) дуг, якi утворюють гомео-
морфний образ (орiєнтованого) кола — рис. 1 b)− c) .

  

 

 

)a  )b  )c  
 

 

 

 

Рис. 1:
a) двокольоровий 20 -шаблон;
b) N -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 сiрих та 3 чорних циклiв;
c) O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 6 сiрих та 3 чорних циклiв

Якщо проiгнорувати колiр, то кожен чорний (сiрий) цикл 2 -кольорової O -
дiаграми спiвпадає з вiдповiдним циклом непофарбованої дiаграми. Тодi нас-
лiдуючи [2], природнiм чином визначається рiд O -дiаграми, а саме

Означення 4. Родом 2 -кольорової O -дiаграми будемо називати цiле число
g , яке визначається рiвнiстю

g =
n+ 1− λ

2
, (1)

де λ — сумарне число чорних i сiрих циклiв дiаграми.
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Означення 5. Множину O -дiаграм з n хордами (побудованих на 2 -ко-
льоровому 2n -шаблонi), якi мають точно l сiрих (чорних) та k чорних
(сiрих) циклiв будемо позначати ℑO

k,l;n .

Зауваження 1. З урахуванням рiвностi (1) та введених позначень, дi-
аграми з класу ℑO

k,l;n є O -дiаграмами (з n хордами) роду g = n+1−k−l
2 .

Тобто, для O -дiаграм роду g з l сiрими (або ж чорними) циклами число
k чорних (вiдповiдно сiрих) циклiв визначається однозначно i становить
k = n+ 1− l − 2g .

Тому в подальшому через ℑn,g
n+1−l−2g,l будемо позначати клас двокольоро-

вих хордових саме O -дiаграм (з n хордами) роду g , якi мають точно l сiрих
та k = n+ 1− l − 2g чорних циклiв.

Бiльш детально з основними поняттями та попереднiми вiдомостями з
теорiї перелiку двокольорових хордових дiаграм, можна ознайомитися в ро-
ботах [11], [16], [17].

1.1. Число дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1 та його характеристичнi пiдкласи

У 1997 р. в роботi [9, C. 4] вперше встановлено рекурентнi формули, за
допомогою яких є принципово можливим пiдрахунок числа дiаграм з класу
ℑn,g

k,l (2g = n+ 1− k − l ).
Крiм того, для початкових g = 0; 1; 2; 3 в [9, С. 8-9] встановлено явнi

формули, якi пiзнiше також були одержанi та уточненi й в [4, С. 833], а в
роботi [3, С. 888] — для цiлих g > 0 запропоновано iншу рекурентну формулу.

З урахуванням, наприклад результатiв роботи [19], для довiльного на-
турального n > 5 число d(n) дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 можна знайти за
формулою ∣∣∣ℑn,2

n−4;1

∣∣∣ = (3n2 − n− 6)

8
· C6

n+1 = d(n). (2)

Зауваження 2. ( [19]) Оскiльки дiаграми з класу ℑn,2
n−4;1 (крiм 1 сiрого

циклу) мають точно k = n − 4 чорних циклiв (якi мiстять всi n чорних
дуг двокольорового 2n -шаблону), то кожна з таких дiаграм може мати
лише один з наступних наборiв чорних циклiв:

або один 5 -цикл (довжини 5) та (n− 5) 1 -циклiв (довжини 1);
або один 4 -цикл, один 2 -цикл та (n− 6) 1 -циклiв;
або два 3 -цикли та (n− 6) 1 -циклiв;
або один 3 -цикл, два 2 -цикли та (n− 7) 1 -циклiв;
або чотири 2 -цикли та (n− 8) 1 -циклiв.

Таким чином, всi дiаграми з класу ℑn,2
n−4;1 умовно можна подiлити на п’ять

зазначених вище класiв — A , B , D , E та F вiдповiдно.
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A1 A2 A3 A4 B1 

     

D1 D2 D3 D4 B2 

     

F1 F2 F3 F4 B3 

     

E1 E2 E3 E4 B4 

   

  

E5 E6 E7   

 

 Рис. 2: типовi представники характеристичних пiдкласiв дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1

Зауваження 3. ( [19]) Якiсний аналiз можливих типiв дiаграм iз класiв
A , B , D , E i F дозволяє видiлити лише 23 пiдкласи (об’єднання яких дає
ℑn,2

n−4;1 та перетин будь-яких двох iз них є порожньою множиною), типовi
представники яких зображено на рис. 2 та (заради зручностi) позначено у
спосiб: A1–A4 , B1–B4 , D1–D4 , E1–E7 та F1–F4 вiдповiдно.
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1.2. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1

В роботi [19] за допомогою леми Бернсайда встановлено справедливiсть
наступного твердження

Теорема 1. ( [19]) Для натуральних n > 5 число d∗(n) неiзоморфних
(нееквiвалентних вiдносно дiї циклiчної групи порядку n ) дiаграм з класу
ℑn,2

n−4;1 можна обчислити за формулою

d∗(n) =
d(n) + ρ(n, n2 ) + 2ρ(n, n3 ) + 2ρ(n, n4 ) + 4ρ(n, n5 ) + 2ρ(n, n6 ) + 4ρ(n, n8 )

n
,

(3)
де

d(n) =
1

8
· C6

n+1 · (3n2 − n− 6); (4)

∀j ∈ N : n
j /∈ N величини ρ

(
n, nj

)
≡ 0 , а

∀j ∈ {2; 3; 4; 5; 6; 8} : n
j ∈ N величини ρ

(
n, nj

)
визначаються за допомогою

спiввiдношень

ρ

(
n,

n

j

)
=



C1
n
8
, j = 8

C1
n
6
, j = 6

3 · C1
n
5
, j = 5

C2
n
4
, j = 4

3 · C2
n
3
, j = 3

C3
n
2
· 5n+2

8 , j = 2.

(5)

Основна частина
Застосовуючи лему Бернсайда (див. напр. [2], [11], [12]), не важко вста-

новити, що число d∗∗(n) нееквiвалентних (вiдносно дiї дiедральної групи)
дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 можна визначити за допомогою спiввiдношення

d∗∗n =
1

2
(d∗(n) + S(n)) , (6)

де d∗(n) — число неiзоморфних дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1 ,

S(n) =


s0(n), n = 2m+ 1

1

2
(s1(n) + s2(n)), n = 2m,

(7)
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s0(n) — число тих дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1 , що є симетричними вiдносно фiк-

сованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної та
сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону;
s1(n) ( s2(n) ) –– число тих дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 , що є симетричними вiд-
носно фiксованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних
сiрих (вiдповiдно чорних) дуг 2 -кольорового 2n -шаблону.

Таким чином, з урахуванням спiввiдношень (6), (7) та встановлених фор-
мул (3) – (5) для обчислення величини d∗(n) , задача про пiдрахунок числа
d∗∗(n) нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 зводиться до задач про пiдра-
хунок величин s0(n) , s1(n) , s2(n) .

Зауваження 4. В подальшому з метою уникнення непотрiбних нагромад-
жень (при вiзуалiзацiї вiдповiдних типiв дiаграм) чорнi 1-цикли будемо
зображати у виглядi звичайної чорної дуги 2n -шаблону (та розумiти як
дугу, кiнцi якої сполучено хордою) – рис. 3 c) .

 

 

 

 

 

 

)a  )b  )c  

 

|||  

Рис. 3: до зауваження 4.

Лема 1. Нехай n = 2m+ 1 . Тодi число s0(n) дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1 , що є

симетричними вiдносно фiксованої осi симетрiї, яка проходить через сере-
дини протилежних чорної та сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону, можна
обчислити за формулою.

s0(n) =
(n− 3)(n− 1)(n+ 1)(5n+ 7)

384
. (8)

Доведення. З урахуванням аналiзу симетрiй типових представникiв ха-
рактеристичних пiдкласiв дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 (зображених на рис. 2 ),
всi дiаграми з класу ℑn,2

n−4;1 , що є симетричними вiдносно фiксованої осi
симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної та сiрої дуг
2 -кольорового 2n -шаблону (n = 2m + 1 ), вичерпуються дiаграмами вiсiм-
надцяти типiв, зображених та занумерованих числами вiд 1 до 18 на рис. 4 .
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1 2 3 4  

    

 

5 6 7 8  

     

9 10 11 12 13 

     

14 15 16 17 18 

 

Рис. 4: до леми 1.

Оскiльки n = 2m + 1 , то сумарне число s0(n) дiаграм зазначених типiв
становить

4× C2
(2m+1)−1

2

+ 9× C3
(2m+1)−1

2

+ 5× C4
(2m+1)−1

2

= 4C2
m + 9C3

m + 5C4
m =

= 4
(
C2

m + C3
m

)
+ 5

(
C3

m + C4
m

)
= 4C3

m+1 + 5C4
m+1 = 4C4

m+2 + C4
m+1 =

= 4
(m+ 2)!

4!(m− 2)!
+

(m+ 1)!

4!(m− 3)!
=

(m+ 1)!

4!(m− 2)!
(4 · (m+ 2) + 1 · (m− 2)) =

=
1

4!
(m+ 1)m(m− 1)(5m+ 6).

Звiдки, з урахуванням рiвностi m = n−1
2 , одержуємо, що

s0(n) = s0(2m+ 1) =
(n− 3)(n− 1)(n+ 1)(5n+ 7)

384
.

�
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Лема 2. Нехай n = 2m . Тодi мають мiсце рiвностi

s1(n) =
1

384
(n− 4)(n− 2)

(
5n2 + 2n

)
; (9)

s2(n) =
1

384
(n− 4)(n− 2)

(
5n2 + 66n+ 192

)
; (10)

1

2
(s1(n) + s2(n)) =

(n− 4)(n− 2)
(
5n2 + 34n+ 96

)
384

. (11)

Доведення. З урахуванням аналiзу симетрiй типових представникiв ха-
рактеристичних пiдкласiв дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 (зображених на рис. 2 ), всi
дiаграми з класу ℑn,2

n−4;1 , що є симетричними вiдносно фiксованої осi симетрiї,
яка проходить через середини протилежних сiрих дуг 2 -кольорового 2n -
шаблону (n = 2m ), вичерпуються дiаграмами дев’яти типiв, зображених та
занумерованих числами вiд 1 до 9 на рис. 5 .

 

    

 

1 2 3 4  

     

5 6 7 8 9 

 

 Рис. 5: до леми 2.

Оскiльки n = 2m , то сумарне число s1(n) дiаграм зазначених типiв ста-
новить

4× C3
2m
2

+ 5× C4
2m
2

= 4C3
m + 5C4

m = 4
(
C3

m + C4
m

)
+ C4

m = 4C4
m+1 + C4

m =

= 4
(m+ 1)!

4!(m− 3)!
+

m!

4!(m− 4)!
=

m!

4!(m− 3)!
(4 · (m+ 1) + 1 · (m− 3)) =

=
1

4!
m(m− 1)(m− 2)(5m+ 1).

Звiдки, з урахуванням рiвностi m = n
2 , одержуємо, що

s1(n) = s1(2m) =
n(n− 2)(n− 4)(5n+ 2)

384
=

1

384
(n− 4)(n− 2)

(
5n2 + 2n

)
.
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Рис. 6: до леми 2.
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Дiаграми з класу ℑn,2
n−4;1 , що є симетричними вiдносно фiксованої

осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорних дуг 2 -
кольорового 2n -шаблону (n = 2m ), вичерпуються дiаграмами тридцяти
восьми типiв, зображених та занумерованих числами вiд 1 до 38 на рис. 6 .

Оскiльки n = 2m , то сумарне число s2(n) дiаграм зазначених типiв ста-
новить

16× C2
2m−2

2

+ 5× C4
2m−2

2

+ 17× C3
2m−2

2

= 16C2
m−1 + 5C4

m−1 + 17C3
m−1 =

= 16
(
C2

m−1 + C3
m−1

)
+
(
C3

m−1 + C4
m−1

)
+ 4C4

m−1 = 16C3
m + C4

m + 4C4
m−1 =

= 16 · m!

3!(m− 3)!
+

m!

4!(m− 4)!
+ 4 · (m− 1)!

4!(m− 5)!
=

=
(m− 1)!

4!(m− 3)!
(64 ·m+ 1 ·m(m− 3) + 4 · (m− 3)(m− 4)) =

=
(m− 1)(m− 2)

4!

(
5m2 + 33m+ 48

)
.

Звiдки, з урахуванням рiвностi m = n
2 , одержуємо, що

s2(n) =
1

4!

(
n− 2

2

)(
n− 4

2

)(
5 · n

2

4
+ 33 · n

2
+ 48

)
=

=
1

384
(n− 4)(n− 2)

(
5n2 + 66n+ 192

)
.

Крiм того,
1

2
(s1(n) + s2(n)) =

(n− 4)(n− 2)
(
5n2 + 34n+ 96

)
384

.

�
З урахуванням спiввiдношень (6), (7) та лем 1 i 2, має мiсце

Теорема 2. Для натуральних n > 5 число d∗∗(n) нееквiвалентних (вiднос-
но дiї дiедральної групи порядку 2n ) дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 можна обчис-
лити за формулою

d∗∗(n) =
1

2
(d∗(n) + S(n)) , (12)

де

S(n) =


1

384
(n− 3)(n− 1)(n+ 1)(5n+ 7), n = 2k + 1

1

384
(n− 4)(n− 2)

(
5n2 + 34n+ 96

)
, n = 2k.

(13)

а величина d∗(n) визначається за формулами (3) – (5) .
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На рис. 7 та 8 в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi (нееквiвалентнi
вiдносно дiї циклiчної групи) дiаграми з класiв ℑ5,2

1;1 та ℑ6,2
2;1 вiдповiдно.

    

1 2 3 4 

 

Рис. 7: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑ5,2
1;1

 

    

1 2 3 4 

    

5 6 7 8 

    

9 10 11 12 

    

13 14 15 16 

 

Рис. 8: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑ6,2
2;1

Зауваження 5. Очевидно, що:
у випадку n = 5 всi неiзоморфнi дiаграми є також i нееквiвалентними

(вiдносно дiї дiедральної групи);
у випадку n = 6 з 16 неiзоморфних дiаграм пари {5; 6} , {7; 8} та

{11; 12} є еквiвалентними (симетричними), а тому iснує лише 16−3 = 13
нееквiвалентних дiаграм з класу ℑ6,2

2;1 .
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Рис. 9: всi 44 нееквiвалентнi дiаграми з класу ℑ7,2
3;1
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Додатки та прикiнцевi зауваження
Зауваження 6. За допомогою одержаних формул можна пiдрахувати й
число нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,2

1;n−4

Повторюючи мiркування, аналогiчнi тим, що наведено у роботi [5], не
важко встановити справедливiсть наступного твердження

Твердження 1. При n → ∞ величини d∗∗(n) та

δ(n) =
d(n)

2n
=

(3n2 − n− 6)(n+ 1)(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

11520

є еквiвалентними нескiнченно великими величинами.

n d(n) d∗(n) d∗∗(n) n d(n) d∗(n) d∗∗(n)
5 8 4 4 21 12 087 306 575 592 288 951
6 84 16 13 22 17 968 566 816 858 409 959
7 469 67 44 23 26 212 571 1 139 677 571 516
8 1 869 237 140 24 37 589 475 1 566 377 785 361
9 5 985 667 366 25 53 068 015 2 122 723 1 063 721
10 16 401 1 649 883 26 73 854 495 2 840 739 1 423 367
11 39 963 3 633 1 894 27 101 437 245 3 756 943 1 881 702
12 88 803 7 417 3 836 28 137 637 045 4 915 841 2 461 957
13 183 183 14 091 7 203 29 184 664 025 6 367 725 3 188 185
14 355 355 25 405 12 945 30 245 181 573 8 173 019 4 091 833
15 654 654 43 650 22 112 31 322 377 804 10 399 284 5 205 312
16 1 154 062 72 166 36 503 32 420 045 164 13 126 768 6 570 279
17 1 958 502 115 206 58 086 33 542 668 764 16 444 518 8 229 569
18 3 215 142 178 678 90 018 34 695 524 060 20 457 020 10 237 300
19 5 126 010 269 790 135 660 35 884 784 516 25 279 560 12 649 062
20 7 963 242 398 242 200 162 36 1 117 639 908 31 046 082 15 534 091

Табл. 1: початковi значення величин d(n) , d∗(n) та d∗∗(n)

Висновки
Таким чином, в представленiй роботi розв’язано задачу про пiдрахунок

числа нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1 . Крiм того, для n = 5, 6 та

n = 7 в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi та нееквiвалентнi дiаграми
з вiдповiдних класiв, а для 5 6 n 6 36 — точнi значення числа неiзоморфних
та нееквiвалентних таких дiаграм.

Цiлком природно подальшу роботу спрямувати на одержання явних фор-
мул для пiдрахунок числа нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,3

n−6;1 та уза-
гальнення одержаних результатiв для класу ℑn,g

n−2g,1 на випадок довiльного
g > 1 .

DOI: https://doi.org/10.31865/2413-26672415-3079112021234823 31



ISSN 2413-2667 (Print), ISSN 2415-3079 (Online)

Лiтература
1. Callan D., Smiley L. Noncrossing partitions under reflection and rotation;

preprint, arXiv:math/0510447 [math.CO], 2000.
2. Сori R., Marcus M. Counting non-isomorphic chord diagrams. Theoretical

Computer Science. 1998. Vol. 204. P. 55–73.
3. Chapuy G. A new combinatorial identity for unicellular maps, via a direct

bijective approach. Advances in Applied Mathematics. 2011. Vol. 47, No. 4.
P. 874–893.

4. Goupil A., Schaeffer G. Factoring n -cycles and counting maps of given
genus. European Journal of Combinatorics. 1998. Vol. 19, No. 7. P. 819–834.

5. Khruzin A. Enumeration of chord diagrams; preprint, arXiv:math/0008209
[math.CO], 1998.

6. Krasko E. Counting Unlabelled Chord Diagrams of Maximal Genus; preprint,
arXiv:1709.00796 [math.CO], 2017.

7. Li B., Sun H. Exact number of chord diagrams and an estimation of the
number of spine diagrams of order n . Chinese Science Bulletin. 1997. Vol. 42,
No. 9. P. 705–720.

8. Stoimenov A. Enumeration of chord diagrams and an upper bound for Vassi-
liev invariants. Journal of Knot and its Ramifications. 1998. Vol. 7, No. 1.
P. 93–114.

9. Адрианов Н.М. Аналог формулы Харера-Цагира для одноклеточных
двукрашенных карт. Функциональный анализ и его приложения. 1997.
Том 31, № 3. C. 1–9.

10. Кадубовський О. Про один клас хордових дiаграм максимального роду.
Вiсник Київського унiверситету Серiя: фiзико-математичнi науки. 2006.
Вип. 1. C. 17–27.

11. Кадубовський О.А., Сторожилова О.В., Сторожилова Н.В. Двокольо-
ровi O - i N -дiаграми. Пошуки i знахiдки. Серiя: фiзико-математичнi
науки. 2010. Том I, Вип. 10. С. 41–50.

12. Кадубовський О.А., Саприкiна Ю.С., Мазур С.Ю. Двокольоровi O -
дiаграми з одним чорним циклом. Пошуки i знахiдки. Серiя: фiзико-
математичнi науки. 2010. Том I, Вип. 10. С. 51–60.

13. Кадубовский А.А. Двухцветные хордовые N -диаграммы с одним чер-
ным циклом. Труды института прикладной математики и механики НАН
Украины. 2012. Том 24. С. 134–146.

14. Кадубовский А.А. О числе топологически неэквивалентных функций с
одной вырожденной критической точкой типа седло на двумерной сфере,
II. Труды междунар. геометрического центра. 2015. Том 8, № 1. С. 46–61.

32 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ. 2021. Випуск 11.



Кадубовський О.А., Стьопкiн А.В., ... Про число нееквiвалентних O -дiаграм роду 2

15. Кадубовський О.А. Перерахування топологiчно нееквiвалентних гладких
мiнiмальних функцiй на замкнених поверхнях // Топологiя вiдображень
маловимiрних многовидiв : Збiрник праць Iнституту математики НАН
України. 2015. Том 12, № 6. C. 105–145.

16. Кадубовський О.А., Баляса Н.П. Перерахування двокольорових хордо-
вих O -дiаграм роду 1, якi мають один чорний (або сiрий) цикл, вiднос-
но дiї циклiчної та дiедральної груп. Збiрник наукових праць фiзико-
математичного факультету ДДПУ. 2016. Вип. 6. С. 31–46.

17. Кадубовський О.А., Калiнiченко Я.В. Перерахування двокольорових
хордових O -дiаграм роду 1, якi мають два чорних (або сiрих) циклiв,
вiдносно дiї групи дiедра. Збiрник наукових праць фiзико-математичного
факультету ДДПУ. 2018. Вип. 8. С. 30–45.

18. Кадубовський О.А. Перерахування двокольорових хордових O -дiаграм
роду 1, якi мають три сiрих (або чорних) цикли, вiдносно дiї групи дiедра.
Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ. 2019.
Вип. 9. С. 25-41.

19. Кадубовський О.А., Сипчук Є.Ю. Про число неiзоморфних двокольоро-
вих хордових O -дiаграм роду 2, якi мають один сiрий (або чорний) цикл.
Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ. 2020.
Вип. 10. С. 21–32.

20. Кадубовський О.А. Про число топологiчно нееквiвалентних напiвмiнi-
мальних гладких функцiй на двовимiрному кренделi. Збiрник тез допо-
вiдей Мiжнародної наукової онлайн конференцiї «Алгебраїчнi та геомет-
ричнi методи аналiзу». (Одеса, 26-30 травня 2020 р.). — Одеса, 2020. —
С. 87–88. — 131 с.

О.А. Kadubovskyi, A.V. Stopkin, A.M. Kyrychenko
Donbas State Pedagogical University, Sloviansk, Ukraine.

On the number of non-equivalent 2 -color chord O -diagrams of the
genus three that have one grey (or black) face

In this paper we consider 2 -color chord O -diagrams (of order n ) with one
grey and (n− 4) black faces under the action of dihedral group of the order 2n .

For natural 5, 6 and 7 we have illustrated all non-equivalent of such diagrams.
We have established explicit formulas for counting the number of non-equivalent
diagrams from the specified class. In addition, for natural 5 6 n 6 36 we have
also listed the exact value of the number of non-equivalent such diagrams.

Keywords: 2 -color chord O -diagrams, genus of a diagram, faces of a di-
agram, dihedral group.
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ЕНДОМОРФIЗМИ ВIЛЬНОЇ ГРУПИ

В роботi за допомогою елементарного перетворення Нiльсена рангу n на множенi наборiв
слiв вiльної групи визначається автоморфiзм або ендоморфiзм вiльної групи. Розглядаєтся
будова вербальної пiдгрупи вiльної групи.

Ключовi слова: вiльна група, ендоморфiзм, автоморфiзм, перетворення Нiльсена

Вступ
Вiльною групою F = F (X) з системою вiльних твiрних X називається

група, елементами якої є нескоротнi груповi слова над алфавiтом X , а добу-
ток елементiв-слiв визначається як їх приписування з подальшою редукцiєю
– скороченням символiв вигляду xx−1 , x−1x , якi можуть появитися на сти-
ку двох слiв при їх приписуваннi. При цьому груповим словом називається
слово вигляду

w = xε1i1x
ε2
i2
. . . xεrir , де ε1, ε2, . . . , εr ∈ {−1, 1}.

Слово w називається нескоротним, якщо воно не мiстить складiв вигляду
xx−1 чи x−1x . Потужнiсть множини вiльних твiрних X називається рангом
вiльної групи. Вiльна група визначається своїм рангом однозначно: будь яка
iнша система твiрних, яка є вiльною, тобто такою, що довiльне вiдображення
цiєї системи в групу F продовжується до ендоморфiзму, має таку ж поту-
жнiсть як i X . Це число є iнварiантом вiльної групи, який називається її
рангом. Вiльну групу рангу n (з точнiстю до iзоморфiзму вона лише одна)
позначають символом Fn .

Основна частина
Нехай (xi)i∈I – система вiльних твiрних вiльної групи F , де

I = {1, 2, . . . , n} або I = N , (wi)i∈I – система нескоротних слiв - елементiв
F . Тодi вiдображення

xi → wi, i ∈ I, (1)

можна продовжити до ендоморфiзму групи F . При цьому рiзним вiдобра-
женням вiдоповiдатимуть рiзнi ендоморфiзми i кожен ендоморфiзм визначає
певне вiдображення виду (1). А тому довiльний ендоморфiзм α ∈ EndF
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однозначно задається набором елементiв (wi)i∈I . Нехай n – натуральне чи-
сло, n > 2 , тодi ендоморфiзму α вiдповiдає набiр

[α] =< w1(x1, x2, . . . , xn), w2(x1, x2, . . . , xn), . . . , wn(x1, x2, . . . , xn) > (2)

Якщо ендоморфiзму β вiдповiдає набiр

[β] =< w′
1(x1, x2, . . . , xn), w

′
2(x1, x2, . . . , xn), . . . , w

′
n(x1, x2, . . . , xn) >, (3)

то добутку αβ вiдповiдає набiр, який утворився при суперпозицiї (2) i (3),
тобто

[α] · [β] = [αβ] =< w′
1(w1(x1, x2, . . . , xn), . . . , wn(x1, x2, . . . , xn)), . . .

. . . , w′
n(w2(x1, x2, . . . , xn), . . . , wn(x1, x2, . . . , xn)) > (4)

Вiдповiдностi (1) називаються (див. [1], с.138) пiдстановками на твiрних
xi , або просто пiдстановками. Якщо множина слiв {wi|i ∈ I} вiльно по-
роджує вiльну групу F , то пiдстановка називається вiльною пiдстановкою
на твiрних xi , i ∈ I . Вiльнi пiдстановки визначають автоморфiзми вiль-
ної групи F , а всi iншi – ендоморфiзми, якi не являються автоморфiзмами.
Пересвiдчитись чи є пiдстановка [α] на твiрних xi вiльною чи нi можна вико-
ристовуючи так званi елементарнi перетворення над словами вiльної групи.
Вони визначаються таким чином.

Означення 1. Елементарними перетвореннями Нiльсена рангу n назива-
ються перетворення на множинi наборiв (iнакше – кортежiв)

[α] =< w1, w2, . . . , wn >

нескоротних слiв в алфавiтi X , якi належать до одного з таких типiв:

1) Перестановка слiв у наборi. Нехай σ – деяка перестановка з симе-
тричної групи Sn . Тодi елементарним σ -перетворенням кортежа [α]
називається таке його перетворення

(w1, w2, . . . , wn)
σ→ (wσ(1), wσ(2), . . . , wσ(n)) (5)

Образ кортежа [α] при перетвореннi (5) позначатимемо символом
[α]σ .

2) Замiна компонент кортежа на оберненi елементи вiльної групи. Не-
хай a = (a1, a2, . . . , an) – деякий вектор, координати якого належать
до множини {1,−1} . a -перетворенням кортежа [α] назвемо пере-
творення вигляду

(w1, w2, . . . , wn) → (wa1
1 , wa2

2 , . . . , wan
n ). (6)

Образ кортежа a при перетвореннi (6) позначатимемо символом [α]a .
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3) Змiна компонент кортежа шляхом множення на iншi компоненти.
перетвореннями такого типу є наступнi:
а)

(w1, . . . , wi−1, wi, wi+1, . . . , wn) →
(w1, . . . , wi−1, wi · wε

j , wi+1, . . . , wn);

б)
(w1, . . . , wi−1, wi, wi+1, . . . , wn) →
(w1, . . . , wi−1, w

ε
j · wi, wi+1, . . . , wn); (7)

в)
(w1, . . . , wi−1, wi, wi+1, . . . , wn) →

(w1, . . . , wi−1, w
ε
j · wi · w−ε

j , wi+1, . . . , wn),

де 1 6 i 6 n , 1 6 j 6 n , i ̸= j , ε ∈ {1,−1} .

Якщо до набору [α] =< w1, w2, . . . , wn > застосувати нiльсiнєвське еле-
ментарне перетворення одного з типiв 1)-3), то в результатi дiстаємо новий
кортеж, який породжує ту ж саму пiдгрупу групи SF , що й набiр [α] . Нехай
Lx(w) – число входжень лiтери x в слово w , Lx([α]) = Lx(w1)+. . .+Lx(wn) .

Лема 1. Нехай [α] – деякий набiр елементiв вiльної групи F . Можна по-
будувати таку послiдовнiсть λ1, λ2, . . . , λs нiльсенiвських елементарних
перетворень кортежiв довжини n , що для довiльної лiтери x ∈ X ма-
тимуть мiсце нерiвностi

Lx([α]) > Lx([α]
λ1) > Lx([α]

λ1λ2) > . . . > Lx([α]
λ1...λs),

причому кортеж [β] = [α]λ1...λs має вигляд

[β] =< w̃1, . . . , w̃l, e, . . . , e >,

а w̃1, . . . , w̃l є вiльною системою твiрних пiдгрупи < w̃1, . . . , w̃l > , по-
родженої w̃1, w̃2, . . . , w̃l . Число l не залежить вiд вибору послiдовностi
елементарних нiльсеневських перетворень λ1λ2 . . . λs .

Доведення цiєї леми див. ( [1], с.133-136.)
Число l , яке є iнварiантом набору [α] , називатимемо рангом цього набору

i позначатимемо r([α]) . очевидно для довiльного набору [α] неодиничних
нескоротних слiв справджується нерiвностi:

1 6 r([α]) 6 n.

З леми 1 як наслiдок вiдразу ж дiстаємо таке твердження

36 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ. 2021. Випуск 11.
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Лема 2. Набiр [α] задає автоморфiзм вiльної групи F (X) тодi й лише
тодi, коли r([α]) = n . В противному разi цей набiр задає ендоморфiзм групи
F (X) , який не буде її автоморфiзмом.

Д о в е д е н н я. Якщо r([α]) = n , то за допомогою елементарних
перетворень Нiльсена [α] можна привести до вигляду < w̃1, w̃2, . . . , w̃l >
такого, що w̃1, w̃2, . . . , w̃l є вiльною системою твiрних вiльної групи F (X) .
Звiдси випливає, що й компоненти кортежа [α] породжують вiльну групу
F (X) . А тому вiдображення

f : xi → wi, i = 1, 2, . . . , n,

можна продовжити до автоморфiзму F (X) в себе. Якщо ж r([α]) = k < n ,
то за допомогою елементарних перетворень Нiльсена кортеж [α] можна при-
вести до вигляду < w̃1, . . . , w̃k, e, . . . , e > . Але компоненти кортежа пере-
твореного i початкового породжують ту ж саму пiдгрупу рангу k в F (X) ,
тобто < w̃1, . . . , w̃k >=< w1, . . . , wn > звiдси випливає, що вiдображення f

продовжується до гомоморфiзму, який вiдображає F (X) на власну пiдгрупу
< w̃1, . . . , w̃l > , який може бути автоморфiзмом. �

Наведемо тепер визначення вербальної пiдгрупи в групi. Нехай G – до-
вiльна група, V ⊂ F – довiльна множина слiв у вiльнiй групi злiченого рангу.
Вербальною υ -пiдгрупою групи G називається пiдгрупа, що породжена всi-
ма значеннями слiв iз V в групi G . Позначатимемо цю пiдгрупу символом
υ(G) . Таким чином

υ(G) = {υ(g1, g2, . . . , gn)|υ(x1, . . . , xn) ∈ V , g1, g2, . . . , gn ∈ G}

Вербальна пiдгрупа довiльної групи G є цiлком характеристичною в нiй,
обернене взагалi кажучи є неправильним, але для вiльних груп маємо таке
твердження
Лема 3. Кожна цiлком характеристична пiдгрупа вiльної групи є вербаль-
ною в нiй.

Доведення див. [2].
Враховуючи це твердження, вербальну пiдгрупу V(X) вiльної групи F ,

яка задається деяким словом υ можна охарактеризувати таким чином
Лема 4. Нехай υ(x1, . . . , xn) – деяке незвiдне слово з вiльної групи злiчен-
ного рангу, F – вiльна група скiнченного або злiченного рангу. Вербальна
пiдгрупа υ(F ) складається з найможливiших суперпозицiй виду

υ(g1, g2, . . . , gn), g1, g2, . . . , gn ∈ F

Доведення випливає безпосередньо з визначення вербальної пiдгрупи.
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Прикладами власних вербальних пiдгруп вiльної групи F є

a) її комутант, який породжується словом [x1, x2] = x−1
1 x−1

2 x1x2 i складає-
ться з усiх незвiдних слiв, сума степенiв всiх входжень кожної букви xi
в якi дорiвнює нулю;

б) члени ряду комутантiв, якi визначаються рекурентно рiвностями
F (0) = F , F (k) = {[u, v]|u, v ∈ F (k−1)} , k = 1, 2, . . . ;

в) члени нижнього центрального рядку, якi визначаються рекурентно рiв-
ностями

γ1(F ) = F1, γk(F ) = [F, γk−1(F )], k = 2, 3, . . . ,

де [U, V ] =< [u, v]|u ∈ U, v ∈ V > – взаємний комутант пiдгруп U, V ;
г) Пiдгрупа m -тих степенiв Fm =< um|u ∈ F > .

Ми використали поняття вербальної пiдгрупи для певної характеризацiї
лiвих iдеалiв кiльця ендоморфiзмiв EndF вiльної групи F в роботi [3].

Висновки
Вiльна група є цiкавим i корисним об’єктом вивчення в теорiї груп на

прикладi якої будуються рiзноманiтнi алгебраїчнi конструкцiї. Результати до-
слiдження вiльної групи застосовуються i в теорiї напiвгруп, зокрема для
опису iдеалiв напiвгрупи ендоморфiзмiв вiльної групи.
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Free group endomorphisms
In this work, the automorphism or endomorphism of a free group is determined

by means of the elementary Nielsen transformation of rank n by multiplied sets
of words of a free group. The structure of the verbal subgroup of a free group is
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ПРО АСИМПТОТИЧНЕ IНТЕГРУВАННЯ
СЛАБКО НЕЛIНIЙНИХ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ

ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Дослiджується вплив нелiнiйностi системи на характеристичний полiгон лiнiйної частини.
Побудовано асимптотику розв’язку задачi Кошi при певних обмеженнях на коефiцiєнти
системи.

Ключовi слова: точка повороту, сингулярне збурення, дiаграмний аналiз, слабка
нелiнiйнiсть, асимптотичне зображення.

Вступ
Системи вигляду

εh
dx

dt
= A(t, ε)x+ εpf(t, x) (1)

вивчалися у роботах [1, 2], де побудовано асимптотичне зображення розв’язку
задачi Кошi:

x(0, ε) = x0 (2)
на промiжку t ∈ [0, L] , L < ∞ . Тут x(t, ε) – шуканий n -вимiрний
вектор, A(t, ε) — n × n -матриця, що зображується збiжним рядом за

степенями дiйсного малого параметра ε > 0 : A(t, ε) =
∞∑
k=0

εkAk(t) ,

h , p — додатнi рацiональнi числа; f(t, x) — полiном степеня N > 2 :

f(t, x) =
N∑

|K|=2

fK(t)x
K , fK(t) = colon{f1,K(t), f2,K(t), . . . , fn,K(t)} ;

K = (k1, k2, . . . , kn) , |K| = k1 + k2 + . . .+ kn , xK = xk11 · xk21 · . . . · xkn1 .
На вигляд асимптотики розв’язку задачi (1) , (2) iстотно впливає харак-

тер спектру матрицi A(t, 0) , тобто кратнiсть коренiв полiнома P (λ, t, 0) ;
P (λ, t, ε) ≡ det(A(t, ε)−λE) , E – одинична матриця. Iзольованi точки дослi-
джуваного промiжку, де збiгаються принаймнi два коренi характеристичного
полiнома, називаються точками повороту (ТП). Ряд прикладних задач при-
зводить до необхiдностi дослiджувати системи рiвнянь iз ТП [1, 2].

Теоретичнi основи дослiдження
Вiдомо [1, 3, 4] що окiл кожної з ТП подiляється на класичну та резонан-

сну зони (в термiнах [4] — область впливу — influence domain). Резонансна
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зона складається iз декiлькох частин, на кожнiй з яких асимптотика розв’яз-
ку принципово вiдрiзняється вiд асимптотик в iнших зонах. Для лiнiйних
систем кiлькiсть частин резонансної зони дорiвнює кiлькостi ланок так зва-
ного характеристичного полiгону [4]. Побудована на кожнiй iз частин (околу
ТП t = 0 в комплекснiй площинi) вигляду

|t| 6 Mm |ε|ρm , Mk |ε|ρk 6 |t| 6 δk−1 |ε|ρk−1 , Mk >> 1, δk << 1, k = 1,m

асимптотика розв’язку системи, отриманої з (1) «склеюється» iз сусiдньою в
областях δk |ε|ρk 6 |t| 6 Mk |ε|ρk k = 1,m . Саме у такому способi розв’язу-
вання задачi (1) , (2) полягає так званий багатомасштабний метод [2] – [5].
Система (1) названим методом дослiджувались в [1, 3]. Для лiнiйної си-
стеми кiлькiсть показникiв полiгону є скiнченною. Для нелiнiйних систем
в [1, стор. 42] сформульовано проблему про скiнченнiсть процедури багато-
масштабних перетворень (в термiнах [1] – «перестроек»). Для розв’язання
сформульованої проблеми необхiдно дослiдити окiл ТП на предмет скiнчен-
ностi множини частин резонансної зони, тобто дослiдити полiгон системи (1)
на предмет скiнченностi кiлькостi показникiв. При загальному виглядi не-
лiнiйностi для розв’язання проблеми необхiдно побудувати аналог лiнiйного
характеристичного полiгону. На сьогоднi цього поняття не розроблено i є
предметом подальших дослiджень.

У цiй роботi з’ясуємо, при якому виглядi нелiнiйностi характеристичний
полiгон лiнiйної частини не змiниться, а також побудуємо при певних обме-
женнях асимптотику задачi (1) , (2) методом М.I. Шкiля [7].

Результати та їх обговорення
Вимагатимемо виконання наступних умов.
10 . Матрицi Ak(t) i коефiцiєнти полiнома f(t, x) є нескiнченно дифе-

ренцiйовними на промiжку [0, L] .
20 . Коренi полiнома P (λ, t, 0) рiзнi на (0, L] i збiгаються при t = 0 .
30 . Матриця A(0, 0) подiбна жордановiй клiтцi Hn .
Якщо iснують цiлочисельнi вектори m = (m1,m2, . . . ,mn) iз |m| > 2

такi, що функцiї Φ(t, s,m) ≡ ⟨m,λ(t)⟩ − λs(t) перетворюються в нуль при
деяких t i s ∈ {1, 2, . . . , n} , то спектр матрицi A(t, 0) називатимемо резо-

нансним [2]. Тут ⟨m,λ(t)⟩ ≡
n∑

k=1

mkλk(t) — скалярний добуток. Внаслiдок ви-

конання умови 20 спектр матрицi A(t, 0) є принаймнi точково-резонансним:
у ТП t = 0 рiвнiсть Φ(0, s,m) = 0 виконується для будь-яких s i m .

Використовуватимемо позначення δij – символ Кронекера та δkf — k -а
координата вектора f . Згiдно з позначеннями, δmfK(t) = fm,K(t) .
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Дослiдження характеристичного полiгону лiнiйної части-
ни системи.
Пiдстановкою x(t, ε) = P (t, ε)y(t, ε) система (1) зводиться до вигляду

εh
dy

dt
= B(t, ε)y + εpg(t, y, ε),

де матриця B(t, ε) матиме нормальну форму Арнольда, а полiном g(t, y , ε)
мiститиме мономи такого ж степеня, як i полiном f(t, x) . Тому вважатимемо,
що матриця системи (1) записана в арнольдовiй формi. Внаслiдок умов 20 ,
30 A(t, ε) = Hn + ∥δniaik(t, ε)∥ .

Асимптотика розв’язку системи (1) на кожному iз промiжкiв
резонансної зони будується iз використанням зрiзаючого перетво-
рення [2, 4], тобто перетворення вигляду x(t, ε) = Λ(α, β)y(t, ε) , де
Λ(α, β) = diag

{
1, (εαtβ), (εαtβ)2, . . . , (εαtβ)n−1

}
. Задача зрiзаючого пере-

творення – видiлити тi доданки системи, якi є головними у тiй чи iншiй
частинi резонансної зони. Оскiльки при наявностi описаної вище ТП кожен
моном нелiнiйної частини системи є резонансним, то нелiнiйнi доданки
мають ввiйти до головної частини перетвореної системи для вiдсутностi в
асимптотицi так званих секулярних членiв [2]. Тому зрiзаюче перетворення
необхiдно змiнити так, щоб воно пiдсилювало нелiнiйнiсть системи, i для
лiнiйної частини зберiгало властивостi перетворення Λ(α, β) .

Для систем бiльш загального вигляду

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x+ εpf(t, x)

необхiдно використовувати канонiчну форму в’язки матриць A(t, ε)+λB(t, ε)
[5, 6], i процес «зрiзання» потребує розробки навiть для лiнiйного випадку.

Розглянемо перетворення вигляду

x(t, ε) = Λa,b(α, β)y(t, ε), (3)

де Λa,b(α, β) = diag
{
(εαtβ)h1, (εαtβ)h2, . . . , (εαtβ)hn

}
, а величини a i b описа-

но далi.
Оскiльки в результатi перетворення (3) елементи матрицi нової системи

запишуться як
∥∥(εαtβ)hj−hiaij(t, ε)

∥∥ , то для збереження жорданової стру-
ктури перетвореної матрицi показники h1, h2, . . . , hn мають задовольняти
спiввiдношенню hk − hk−1 = hk−1 − hk−2 , або hk − 2hk−1 − hk−2 = 0 ,
k = 3, 4, . . . , n . Загальним розв’язком останнього рiзницевого рiвняння є по-
слiдовнiсть hk = a+ b(k − 1) , де a i b довiльнi сталi.
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Дослiдимо вплив перетворення Λa,b(α, β) на лiнiйну частину системи (1) .
Для цього опишемо коротко побудову характеристичного полiгону у припу-
щеннi, що A(t, ε) є аналiтичною по t i зведена до арнольдової форми.

Позначимо елементи матрицi системи вiдповiдно до [4]:

an n−k+1(t, ε) =
∞∑
ν=0

ενpkν(t), pkν(t) =
∞∑

d=mkν

tdpkνl.

Побудувавши в системi координат OXY точки
Pkν =

(
ν
k ;

mkν

k

)
= Qi(αi; βi) , R(h;−1) = Qm(αm; βm) , обчислимо показ-

ники ρi = −αi−αi−1

βi−βi−1
.

Показники обчислюються лише для Qi , що належать пiдмножинi опуклої
оболонки нанесених точок — ламанiй, яка з’єднує точку з абсцисою X = 0 iз
точкою з абсцисою X = h . Згiдно з [4] 0 = ρ0 < ρ1 < . . . < ρm . Якщо m = 1 ,
то полiгон мiстить лише одну ланку [3, 5], i резонансна зона є промiжком
вигляду [0,Mερ] . Саме такий випадок розглядається у роботах [1, 3, 5]. Пiсля
перетворення (3) системи (1) дiстанемо:

εh
dy

dt
= (Λ−1A(t, ε)Λ− εhΛ−1Λ′)y + εpΛ−1f(t,Λy, ε), або

εh(εαtβ)−bdy

dt
= (εαtβ)−b(Λ−1A(t, ε)Λ− εhΛ−1Λ′)y + εp(εαtβ)−bΛ−1f(t,Λy, ε),

де Λ−1A(t, ε)Λ− εhΛ−1Λ′ = Hn +
∥∥∥δni(εαtβ)−b(n−k+1)ank

∥∥∥− βεh(εαtβ)−bt−1bH,

H = diag{h1, h2, . . . , hn}; (εαtρ)−kban n−k+1 =
∑
ν,d

εν−kabtd−kβbpνkd.

При цьому необхiдно, щоб εν−kabtd−kβb → 0 при ε → 0 , тому координати
вершин полiгону повиннi мати вигляд Pkν =

(
ν
bk ;

mkν

bk

)
. Отже, щоб вигляд i по-

казники полiгону залишились незмiнними, ще одне обмеження виглядатиме
як b = 1 .

Розглянемо нелiнiйну частину перетвореної системи, яка запишеться як
εp(εαtβ)−bΛ−1f(t,Λy, ε) . З урахуванням вигляду нелiнiйностi, матимемо:

δiΛ
−1f(t,Λy, ε) = O

(
(εαtβ)⟨H,K⟩−bi

)
.

Вимагаючи, щоб нелiнiйнiсть на розглядуваному промiжку мала порядок
по ε вищий вiд порядку лiнiйної частини, дiстанемо необхiднi для цiєї вимоги
нерiвностi:

p+ (α+ βρ) ⟨H,K⟩ − hi − b+ ρmi k > 0, i = 1, n, (4)

причому число ρ визначиться iз спiввiдношення ρ + (1 − n)b = b = h − ρ .
Виконання записаних спiввiдношень гарантує, що полiгон лiнiйної частини
системи, його показники залишаться незмiнними.

42 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ. 2021. Випуск 11.



Рашевський М.О. Про асимптотичне iнтегрування слабко нелiнiйних ...

Наведенi мiркування сформулюємо у виглядi наступного твердження.

Теорема 1. Якщо виконуються умови 10 –30 , i ρk — показник харак-
теристичного полiгону лiнiйної частини системи (1) , то при вико-
наннi нерiвностей (4) система рiвнянь, отримана в результатi зрiза-
ючого перетворення системи (1) , є системою рiвнянь зi слабкою не-
лiнiйнiстю та стабiльним спектром лiнiйної частини на промiжку
Mk |ε|ρk 6 |t| 6 δk−1 |ε|ρ−1k , Mk >> 1 , δk−1 << 1 .

Питання «зрощування» розв’язкiв є проблемою окремого дослiдження, i
може бути виконане методом [5].
Приклад 1. У роботi [1] побудовано асимптотику розв’язку рiвняння

ε2u′′ + xu = εun; n – додатне цiле число.

Замiною εu′ = v отримаємо систему

ε

(
u

v

)′

=

(
0 1
−x 0

)(
u

v

)
+ ε

(
0
un

)
.

Показник характеристичного полiгону лiнiйної частини системи ρ = 2
3 . Пе-

ретворення
(

u
v

)
=

(
ε−γ 0
0 εγ

)(
y
z

)
, γ = 1

6 та замiна змiнної x = ερt

зводить розглядувану систему до вигляду(
y
z

)′

=

(
0 1
−t 0

)(
y
z

)
+ ε

3−n
σ

(
0
zn

)
.

Очевидно, що порядок нелiнiйностi по ε перевищує порядок лiнiйної час-
тини, якщо n 6 3 . У випадку n > 3 описана замiна, а отже i полiгон лiнiйної
частини системи та його показник не дають можливостi побудувати розв’язок
рiвняння.
Приклад 2. У роботi [3] побудовано асимптотику розв’язку рiвняння

ε2utt + f(t, u) = 0, u(0) = u0, εu′(0) = u1;

f(t, u) = a1(t)u+ a2(t)u
3 + ...+ al(t)u

2l−1; aj(t) = t2njαj(t), αj(t) > 0.

Дане рiвняння можна вважати слабконелiнiйним, оскiльки в ТП t = 0 не-
лiнiйнiсть зникає, а дослiджується рiвняння саме в околi ТП. Запишемо
рiвняння у виглядi системи

ε

(
u

v

)′

=

(
0 1

t2n1α1(t) 0

)(
u

v

)
+

(
0

t2n2α2(t)u
3 + ...+ t2nlαl(t)u

2l−1

)

DOI: https://doi.org/10.31865/2413-26672415-3079112021234826 43



ISSN 2413-2667 (Print), ISSN 2415-3079 (Online)

Показник характеристичного полiгону лiнiйної частини системи ρ = 1
n1+1 .

Перетворенням такого ж вигляду, як i в прикладi 1 iз γ = n1ρ
2 отримаємо

систему iз нелiнiйнiстю, яка є слабкою або такого ж порядку по ε , як i лi-
нiйна частина системи при виконаннi нерiвностей (2nk + 1)ρ− 2kγ − 1 > 0 ,
k = 1, l , звiдки пiсля перетворень дiстанемо:

nk

k + 1
> n1

2
, що узгоджується

iз результатами [3], де при побудовi внутрiшнього розв’язку рiвняння вико-
ристано показник µ = min

16j6l

nj

j+1 . Якщо цей мiнiмум досягається при j = 1 ,

то показник характеристичного полiгону лiнiйної частини системи, як i сам
полiгон, залишаються незмiнними.

Асимтотика задачi (1), (2).
У роботi [7] запропоновано метод побудови формального розв’язку лiнiйної
системи шляхом використання узагальненого або «збуреного» характеристи-
чного рiвняння P (λ, t, ε) = 0 , що дозволило при певних обмеженнях на
коефiцiєнти та ранг побудувати асимптотику задачi Кошi лiнiйної системи
[8]. Використаємо методи [7, 8] для побудови асимтотики розв’язку задачi
(1) , (2) та з’ясуємо характер нелiнiйностi, який дозволить отримати асим-
птотику розв’язку у виглядi багатофазового ряду [2]. Для спрощення запису
деяких формул припускатимемо надалi, що коренi згаданого характеристи-
чного рiвняння є суто уявними. Вимагатимемо виконання наступних умов.

40 . Дискримiнант D(t, ε) полiнома P (λ, t, ε) задовольняє нерiвнiсть
|D(t, ε)| > |D(0, ε)| ≠ 0 , t ∈ (0, L] .

Перегрупуємо доданки в зображеннi матрицi A(t, ε) наступним чином:

A(t, ε) =
∞∑
k=0

εkhAk(t, ε),

Ak(t, ε) =

m(r+1)−1∑
s=m(r)

εs−rhAs(t), m(r) = [rh] +

[
1− [rh]

rh

]
,

r = 0, 1, 2, ...,m(0) = 0 , [d] – цiла частина числа d . Внаслiдок умов
20 , 30 для елементу an 1(t, ε) матрицi A0(t, ε) справджується рiвнiсть
an 1(0, 0) = 0 . Для одержання оцiнок, аналогiчних [8], вимагатимемо викона-
ння наступної умови на вказаний елемент.

50 . an 1(0, ε) = O(ε) , an 1(t, ε) ̸= 0 для t ∈ [0, L] .
Внаслiдок умови 40 коренi характеристичного рiвняння є рiзними на до-

слiджуваному промiжку, тому iснує невироджена матриця T (t, ε) така що

T−1A0(t, ε)T = Λ(t, ε) = diag{λ1(t, ε), λ2(t, ε), . . . , λn(t, ε)}.
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Пiдстановкою x (t, ε ) = T (t, ε )y(t, ε ) система (1) зводиться до вигляду

εh
dy

dt
= (Λ(t, ε) +

∞∑
k=1

εkhBk(t, ε))y + εpg(t, y, ε), (5)

де згiдно з лемою роботи [8]
T−1(t, 0)T ′(t, 0) = O

(
t−1
)
, T−1(0, ε)T ′(0, ε) = O

(
ε−1
)
,

тому B1(t, 0) = O
(
t−1
)
, B1(0, ε) = O

(
ε−1
)
. Iншi матрицi у ТП матимуть

полюс по ε бiльш низького порядку, нiж матриця B1 .
У припущеннi, що fi,K(t) = O

(
tm(i,K)

)
, при t → 0 m(i,K) > 0 , матиме-

мо наступнi оцiнки:

δif(t, T z) = fi,K(t)pi,K(t, ε)z
K ; pi,K(0, ε) = O(εγ(i)) , γ(i) = 1

n

n∑
l=1

(i− l)kl ;

pi,K(t, ε) – функцiї, що виражаються через елементи матрицi T (t, ε) .
Оскiльки g(t, y, ε) = T−1(t, ε)f(t, T (t, ε)x) , то ε

1
ng(t, y, ε) = O(1)

в околi ТП. Нехай min
16i6n

{
γ(i)− i−1

n

}
= q . Наступною пiдстановкою

y(t, ε) = exp{ε−h
∫ t

0 Λ(s, ε)ds}z(t, ε) зведемо систему (5) до вигляду

εh
dz

dt
= εhA1(t, ε)z + εpf(t, z, ε),

де A1(t, 0) = O(t−1) . До останньої системи застосуємо метод послiдовних

наближень [8] за схемою zn(t, ε) = z0 +
t∫
0

(A1(s, ε)zn−1 + εp−hf1(s, zn−1, ε))ds ,

n > 1 , взявши z0 = z(0) = T−1(0, ε)x(0) .
Iнтеграл у правiй частинi останньої рiвностi мiстить лiнiйну та нелiнiйну

вiдносно z(t, ε) частини. Перша з них згiдно з вище наведеними мiркуван-

нями має вигляд aij(s, ε) exp{ε−h
s∫
0

(λi(t, ε)−λj(t, ε))dt} , а друга запишеться

як
t∫
0

tm(K)gi(t, ε) exp{ε−h
t∫
0

Φ(τ, i,K)dτ}dt .

З урахуванням оцiнок для елементiв матрицi A1(t, ε) та T , дiстанемо:∥∥∥∥∥∥
t∫

0

A1(s, ε)z0ds

∥∥∥∥∥∥ 6 Cε−1+ nh
n+1 ;

iнтеграл
t∫
0

tmgi(t, ε) exp{ε−h
t∫
0

τ kdτ}dt = O
(
ε

h
k+1 (m+1)

)
, що згiдно iз (6, 8)
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має мiсце при скiнченних t . Тому∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(εp−hf1(s, z0, ε))ds

∥∥∥∥∥∥ 6 εp−h+q+ nh
n+1 (m+1),

де C — стала, що не залежить вiд ε (для кожного iнтегралу – своя).
Надалi всi сталi в оцiнках iнтегралiв методом [2] позначатимемо через

C . Таким чином, позначивши σ = min
{
p− h+ q + nh

n+1(m+ 1); nh
n+1 − 1

}
,

дiстанемо оцiнку
∥z1(t, ε)− z0(t, ε)∥ 6 εσ.

Таким чином, перше наближення для досить малих ε є обмеженим при ви-
конаннi нерiвностей

p− h+ q +
nh

n+ 1
(m+ 1) > 0, h > 1 +

1

n
. (6)

Останню з нерiвностей, яку дiстаємо iз лiнiйної частини системи, отри-
мано з iнших мiркувань у роботi [8]. Продовжуючи далi процес послiдовних
наближень, матимемо:

∥zk(t, ε)− zk−1(t, ε)∥ 6 εkσ, k > 1.

Зауважимо, що при вiдсутностi нелiнiйної частини (поклавши формально
p = ∞ ) системи (1) дiстанемо оцiнку ∥zk(t, ε)− zk−1(t, ε)∥ 6 ε−k+ nkh

n+1 .
Наведенi мiркування сформулюємо у виглядi наступного твердження.

Теорема 2. Якщо виконуються умови 10 –50 i задача (1) , (2) має розв’я-
зок x(t, ε) на промiжку t ∈ [0, L] , то у випадку суто уявних коренiв
полiнома P (λ, t, ε) i виконання нерiвностей (5) даний розв’язок має асим-
птотику вигляду

xm(t, ε) = T (t, ε) exp{ε−h

∫ t

0

Λ(s, ε)ds}zm(t, ε)

таку, що справджується оцiнка ∥x(t, ε)− xm(t, ε)∥ 6 εmσ .

Висновки та перспективи подальших дослiджень.
Проблема асимптотичного iнтегрування слабко нелiнiйних систем iз ТП

на теперiшнiй час не розв’язана. Для деяких систем, як з’ясовано вище мо-
жуть бути застосованi «лiнiйнi» методи, зокрема багатомасштабний метод, i
побудувати асимптотичне зображення розв’язку, як сформульовано у теоре-
мi 2. Загальний вигляд нелiнiйностi у системi необхiдно дослiджувати iншими
методами. Побудова нелiнiйного аналогу характеристичного полiгону потре-
бує розробки i складатиме тему подальших дослiджень.
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МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ И ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА
НИЗКОРАЗМЕРНЫХ СТРУКТУР

В работе систематизированы наиболее часто используемые методы исследования полу-
проводниковых структур низкой размерности (от единиц микрометров до десятков нано-
метров), позволяющих количественно и качественно определять традиционные и новые
их свойства. Рассмотрены явления, происходящие в приповерхностных слоях алмазо-
подобных кристаллов под действием низкотемпературной (ниже 0, 35Tпл ) деформации,
ультразвукового и лазерного облучения. Установлен физический механизм низкотемпера-
турной микропластичности в монокристаллах Ge и Si . Определены физические зако-
номерности модификации приповерхностных слоев GaAs при низкоуровневом лазерном
облучении. Предложен новый метод формирования наноструктур в Ge под действием
дислокационно-поверхностной диффузии.

Ключовi слова: микропластичность, структурные дефекты, методы исследова-
ния, дислокация, кластер.

Введение
Широкий интерес к исследованию низкоразмерных структур вызван об-

щей тенденцией, направленной на миниатюризацию электронных устройств.
Существует и фундаментальная причина, связанная с электронными свой-
ствами наноструктур, которые отличаются от свойств объемных материалов
наличием эффектов пространственного квантования. Зависимость зонной
структуры объекта от его размера может быть использована для суще-
ственного расширения области применения полупроводниковых материалов
в электронных и оптических схемах.

Основная часть
С наноматериалами и нанотехнологиями ученые связывают наше буду-

щее. Широкое внедрение новых технологий, в том числе нанотехнологий, в
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промышленное производство достигается опережающим развитием методов
исследования и средств измерения физических характеристик материалов.
Эксперименты в области полупроводников вносят огромный вклад в развитие
области нанообъектов. Большой проблемой оказывается практическая слож-
ность в отображении результатов эксперимента с достаточным разрешением,
определением свойств объектов, размеры которых измеряются в единицах
или десятках нанометров и проявляются квантовые закономерности в изме-
нении энергии.

Для оценки характеристик и свойств полупроводниковых наноструктур
используются методы, обладающие сверхвысоким пространственным разре-
шением: просвечивающая электронная микроскопия (ПЭМ) высокого разре-
шения, сканирующая туннельная (СТМ) и атомно-силовая (АСМ) микроско-
пия с атомным разрешением. Каждый из этих методов информативен только
в ограниченном диапазоне определяемых характеристик с определенными
структурными и электрофизическими параметрами.

Электронная микроскопия. Морфологию и структуру поверхности
полупроводниковых материалов (Ge , Si , GaAs , InAs и др.) можно ви-
зуализировать несколькими способами. Растровая электронная микроскопия
(РЭМ) и просвечивающая электронная микроскопия (ПЭМ) позволяют изу-
чать материалы с атомным разрешением. Они дают качественно различную
информацию об объекте исследования и часто применяются совместно. Из-
вестны также отражательная, эмиссионная, оже-электронная, лоренцева и
другие виды электронной микроскопии, реализуемые, как правило, с по-
мощью приставок к обычным просвечивающим и зондовым электронным
микроскопам [1]. Электронная микроскопия включает также методики под-
готовки изучаемых объектов, обработки и анализа полученной информации.

В растровых электронным микроскопах (РЭМ) электронный луч, сжа-
тый магнитными линзами в тонкий (1-10 нм) зонд, сканирует поверхность
образца, формируя на ней растр из нескольких тысяч параллельных линий
[2]. Возникающее при электронной бомбардировке поверхности вторичное из-
лучение (вторичная эмиссия электронов, оже-электронная эмиссия и др.)
регистрируется различными детекторами и преобразуется в видеосигналы,
модулирующие электронный луч в электронно-лучевой трубке (ЭЛТ). Основ-
ной режим РЭМ – регистрация вторичных электронов, т.к. в этом режиме
достигается максимальное разрешение. Метод позволяет проводить исследо-
вание микроструктуры по серии разнообразных изображений, охватывающих
весь диапазон изменения размеров, имеющихся в образце структурных эле-
ментов.
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Трансмиссионная (просвечивающаяся) электронная микроскопия реали-
зуется с помощью электронных микроскопов, в которых тонкопленочный
объект просвечивается пучком ускоренных электронов с энергией 50-200 кэВ
[3]. Разрешение и информативность ПЭМ-изображений во многом опреде-
ляются характеристиками объекта и способом его подготовки. Сверхтонкие
срезы образцов (10-100 нм) получают с помощью ультрамикротомов – при-
боров, в которых используются стеклянные или алмазные ножи. С помощью
ПЭМ высокого разрешения (рис. 1) можно получить изображение гетеро-
структуры (рис. 1, a), где верхняя часть германий (Ge ), а нижняя — кремний
Si . По контуру Бюргерса вокруг области, содержащей дислокацию, найден

вектор Бюргерса b =
d

2
[110], где d — межатомное расстояние (рис. 1, в).

 

Рис. 1: а — ПЭМ-изображение границы раздела Ge/Si ГС, б — высокоразрешающее
изображение Ge/Si ГС, в — определение вектора Бюргерса дислокации [11]

Диагностику микро- и наноструктур можно осуществлять с помощью
ПЭМ в режиме электронной дифракции, что обеспечивает получение ди-
фракционных картин (электронограмм), позволяющих судить о кристал-
лической структуре объектов и с высокой точностью измерять параметры
кристаллической решетки [4]. Электронная микроскопия высокого разреше-
ния развивалась сравнительно медленно, но к 1990-м годам достигла 0,75 нм
и менее. Последние выпуски ПЭМ (2000-е годы) сочетают в себе съемку
изображения на очень малых участках объекта, дифракцию, рентгеногра-
фический анализ с использованием энергодисперсионной спектрометрии, а
также спектрометрию энергетических потерь электронов с помощью энер-
годисперсионных спектрометров. Созданы монохроматоры для минимиза-
ции разброса энергии в падающем электроном пучке, которые обеспечивают
СЭПЭ-спектры с энергетическим разрешением 0,15 эВ [5].
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Сканирующая зондовая микроскопия. Другим мощнейшим инстру-
ментом в нанотехнологии является сканирующий туннельный микроскоп
(СТМ). Сейчас известны десятки различных вариантов сканирующей зон-
довой микроскопии [6]. Общее у этих методов — наличие зонда (чаще всего
хорошо заостренная игла с радиусом при вершине 10 нм) и сканирующего
механизма, способного перемещать зонд над поверхностью образца в трех
направлениях. Грубое позиционирование осуществляется моторизированны-
ми столами. Тонкое сканирование реализуется с помощью трехкоординатных
пьезоактюаторов, позволяющих перемещать иглу или образец с точностью в
доли ангстрема на десятки микрометров в направлениях x и y и на единицы
микрометров по оси z . Все известные в настоящее время методы сканирую-
щей зондовой микроскопии можно разбить на 3 основные группы:

− сканирующая туннельная микроскопия; между электропроводя-
щим острием и образцом прикладывается небольшое напряжение
(∼ 0, 01 − 10 В) и в зазоре регистрируется туннельный ток, зависящий
от свойств и расположения атомов на исследуемой поверхности образца.
СТМ позволяет не только измерять диаметры и длину элементов, но
и дает информацию о их деформации. Наилучшее пространственное
разрешение приборов составляет сотую долю нанометра по нормали к
поверхности. Высокая разрешающая способность обусловлена тем, что
туннельный ток изменяется на три порядка при изменении ширины
барьера на величину порядка размера атома [7].

− атомно-силовая микроскопия; регистрируются изменения силы притя-
жения иглы к поверхности от точки к точке поверхности образца. Иг-
ла расположена на конце консольной балочки (кантилевера), имеющей
определенную жесткость и способной изгибаться под действием неболь-
ших ван-дер-ваальсовых сил, которые возникают между исследуемой по-
верхностью и кончиком острия. Деформацию кантилевера регистрируют
по отклонению лазерного луча, падающего на его тыльную поверхность,
или с помощью пьезорезистивного эффекта, возникающего в самом кан-
тилевере при изгибе.
Очень важно, что помимо исследовательских функций сканирующая
туннельная микроскопия может выполнять еще и активные –– обеспечи-
вать захват отдельных атомов, перенос их в новую позицию, атомарную
сборку проводников шириной в один атом, локальные химические реак-
ции, манипулирование отдельными молекулами [8].

− ближнепольная оптическая микроскопия (БПО); в этом случае зондом
служит оптический волновод (световолокно), сужающийся на том кон-
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це, который обращен к образцу до диаметра меньше длины волны света.
Световая волна при этом не выходит из волновода на большое расстоя-
ние, а лишь слегка «вываливается» из его кончика. При малом рассто-
янии между исследуемой поверхностью и кончиком зонда амплитуда и
фаза отраженной световой волны меняются, что и служит сигналом, ис-
пользуемым при построении трехмерного изображения поверхности [9].
Металлографические микроскопы позволяют наблюдать и фотографи-
ровать структуры в светлом, темном поле и в поляризованном свете при
увеличении до 1000-1500 раз, ограниченном дифракцией света. Поэтому
метод ближнеполевой оптики (БПО) позволяет выйти за дифракцион-
ные пределы и использовать его для исследования наноструктур.

Дефекты кристаллического строения в полупроводниках оказывают вли-
яние на многие физические свойства (механические, электрические, опти-
ческие и другие). Уже после выращивания кристаллов в них наблюдаются
скопления точечных дефектов (кластеры), линейные (дислокации) и объем-
ные (поры и микротрещины). Надежность микроэлектронной аппаратуры
(МЭА) в значительной мере определяется ее защищенностью от механи-
ческих воздействий. Установлено, что около 50% отказов в МЭА вызвано
механическими воздействиями в процессе производства, испытаний и эксплу-
атации как самой МЭА, так элементов, входящих в ее состав.

Вопросом механической прочности основных элементов – интегральных
схем (ИС) в настоящее время уделяется особое внимание в связи с примене-
нием кристаллов большого размера. Остаточные механические напряжения
после сборки ИС иногда достигают 50% уровня разрушающего напряжения.
Поэтому исследования процессов дефектообразования под действием механи-
ческих напряжений в алмазоподобных кристаллах (Ge , Si , GaAs , InAs )
имеют не только прикладной характер, но и теоретический. Особую важность
в вопросе дефектообразования представляют физические механизмы зарож-
дения и движения дислокаций, микропластичности, разрушения в области
низких температур, меньших 0, 35Tпл , при которых работают полупровод-
никовые приборы. Этому вопросу посвящены диссертации [12, 13]. В этих
работах использованы разные методы исследований закономернойстей мик-
ропластической деформации:

− индентирование поверхности кристаллов и лазерное воздействие;
− четырехзондовый метод измерения проводимости;
− структурный анализ дефмированных кристаллов с помощью электрон-

ной просвечивающей (ПЭМ), растровой (РЭМ) электронной микроско-
пии и рентгеновской топографии.
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Выполнены компьютерные расчеты напряжений в деформированных
кристаллах и температурных полей в области лазерного пятна на поверх-
ности кристалла Ge . Использована методика компьютерного моделирования
процесса рекомбинации неравновесных носителей заряда, инжектированных
в образец через промежуточный дефектный слой.

Основные результаты исследований микропластичности:
1. Впервые установлено, что под действием низкотемпературной деформа-

ции сжатием при малых и средних напряжениях (6 400МПа) дислока-
ции в Ge и Si зарождаются лишь в тонких приповерхностных слоях
образцов.

2. Экспериментально установлено, что при T 6 0, 35Tпл и напряжени-
ях 6 400МПа основным типом дефектной структуры, образующий-
ся при кратковременной деформации сжатием являются вакансион-
ные и вакансионно-примесные кластеры, а при длительных испытаниях
(несколько часов или суток) в приповерхностных слоях кристаллов Ge
и Si зарождаются также дислокации.

3. Предложена новая модель образования линейно-периодической дисло-
кационной структуры, которая образуется вблизи лазерного пятна на
поверхности в Ge [12, 13].

4. Экспериментально показано, что дислокации в приповерхностных слоях
в Ge и Si движутся по механизму переползания (а не скольжением, что
характерно для высоких температур).

Рассмотрим теперь наноструктурные исследования.
В этой части работы установлены физические закономерности образо-

вания дефектов и низкоразмерных атомных структур в приповерхностных
слоях монокристаллов Ge в процессе деформации в интервале температур
300-600 К.

Основные научные и практические результаты работы [14-24]:

1. Изготовлено новое устройство, позволяющее при определенном выбо-
ре условий измерения определять время жизни неосновных носителей
заряда в тонком дефектном слое кристалла, в его объеме и скорость
поверхностной рекомбинации, применяя необходимые методики. Устрой-
ство обладает высокой степенью локальности измерений и может быть
использовано как в лабораторных, так и в производственных условиях
для контроля степени дефектности полупроводниковых изделий микро-
электроники. Кроме того, измерения можно выполнять непосредственно
в процессе модификации поверхностных слоев внешними воздействиями.
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2. Разработан и апробирован новый структурно-чувствительный зондовый
метод определения уровня дефектности в приповерхностных слоях, ос-
нованный на измерении параметров рекомбинации неравновесных носи-
телей заряда.

3. Выполнены теоретические расчеты распределения напряжений в об-
ласти действия сосредоточенной силы при трехопорном изгибе тонкой
полупроводниковой пластины Ge . Показано также, что найденные из-
менения времени жизни, распределения дефектов и напряжений в при-
поверхностном слое качественно согласуются между собой.

4. В результате проведения структурных исследований с помощью элек-
тронной, оптической микроскопии и теоретических расчетов изучен фи-
зический механизм образования вакансионных кластеров и дислокаций
в процессе деформации Ge при температуре T 6 0, 35 Tпл с одно-
временным УЗ облучением. Рассчитана энергия миграции вакансий в
приповерхностных слоях кристаллов Ge с учетом наличия свободной
поверхности, действия напряжения сжатия и УЗ облучения. Показано
также, что дислокационные петли зарождаются в областях растяжения
на поверхности, а вакансионные кластеры в области сжатия. Сравни-
вая модули объемного сжатия для включений типа GeOx и матрицы
Ge , пришли к выводу, что зарождающиеся дислокационные петли име-
ют межузельную природу.

5. Впервые методом оптической и атомно-силовой микроскопии выполне-
ны исследования поверхности образцов монокристаллического германия,
циклически деформированных одноосным сжатием с одновременной УЗ
обработкой при температуре 310 К. Установлено, что деформирование
кристаллов порождает на поверхности периодические дефектные струк-
туры, обусловленные массопереносом при наличии градиента напряже-
ний и возникновении направленных диффузионных потоков. Дислока-
ционные петли в приповерхностном слое являются источниками зарож-
дения наноструктур типа ямка-островок. При объединении островков на
стадии созревания образуются гребни нанометровой высоты, источника-
ми которых являются дислокационные петли, линейно ориентированные
полями точечных дефектов. Предложен новый метод создания структур
субмикронных размеров для нужд наноэлектроники.

6. С помощью спектроскопии комбинационного рассеяния света показано
отсутствие остаточных напряжений в наноструктуре типа гребня на по-
верхности Ge , поскольку на частотах ω = 293 см−1 и ω = 316 см−1

спектральные пики интенсивности излучения не были обнаружены. При
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отсутствии остаточных напряжений свойства наноструктуры могут со-
храняться длительное время.

7. Впервые показана возможность получения информации об изменениях
профиля поверхности монокристаллов Ge под действием деформации
при пониженных температурах, важных для понимания процессов раз-
рушения. Установлено, что на начальной стадии развития поверхностной
диффузии в поле градиента напряжения наблюдается сглаживание и
зарастание концентраторов типа царапин, ступенек, ямок травления,
приводящее к снижению их плотности и увеличению разрушающих на-
пряжений. При повышенных напряжениях, температурах и длительных
выдержках кристаллов Ge под нагрузкой формируются дефекты в ви-
де складок из гребней и канавок, являющихся новыми концентраторами
напряжений, приводящие к обратному эффекту — снижению разруша-
ющих напряжений.

Выводы
В результате проведения структурных исследований с помощью элек-

тронной, оптической микроскопии, рентгеновской топографии и теорети-
ческих расчетов изучен физический механизм образования вакансионных
кластеров и дислокаций в процессе деформации Ge при температуре
T < 0, 35Tпл с одновременным УЗ облучением.

Разработан и апробирован новый структурно-чувствительный зондовый
метод определения уровня дефектности в приповерхностных слоях, осно-
ванный на измерении параметров рекомбинации неравновесных носителей
зарядов.

Изготовлено новое устройство, позволяющее при определенном выборе
условий измерения определять время жизни неосновных носителей заряда в
тонком дефектном слое кристалла, в его объеме и скорость поверхностной
рекомбинации, применяя необходимые методики.

Установлено, что деформирование кристаллов порождает на поверхности
периодические дефектные структуры, обусловленные массопереносом при на-
личии градиента напряжений и возникновении направленных диффузионных
потоков. Дислокационные петли в приповерхностном слое являются источ-
никами зарождения наноструктур типа ямка-островок. При объединении
островков на стадии созревания образуются гребни нанометровой высоты,
источниками которых являются дислокационные петли, линейно ориентиро-
ванные полями точечных дефектов.

Предложен новый метод создания структур субмикронных размеров для
нужд наноэлектроники.
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В целом решена важная проблема установления физических закономер-
ностей микропластичности и прочности алмазоподобных кристаллов Ge , Si ,
GaAs , InAs при низких температурах.
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Methods of investigation and main features of low-sized structures
In the work it is systematized the most commonly used methods of

investigation of semiconducting structures of low dimension (from micrometer
units till tens of nanometers), that allow qualitatively and quantitively to
distinguish their traditional and new features. Phenomena, running in near-surface
layers of diamond-like crystals under the influence of low temperature (under
0.35Tpl ) deformation, ultrasonic and laser irradiation are examined. Physical
mechanism of low temperature microplasticity in single crystals Ge and Si is
set. Physical patterns of modification of near surface layers GaAs with low-level
laser irradiation are identified. A new method of nanostructures formation in Ge
under influence of dislocation-surface diffusion is offered.

Keywords: microplasticity, structural defects, methods of investigation,
dislocation, cluster.
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ОСОБЛИВОСТI ТРАЄКТОРIЙ РУХУ ЗАРЯДЖЕНИХ
ЧАСТИНОК У СХРЕЩЕНИХ ЕЛЕКТРИЧНОМУ ТА

МАГНIТНОМУ ПОЛЯХ

Розглянуто траєкторiї руху заряджених частинок у приладах зi схрещеними електричним
та магнiтним полями, якi є результатом моделювання за рiзними моделями, якi викори-
стовують. За всiма розглянутими моделями траєкторiї мають циклоїдоподiбнi траєкторiї.
За наявностi дисипацiї цi траєкторiї кардинально змiнюються в залежностi вiд моделi, яку
розглядають. Аналiз цих траєкторiй значно спростив пояснення певних загадок магнетро-
нiв.

Ключовi слова: площинна модель, модель з гребiнчатою структурою, магнетрон-
ний дiод, магнетрон, мiнiмум потенцiйної енергiї

Вступ
Дослiдження та моделювання фiзичних процесiв реальних об’єктiв вима-

гають в залежностi вiд деталiзацiї опису уточнення або додаткового опису
окремих складових частин, що розглядають.

Генерацiя мiкрохвильового випромiнювання рiзних рiвнiв потужностi є
актуальною задачею протягом кiлькох десятирiч. Електромагнiтне випромi-
нювання вiд десятих часток мiлiметра до десяткiв сантиметрiв використо-
вують у рiзноманiтних галузях науки, технiки, радiолокацiї, дефектоскопiї,
спектроскопiї, медицинi, побутi тощо.

Чiльне мiсце серед приладiв НBЧ посiдають прилади зi схрещеними ста-
тичними полями, однак, треба визнати недостатнiм рiвень розумiння сутi
явищ, якi вiдповiдають за формування вихiдного спектру в них, що не до-
зволяє оцiнювати змiни вихiдного сигналу в залежностi вiд умов роботи.

Системи зi схрещеними полями – це електроннi лампи, якi ефективно
перетворюють вхiдну потужнiсть сталого струму у НВЧ хвилi з високим
ккд. Широкий перелiк переваг систем М–типу обумовлює їх застосування у
рiзноманiтних радiоелектронних системах пiд час вирiшення задач радiоло-
кацiї, радiонавiгацiї, зв’язку, радiопротидiї та радiоелектронного придушення
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й медичного та побутового НВЧ–нагрiвання. Останнiм часом широкого роз-
повсюдження набули НВЧ пiчки, якi застосовують для нагрiвання їжi [1].

Наразi для отримання високого рiвня потужностi випромiнювання вико-
ристовують вакуумнi генератори, зокрема, прилади зi схрещеними полями,
такi як магнетрони, в яких активним середовищем є електронний потiк [2].

Магнетрон — один з перших й найрозповсюдженiших генераторiв над-
високих частот, де електрони, що рухаються у схрещених статичних елек-
тричному та магнiтному полях, взаємодiють з високочастотним електрома-
гнiтним полем [3].

З конструктивної точки зору сучасний багаторезонаторний магнетрон
складається з трьох частин: катоду, анодного блоку, який мiстить порожни-
стi резонатори, й пристрою для виводу високочастотної енергiї [4]. Поведiнку
роботи цих приладiв аналiзують за допомогою PIC кодiв [5] i теорiї ведучих
центрiв [6, 7]. Моделювання роботи приладiв магнетронного типу пов’язане
з розв’язанням складних диференцiальних рiвнянь, найчастiше чисельними
методами, використовуючи пакети MAGIK-3D [8] та CST Studio Suite [9]. Такi
моделi потребують занадто великих комп’ютерних й часових ресурсiв [10].

Наразi для дослiдження фiзичних процесiв у приладах зi схрещеними по-
лями застосовують так званий «обчислювальний» експеримент [11]. За такого
пiдходу до вивчення систем зi схрещеними полями набуто певних результатiв.

У багатьох задачах вакуумної електронiки пiд час дослiджень фiзичних
процесiв, що мають мiсце в електронних приладах, постає необхiднiсть дослi-
джень траєкторiй руху заряджених частинок в таких системах.

Теоретичне дослiдження взаємодiї електронiв з полем у багаторезона-
торному магнетронi або спорiднених з ним приладах починається з роз-
в’язання двовимiрної задачi про рух електронiв в однорiдному магнiтному
та електричному полях [12].

Метою цiєї статтi є вивчення траєкторiй руху заряджених частинок (еле-
ктронiв) у рiзних моделях приладiв зi схрещеними полями за рiзних умов
роботи та порiвняння цих траєкторiй.

Основна частина
Обчислення руху заряджених частинок (електронiв) розпочнемо з най-

простiшої пласкої моделi (рис. 1). Розгляд пласкої моделi є важливим не
тiльки з точки зору простоти математичного розв’язання. Бiльшiсть суча-
сних магнетронiв мають катод великого дiаметру, що дозволяє наближено
зобразити катод i анод паралельними площинами.

Для розв’язання поставленої задачi має бути використано загальне рiвня-
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 a b

Рис. 1: Простiр взаємодiї
a – магнетронний дiод; b – гребiнка

ння Лоренця, яке визначає силу, що дiє на заряд за наявностi електричного
i магнiтного полiв.

Магнетронний дiод
Отже, рiвняння руху заряджених частинок у схрещених електричному

та магнiтному полях, що описують в декартовiй системi координат (x, y ), є
задачею Кошi й визначають такою системою рiвнянь

d2x

dt2
= η

(
Ex +B

dy

dt

)
(1)

d2y

dt2
= η

(
Ey −B

dx

dt

)
,

де η — питомий заряд електрону;
B — напруженiсть поперечного магнiтного поля;
Ex — напруженiсть електричного поля вздовж осi абсцис;
Ey — напруженiсть електричного поля вздовж осi ординат.
Початковi умови для цiєї задачi набувають таких значень:

x(0) = 0;

dx

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0; (2)

y(0) = 0;

dy

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Напруженiсть електростатичного поля для конфiгурацiї, що зображено
на рис. 1а має вигляд:
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Ex = 0; (3)

Ey =
Ua

d
,

де Ua — напруга на одному з електродiв, найчастiше анодна.
Розв’язок системи рiвнянь (1) з початковими умовами (2) та конфiгурацi-

єю електростатичного поля (3) є вiдомим i описаний майже в усiх публiкацiях,
що присвяченi руху заряджених частинок у схрещених полях i має вигляд

x =
Ua

ηdB2
(ωHt− sinωHt) ;

y =
Ua

ηdB2
(1− cosωHt) ,

де ωH = ηB — циклотронна частота.
Це параметричне рiвняння циклоїди. Траєкторiю руху електронiв у пло-

щинному магнетронному дiодi наведено на рис. 2.

 

 

 

Рис. 2: Траєкторiя руху в площинному магнетронному дiодi

Площинна гребiнчата структура
Кращим наближенням до реальних приладiв є площинна модель з гре-

бiнчатою структурою (рис. 1b).
Математично цю модель описують за допомогою рiвнянь руху (1), поча-

ткових умов (2) та напруженостi електричного поля [12,13]
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Ex =
4πh

L
A0

∞∑
n=1

nAn sin
2πnx

L
sh

ny

d
; (4)

Ey = A0

(
1− 2h

d

∞∑
n=1

nAn cos
2πnx

L
ch

ny

d

)
,

де

A0 =
Ua

d+
lh

L

,

An =
sin

πnl

L(
πnl

L
+ sin

2πnl

L

)(
sh

n(h+ d)

d
− shn

)
+ π shn

.

Нажаль для системи рiвнянь (1) за початкових умов (2) та напруженостя-
ми електричних полiв (4) не можливо отримати аналiтичний розв’язок, тому
розв’язування здiйснювали за допомогою чисельного методу Рунге-Кутти че-
твертого порядку.

Траєкторiї руху, що отримано за допомогою чисельного методу, наведено
на рис. 3.

 

 

 

Рис. 3: Траєкторiя руху в площиннiй гребiнчатiй структурi

З порiвняння зображень на рис. 2 та 3 можна побачити, що пiд час моде-
лювання врахування розподiлу поля, яке притаманне гребiнчатiй структурi
(рис. 1b), виявляє наявнiсть модуляцiї потоку заряджених частинок, що схо-
же на прояв дiокотнонного ефекту [7] i призводить до суттєвого впливу на
еволюцiю системи.
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Цилiндричний магнетронний дiод
Щодо систем зi схрещеними полями, якi мають цилiндричну конструкцiю

електродiв, розглянемо найпростiшу з них — цилiндричний магнетронний
дiод (рис. 4а) та модель магнетрону (рис. 4b). Цi конструкцiї складаються
з двох спiввiсних цилiндрiв (магнетронний дiод) i замiсть одного з цилiндрiв
розташовують електрод зi складною конфiнурацiєю (магнетрон).

 

 

 a b

Рис. 4: Простiр взаємодiї
a – магнетронний дiод; b – магнетрон

Рiвняння руху зарядженої частинки у схрещених полях для цилiндричних
конструкцiй описують в полярнiй системi координат (s, ϕ ) i це є задачею
Кошi, яку визначають такою системою рiвнянь [14]

d2s

dt2
− s

(
dϕ

dt

)2

= η

(
Es +Bs

dϕ

dt

)
(5)

s
d2ϕ

dt2
+ 2

ds

dt

dϕ

dt
= η

(
Eϕ −B

ds

dt

)
,

де s — безрозмiрний радiус
ra
rk

;

Es — напруженiсть електростатичного поля вздовж радiальної коорди-
нати;

Eϕ — напруженiсть електростатичного поля по азимутальнiй координатi.
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При цьому початковi умови набувають таких значень:

s(0) = 1;

ds

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0; (6)

ϕ(0) = 0;

dϕ

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Напруженостi електростатичного поля для магнетронного дiода визнача-
ють як

Es =
η

r2kω
2
H

Ua

s ln sa
(7)

Eϕ = 0.

Нажаль для системи рiвнянь (5) за початкових умов (6) та напруженостя-
ми електричних полiв (7) не можливо отримати аналiтичний розв’язок, тому
розв’язування здiйснювали за допомогою чисельного методу Рунге-Кутти че-
твертого порядку.

Траєкторiї руху, що отримано за допомогою чисельного методу, наведено
на рис. 5. Цi траєкторiї не є епiциклоїдами, як могло здатися виходячи з
траєкторiй руху в площинному магнетронному дiодi.

 

 

 

Рис. 5: Траєкторiя руху в цилiндричному магнетронному дiодi

Магнетрон
Найкращим наближенням до реальних приладiв є модель магнетрону

(рис. 4b).
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Математично цю модель описують за допомогою рiвнянь руху (5), поча-
ткових умов (6) та напруженостi електричного поля [15]

Es =
a0z

s

(
1− 2N ln

sv
sa

∞∑
n=1

nancors
Nn cosNnφ

)
; (8)

Eϕ = 2a0zN ln
sv
sa

∞∑
n=1

nansirs
Nn sinNnφ,

де N — кiлькiсть резонаторiв;

a0 =
Ua

ln sa +
Nθ

π
ln

sv
sa

,

an =
sinnNθ

(nNθ + sin 2nNθ)(sirsNn
v − sirsNn

a ) + πsirsNn
a

z =
ηUa

ω2
Hr

2
k

;

sirx =
x− x−1

2
;

corx =
x+ x−1

2
.

Нажаль для системи рiвнянь (5) за початкових умов (6) та напруженостя-
ми електричних полiв (8) як i в попереднiх випадках не можливо отримати
аналiтичний розв’язок, тому розв’язування здiйснювали за допомогою чи-
сельного методу Рунге-Кутти четвертого порядку.

Траєкторiї руху, що отримано за допомогою чисельного методу, наведено
на рис. 6. Цi траєкторiї не є епiциклоїдами i дуже схожi на траєкторiї, якi було
отримано в магнетронному дiодi i з просторовою модуляцiєю як в гребiнцi.

Дисипацiя
За класичною електродинамiкою кожна заряджена частинка, що рухає-

ться прискорено, випромiнює енергiю.
Випромiнювання енергiї, зазвичай, вiдбивається на русi частинки. При-

пущення про те, що у магнiтному полi «швидкiсть частинки не змiнюється»,
є лише наближено вiрним. Частинка, що рухається за круговою траєкторiєю,
випромiнює енергiю у виглядi електромагнiтних хвиль, через те, що змiна
напрямку швидкостi означає, що рух є прискореним.

У звичайних електронних приладах (клiстронах, магнетронах, лампах
з бiжною хвилею тощо) обидва процеси — випромiнювання та формуван-
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Рис. 6: Траєкторiя руху в магнетронi

ня згусткiв — вiдбуваються одночасно, згустки формуються пiд дiєю вла-
сного випромiнювання, в результатi чого випромiнювання пiдсилюється й
формування продовжується аж до його обмеження нелiнiйними ефектами.
Випромiнювання вiдбувається й тодi, коли заряджена частинка пролiтає повз
яке-небудь тiло або осiдає на ньому — це так зване перехiдне випромiнюван-
ня. Найпростiший випадок перехiдного випромiнювання — випромiнювання
за рiвномiрного та прямолiнiйного руху частинки у порожньому напiвпросто-
рi.

Спонтанне та iндуцiйоване випромiнювання — це основнi поняття кван-
тової теорiї випромiнювання, без яких не можна обiйтися пiд час вивчення
квантової електронiки; у класичнiй електронiцi, що оперує з рухом електронiв
у вакуумi до вiдносно недавнього часу таке трактування фактично не засто-
совували, оскiльки змiстовних та нових результатiв вона не надавала [16,17].

При врахуваннi в системах зi схрещеними полями дисипацiї, яку об-
умовлено втратою енергiї електронiв через рiзнi механiзми, рiвняння руху
заряджених частинок у вище описаних моделях (1) та (5) слiд доповнити до-

данком α
dy

dt
для моделi (1) та доданком α

ds

dt
для моделi (5) [18], при чому

початковi умови (2) i (6) та розподiли електростатичного поля по координатах
(3), (4), (7) та (8) залишаються незмiнними.

Базуючись на принципi мiнiмуму потенцiйної енергiї, що будь-яка замкне-
на система прагне перейти в такий стан, в якому її потенцiйна енергiя є
мiнiмальною, за наявностi дисипацiї вище розглянутi системи прагнутимуть
до мiнiмуму своєї потенцiйної енергiї. Розташування цих мiнiмумiв можна
визначити дослiдивши цi системи.
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Для площинної системи (1) такий мiнiмум розташовуватиметься на пря-

мiй y0 = η
Ua

ω2
Hd

.

Для магнетронного дiода (5) такий мiнiмум розташовуватиметься на колi

радiуса s0 =
√

2b+
√
4b2 + 1 , де b =

η

r2kω
2
H

Ua

ln sa
Для гребiнки (1), як i для магнетрону (5) вираз для розташування мiнi-

муму потенцiйної енергiї є дуже громiздким, але можна визначити область
розташування цих мiнiмумiв. Для гребiнки — y > d , для магнетрону —
s > sa .

Траєкторiї руху, що отримано для площинної моделi, наведено на рис. 7.
 

 

 

Рис. 7: Траєкторiя руху в площинному магнетронному дiодi за наявностi дисипацiї

З рисунку видно, що траєкторiї прагнуть до мiнiмуму потенцiалу в цiй

системi y0 = η
Ua

ω2
Hd

. Це добре узгоджується i просто пояснює твердження,

що в мiру накопичення просторового заряду в такий системi утворюється
прямолiнiйний потiк, хоч там i не згадували про мiнiмум потенцiйної енергiї.

Траєкторiї руху, що отримано для моделi цилiндричного магнетронного
дiода, наведено на рис. 8.

З рисунку видно, що траєкторiї прагнуть до мiнiмуму потенцiалу в цiй
системi s0 =

√
2b+

√
4b2 + 1 . Це добре узгоджується i просто пояснює меха-

нiзм накопичення просторового заряду в такий системi, хоч пояснення такого
механiзму подають у не зрозумiлих припущеннях. Електрони рухаються до
мiнiмуму потенцiалу, тим самим утворюючи хмару просторового заряду в
мiнiмумi потенцiйної енергiї [19].

Траєкторiї руху, що отримано для моделi площинної гребiнчатої структу-
ри, наведено на рис. 9.
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Рис. 8: Траєкторiя руху в цилiндричному магнетронному дiодi за наявностi дисипацiї
 

 

 

Рис. 9: Траєкторiя руху в площиннiй гребiнчатiй структурi за наявностi дисипацiї

Траєкторiї руху, що отримано для моделi магнетрону, наведено на рис. 10.
 

 

 

Рис. 10: Траєкторiя руху в магнетронi за наявностi дисипацiї

З рисункiв 9 та 10 видно, що траєкторiї прагнуть до мiнiмуму потенцiалу
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в цих системах, який знаходиться всерединi анодного блоку. Це просто по-
яснює механiзм протiкання струму на анод за будь-якої анодної напруги, хоч
пояснення такого механiзму подають у не зрозумiлих припущеннях.

Висновки
Таким чином, порiвняно траєкторiї рухiв чотирьох моделей приладiв зi

схрещеними полями. Цi траєкторiї мають циклоїдоподiбнi траєкторiї.
Врахування ефектiв дисипацiї в розглянутих моделях призводить до знач-

ної змiни траєкторiй руху.
Для площинного магнетронного дiода траєкторiя стає прямолiнiйним по-

током. Для цилiндричного магнетронного дiода траєкторiя стає кiльцевим
рухом, пояснюючи механiзм накопичення просторового заряду i розв’язуючи
одну iз загадок магнетронiв [4].

Траєкторiя частинок в площиннiй гребiнчатiй структурi та магнетронi
прямують до аноду, пояснюючи одну iз загадок магнетронiв [4] про iснування
анодного струму в передгенерацiйному режимi роботи.
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Feature of charged particles’ trajectories in crossed electrical and
magnetic fields

The charged particles trajectories were modeling results using models in
crossed-field devices was described. The trajectories were calculated by different
models are cycloid like. When we had a dissipation these trajectories change cardi-
nally. It depended by using model. This trajectories’ analysis largely simplified
the explain of some magnetrons’ secrets.

Keywords: plane model, comb structure model, magnetron diode, magnetron,
potential energy minimum
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ФОТОФИЗИЧЕСКИЕ И ПАРАМАГНИТНЫЕ СВОЙСТВА
ТРИПТОФАНА

Понимание процессов, приводящих к повреждению важных биологических молекул –
белков остается актуальной задачей для исследований. При этом полезным инструментом
является исследование простых модельных систем. В данной работе в качестве объекта
исследований использовался триптофан в щелочной среде. Такой выбор обусловлен тем,
что молекула триптофана является амфипатической, т.е. содержит сильно гидрофобную
и полярную группы и в условиях щелочной среды может образовывать мицеллы, в состав
которых входят несколько молекул триптофана. В нашем случае такие мицеллы содер-
жали шесть молекул триптофана.

Используя методы оптической спектроскопии и электронного парамагнитного резо-
нанса показано, что при облучении щелочного раствора триптофана образуется набор
нескольких видов продуктов. Это катион-радикалы, анион-радикалы, свободные электро-
ны, ловушки этих продуктов. Измерены параметры всех этих продуктов, их свойства.

Ключевые слова: фотофизика, парамагнитные свойства, триптофан.

Введение.
Ароматические аминокислоты, входящие в состав многих белков, удоб-

но использовать для наблюдения за локальным микроокружением белка, его
конформацией, а также для выяснения механизмов соответствующих биоло-
гических процессов. Полезную информацию при этом можно получить при
исследовании фотоионизации и фотодиссоциации ароматических кислот, а
также при наблюдении за спектрами Электронного Парамагнитного Резо-
нанса (ЭПР).

Известно, что при действии УФ-излучения на раствор триптофана при
77К в результате образуются катион-радикалы и захваченные матрицей сво-
бодные электроны [1]. Спектр ЭПР катион-радикалов представляет собой
синглетную линию с шириной ∆H = 22Гс. В щелочном растворе взаимо-
действие высвобожденного электрона с молекулой триптофана затруднено
потому что свободные электроны могут захватыватся ловушками щелочно-
го льда. Спектр ЭПР захваченных электронов представляет относительно
узкую синглетную линию с шириной ∆H = 14Гс. Оптический спектр погло-
щения захваченных электронов представляет широкую полосу в диапазоне
350 - 800 нм с максимумом около 600 нм. Последующее действие света в ука-
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занной полосе поглощения приводит к освобождению электронов из ловушек
и рекомбинации их с катион-радикалами. Представленные здесь некоторые
особенности процессов воздействия светового излучения на молекулу трип-
тофана в широком диапазоне длин волн как выяснилось за последние годы
не ограничивается только указанными свойствами. В более поздних иссле-
дованиях были получены дополнительные детали фотофизики этого белка
[2]. Наконец, в последние годы [3-6] были обнаружены и изучены эффекты
световой дезактивации фосфоресценции триптофана и его аналогов. Экспе-
риментальные данные, полученые нами, позволили получить достоверную
информацию о механизме взаимодействия карбонильной группы с индоль-
ным кольцом триптофана. Детали полученных результатов содержатся, в
частности, в работе [6]. В настоящей работе приведены результаты изуче-
ния действия УФ-излучения на триптофан в щелочной среде замороженной
до 77К, а также изучено действие видимого света на парамагнитные центры.
Проведен анализ изменения интенсивности люминесценции триптофана при
перемораживании образца.

Материалы и методы.
Для исследований использовался раствор L-триптофана (1, 1.10−4M ) в

щелочи (10н.NaOH). Раствор триптофана помещали в кварцевую трубку с
внутренним диаметром 2 мм и откачивали до давления 1,3 Н/м. Облуче-
ние УФ светом проводили ртутной лампой ДРШ-1000 через водный фильтр
и фильтр УФС-2 (270-380 нм). В качестве источника видимого света ис-
пользовали тот же источник света, но с фильтром БС-10 (>400м). Спектры
ЭПР измерялись на стандартном спектрометре 3-см диапазона. Оптическо-
го характеристики измерялись с использованием спектрофотометра Specord
"UV-VIS".

Результаты и обсуждение.
При облучении УФ светом (270-380нм) триптофана в щелочной среде на-

блюдался спектр ЭПР захваченных электронов с полушириной синглетной
линии ∆H = 12Гс.

При последующем действии видимого света форма спектра изменялась,
вместо узкой линии ЭПР захваченных электронов появляется более широкая
линия (∆H = 22Гс) с интегральной интенсивностью уменьшенной на 75%.

Полученный таким образом спектр ЭПР хорошо соответствует спектру
катион-радикалов. Интерпретация процессов, происходящих при последова-
тельном облучении образца сначала УФ светом, а затем светом видимого
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диапазона хорошо соответствует появлению в начальном процессе захвачен-
ных электронов с узким спектром ЭПР и высвобождению части захваченных
электронов под действием видимого света.

Таким образом часть захваченных электронов возвращалась из ловушек
и происходила полная рекомбинация этих электронов, т.е. наблюдался пол-
ностью обратимый процесс.

Представляет особый интерес механизм процессов, ответственных за оста-
ток примерно 25% парамагнитных центров, нечувствительных к действию
видимого света. Параметры спектра ЭПР этих центров позволяет предполо-
жить, что они являются свободными радикалами триптофана. Детали меха-
низма соответствующих процессов, требуют дополнительных исследований.

Рис. 1: Изменение интегральной интенсивности спектра ЭПР парамагнитных состояний
при 77К в щелочном растворе при разных режимах облучения. Кривая 1 получена при
действии УФ–(270-280 нм). Максимум на кривой 1 соответствует выходу на равновесную
концентрацию захваченных электронов. Кривая 2 коррелирует с накоплением радикалов,
не чувствительных к видимому свету. Кривые 3 и 4 показывают поведение интенсивности

люминесценции в режиме, совпадающем с режимом получения кривых 1 и 2.

На рисунке представлены кривые изменения интенсивности спектра ЭПР
парамагнитных состояний, возникающих при разных режимах облучения.

DOI: https://doi.org/10.31865/2413-26672415-3079112021234839 75

ОТН. ЄД.

100
І

20

0 _

0 00,5 1,0

140 1

К\...

. . 4 -60 °}{“
І

Ї, 2



ISSN 2413-2667 (Print), ISSN 2415-3079 (Online)

Кривая 1 демонстрирует изменение интенсивности спектра ЭПР при дей-
ствии УФ–излучение в области 270–280 нм. Для получения каждой точки
на кривой 2 использовался новый раствор; сначала образец облучали УФ–
светом в течение заданного времени, а затем видимым светом в течение
10сек. В первом случае в образце в результате ионизации триптофана об-
разуются катион-радикалы, захваченные электроны и анион–радикалы. Чис-
ло катион–радикалов равно сумме числа захваченных электронов и числа
анион–радикалов.

В результате имеем равные количества катион- и анион-радикалов. По на-
клону начальных участков кривых видно, что начальная скорость образова-
ния захваченных электронов примерно в три раза выше скорости образования
анион-радикалов, т.е 75% испускаемых электронов захватывается ловушка-
ми а 25% реагирует с молекулами триптофана с образованием стабильных
при 77К анион-радикалов. Свет в области 270 – 380 нм перекрывает коротко-
волновую часть спектра поглощения захваченных электронов. При действии
этого света наряду с ионизацией молекул триптофана протекает фотоосво-
бождение электронов из ловушек и рекомбинация их с катион-радикалами.

Максимум на кривой 1 соответствует выходу на равновесную концен-
трацию захваченных электронов, когда скорость захвата высвобожденных
электронов в ловушки равна скорости из фотоосвобождения с последующей
рекомбинацией с катион-радикалом. Дальнейшее облучение образца приводи-
ло к постепенному снижению равновесной концентрации захваченных элек-
тронов, которое коррелирует с накоплением не чувствительных к видимому
свету радикалов (кривая 2).

Кривые (3 и 4) демонстрируют поведение люминесценции триптофаново-
го белка при УФ-облучении. Режим облучения при получении кривых 3 и 4
такой же, как в случае получения кривых 1 и 2, соответственно. Из экспери-
ментальных кривых 1 и 2, опираясь на наши представления об образовании
парамагнитных центров, можно получить кривые изменения концентрации
для каждого из них.

Проанализируем процессы тушения люминесценции в связи с присут-
ствием в образце тех или иных парамагнитных центров в первые секунды
фотолиза, когда степень превращения триптофана мала, а количество пара-
магнитных центров в первом приближении пропорционально длительности
УФ-экспозиции. Облучение образца УФ-светом в течение 5 секунд приводи-
ло к образованию в образце 4, 2.1014 парамагнитных центров (кривая 1).
При действии видимого света в результате рекомбинации равных количеств
катион-радикалов и электронов исчезало 3.1014 центров, что соответствует
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примерно 9% молекул триптофана от их исходного количества 2.1015 центров
в образце. В то же время интенсивность флуоресценции восстанавливалась
на те же 9% процентов от интенсивности флуоресценции необлученного об-
разца. Это означает, что катион-радикалы триптофана в щелочном растворе
не тушат флуоресценцию соседних молекул. Это означает также, что захва-
ченные электроны тоже не тушат флуоресценцию триптофана в условиях
настоящего эксперимента.

Через 5 секунд УФ облучения в образце накапливается 1, 2.1014 сво-
бодных радикалов не чувствительных к видимому свету (кривая 2). Можно
предположить, что это сумма равных количеств катион- и анион-радикалов.
Это соответствует тому, что в эти два типа радикалов превращено по 3,3%
молекул в образце. Интенсивность флуоресценции в таком образце умень-
шена по сравнению с исходной на 19% (кривая 4). В нашем случае катион-
радикалы не тушат флуоресценцию других молекул триптофана. При этом
интенсивность люминесценции за счет превращения молекул триптофана в
катион-радикалы должна снизится на те же 3,3%.

Уменьшение интенсивности флуоресценции еще на 19 – 3,3 = 15,7% связа-
но с образованием анион-радикалов. На 3,3% интенсивность флуоресценции
уменьшается из-за того, что сами ион-радикалы не люминесцируют. До-
полнительное тушение на 12,4% связано, по-видимому, с тем, что каждый
анион-радикал эффективно тушит люминесценцию примерно четырех сосед-
них молекул триптофана (12,4% /3,3% ≈ 3,8%).

Близкие значения получаются при рассмотрении соотношения набо-
ра свободных радикалов и тушения флуоресценции в образце после УФ-
облучения в течение 6 минут (кривая 2). В этом случае тушение флуоресцен-
ции составило 93%. Количество катион-радикалов каждого типа в образце
2, 8.1014 . Т.е. примерно по 15% от исходного числа молекул триптофана
превращаются в радикалы того и другого типа с потерей способности к люми-
несценции. Тушение 64% флуоресценции, как и в предыдущем случае можно
связать с эффективным тушением каждым анион-радикалом люминесценции
четырех соседних молекул триптофана (63% /15% ≈4,2%).

Можно было ожидать, что все реакции будут протекать как в застекло-
ванном растворе. Действительно, известно, что растворы NaOH с высокой
концентрацией стеклуются при охлаждении. Однако наши эксперименты по-
казали, что раствор триптофана в щелочи при 77К не является истинным.
Действительно, предельное количество свободных радикалов в 3,6 раз мень-
ше числа молекул триптофана (кривая 2). Этот результат можно объяснить
если учесть тушение люминесценции анион-радикалами (см.выше). Тушение
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люминесценции триптофана свободными радикалами, УФ индуцированными
в белках и в различных модельных системах при 77К, эффективно на рассто-
янии меньше 3,4 нм. Однако в 1.1.10−4 М растворе триптофана среднее рас-
стояние между молекулами составляет 26 нм. На таком расстоянии в застек-
лованном истинном растворе тушение люминесценции триптофана за счет
переноса энергии электронного возбуждения по индукционно-резонансному
механизму на свободный радикал происходить не может.

Полученные результаты можно объяснить, если предположить, что моле-
кулы триптофана в условиях эксперимента объединялись в мицеллы по шесть
штук за счет гидрофобных взаимодействий. Молекулы триптофана являют-
ся амфипатическими, т.е. содержат сильно гидрофобную и сильно полярную
группы. Известно, что амфипатические соединения стремятся образовать
мицеллы, в которых гидрофобные группы обращены внутрь, а полярные -
наружу. При ионизации одного из триптофанов образуется катион-радикал,
который не тушит люминесценцию других молекул триптофана в мицелле.
Если испущенный электрон захватывается другой молекулой триптофана в
мицелле, то возникает анион-радикал, который тушит люминесценцию четы-
рех оставшихся молекул триптофана.

Кривые накопления свободных радикалов и уменьшения интенсивности
флуоресценции имеют ясно видимый излом. Медленная часть кривых связа-
на с накоплением анион-радикалов и равного количества катион-радикалов.
Начальная (до 20 сек.) быстрая часть кривых связана с параллельным про-
теканием второго процесса - захватом испущенных электронов в ловушки и
образованием равного количества катион-радикалов. Этот процесс обратим
при действии света в области поглощения стабилизированных электронов.
Через 20 сек скорости прямой и обратной реакции выравниваются и он пе-
рестает давать вклад в накопление свободных радикалов и в уменьшение
интенсивности флуоресценции (кривые 2 и 4).

Выводы
В работе показано, что при облучении щелочного раствора триптофа-

на образуется набор нескольких видов продуктов. Это катион-радикалы,
анион-радикалы, свободные электроны, ловушки этих продуктов. При фо-
тоионизации одного из триптофанов образуется катион-радикал, при этом
другие молекулы триптофана в мицелле способны испускать люминесцент-
ное излучение. Если испущенный электрон захватывается другой молекулой
триптофана в мицелле, то может возникнуть анион-радикал, который тушит
люминесценцию остальных молекул триптофана в данной мицелле.
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Photophysical and paramagnetic properties of tryptophan
It is shown in the work that a set of several types of products is formed upon

irradiation of an alkaline solution of tryptophan. These are radical cations, radical
anions, free electrons, traps of these products. When one of the tryptophanes is
photoionized, a radical cation is formed, while other tryptophan molecules in the
micelle are capable of emitting luminescent radiation. If the emitted electron is
captured by another tryptophan molecule in the micelle, then a radical anion can
arise, which quenches the luminescence of the remaining tryptophan molecules in
this micelle.

Keywords: tryptophan, photophysics, paramagnetic properties.
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ФОРМУВАННЯ ПОНЯТТЯ «IНФОРМАЦIЙНА БЕЗПЕКА»
В ШКIЛЬНОМУ КУРСI IНФОРМАТИКИ

Статтю присвячено проблемi формування поняття «нформацiйна безпека» в шкiльно-
му курсi iнформатики. Проаналiзовано навчальнi програми з iнформатики на предмет
вивчення iнформацiйної безпеки. Запропоновано методи та форми, якi можливо вико-
ристовувати на уроках iнформатики, коли програмою не передбачено вивчення тем, що
стосуються iнформацiйної безпеки.

Ключовi слова: iнформацiйна безпека, шкiльний курс iнформатики.

Вступ
Доступ до Iнтернету — мiльйонiв. Збiльшення часу доступу до iнформа-

цiї в глобальнiй мережi Iнтернет тягне за собою пiдвищення ступеня загроз
i ризикiв iнформацiйної безпеки для дiтей, учнiв, студентiв. Тому однiєю з
найважливiших завдань в сучаснiй освiтi стає проблема пiдготовки учнiв до
розв’язання проблем iнформацiйної безпеки. Сучасний громадянин iнформа-
цiйного суспiльства повинен вмiти справлятися з iнформацiйними загрозами,
захищати свою iнформацiю, приватний iнформацiйний простiр [6]. З цiєї точ-
ки зору дуже важливим стає усвiдомлення й розумiння особистiстю сутностi
поняття «iнформацiйна безпека», на що першочергово має бути спрямований
шкiльний курс iнформатики.
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Серед ключових компетентностей нової української школи вiдповiдно до
«Рекомендацiй Європейського Парламенту та Ради ЄС щодо формування
ключових компетентностей освiти впродовж життя» названо iнформацiйно-
цифрову компетентнiсть. Отже завдання вчителя допомогти молодi усвi-
домити поняття iнформацiйної безпеки та допомогти учням максимально
використовувати можливостi, якi надають iнтернет-технологiї та соцiальнi
мережi для розвитку ключових компетентностей. Вченi й практики, зокре-
ма, В. Бенедек, Н. Гущина, М. Кеттеман, О. Косик, А. Кочарян, А. Пазюк,
М. Снiтко, О. Черних, розглядали питання безпеки дiтей онлайн, їх успiшне
використання Iнтернету та формування безпечної поведiнки онлайн.

Метою статтi є висвiтлення можливостей формування поняття «iнформа-
цiйна безпека» в шкiльному курсi iнформатики.

Основна частина
Найважливiшою складовою забезпечення особистої безпеки людини є її

захист вiд iнформацiї, що надходить до неї. Людина повинна вмiти захи-
щатися вiд можливих iнформацiйних атак та манiпулювань. Тому iснує го-
стра необхiднiсть в органiзацiї iнформацiйної освiти, яка може забезпечити
формування iнформацiйної культури та iнформацiйної безпеки особистостi
й суспiльства в цiлому. Сьогоднi поняття «iнформацiйна безпека» починає
виступати i як iнтегративне, наскрiзне поняття всього шкiльного курсу iн-
форматики на рiзних етапах навчання (пропедевтичному, базовому й про-
фiльному), так i в навчаннi рiзних змiстовних лiнiй курсу.

Аналiз змiсту пiдручникiв iнформатики дозволив виявити взаємозв’язок
власне технологiчних наукових понять в галузi iнформацiйної безпеки i бiльш
широкого кола понять, що вiдносяться до iнформацiйної культури: iнформа-
цiйна етика, етика Iнтернету, комп’ютерна етика, мережевий етикет, етика
мережевого спiлкування, норми поведiнки в мережi, етичнi норми, етичнi
норми iнформацiйної дiяльностi, етична поведiнка при використаннi iнфор-
мацiї.

Щоб в учнiв сформувалося цiлiсне уявлення про предметну область за-
безпечення iнформацiйної безпеки потрiбно, на доступному для учня рiвнi,
сформувати комплексне уявлення про iнформацiйну безпеку, що мiстить
складовi предметної областi її забезпечення: iнформацiйна безпека дiтей, осо-
бистостi, суспiльства, держави, мiжнародна iнформацiйна безпека. В умовах
iнформацiйного суспiльства, коли розвиток iнформацiйних i комунiкацiйних
технологiй робить засоби масової iнформацiї лiдируючим iнститутом соцi-
алiзацiї, опосередковано виконує функцiї багатьох традицiйних соцiальних
iнститутiв (сiм’ї, школи, груп однолiткiв та iн.) [1].
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Учнi старших класiв є найбiльш вразливою частиною суспiльства, яка
активно шукає своє мiсце в сучасному соцiумi. Засоби масової iнформацiї
пропонують свої моделi розвитку, зразки поведiнки та споживання, висту-
паючи в якостi iнформацiйних фiльтрiв, якi видiляють i пiдсилюють однi
контексти, i приглушують, а то й зовсiм замовчують iншi. Всесвiтня панде-
мiя коронавiрусу стала важким випробуванням для людства та освiти. Тому
важливо пояснити учням, як не стати iнструментом в руках кiбершахраїв,
що прагнуть «заробити» на страхах людства.

Аналiз навчальних програм з iнформатики на предмет вивчення iнфор-
мацiйної безпеки дозволяє зробити висновок про те, що на рiвнi основної
загальної освiти в межах предмета «Iнформатика» акцент вiдповiдно до ви-
мог робиться на формуваннi компетентностей безпечної й доцiльної поведiнки
пiд час роботи з комп’ютерними програмами та в Iнтернетi, вмiннi дотриму-
ватися норм iнформацiйної етики й права.

Вимоги стандарту у старшiй школi в питаннi розкриття «принципiв за-
безпечення iнформацiйної безпеки» реалiзуються бiльш повно завдяки вибiр-
ковому модулю «Iнформацiйна безпека». Пiд час аналiзу наступностi змiсту
навчання з проблеми iнформацiйної безпеки виявлено, що присутнiй суттє-
вий дисбаланс в рiвномiрностi дозування матерiалу для кожного класу, а
послiдовнiсть подання матерiалу здiйснюється без урахування важливих пре-
дметних зав’язкiв.

Як включити в освiтнiй процес заходи, що пiдвищують обiзнанiсть учнiв
з питань iнформацiйної безпеки? Якi методи, форми при цьому використову-
вати на уроках iнформатики, коли програмою не передбачено вивчення тем,
якi стосуються iнформацiйної безпеки [3, 5].

Формування поняття «iнформацiйна безпека», яке є невiд’ємною часткою
iнформацiйно-цифрової компетентностi учасникiв освiтнього процесу вiдпо-
вiдно до Концепцiї нової української школи може вiдбуватися за допомогою
навчальних матерiалiв навчально-методичного посiбника «Iнтернет, який ми
хочемо» (the Web We Want) [2]. Пiклуючись про безпечний iнформацiйний
простiр для дiтей, зокрема, через такi шляхи: забезпечення безпеки дiтей
в iнформацiйному просторi; формування полiтики запобiгання проявам у
дiтей радикалiзму, расизму, ксенофобiї та iншим формам екстремiзму в умо-
вах стрiмкого розвитку iнформацiйних технологiй; упровадження системи
соцiально-педагогiчної роботи з батьками з питань безпеки дiтей в iнформа-
цiйному просторi можна iнтегрувати заняття, якi представленi у посiбнику, в
освiтню дiяльнiсть на уроках iнформатики та позаурочну дiяльнiсть закладу
освiти.
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В закладi освiти рекомендується проводити тиждень, день, уроки
iнтернет-безпеки, позакласнi заходи. Заходи можна присвятити професiй-
ним святам: Мiжнародний день захисту iнформацiї — 30 листопада. Свято
почало iснувати в 1988 роцi (у свята є сайт), тому що в цьому роцi була за-
фiксована перша масова епiдемiя хробака, що одержав назву за iменем свого
творця — Моррiса. Свято iснує та є мiжнародним визнаним завдяки амери-
канськiй Асоцiацiя комп’ютерного обладнання. Мета цього Дня — нагадати
всiм про необхiднiсть захисту комп’ютерної iнформацiї, а також звернути
увагу виробникiв i користувачiв апаратних та програмних засобiв на про-
блеми безпеки. Мiжнародний день безпечного Iнтернету — другий вiвторок
лютого (введений в 2004 роцi). Сайт мiжнародного дня безпеки Iнтернету
www.saferinternetday.org.

Одним з ефективних способiв вивчення будь-якого навчального матерi-
алу i, зокрема, питань iнформацiйної безпеки є метод високотехнологiчних
навчальних проєктiв. Навчальний телекомунiкацiйний проєкт може розгля-
датися як спiльна навчально-пiзнавальна, творча або iгрова дiяльнiсть учнiв-
партнерiв, органiзована на основi комп’ютерної телекомунiкацiї, мати спiльну
мету, узгодженi способи дiяльностi й бути спрямована на досягнення загаль-
ного результату дiяльностi. Так, наприклад, можна брати участь в мережевих
проєктах для школярiв органiзованих дистанцiйно або органiзувати власний
навчальний проект.

Шкiльною проєктною дiяльнiстю вчитель розв’язує вiдразу кiлька про-
блем: по-перше, учнi набувають навичок практичного застосування здобутих
теоретичних знань з використання комп’ютерiв, комп’ютерних технологiй та
Iнтернету й пов’язанi з цим питання безпеки; по-друге, i це найголовнiше,
школяр починає бачити в комп’ютерi та Iнтернетi не тiльки iграшку та потiк
непотрiбних ресурсiв, а й iнструмент створення нового, цiкавого i потрiбно-
го не тiльки йому, а й оточуючим його в школi та вдома людям, простору.
I в цьому просторi дитина займається творчiстю: яким вона його створить,
таким її свiт i буде.

Конкретним прикладом реалiзацiї проєктної дiяльностi може стати веб-
квест. Веб-квест — це гра, реалiзована на мережевому ресурсi iз завданнями
над якими працюють учнi, виконуючи ту чи iншу покладену на них мiсiю —
вибравши одну з ролей, запропонованих учителем. Особливiстю освiтнiх веб-
квестiв є те, що частина, або вся iнформацiя для самостiйної, або групової
роботи учнiв з ним, знаходиться на рiзних веб-сайтах, посилання на якi може
запропонувати вчитель, попередньо обравши найбiльш цiкавi та iнформатив-
нi з питання, що дослiджується Крiм того, результатом роботи з веб-квестом
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є публiкацiя робiт учнiв у виглядi веб-сторiнок i веб-сайтiв (локально або в
Iнтернетi).

При продумуваннi методiв органiзацiї уроку та позаурочної дiяльностi
важливо пам’ятати про особливостi мислення сучасної молодi — «клiпову»,
яка не вiдрiзняється глибиною проникнення в iнформацiю, але вiдрiзняється
великими швидкостями пропускання iнформацiї через себе. Дiти сьогоднi не
вмiють аналiзувати текстову iнформацiю, не володiють навичками функцiо-
нальної грамотностi читання. Для формування такої грамотностi, важливо
вчити учнiв згортати та розгортати iнформацiю, представляти її в рiзних
формах. Рiшенням проблеми може стати завдання з перетворення одного ви-
ду iнформацiї в iнший вид. Наприклад, можна запропонувати iнформацiю
з вiдео або текстом перевести в графiку — плакат, комiкс, iнфографiку або,
навпаки, по зображенню, плакату, комiксу, iнфографiцi скласти розповiдь,
яка пояснювала б питання безпеки iнформацiї. Результати дiяльностi важли-
во представити аудиторiї.

Висновки
Рiшення проблеми формування поняття iнформацiйної безпеки в пiдро-

стаючого поколiння полягає в формуваннi культури iнформацiйної безпе-
ки, пiдвищеннi квалiфiкацiї педагогiв i органiзацiї безпечного iнформацiйно-
освiтнього середовища освiтнiх органiзацiй. У той же час, розглянутий пе-
релiк заходiв i напрямкiв не є вичерпним, оскiльки сучаснi iнформацiйнi
виклики й загрози не дозволяють повнiстю розв’язати проблему iнформацiй-
ної безпеки дiтей, а тiльки знизити її наслiдки. Необхiдно донести до учнiв
думку, що розвиток iнформацiйних технологiй i загальна комп’ютеризацiя
призвели до того, що турбота про iнформацiйну безпеку є обов’язковою сто-
роною дiяльностi не тiльки фахiвцiв в галузi iнформацiйних технологiй, а й
пересiчних користувачiв.
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Formation of the concept of «informational security» in the school
course of computer science

The article is devoted to the problem of forming of the concept of «informati-
onal security» in the school course of computer science. The computer sci-
ence educational programs created for the study of informational security were
analyzed. Methods and forms that can be used in computer science lessons when
the program does not provide ones for the study of the topics related to informati-
onal security were suggested.
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ВИКОРИСТАННЯ БЛОГУ ДЛЯ РОЗМIЩЕННЯ Е-КОНТЕНТУ
ПРИ ВИКЛАДАННI IНФОРМАТИКИ

У статтi обговорюються особливостi застосування блогiв для навчання iнформатики, роз-
глянуто приклади використання сервiсу Blogger для розмiщення електронного контенту,
створеного за допомогою рiзноманiтних платформ
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Вступ
Сучасна українська освiта розвивається в умовах, що зазнають постiйних

змiн, поступово проходить процес цифрової трансформацiї [7]. Змiнюються
прiоритети, цiннiснi орiєнтацiї, зростає iнформатизацiя суспiльства, формує-
ться нове освiтнє середовище.

Дослiджуючи перспективи розвитку освiти як в Українi, так i в свiтi, су-
часнi науковцi та педагоги-практики наголошують, що формування навчаль-
ного середовища неможливе без створення якiсного електронного навчаль-
ного контенту та органiзацiї рiзнорiдної iнформацiї в єдину iнформацiйну
систему [4].

Основна частина
Змiст та цiлi освiти не залежать вiд форми її органiзацiї — очної, змi-

шаної чи дистанцiйної. I навiть якщо вчитель сьогоднi перестав бути єдиним
джерелом навчальної iнформацiї i є безлiч засобiв, за допомогою яких можна
транслювати навчальний контент (вiдеоуроки, презентацiї, вiдеоконференцiї,
навчальнi застосунки тощо) [3], недооцiнювати значення викладача було б
неправильним. Саме вчитель має зрозумiти, як його учням найбiльш звич-
но та зручно сприймати iнформацiю i взяти на себе роль архiтектора знань,
фасилiтатора, який, використовуючи сучаснi моделi i технологiї, допомагає
будувати процес навчання у максимально доступний та ефективний спосiб.

Разом з тим, треба пам’ятати, що основною формою навчального проце-
су в школi залишається урок, основними структурними елементами якого є
актуалiзацiя опорних знань та життєвого досвiду учнiв; тема i мета уроку;
мотивацiя навчальної дiяльностi учнiв, практичне завдання; пiдсумки уроку;
рефлексiя тощо [5]. I кожен з цих етапiв може бути проiлюстрований еле-
ктронною пiдтримкою.
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Сучаснi здобувачi освiти з дитинства користуються гаджетами, мають
iнакшi потреби в отриманнi iнформацiї та постiйно прагнуть мати доступ
до Iнтернету. «Ми ж не готуємо дiтей до позавчорашнього свiту» [8] , тому
створення та доречний вибiр електронної пiдтримки кожного з етапiв уроку
— це актуальне питання конструювання сучасних урокiв, якi роблять пода-
ння матерiалу сучасним та цiкавим для учнiв, що значною мiрою пiдвищує
мотивацiю вивчення предмету.

Зараз безлiч сервiсiв, якi можна використовувати для створення Е-
контенту. До вашої уваги пропонується декiлька прикладiв створення елек-
тронних навчальних ресурсiв у пiдтримку викладання iнформатики та при-
йоми розмiщення навчальних матерiалiв на блозi.

Для роботи в сервiсах потрiбно зареєструватись через одну iз запропо-
нованих соцiальних мереж, аккаунт Google, iнодi окремо пройти реєстрацiю.
Кожен з цих сервiсiв має зрозумiлий iнтерфейс, опанування роботою вiдбу-
вається iнтуїтивно, навiть якщо вебсайт має англомовний iнтерфейс.

 

 

Рис. 1: https://iosaz2018.blogspot.com/

Об’єднуючою платформою для подання навчальних матерiалiв я обрала
сервiс для ведення блогiв Blogger, доступ до якого надає аккаунт Google.
До того ж потрiбно знати основи мови розмiтки гiпертексту HTML, якими,
гадаю, володiє кожний учитель iнформатики.

Приклад 1. Розмiщення на блозi iнтерактивної вправи, створеної за до-
помогою сервiсу LearningApps .

Основна iдея iнтерактивних завдань полягає в тому, що учнi можуть пе-
ревiрити i закрiпити свої знання в iгровiй формi, що сприяє формуванню
пiзнавального iнтересу учнiв.

DOI: https://doi.org/10.31865/2413-26672415-3079112021234841 87



ISSN 2413-2667 (Print), ISSN 2415-3079 (Online)

 

Рис. 2: Хмарка тегiв до Прикладу 1

Наприклад, на етапi актуалiзацiї
знань можна запропонувати учням впра-
ву: вставити пропущенi слова, користу-
ючись пiдказками з хмаринки тегiв, яка
вiдкривається за QR-кодом на смартфо-
нах учнiв. Зображення хмаринки тегiв
розташоване на Google-диску, вiдкритий
доступ за посиланням. QR-код для зо-
браження згенерований за допомогою
сервiсу https://pageloot.com.

 

 

 

Рис. 3: Режим HTML

Коли iнтерактивна вправа опублiкована, ви отри-
муєте посилання i код для вбудовування на сайт або
блог. На сторiнцi блогу потрiбно перемикнутися в режим
<>HTML та вставити отриманий код, наприклад, на по-
чаток сторiнки, потiм перемикнутися у Режим верстки
та перемiстити вставлену вправу у потрiбне мiсце сто-
рiнки.

 

 

 Рис. 4: Вправа «Заповни пропуски»

 

 

Рис. 5: Код для вбудовування у блог iнтерактивної вправи
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Приклад 2. Розмiщення презентацiї на сторiнцi блогу. Зазвичай суча-
сний учитель супроводжує пояснення нової теми демонстрацiєю презента-
цiї, яку також було б доречно розмiстити на блозi для використання на
уроцi та для повторення матерiалу уроку вдома. Для цього також потрi-
бно отримати код. Як один iз варiантiв, можна скористатися платформою
www.slideshare.net. Потрiбно пам’ятати, що назва презентацiї, яку заванта-
жуємо на slideshare повинна мiстити лише латинськi лiтери та цифри. Коли
презентацiю опублiковано, натискаємо кнопку Share та отримуємо код для
вбудови на сторiнку блогу:

 

 

Рис. 6: Код для вбудовування у блог презентацiї

Приклад 3. Iнтерактивний плакат. Електронною пiдтримкою уроку
може бути iнтерактивний плакат, створений за допомогою онлайн-сервiсу
www.thinglink.com, який дозволяє наносити на зображення iнтерактивнi мi-
тки (текст, посилання на iншi ресурси, зображення, вiдео). Iнтерактивний
плакат може мiстити весь матерiал уроку, iнформацiйнi матерiали теми, бу-
ти картою подорожi уроку-квесту, iнтерактивною картою або таблицею.

 

Рис. 7: Iнтерактивний плакат https://www.thinglink.com/scene/1063765341496147970
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Рис. 8: Код iнтерактивного плакату

Приклад 4. Розмiщення на блозi вiдеоуроку. У перiод дистанцiйного на-
вчання бiльшiсть учителiв навчилася створювати вiдеоуроки, наприклад, за
допомогою програми Bandicam. Цi уроки пропонуються для асинхронного
режиму дистанцiйного навчання. Але термiн «вiдеоурок», здається менi, не
зовсiм доречним. Скорiше це вiдеолекцiя або вiдеодемонстрацiя виконання
практичного завдання, яка в комбiнацiї з iнтерактивними вправами, вiрту-
альною дошкою, тестовими завданнями, дiйсно, створює бiльш повну картину
уроку.

До того ж вiдеоурок може бути частиною iнтерактивного плакату. У будь-
якому випадку доречно завантажити вiдеоурок на youtub-канал та вставити
вiдео на сторiнку блогу, як пояснення нового матерiалу.

 

Посилання на відео 

Рис. 9: Отримання посилання для вiдео на
youtub-каналi

 

 

 

  Завантажити з комп’ютера 

Рис. 10: Команда вставлення вiдео в
конструкторi блогу

Приклад 5. Одним iз iнструментiв навчання є вiртуальна дошка, за до-
помогою якої можна пiдсилити зацiкавленiсть й активнiсть учнiв, полiпшити
ефективнiсть роботи на уроках, органiзувати спiльну дiяльнiсть учнiв. Вiрту-
альна дошка Padlet може бути використана для проєктної роботи, розмiщення
творчих робiт учнiв, створення фанклубу, наприклад, мови програмування,
iндивiдуальних завдань, етапу рефлексiї, щоб сформулювати свої враження
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вiд уроку починаючи словами: Менi сподобалося ...Я навчився ...Було
цiкаво дiзнатися, що ...Мене здивувало ...Менi було складно ....

 

Рис. 11: Вiртуальна дошка з цiкавими
фактами про Python

 

Рис. 12: Вiртуальна дошка етапу
рефлексiї

Висновки
Таким чином, можна зробити висновок, що сучасному вчителю необхi-

дно навчитися створювати Е-контент для супроводу уроку, тому що вiн є
ефективним iнструментом пiдвищення якостi освiти, та вмiти органiзовува-
ти освiтнє навчальне середовище, наприклад, за допомогою блогу [2]. Слiд
звернути увагу на оптимальний добiр змiстового наповнення та форм, щоб
здiйснити системне поєднання рiзних видiв дiяльностi учнiв на уроцi. Акту-
альними напрямками подальшої розробки окресленої проблеми є вдоскона-
лення опанування рiзноманiтними сервiсами для створення Е-контенту для
навчання iнформатики.

Лiтература
1. Проект КОНЦЕПТУАЛЬНI ЗАСАДИ розвитку електронної освiти в

Українi.
Режим доступу: https://pon.org.ua/engine/download.php?id=493

2. Морзе Н.В., Буйницька О.П., Варченко-Троценко Л.О. Створення су-
часного електронного курсу в системi MOODLE: навчальний посiбник.
Кам’янець-Подiльський : ПП Буйницький О.А., 2016. 232 с.

3. Юрженко Ю., Агалець I. Основнi елементи контент-середовища еле-
ктронних освiтнiх ресурсiв. Актуальнi питання гуманiтарних наук. 2016.
Вип. 16. С. 471-479.
Режим доcтупу: http://nbuv.gov.ua/UJRN/apgnd_2016_16_63

DOI: https://doi.org/10.31865/2413-26672415-3079112021234841 91

2 ЁНОНИ... і- -

Горіна Аліна
7-а
Руіпоп заимає
п'яте місце в

світі за
популярністю!

На першому
місці - дача,
далі- сімейство
мов С, С ++, С #,
а потім
Руїпоп. Мова
програмування
Руіпоп - досить
проста у
вивченні

9 Анони... :' '-

Писарєва
Юлія 7-Б
НАЅА
використовує
Рутпоп в
проектах, що
стосується
математичних
розрахунків
параметрів
польоту.

. 5

. ДЕ:-С;:ї1Е.і-'Ть
< СІ Г-.' '1«1>Е -1'1З З 1-' 11

з дн0ни___ 311-11-111.

Алиева Диана 7-
В можна
использовать
его как
калькулятор и
как
МЭТЄМЭТНЧЄСКИИ

РОЭРЗХУНОК

'2

Є Добавить
1<о~.›11~.1ентар.›1171

2 ДНОНИ... Ё '-'т

Белікова
Дарина 7-Б

31-г: .11 .1и:,:ь
г-111-1111 ¬1-:-1-г' 1 411 111 111

Іван Бощан

Мені захотілося створювати Було цікаво дізнатися про
програми. ; дрони.

1_\_._ -¬-_<:111___1. 1.1 __ -~.- _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
^` ' ` . _- :1|'І|_ 1-. г.".І'-¬ -:1 1 _ . ___--'1-1:.і' і_ ›- '.1'.|›--1 -1 .1.'д.11_-_- о .і,ц.д- *-_±1.__о-_ -.г_а1_›«

--;;1;1:±.111.1-,μ.-...-= 1=-_-11-111-1 „_ _ _
1 . - І _ _ ¬ -ЇЇ З1.41--1-1--1-. --;--›п. 41.- *.« ' '=.- ~ “_ = ' -. '-_ „Ця

'.11':1Ц н~.ч.|;±'›1 :.І;1-_›.'и
І 51-11; 1:-ё-1-1 ;к_г1±.'11-;-;
-гш-*`11г_ _.11 ¬гг-¬є1.=1*.4 Г-тіт ЗП

- 111- ›1 1›- '- 11і-м11- не
;.-.:.:1-111. › 41: ..11.;1.-..¬».я› 11

±1д'д г--1.: “_1_:\'ґ '.1н›~1..' =.

9 1

° „Д-:1і:аві-*т1_1
1-к1.1 е-1 та :11-~ .-1

Г 1.Матвіи
Мені сподобалося
програмувати на Скретч_

0 Щ. ..,-:.1'1і 1. А.-\.1›:-¬ ..1,.1.'

Софа
Мене здивувало, що в казкахі
віршах можна зустріти
алгоритмічні структури.

° ,;-.-_1.1;і^'1 - _^.1-.1:1 .1_.1.-

,-1

1 Ч

11.

1.-
'1г. Михаило '_ "

Я навчився заходити по ОН- І
коду.

І

Гліб

Мені було важко виконати
тести.

. 11.'-'>1д1*`і. 1'1›1-1'1:`.1.'

С_3 ®` Щ ...



ISSN 2413-2667 (Print), ISSN 2415-3079 (Online)

4. Березенська С.М. Засоби e-learning в органiзацiї роботи з теоретичним
контентом з технiч-них дисциплiн. Вiдкрите освiтнє е-середовище сучас-
ного унiверситету. 2016. Вип. 2. С. 38-50.
Режим доступу: http://nbuv.gov.ua/UJRN/oeeemu_2016_2_5

5. Капранова М.Н. Як пiдготувати сучасний урок. Педагогiчна майстер-
ня. 2013. № 12. С. 16-20.

6. Кваснiй Л.Г., Щербан О.Я. Проблеми та перспективи електронної освiти
в Українi.
Режим доступу: http://ena.lp.edu.ua:8080/handle/ntb/29563

7. 5 крокiв до онлайн-навчання: як ефективно перейти на новий формат.
Режим доступу: https://osvitoria.media/opinions/5-krokiv-do-onlajn-
navchannya-yak-efektyvno-perejty-na-novyj-format/

8. Людмила Петрановская: Мы готовим детей к позавчерашнему миру.
Режим доступу: https://osvitanova.com.ua/posts/1919-liudmyla-petranov-
skaia-my-hotovym-detei-k-pozavcherashnemu-myru

S.O. Zabazna
Institution of General Secondary Education №9, Toretsk, Donetsk region, Ukraine.

Using blog for placing e-content during computer science teaching
The article comprises features of blogs’ applying for computer science studying

as well as considers examples of Blogger service using with the aim of placing
electronic content made by various platforms.
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ВИКОРИСТАННЯ ЕЛЕМЕНТIВ STEM-ОСВIТИ ЯК ЗАСIБ
ФОРМУВАННЯ КЛЮЧОВИХ КОМПЕТЕНТНОСТЕЙ НА
УРОКАХ ПРИРОДНИЧО-МАТЕМАТИЧНОГО ЦИКЛУ

Дана стаття вiдображає зразок випускника сучасного закладу загальної середньої освi-
ти. Визначенi перспективи та переваги STEM-освiти в процесi навчання учнiв сере-
дньої та старшої ланки. Продемонстровано переваги iнтеграцiї дисциплiн природничо-
математичного циклу. На прикладi STEM-проекту показано формування ключових ком-
петентностей активного громадянина.

Ключовi слова: STEM-освiта, ключовi компетентностi, iнтеграцiйнi зв’язки,
проектне навчання.

Вступ
ХХI столiття диктує нам новi умови для пiдготовки випускникiв закла-

дiв загальної середньої освiти. Стрiмкий розвиток iнформацiйних потокiв,
швидкий темп життя зумовлює попит на формування особистостi з не-
стандартним мисленням, особистостi яка здатна орiєнтуватися в будь-якiй
ситуацiї, знаходити необхiдну iнформацiю серед безкрайнього простору зай-
вого, швидко засвоювати новi знання та за необхiднiстю легко застосовувати
їх на практицi.

Одним iз шляхiв розвитку такої особистостi є впровадження STEM-освiти
в навчальний процес. Освiтнi технологiї STEM базуються на виключно но-
вих методах освiтньої дiяльностi, в основi яких лежить комплексний пiдхiд до
вивчення певних проблем чи явищ. Дуже швидко STEM-освiта набула попу-
лярностi у всьому свiтi. Її актуальнiсть зумовлена з одного боку, збiльшенням
мотивацiї учнiв до вивчення дисциплiн природничо-математичного циклу, а з
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iншого — попитом виробничої сфери на спецiалiстiв, якi набули компетентно-
стi для формулювання i розв’язання задач у галузях IТ, iнженерiї, екологiї,
нанотехнологiї, медицинi та iнших.

Мета даної роботи показати на прикладi шкiльного STEM-проекту як
можна формувати ключовi компетентностi, охарактеризувати соцiальну зна-
чимiсть експерименту та згуртованiсть його виконавцiв.

Основна частина
Вперше абревiатуру STEM запропонував ще в 1990-х роках американ-

ський бактерiолог Р. Колвелл: S — science, T — technology, E — engineering,
M — mathematics. Але її розповсюдження пов’язане з iменем бiолога Джудит
А. Рамалi, що вiдповiдала за розробку нових освiтнiх програм як керiвник
Iнституту природничих наук США. Далi над проблемою STEM-освiти про-
довжили працювати вченi Г. Флейшман, Ф. Хеес, А. Келлi, О. Мiск та iн.
На сьогоднiшнiй день STEM-освiту впроваджено в державнi освiтнi програ-
ми США, Китаю, Австралiї, Великобританiї, Iзраїлю, Кореї, Сiнгапуру та
iн. Стосовно України, основна задача з впровадження STEM-освiти лягла
на Iнститут модернiзацiї змiсту освiти (вiддiл STEM-освiти) та НЦ «Мала
академiя наук України» (Всеукраїнський науково-методичний вiртуальний
STEM-центр).

Провiвши аналiз досвiду країн, якi реалiзують STEM-пiдхiд в освiтнiй
дiяльностi, стає очевидним, що дана технологiя є доцiльною з точки зору
розвитку навичок 4К: комунiкацiя, кооперацiя, критичне мислення, креатив-
нiсть. Особливiсть STEM-технологiй полягає в iнтегрованому взаємозв’язку
всiх дисциплiн, якi з ними пов’язанi. Припустимо, що наша задача побуду-
вати лiтак або корабель, зробити альтернативне джерело енергiї, винайти
лiки, запустити штучний супутник. Без володiння знаннями широкого спе-
ктру з фiзики, математики, хiмiї, iнформатики це майже неможливо. Саме
STEM-освiта є каталiзатором iнтеграцiйних зв’язкiв мiж дисциплiнами. Пiд
час реалiзацiї поставлених задач, STEM використовує проекти, а не сухi
знання та факти. «Однiєю з форм STEM-навчання є уроки/заняття, якi спря-
мованi на встановлення мiжпредметних зв’язкiв i сприяють формуванню в
учнiв цiлiсного, системного свiтогляду, актуалiзацiї особистiсного ставлення
до питань, що розглядаються на уроцi/заняттi. Такi уроки/заняття можуть
проводитися шляхом об’єднання схожої тематики кiлькох навчальних пре-
дметiв або формування iнтегрованих курсiв чи окремих спецкурсiв» [3]. В
даному освiтньому середовищi дiти мають змогу одразу застосовувати набутi
знання на практицi, а це призводить до швидкої реалiзацiї ключових компе-
тентностей.
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На сьогоднiшнiй момент «змiст навчальних програм базується на ком-
петентнiсному пiдходi, який вiдповiдає стратегiчному напрямку розвитку
освiти в контекстi положень Концепцiї «Нова українська школа» та показа-
но особливостi запровадження наскрiзних змiстових лiнiй, якi вiдображають
провiднi соцiально й особистiсно значущi iдеї, що послiдовно розкриваються
у процесi навчання й виховання» [3]. Таким чином, освiтнiй процес в сере-
днiй та старшiй школi носить мiждисциплiнарну орiєнтацiю. Це дає дiтям
можливiсть будувати мiцнi зв’язки мiж усiма дисциплiнами, що вивчаються.

Отже, в наш час ключовими компетентностями вважаються такi, що необ-
хiднi особистостi для покращення власного потенцiалу i розвитку, збiльшення
можливостей для працевлаштування, соцiальної адаптацiї та активної життє-
вої позицiї. Такi компетентностi розвиваються в процесi навчання протягом
усього життя, починаючи з раннього дитинства шляхом формального, не-
формального та iнформального навчання [2].

Такi навички, як критичне мислення, читання з розумiнням, умiння ви-
словлювати свою думку усно i письмово, критичне та системне мислення,
здатнiсть логiчно обґрунтовувати позицiю, творчiсть, iнiцiативнiсть, вмiння
конструктивно керувати емоцiями, оцiнювати ризики, приймати рiшення, ви-
рiшувати проблеми, здатнiсть спiвпрацювати з iншими є спiльними для всiх
компетентностей [1].

Аналiзуючи основнi принципи STEM-освiти та спираючись на формуван-
ня ключових компетентностей, команда вчителiв природничо-математичного
циклу та учнiв Слов’янського опорного закладу загальної середньої освi-
ти I-III ступенiв Слов’янської мiської ради Донецької областi реалiзували
STEM-проект пiд назвою «Слов’янський курорт — перлина Донеччини». Осо-
бливiстю проекту було те, що виконували його дiти не одного конкретного
класу чи паралелi, а задiяними були учнi багатьох класiв старшої та серед-
ньої ланки.

Надихаючись унiкальнiстю та особливiстю солоних озер мiста Слов’янськ,
автори проекту взяли за мету показати унiкальнiсть геологiчної будови дна,
дослiдити екологiчний стан водойм Слов’янського курорту методом бiоiн-
дикацiї, визначити фiзико-хiмiчнi показники води та за допомогою мате-
матичних засобiв дати реальну оцiнку занепаду озер та шляхи реабiлiтацiї
унiкальної перлини нашого краю. Розробити iнтерактивний плакат та iнфор-
мацiйний бюлетень на екологiчно-соцiальну тематику та провести у школi
просвiтницьку акцiю щодо запобiгання забрудненню водойм iз створенням
iнформацiйних буклетiв.
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Перлиною Донеччини є Слов’янськi солонi озера. Їх унiкальнiсть полягає
в тому, що вони мають карстове походження, верхiвка яких складається з
грунтових вод i покладiв солi. Через сольовi шари, грунтовi води просочу-
ються та розчиняють сiль, так на поверхню виходить розчин-ропа. Завдяки
геологiчнiй будовi солонi озера неглибокi — до 2 метрiв глибиною, але в них
зустрiчаються дiлянки глибиною бiльш нiж 16 метрiв. Води солоних озер ви-
паровуються та через стiк рiчки Колонтаївки вiдновлюють свiй баланс, бо
мають пiдземний тип живлення.

Озеро Рiпне — є найбiльш улюбленим мiсцем вiдпочинку. Кожного року
на лiкування приїздить багато туристiв з рiзних куточкiв України i не тiль-
ки. Завдяки лiкувальним грязям, якi мiстять багато органiчних речовин та
мiкроелементiв, лiкують майже всi органи i системи: опорно-рухового апара-
ту, вади неврологiчного характеру, захворювання шкiри. Вода в озерi легко
тримає людину i можна лежачи вiдпочивати. Вона настiльки солона, що за-
лишає на шкiрi суху скоринку, тому пiсля купання бажано ополоснутися у
прiснiй водi.

На сьогоднi iснує загроза обмiлiння солоних озер. Так учнi 6 класiв, на
уроках географiї, створили плакати, до яких внесли свої пропозицiї: 1) при-
брати смiття на узбережжi озер; 2) дослiдити та поглибити озера з допомогою
спецiалiстiв. Та провели акцiю пiд гаслом: «Збережемо цiлющiсть Слов’ян-
ських солоних озер», що сприяло формуванню екологiчної компетентностi.

Математика як шкiльний предмет має достатнiй потенцiал для формуван-
ня та розвитку тих якостей, якi необхiднi людинi для того, щоб бути успiшною
в сучасному життi.

На уроках вiдповiдної дисциплiни в 5 класi формувались математична,
екологiчна, громадянська та пiдприємницька компетентностi пiд час вивчен-
ня тем «Периметр та площа», «Вiдсотки». Учнi проводили обчислення пери-
метру та площi озер за допомогою крокометру, картографiчного знiмку озер
та шляхом побудови моделi окремого озера. Також дiти обчислили процен-
тний вiдсоток ефективностi вiдновлення екологiчного стану окремих озер та
його рентабельнiсть.

В 7-х i 8-х класах учнi, розв’язуючи задачi на мiсцевому матерiалi (iсто-
ричному, архiтектурному тощо) та використовуючи набутi знання з розв’язку
рацiональних рiвнянь як математичних моделей реальних ситуацiй, форму-
вали загальнокультурну та громадянську компетентностi. В ходi уроку була
надана можливiсть реально оцiнити не лише екологiчний стан водойм, а й
запропонувати шляхи подолання критичного стану перлини Донеччини, шля-
хом складання задач, систем рiвнянь з використанням справжнiх цифрових

96 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ. 2021. Випуск 11.



Скворцова Н.В., Петрова О.С., ... Використання елементiв STEM-освiти

даних, якi були отриманi на уроках фiзики, бiологiї.
В 9-му класi, формуючи компетентнiсть iнформацiйних i комунiкацiй-

них технологiй, учнi використовували набутi знання з теорiї ймовiрностi:
подiлились на групи та в ходi дискусiї, з використанням презентацiй i тесто-
вих завдань, обчислили ймовiрнiсть повного вiдновлення екологiчного стану
Слов’янських озер. При вивченнi статистики дiти мали змогу розробити по-
етапний план з реалiзацiї врятування стану озер.

Формуючи математичну компетентнiсть та компетентнiсть у галузi при-
родничих наук на уроках фiзики, пiд час вивчення певних роздiлiв, учнi
дослiджували фiзичнi показники солоної води озер Рiпне, Вейсове, Солоне
та Гарячка.

Першим етапом було встановлення густини солоної води кожної з водойм.
На уроцi фiзики в 7 класi при вивченнi теми «Взаємодiя тiл. Сила», дiти iз
зацiкавленiстю провели експеримент i отримали значення густини солоної
води. Користуючись терезами i мiрним цилiндром було визначено густину
для води озер: Рiпного — 1025 кг/м 3 , Вейсового — 1031 кг/м 3 , Гарячка —
1028 кг/м 3 i Солоного, яке є майже прiсним, — 1001 кг/м 3 .

Далi естафету перейняв 8 клас, де вивчаючи тему «Змiна агрегатного
стану речовини. Тепловi двигуни» за допомогою цифрового вимiрювального
комплексу «Ейнштейн», було визначено приблизну температуру замерзання
солоної води t = −1, 90C .

В 9 класi дiти проводили вимiрювання показника заломлення свiтла в ходi
вивченнi теми «Свiтловi явища». При цьому було використано закон залом-
лення для плоскої межi роздiлу двох середовищ. Вимiрюючи кути падiння i
заломлення використовували прозору кювету, що додається до демонстрацiй-
ного набору з електролiзу. На її бiчнiй стiнцi було прикрiплено транспортир,
через центр якого проходить вiсь обертання штанги з вiзирними лiнiями.
На днi кювети знаходилась лiнiйка. Вiсь обертання штанги мала збiгатися
з поверхнею рiдини. Синус кута заломлення визначається з геометрiї ходу
падаючого променя. В ходi експерименту було встановлено показник залом-
лення солоної води для озер: Рiпного — 1,3349, Вейсового — 1,3361, Гарячка
— 1,3358 та Солоне — 1,3331.

Для 10 класу була поставлена задача визначити методом вiдриву кiльця
коефiцiєнт поверхневого натягу солоної води, вивчаючи тему «Властивостi
пари, рiдин i твердих тiл». Пiд час експерименту використовували мiлiдина-
мометр, кiльце i чашку Петрi та отримали значення — 72,6 мН/м.

Учням 11 класу при вивченнi теми «Електродинамiка» було запропонова-
но визначити яку силу струму здатна пропускати вода iз слов’янських озер.
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Використовуючи демонстрацiйний набiр з електролiзу i джерело струму в 3 В
було отримано такi данi: озеро Рiпне — 230 мА, Вейсове — 420 мА, Гарячка —
280 мА, Солоне — 70 мА.

На уроках бiологiї у учнiв 7 класу формувалась природничо-наукова ком-
петентностi, пiд час дослiдження видового складу гiдробiонтiв та складання
ланцюгiв живлення в замкнених екологiчних системах. Використовуючи мi-
кроскопи й електроннi систематичнi довiдники юнi дослiдники визначали рiд
та вид представникiв зоо та фiтопланктону. Групували органiзми за способом
живлення та складали ймовiрнi трофiчнi ланцюги.

Формування здоров’язбережувальної компетентностi вiдбувалось на уро-
ках бiологiї у 8 класах. Маючи данi про ступiнь солоностi кожного з озер,
отриманi в процесi дослiджень на уроках фiзики, учнi робили висновок про
профiлактичний вплив води на системи органiв людини. Визначили, що вода
озера Вейсове найкраще пiдходить для профiлактики захворювань опорнору-
хової системи та шкiри, бо ступiнь концентрацiї солей у ньому максимальний.
Натомiсть вода з озера Солоне має бiльш виражений профiлактичний ефект
на кардiореспiраторну систему, так як буде розвивати її витривалiсть, бо сту-
пiнь солоностi в ньому найменший.

У учнiв 9 класiв формувалась компетентнiсть екологiчна грамотнiсть i
здорове життя. Використовуючи результати бiологiчних дослiджень учнiв
сьомого класу, серед гiдробiонтiв були виявленi види бiоiндикатори ступеню
сапробностi (органiчного забруднення) води. Учнi провели органолептичнi
дослiдження води чотирьох озер, визначали ступiнь прозоростi, температуру
пiд час забору води, запах та кислотно-лужнi показники проб за допомо-
гою цифрового вимiрювального комплексу «Ейнштейн». За результатами
дослiджень ними були складенi дiаграми, що iлюструють функцiональну за-
лежнiсть наявностi певних видiв сапробiонiв вiд ступеню солоностi води та
органiчного насичення водойм. Найвищiй показник сапробностi був встанов-
лений на озерi Рiпне — полiсапробне, Гарячка та Солоне — мезосапробнi
натомiсть озеро Вейсове визначено як олiгосапробне. Таким чином дiти зро-
били висновок, що озеро Вейсове є найбiльш сприятливим для оздоровлення
та вiдпочинку.

З метою формування в учнiв знань й умiнь, необхiдних для ефек-
тивного використання сучасних iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй у
навчально-пiзнавальнiй дiяльностi, при вивченнi iнших навчальних предме-
тiв, у повсякденному життi, для учнiв 10-11 класiв, пiд час вивчення модуля
«Графiчний дизайн», було запропоновано розробити iнформацiйний бюле-
тень «Слов’янськi озера – перлина Донеччини» (10 клас тема «Комп’ютер-
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на верстка. Програми для комп’ютерної верстки») та iнтерактивний плакат
(учнi 11 класу пiд час вивчення теми «Iнфографiка»). Виконуючи цi роботи
дiти мали змогу унаочнити результати попереднiх дослiджень, представити
їх у виглядi, доступному для розумiння та розповсюдження серед широких
верств населення.

Висновки
Отже, даний STEM-проект носив соцiально-дослiдницький характер

оскiльки при проведеннi експерименту вчителi, що були задiянi у проектi
та учнi 5–11 класiв були згуртованi в одну цiлiсну команду, де кожен, як у
великому механiзмi, виконував свою функцiю. Це, в свою чергу, слугувало
формуванню iнформацiйно-комунiкацiйної та культурної компетентностi.

Учасниками STEM-проекту була виражена власна думка та позицiя з
приводу екологiчного стану дослiджуваних об’єктiв. На даний момент еко-
логiчний стан озер, за доступними для школярiв методами дослiджень є
задовiльним. Було складено звернення до громади у виглядi iнтерактивного
плакату, про необхiднiсть подальшого збереження «Слов’янського курорту —
перлини Донеччини» для наступних поколiнь. Пiд час проведення шкiльної
акцiї до кожної окремої особистостi було донесено наскiльки важливо пам’я-
тати про перлину нашого мiста — Слов’янський курорт.

Результатом проекту на локальному рiвнi стала безпосередня участь учнiв
5–11 класiв у проведеннi дослiджень. У ходi експериментiв вони змогли вла-
сноруч визначити фiзико-хiмiчнi властивостi та бiологiчний склад проб води
з озер, зробити висновок про профiлактичний вплив солоної води на системи
органiв людини. Результатом проекту на глобальному рiвнi було створення,
на основi експериментiв, соцiальної акцiї яка була представлена учням 5–11
класiв та батькам. Залучення учнiвської молодi до проекту сприяло популя-
ризацiї науки та пiдвищенню рiвня обiзнаностi серед учнiв.

Пiсля завершення проекту отриманi результати будуть використовува-
тись на уроках природничого циклу. Матерiали проекту будуть розповсю-
дженi серед освiтньої спiльноти на семiнарах, конференцiях та методичних
об’єднаннях.
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The use of elements of STEM-education as a means of forming key
competencies in the lessons of the natural-mathematical cycle

This article reflects a sample of a graduate of a modern general secondary
education institution. Prospects and advantages of STEM-education in the
process of teaching middle and senior students are determined. The advantages
of integration of natural-mathematical cycle disciplines are demonstrated. The
example of the STEM project shows the formation of key competencies of an
active citizen.

Keywords: STEM-education, key competencies, integration connections,
project teaching.
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ФОРМУВАННЯ АЛГОРИТМIЧНОЇ КОМПЕТЕНТНОСТI
МАЙБУТНIХ УЧИТЕЛIВ ЗАСОБАМИ ВIЗУАЛЬНОГО

ПРОГРАМУВАННЯ

У дослiдженнi висвiтлюється питання формування алгоритмiчної компетентностi майбу-
тнiх учителiв iнформатики. Розглянутi можливостi засобiв вiзуального програмування та
їх зв’язок з STEM-освiтою. через застосування засобiв вiзуального програмування. За-
пропонованi етапи пiдготовки майбутнiх учителiв до застосування засобiв вiзуального
програмування.

Ключовi слова: алгоритмiчна компетентнiсть, вiзуальне програмування, пiдго-
товка майбутнiх учителiв iнформатики

Вступ
Навички та компетентностi 21 сторiччя, що описанi в документi Di-

gComp 2.2 (The European Digital Competence Framework for Citizens) визнача-
ють цифрову компетентнiсть громадян суспiльства з наступною структурою:
технологiчна, дослiдницька, моделювальна, методологiчна та алгоритмiчна.
Алгоритмiчна компетентнiсть передбачає володiння базовими алгоритмiчни-
ми конструкцiями, поняттями теорiї алгоритмiв, стандартними алгоритмами
i сучасними засобами розробки алгоритмiв; розумiння обчислювальної систе-
ми як унiверсального виконавця алгоритмiв; опанування сучасними систе-
мами розробки програмного забезпечення, у тому числi вiзуального. Ознаки
алгоритмiчної компетентностi як ключової компетентностi майбутнього фа-
хiвця в галузi освiти передбачає наявнiсть мотивацiї до постiйного освоєння
iнформацiйних технологiй та їх застосування у професiї, усвiдомлення акту-
альностi алгоритмiчної дiяльностi в професiйнiй сферi, наявнiсть знань про
алгоритми, способи їх уявлень та представлень, вмiння застосовувати отри-
манi знання в професiйнiй дiяльностi.
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Отже, формування алгоритмiчної компетентностi майбутнiх фахiвцiв
спрямовано на усвiдомлене використання набутих знань у практичну дiяль-
нiсть й одночасно виступає засобом навчання, в процесi якого вiдбувається
формування способiв самостiйного регулювання практичної та розумової дi-
яльностi в ходi розв’язування конкретних професiйних задач. Схожi мiрку-
вання опублiкувано в роботi Я. Сiкора [1].

Основна частина
Формування алгоритмiчної компетентностi неможливо без вивчення про-

грамування. Саме через програмування на практицi закрiплюється алгори-
тмiчна компетентнiсть. Найбiльш вдалим прикладом такої практичної дiяль-
ностi є використання вiзуального програмування. Вiзуальне програмування,
на вiдмiну вiд вiзуальних засобiв розробки графiчного iнтерфейсу користу-
вача, є засобом запису алгоритму розв’язку задачi. Це питання висвiтлено в
роботах [2 – 5].

Як зазначається у роботi [2] «Вiзуальне програмування – спосiб створен-
ня програм шляхом манiпулювання графiчними об’єктами замiсть написання
програмного коду в текстовому виглядi». Схоже означення наведено у роботi
[6], а саме – програмування, що передбачає створення додаткiв за допомо-
гою наочних засобiв, розробник не створює текст програми, а показує, що
має з’явитись у результатi, при цьому текст програми генерується автома-
тично за допомогою вiзуального прототипу (оригiнал, початковий зразок).
У роботi [7] проаналiзованi такi засоби як Alice, App Inventor, Blockly, Logo,
Kodu, Scratch, Snap!, Squeak, Tynker, ДРАКОН з точки зору придатностi до
формування IКТ-компетентностi майбутнiх учителiв початкових класiв. Ре-
зультати отриманих порiвнянь виокремили системи Scratch та Blockly як однi
з найкращих для поставлених задач.

Компанiя Asus розробила навчального робота Zenbo Junior, яким можна
керувати програмно. Для цього було створено середовище програмування
Zenbo Lab (https://zenbolab.asus.com/editor/?lang=en). Це веб-сайт, який за
допомогою вiзуального програмування дозволяє навчати робототехнiцi та
штучному iнтелекту а також пiдтримує програмування мовою Python. Навiть
якщо робота немає в наявностi, то ви можете керувати його вiртуальним про-
тотипом. Пряме призначення розробленої системи — STEM-навчання, окрiм
того, потужнi можливостi Zenbo Lab дозволяють Zenbo Junior допомагати
в iнших курсах, таких як вiдпрацювання англiйської мови, веселi вiкторини
тощо. Файли, створенi в лабораторiї Zenbo, можуть бути експортованi для
роботи на Zenbo Junior без необхiдностi використання комп’ютера або ноут-
бука.
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Рис. 1: Приклад роботи Zenbo Lab з вiртуальним роботом

Iнший приклад використання вiзуального програмування на основi бло-
кiв — Blockly. Завдяки вiдкритостi системи на її основi можна створювати
навчальнi завдання. Прикладом такого використання є сайт К. Поляко-
ва «Виконавцi-Blockly» (https://kpolyakov.spb.ru/school/blockly.htm) або сайт
«Практикум по Роботу-Blockly» (http://klyaksa.net/htm/rblockly/). Не менш
цiкавим є використання Blockly для керування 3D симуляцiєю робота в
GAZEBO (http://gazebosim.org/). Схоже дослiдження присвячене керуван-
ню роботом через застосування Google Blockly JavaScript library описали
M.M. Rahaman, E. Mahfuj, Md. M. Haque, R. Shekdar, Kh. Z. Islam прото-
типом робота який зiбрали учнi власноруч [8]. В роботi E. Pasternak, R. Feni-
chel, A.N. Marshall описанi загальнi рекомендацiї щодо застосування Blockly
для створення мови блокiв. Розробники Blockly створили ресурс Blockly
Codelabs (https://blocklycodelabs.dev/), що мiстить iнтерактивний пiдручник
з практичним використанням Blockly [9].

Схожу систему вiзуального програмування використовує сервiс MIT App
Inventor (http://appinventor.mit.edu/), що дозволяє створювати додатки для
ОС Android. Розробка складається з двох частин, в першiй частинi ство-
рюється iнтерфейс додатка за допомогою вiзуальних компонентiв (кнопки,
прапорцi, списки, тексти, повзунки, перемикачi тощо). Окрiм стандартних
компонентiв графiчного iнтерфейсу користувача присутнi можливостi вико-
ристання мультимедiйних компонентiв, доступ до сенсорiв мобiльного при-
строю, використання баз даних та файлiв тощо. На другому етапi вiдбуває-
ться створення програмного коду за допомогою блокiв. Створений додаток
може бути протестований в емуляторi або завантажений на ваш мобiльний
пристрiй для використання.
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Рис. 2: Приклад роботи системи App Inventor

Цiкавий аналiз дослiджень, що описують App Inventor, виконали N. da
C. Alves, Ch.G. von Wangenheim, J. C. R. Hauck [10]. Викладання програму-
вання, на думку дослiдникiв, для учнiв середньої школи стало важливим.
У цьому контекстi App Inventor є популярним середовищем програмування
на основi блокiв, що використовується починаючи вiд середньої школи i за-
кiнчуючи вищою освiтою, включаючи кiнцевих користувачiв для створення
мобiльних додаткiв для пiдтримки своєї основної роботи чи захоплень. Хоча
вивчення програмування за допомогою App Inventor було дослiджено доста-
тньо широко, дослiдники вирiшили дiзнатись, якi концепцiї програмування
зазвичай використовуються та як це порiвнюється з iншими середовищами
програмування на основi блокiв. Саме для цього автори провели масштабний
аналiз 88 606 додаткiв iз галереї App Inventor.

Сервiс Tynker (https://tynker.com) надає можливiсть вивчати програму-
ванню дiтей вiком вiд 5 рокiв, через схожу систему блочного вiзуально-
го програмування. Навчання побудовано в iгровiй формi через виконання
проєктних завдань. За аналогiчним принципом побудовано сервiс CODE
(https://studio.code.org), на якому проводиться захiд «Час коду».
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Для гармонiйного застосування засобiв вiзуального програмування в освi-
тнiй дiяльностi майбутнiм учителям iнформатики необхiдно на власному
навчальному, а потiм, i професiйному досвiдi вiдпрацювати наступнi поло-
ження щодо застосування засобiв вiзуального програмування враховувати
наступнi положення:

• Враховуйте свою навчальну мету. Будьте впевненi, що iснує чiткий зв’я-
зок мiж вашими навчальними цiлями та програмами, якими ви будете
користуватися, щоб ви могли гарантувати, що ваша увага буде зосе-
реджена на формуваннi алгоритмiчної компетентностi, а не лише на
використаннi технологiй.

• Розгляньте свiй пiдхiд до навчання. Формування алгоритмiчної компе-
тентностi, буде виглядати iнакше, коли ви iнтегруєте засоби вiзуального
програмування у вашу освiтню дiяльнiсть. Необхiдно продумати зазда-
легiдь про результати навчання, тривалiсть занять, необхiдних для iнте-
грацiї засобiв вiзуального програмування.

• Подумайте, як засоби вiзуального програмування та методики їх засто-
сування можуть принести користь вашим студентам. Ми закликаємо
вчителiв заздалегiдь розглянути безлiч способiв iнтеграцiї засобiв вiзу-
ального програмування та пiдходiв до формування алгоритмiчної ком-
петентностi, що можуть принести користь студентам.

• Розгляньте можливi перешкоди. Самостiйно спробуйте використати за-
собi вiзуального програмування, щоб знайти будь-якi потенцiйнi пере-
шкоди, з якими можуть зiткнутися вашi студенти. Визначивши потен-
цiйнi проблеми, подумайте, як можна їх подолати.

• Враховуйте наслiдки навчання та контекст вашого класу. Важливо вра-
хувати, як може змiнитися навчальна дiяльнiсть в результатi iнтеграцiї
цифрових технологiй. Наприклад, чи замислювались ви, як оцiнювати-
мете навчання учнiв у цьому контекстi? Врахування цих потенцiйних
змiн заздалегiдь допоможе вам розробити iнструкцiю, щоб найкращим
чином пiдтримати бажанi вами результати.

• Подумайте. Нарештi, важливо бути рефлексивним як викладач, але ре-
флексiя може бути особливо корисною, коли ви iнтегруєте новi iнстру-
менти, програми чи пiдходи у навчальну дiяльнiсть. Знайдiть час, щоб
обмiркувати, наскiльки студенти досягли навчальної мети вашого уроку.
Чи отримали ви очiкуванi результати впровадження? Подумайте, як ви
можете скоригувати свої iнструкцiї в майбутньому, щоб найкраще пiд-
тримати навчання.
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Висновки
Застосування засобiв вiзуального програмування надають можливiсть

сформувати у майбутнiх учителiв iнформатики змiстовий компонент алго-
ритмiчної компетентностi, а постiйне та гармонiйне застосування до форму-
вання дiяльнiсного компоненту алгоритмiчної компетентностi.
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Formation of algorithmic competence of pre-service teachers by
means of visual programming

The study highlights the formation of algorithmic competence of future
teachers of computer science. Possibilities of means of visual programming and
their communication with STEM-education are considered. through the use of
visual programming tools. Stages of preparation of future teachers for application
of means of visual programming are offered.
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ВИКОРИСТАННЯ СЕРВIСIВ ДЛЯ СТВОРЕННЯ
МОБIЛЬНИХ ДОДАТКIВ У НАВЧАЛЬНОМУ ПРОЦЕСI

В ЗАКЛАДАХ ПЕРЕДФАХОВОЇ ВИЩОЇ ОСВIТИ

Стаття присвячена реалiзацiї положень, передбачених Законом України «Про фахову
передвищу освiту», шляхом використання в навчальному процесi за спецiальнiстю «Iн-
женерiя програмного забезпечення» методу проєктiв. Сам метод автори пропонують ре-
алiзовувати за допомогою конструкторiв мобiльних додаткiв. Такий вибiр зумовлений
популярнiстю мобiльних додаткiв, можливiстю створення програмного продукту безпо-
середньо без самого програмування, широким вибором доступних засобiв.

Ключовi слова: передфахова вища освiта, мобiльнi додатки, метод проєктiв, iн-
форматика, технологiї, конструктор мобiльних додаткiв.

Вступ
У червнi 2019 року пiсля дискусiй у Комiтетi Верховної Ради України

з питань науки та освiти, у другому читаннi та в цiлому, парламентом був
ухвалений Закон України «Про фахову передвищу освiту». Ця подiя стала
наступним знаковим етапом розвитку системи технiкумiв, що з’явилася на
початку 20-х рокiв ХХ столiття.

Законопроєкт передбачає функцiонування самостiйного складника систе-
ми освiти — фахової передвищої освiти. Основним результатом дiяльностi
фахових коледжiв стане пiдготовка фахового молодшого бакалавра — замiсть
освiтньо-квалiфiкацiйного рiвня молодшого спецiалiста.

Найважливiшою особливiстю пiдготовки фахових молодших бакалаврiв
має стати незаперечна орiєнтацiя на практичну дiяльнiсть в умовах сучасних
виробництв i сфери послуг, на потреби ринку працi [1].
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Основна частина
В Законi України «Про фахову передвищу освiту» вперше у вiтчизнянiй

практицi сформульоване поняття студентоорiєнтованого навчання як суча-
сного пiдходу до органiзацiї освiтнього процесу. Це положення передбачає
«заохочення здобувачiв фахової передвищої освiти до ролi автономних i вiд-
повiдальних суб’єктiв освiтнього процесу». Крiм того, мають бути створенi
освiтнi середовища, орiєнтованi на задоволення потреб та iнтересiв здобувачiв
освiти. Зокрема, пiд цим розумiється надання можливостей для формування
iндивiдуальної освiтньої траєкторiї у рамках освiтнього процесу, побудованого
на засадах поваги та партнерства здобувачiв освiти, адмiнiстрацiї, педагогi-
чних та iнших працiвникiв.

Виходячи з вищевказаного, найбiльш оптимальнi методи, що зможуть за-
безпечити необхiднi результати навчального процесу мають бути орiєнтованi
на самостiйну дiяльнiсть здобувачiв освiти, передбачати вирiшення будь-якої
проблеми, пов’язаної з майбутньою професiйною дiяльнiстю, та необхiднiсть
iнтегрування, застосування знань з рiзних галузей науки, технiки, технологiї,
творчих областей.

Перелiченi ознаки вказують на метод проєктiв, що сам по собi не є принци-
пово новим у свiтовiй практицi. Метод проєктiв — це комплексний навчальний
метод, який дозволяє iндивiдуалiзувати навчальний процес, дає можливiсть
виявити самостiйнiсть у плануваннi, органiзацiї та контролi своєї дiяльностi.
Основним завданням навчання за методом проєктiв є дослiдження здобува-
чами освiти разом з педагогом навколишнього життя. Окремо зазначимо, що
таке дослiдження має бути пов’язане з майбутньою професiйною дiяльнiстю.
Саме це, на нашу думку, дозволить здобувачу освiти краще зрозумiти свої
мiсце та роль у суспiльному життi, сформувати модель своєї поведiнки та
реалiзувати її на практицi [2].

На нашу думку, у випадку здобувачiв освiти, що навчаються за спецiаль-
нiстю «Iнженерiя програмного забезпечення» використання методу проєктiв
буде логiчним, доцiльним та ефективним. Iндустрiя програмування — одна
з найбiльш перспективних галузей економiки. Актуальною є пiдготовка фа-
хiвцiв у галузi програмної iнженерiї, орiєнтованої на ефективну органiзацiю
процесу створення програмного забезпечення та реалiзацiю технологiчних
принципiв промислового проєктування програмних систем. Або, iншими сло-
вами, орiєнтовану на розробку та реалiзацiю проєктiв з усiх галузей народно-
го господарства.

Для досягнення найбiльшої ефективностi, застосовувати обранi методi
слiд починати одразу ж пiсля «адаптацiйного перiоду» здобувачiв освiти у
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стiнах навчального закладу. Здебiльшого, термiн такого перiоду можна регла-
ментувати одним семестром — час навчання, що вiдповiдає циклу вивчення
навчального матерiалу дисциплiн та предметiв та проходженню семестрового
контролю. Таким чином, реалiзацiю проєктiв доцiльно розпочинати почина-
ючи вже з другого семестру. Що надає можливiсть для розробки, реалiзацiї,
корегування та пiдбиття пiдсумкiв проєктiв упродовж до трьох з половиною
рокiв.

Слiд зазначити, що на першому курсi найбiльш наближеними до майбу-
тньої професiйної дiяльностi предметами є «Iнформатика» та «Технологiї».
Навчальними планами не передбачається вивчення та практичне опрацюва-
ння тем програмування. На цьому етапi матерiал вказаних предметiв бiльше
виконує функцiю надання загальної iнформацiї.

Тобто, логiчним й доцiльним буде впровадження в освiтнiй процес проє-
ктiв, пов’язаних зi створенням здобувачами освiти готових програмних про-
дуктiв. Однак, теоретична база та практичнi навички студентiв ще не дозво-
ляють зробити це масовим видом дiяльностi.

Постає проблема, сутнiсть якої полягає в органiзацiї навчальної дiяль-
ностi, результатом якої стає програмний продукт, без безпосереднього про-
грамування. Розв’язати цю проблему можливо за допомогою конструкторiв
мобiльних додаткiв.

Мобiльний додаток — це програма, що працює на планшетних ПК i
смартфонах. З допомогою програм власник девайса вирiшує практичнi зав-
дання: з’єднується з iнтернетом, публiкує фотографiї в соцмережах, редагує
текст або зображення, знищує вiртуальних ворогiв, слухає музику. За даними
Flurry Analytics i comScore, власники смартфонiв i планшетiв користуються
браузером лише 14% вiд загального часу роботи з девайсом. А 86% часу
вони витрачають на рiзнi програми.

В Гуглi можна знайти десятки платних i безкоштовних конструкторiв мо-
бiльних додаткiв. Наприклад, Appy Pie, Mobicommerce, AppYet, AppsGeyser,
AppsBuilder, MobAppCreator тощо [3], [4]. Однак перед використанням ба-
жано створити список вимог до сервiсу, слiд визначити основнi критерiї, що
дозволять вам обрати найбiльш зручнiший. Наприклад, можна розглянути
наступнi характеристики сервiсiв:
– Платформи. Бажано обирати конструктор, в якому можна створити дода-
тки для iOS, i для Android. Це допоможе заощадити час;
– Зручнiсть iнтерфейсу. Один з ключових факторiв. Наприклад, якщо ви
погано знаєте англiйську, а конструктор не має української мови, то доведе-
ться перекладати назву кожного iнструмента або працювати навмання. А це
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затягнутi термiни розробки;
– Набiр iнструментiв. У деяких конструкторiв є шаблони для рiзних типiв
мобiльних додаткiв;
– Цiна. Однi конструктори доступнi користувачам безкоштовно, iншi попро-
сять з вас грошi за скачування або розмiщення у магазинах додаткiв, iншi
можна використовувати тiльки з платної лiцензiї;
– Можливiсть монетизацiї. Якщо ви плануєте в майбутньому монетизува-
ти додаток, подивiться, чи можна в конструкторi створювати такi продукти.
Iнакше доведеться вибирати iнший сервiс i знову витрачати час на розроб-
ку. Якщо ж ви збираєтеся просувати товари i послуги компанiї в мобiльному
додатку, вибирайте конструктор, в якому є заборона на показ реклами.

Необхiднiсть iнтегрування та застосування знань з рiзних галузей пiд час
створення та реалiзацiї проєкту дає змогу для опрацювання навчального ма-
терiалу з iнших дисциплiн та предметiв. Наприклад, завданням для проєкту
може бути створення мобiльного додатку, що дозволяє здiйснювати перевiрку
рiвня знань шляхом тестування.

Такий пiдхiд дозволяє не лише реалiзувати набутi знання та вмiння пiд
час вивчення курсiв «Iнформатики» та «Технологiй», але й детально розгля-
нути та систематизувати знання з будь-якого iншого предмету або дисциплi-
ни. Рiвень засвоєння матерiалу в такому випадку регламентується типом та
видом завдань, що будуть використовуватись пiд час опитування.

Висновки
Використання конструкторiв мобiльних додаткiв в навчальному процесi

в закладах передфахової вищої освiти дозволяє реалiзувати наступнi поло-
ження, передбачених Законом України «Про фахову передвищу освiту»:
– студентоорiєнтованого навчання як сучасного пiдходу до органiзацiї освi-
тнього процесу;
– створення освiтнiх середовищ, орiєнтованих на задоволення потреб та iнте-
ресiв здобувачiв освiти;
– надання можливостей для формування iндивiдуальної освiтньої траєкторiї
у рамках освiтнього процесу;
– робота здобувачiв освiти та педагогiчних працiвникiв на засадах поваги та
партнерства.

Окрiм зазначеного, створення мобiльних додаткiв дозволяє майбутнiм
фахiвцям долучитись до сучасного та перспективного напрямку робiт та
бiльш детально та ґрунтовно опрацьовувати матерiал з усiх навчальних дис-
циплiн та предметiв, передбачених навчальним планом.
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ЩО НОВОГО НАМ ВДАЛОСЯ ЗРОБИТИ
ЗА РОКИ ВИКЛАДАННЯ

Розглядається 66-рiчний досвiд викладання автора. Його основнi досягнення полягають
у iндивiдуальностi домашнiх робiт учнiв (студентiв), розв’язаннi з ними реальних зав-
дань, творчий пошук i публiкацiя результатiв. В ходi викладання визрiвали новi пiдходи
в математицi та її застосуваннях.

Ключовi слова: iндивiдуальнiсть робiт, реальнi завдання, пошук i публiкацiї.

Iндивiдуалiзацiя домашнiх завдань.
Автор почав вчителювати в 1953 р. пiсля 2 рокiв заочного навчання в

унiверситетi. Досить швидко побачив, що бiльшiсть учнiв або не робить до-
машнiх вправ, або списує їх при наявностi контролю. Вирiшив давати значно
менше задач, але всiм рiзнi. Особливо це стосувалося задач з геометрiї. До-
мовилися, що кожен виконує «свої» задачi з поясненнями, з побудовою. Це
важливо для задач з стереометрiї. Сприяло й то, що вiн викладав i креслення,
i мав 6 рокiв працi слюсарем на заводi та в шахтi.

Розв’язання разом зi студентами реальних проблем.
З 1960 р. почалася робота автора в Донецькiй полiтехнiцi (ДПI). Працю-

ючи асистентом на кафедрi математики, вiн шукав тему наукової роботи. На
кафедрi нiхто наукової роботи не вiв. За пропозицiєю декана познайомився
з доцентом В.К. Пресняковим, який починав працювати над докторською
дисертацiєю з вiбротехнiки. За мiсяць розiбрався з асимптотичними мето-
дами М.М. Боголюбова – Ю.А. Митропольського i став з грудня 1960 р.
помiчником Преснякова в розробцi методiв розв’язання задач коливання
машин з неiдеальним двигуном. Це була дiяльнiсть типового математика-
прикладника. У викладаннi застосовував свiй виробничий досвiд, вчився сам,
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навчаючи студентiв. Застосовував свiй метод iндивiдуальних завдань. Кра-
ще менше, але глибше, наочнiше. Практичнi заняття ставали схожими на
науковi семiнари. Це подобалося студентам. Вiв лекцiї у Макiївськiй фiлiї
ДПI, згодом читав лекцiї збагачувальникам. Вiбромашини застосовували на
збагачувальних фабриках. Математичнi методи дослiджування функцiй, якi
викладав студентам, застосовував у своїй науковiй роботi. В 1963 р. ДПI отри-
мав ЕЦВМ (до того на кафедрi автоматики запрацювала АВМ МН-7, яка
дозволяла розв’язувати нескладнi нелiнiйнi задачi). В 1965 р. на науковiй
конференцiї з вiбротехнiки в Ленiнградi автор отримав запрошення вiдвiда-
ти «Механобр». Так сталося знайомство з I.I. Блєхманом i його вiбростендом
з самосинхронними збудниками. Воно стало початком багаторiчної дружби.
Блєхман став опонентом на захистi кандидатської в Iнститутi математики
АН УССР в 1966 р., а згодом i докторської в КПI (1987 р.). Взаємодiя зi
студентами пiдсилилася пiсля перехода на кафедру прикладної математики
в 1976 р., зi студентами якої вiн працював з моменту вiдкриття пiдготовки
iнженерiв-математикiв. Курсовi i дипломнi роботи ставали частинами нау-
кових проблем, якi розв’язував автор. В 1978–1979 навчальному роцi автор
керував 10 дипломниками. Їх роботи вiдправлялися на республiканськi та
всесоюзнi конкурси. Робота В. Рогова була нагороджена золотою медаллю.
Результати направлялися в журнали та на конференцiї. Випускники 1976 р.
Л. Хухлович та О. Рузiн ставали спiвавторами публiкацiй. Б. Березецький,
розв’язуючи задачу про фiльтрацiю через сито вiброцентрифуги, отримав
цiкавий результат на математичнiй моделi, який став елементом заявки Iн-
ституту «Дiпромашвуглезбагачення» (Луганськ) на винахiд. Роботи автора
з ДонВГI виконувалися з участю студентiв. Поступово збiльшувалася доля
програмiстської пiдготовки за рахунок зменшення математичної, що привело
автора до пошукiв роботи на фiзмат факультетах. Запросили в Кiровоград-
ськiй педiнститут (КДПI). У жовтнi 1989 р. почав працювати професором,
а в листопадi став завкафедрою математики. Припинилася 30-рiчна робота
по госптемах, яку вiв у Донецьку. Спроби знайти таку роботу в Кiровогра-
дi були марними — розпадалася система державного фiнансування. Влiтку
1990 р. отримав пропозицiю вiд акад. В.М. Потураева з Днiпра на роботу з
вiбрацiйною дiєю на вугiльний пласт, з’їздив в Днiпро, домовився про робо-
ту. Через деякий час Потураев сповiстив, що роботи не буде — Мiнвугiлля не
знайшло грошей. Спроби зацiкавити обласну сiльгоспстанцiю втiленням засо-
бу замочування насiння вiдцентрованою водою не мало успiху. «5% прибавки
врожайностi? Та ми пiднiмемо цiни на 10%» — вiдповiв директор. Вирiшив
зосередитися на викладаннi.
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Фiлєр З.Ю. Що нового нам вдалося зробити за роки викладання

Творчий пошук i публiкацiї.
Поки звик до активного вживання української, до змiсту i форми ви-

кладання математики в педiнститутi, залишалося мало часу до наукових
пошукiв. Та звичайнi побутовi проблеми на новому мiсцi поглинали час. Ме-
нi вдалося узагальнити основнi теореми матаналiзу (Ролля, Лагранжа, Кошi,
формулу Тейлора), заявленi ще у пробнiй лекцiї 20.04.1989 р., перед об’явою
на конкурс у КДПI. Наприклад, теорема Лагранжа випливає з теореми Рол-
ля, якщо розглянути визначник F (x) з рядками f(x)− f(a) , g(x)− g(a) та
f(b)−f(a) , g(b)−g(a) . F (a) = F (b) = 0 ⇒ iснує т. c з iнтервалу (a, b) , в якiй
F ′(c) = 0 . Застосовував виведення формули Тейлора з формули Ньютона-
Лейбнiца та iнтегрування частинами, коли отримується залишковий член у
iнтегральнiй формi, з якої за теоремою про середнє можна побачити його
у формi Лагранжа. Вона має просте фiзичне тлумачення у формулi шля-
ху, пройденому в рiвноприскореному русi; при s′′′(t) ̸= 0 виникає поняття
рiзкостi руху. Взагалi, викладання математики без фiзики неможливо.

У 1991 роцi запланував собi кураторство у групi математикiв-
iнформатикiв. Вони складали вступнi iспити в Радянському Союзi, а почали
заняття у Незалежнiй Українi. Я поставив їм задачу нiкого не втратити за
роки навчання. Серед них був Саша Дрозд, який мав уже досвiд користання
ЕОМ. При кафедрi були комп’ютернi класи «Ямаха»; такий клас був i в Обла-
сному iнститутi вдосконалення вчителiв. Разом з Сашою ми стали будувати
алгоритми встановлення стiйкостi лiнiйних диференцiальних рiвнянь; згодом
я прилучив його до дослiдження впливу сонячної активностi на клiмат та
врожайнiсть. Про свої науковi результати я розповiдав студентам. Починаючи
тему «Iнтеграли», я розповiдав про чисельнi методи прямокутникiв, трапецiй
та Сiмпсона. Дав їм узагальнення для iнтегрування коливних функцiй, яке
я зробив ще в Донецьку, запропонував перевiрити мої результати та скласти
вiдповiдну програму. Перед наступною лекцiєю до мене звернувся студент i
сказав, що вiн перевiрив мої викладки i склав програму. Вiн продемонстрував
її роботу на програмованому калькуляторi. Похваливши студента, запропону-
вав йому пiти в комп’ютерний клас i там реалiзувати її на ПЕОМ. Вiн сказав,
що не вмiє працювати там. Порадив йому навчитися. Пiсля цього О. Дрєєв
пропадав щоденно там до закриття. Ясно, що такими були не всi. В 1998 р. ми
їхали одночасно в Тулу i в Київ на конференцiї з гармонiчного аналiзу. Роз-
повiв студентам про свiй метод заучування формалiзованої iнформацiї, який
деталiзує метод В.Ф. Шаталова, якому наша кафедра в ДПI дала рекомен-
дацiю на експеримент ще у 1979 р. Вимагав вiд боржникiв зробити смужки
з формулами перед перескладанням.

DOI: https://doi.org/10.31865/2413-26672415-3079112021234847 115



ISSN 2413-2667 (Print), ISSN 2415-3079 (Online)

Не тiльки математика.
Мене завжди цiкавили реальнi проблеми. Так було i в ДПI, i в Кiровогра-

дi. Часто вони не були пов’язанi з госптемами. В 1963 р. Пресняков дав менi
експериментальнi данi про силу притягання електромагнiту в залежностi вiд
зазору i сказав, що я можу допомогти iнституту Донвуглемаш з задачею про
динамiку електромагнiтного вiбратора, але без його. Я взявся за цю роботу.
Вона була представлена в якостi реферату при спробi вступу до аспiранту-
ри Iнституту математики АН УРСР. Пiзнiше зробив депонований рукопис
(пiсля отримання Роговим медалi). У 1979 р. зайнявся проблемою активiза-
цiї води перед посiвом з допомогою вiдцентрової сили, залучив студентiв до
перевiрки дiйовостi методу . . . Тодi ж познайомився з книгою О.Л. Чижев-
ського «Земное эхо солнечных бурь», побачив там збiги максимумiв сонячної
активностi (СА) з роками революцiй та вiйн, розшукав у списку лiтератури
брошуру «Физические факторы исторического процесса», замовив її по МБА.
З бiблiотеки Ленiна вислали плiвку. Ще на ходу побачив, що в нiй є то, що
помiтив. Син роздрукував пiсля екзамену. З випускником В. Карабчевським
дослiдили на ЕОМ гiпотезу про причини змiн СА в гравiтацiйнiй взаємодiї
Сонця з планетами. З О. Дроздом зробили тези доповiдi на нарадi з прогно-
зування врожайностi, яка була скликана в iнститутi «Агроресурси» у лютому
1995 р. внаслiдок мого листа Президенту Л.М. Кравчуку в 1993 р. Перед тим
прийняв участь в Установчому з’їздi Української академiї оригiнальних iдей
навеснi 1992 р. i провiв восени збори її кiровоградського вiддiлення. Це дало
вихiд до керiвництва областi. Сприяв цiй роботi М.О. Сухомлин.

Сонячна активнiсть.
Роботи з вивчення сонячної активностi та її наслiдкiв [4, 5, 6] привели до

вивчення математичної статистики. Книжку [6] ми переклали i видали з до-
повненнями українською. Тому я з радiстю прийняв запрошення на створену
кафедру прикладної математики, статистики та економiки, очоленої д.ф.-
м.н. О.В. Авраменко. Крiм звичного курсу «Рiвняння матфiзики» читав курс
«Аналiз часових рядiв», а для математикiв «Числовi системи». Застосовував
iндивiдуальнi домашнi завдання на семестр, розробив їх структуру та на-
правленiсть. Пiдкреслив роль методу найменших квадратiв. Починав курс
з створення 2 масивiв — маси тiла та зросту, з обробки їх. Був розробле-
ний алгоритм аналiзу часового ряду, програму якого створив О.М. Дрєєв,
названий EXTRAPOL [7]. Вiн видiляє послiдовнi частоти, знаходить їх сiну-
снi та косинуснi складовi та «похибки» — суми квадратiв вiдхилень, пропонує
кiлькiсть частот. Студенти долали труднощi використання цiєї програми про-
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тягом однiєї пари. Для оцiнки наявностi причинно-наслiдкового зв’язку мiж
масивами використовували коефiцiєнт кореляцiї. Його тлумачили як вiдно-
шення скалярного добутку двох централiзованих векторiв до добутку їх мо-
дулiв, тобто як косинус кута мiж векторами. Студенти вибирали статистику
якогось явища i дослiджували його зв’язок з показниками СА, застосову-
вали метод накладання епох. Результати направлялися на конференцiї. При
вивченнi курсу «Iсторiя математики» студент отримував завдання вивчити
життя i дiяльнiсть науковця. Використовуючи iнтернет, вiн встановлював об-
ставини життя родини, вплив близьких на вибiр напрямку дослiдження тощо.
Особливiстю робiт був аналiз впливу на творчiсть СА у виглядi графiкiв i ко-
ефiцiєнту кореляцiї iз знаходженням оптимального запiзнення. Проводилися
семiнари їх робiт, результати оформлювались у виглядi книг.

Математичнi проблеми.
У 1999 р. вiдмiчалося 200-рiччя доведення К.Ф. Гаусом основної теореми

алгебри про iснування кореня многочлена з комплексними коефiцiєнтами.
Ми провели конференцiю у КДПI, де була доповiдь автора про комплекснi
розв’язки нерiвностей. Iсторiя цих пошукiв почалася з 10-го класу вечiрньої
школи, де вчився автор. Вiд колеги по шахтi вiн отримав пiдручники матема-
тики i фiзики для педвузiв. Серед них був i пiдручник вищої алгебри 1938 р.
видання [1]. В ньому доводилася ця теорема з допомогою леми Д’Аламбера
про iснування меншого значення многочлена. В доведеннi використовували
розв’язок нерiвностi з комплексними змiнними. Побачив це доведення i ви-
никло враження, що це загально вiдомо. Але в шкiльних пiдручниках були
лише дiйснi розв’язки. Пройшло багато рокiв, узнав бiльше лiтератури i не
зустрiв такого. У 1998 р. дав студенту С. Ткаченку тему дипломної роботи
по нерiвностях. Запропонував йому метод нев’язки, який зводить нерiвнiсть
f(x) < 0 (f(x) > 0) до рiвняння з додатнiм параметром f(x) + r = 0 ,
r > 0 (f(x) = r > 0) . Через день вiн прибiг збентежений: «З’являються ком-
плекснi числа!». Я його заспокоїв: «Радiй, ти вiдкрив нове». Перед захистом
йому прийшлося доводити завкафедрою, що порiвнюються значення дiйсної
частини функцiї, а уявна її частина = 0 . Студент захистив. А я зробив тези
на конференцiю, в яких вiддав належне i йому. Пiзнiше я запропонував йому
зробити статтю в журнал «Математика в школi». Стаття про це вийшла вже
у ХХI столiттi. С. Ткаченко став пошукачем. На жаль, його робота припи-
нилася на 4 роздiлi дисертацiї. А ми продовжили нашу роботу, застосувавши
метод комплексної нев’язки (рис. 1). Вiн привiв до розв’язкiв – пiвплощин,
тодi як метод дiйсної нев’язки давав лiнiї. Тут лiнiї стали границями пiвпло-
щин. Пiзнiше знайшов пiдтвердження своїх iдей в роботi О.В. Кужеля.
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Рис. 1: Розв’язки нерiвностi з нев’язкою r = s+ it

Наведемо ще приклад нерiвностi 2-го степеня з комплексними коефiцiєн-
тами (2 + 3i)x2 + (5 + 2i)x+ 4− 3i > 0 . Його розв’язок зображено на рис. 2.
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Рис. 2: Жирна лiнiя (крiм вiсi OX1 )
дiйсної нев’язки та границя областi

 

Рис. 3: Годограф квазiмногочлена
P (z) = 7 + 12z + 2z2 + 3z2e−5z + 3z3

Друга проблема була з вiзуалiзацiї актуальної нескiнченностi натураль-
ного ряду Г. Кантора. Для цього 1986 р. автор запропонував вдвiчi змен-
шувати довжину наступної одиницi. Заявив про це в тезах на Мiжнародний
конгрес з логiки, методологiї та фiлософiї науки. Восени 1987 р. доповiв про
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це. Узагальнив процес, застосувавши перетворення

f(x) =
x

|x|
·
(
1− q|x|

)
(1− q)

, 0 < q < 1.

При дiйсному x це буде фiнiтизацiя числової осi, при комплексному —
площини, при n = 3 — простору [3]. У 2017 р. знайшов цьому застосування в
теорiї стiйкостi лiнiйних систем, зокрема, iз запiзненням [2]. Годограф харак-
теристичного квазiмногочлена асимптотичної стiйкої системи повинен зроби-
ти навколо початку координат поворот на кут nπ

2 (рис. 2). Разом зi студента-
ми шукав умови центру системи x′ = f1(x, y) , y′ = f2(x, y) . У класi однорi-
дних многочленiв центр буде при гармонiчних функцiях; перехiд до полярних
координат вимагає обмеження функцiями C1r

k cos(kφ) +C2r
k sin(kφ) . В за-

гальному випадку буде ряд з таких функцiй.
Систематизувати математичнi пошуки вдалося в спецкурсах «Нове в ма-

таналiзi», «Стiйкiсть лiнiйних систем». «Асимптотичнi методи». В 1-му було
показано, зокрема, поняття комплексної функцiї дiйсного аргументу, уза-
гальнено поняття «сталої Ейлера» як границi рiзницi частинної суми Sn i
iнтегралу вiд 1 до n + 1 при n → ∞ ; встановлено, коли вона iснує й її
використання для знаходження частинних сум при великих n .

На рис. 4 показано застосування цього в теорiї рядiв. Стала
Cn = Sn − In → Cf (рис. 5) ⇒ Sn ≈ In + Cf .
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Рис. 4: Фiнiтизоване зображення гар-
монiчного ряду

 

Рис. 5: Ряд
+∞∑
n=1

arctg(n)

Нами встановлена
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Теорема 1. Система диференцiальних рiвнянь dx
dt = P (x, y), dydt = Q(x, y) з

гармонiчними функцiями P (x, y) , Q(x, y) має особливу точку типу центр.

На рис. 6 зображенi графiки розв’язкiв рiвнянь

 

Рис. 6: Розв’язки рiвнянь а) ẋ = ex cos(y) − x − 1, ẏ = ex sin(y) − y та
б) ẋ = sin(x) ch(y)− x, ẏ = cos(x) sh(y)− y

Внизу зображено кривi r(φ)− r(0) . Доведення теореми проведено мето-
дом малого параметра А. Пуанкаре.

Покажемо ще дослiдження залежностi творчостi вiд сонячної активностi:

Вплив сонячної активності на творчість 

57  математиків та письменників

Коеф. кореляції r = 0.394 (cт. 4-го курсу 

М.Овчаренко і Н.Комарі)
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Рис. 7: СА i творчiсть

Залежність творчості вчених від сонячної 

активності 
(метод накладання епох, коеф. корел. 0.795)

0,0

20,0

40,0

60,0

80,0

100,0

120,0

140,0

2
-й

 р
ік

м
ін

ім
у
м

у
3
-й

 р
ік

м
ін

ім
у
м

у
1
-й

 р
ік

р
о
ст

у
2
-й

 р
ік

р
о
ст

у
1
-й

 р
ік

м
ак

си
м

у
м

у
2
-й

 р
ік

м
ак

си
м

у
м

у
3
-й

 р
ік

м
ак

си
м

у
м

у
1
-й

 р
ік

сп
ад

у
2
-й

 р
ік

сп
ад

у
3
-й

 р
ік

сп
ад

у
1
-й

 р
ік

м
ін

ім
у
м

у
2
-й

 р
ік

м
ін

ім
у
м

у

С
ер

ед
н

і 
зн

а
ч

ен
н

я
 

се
р

ед
н

ь
о

р
іч

н
и

х
 Ч

В

20

22

24

26

28

30

32

34

к
іл

ь
л

ік
ст

ь
 р

іч
н

и
х

 п
у

б
л

.,
 

т
и

с.
 с

т
о

р
.

Середні значення середньорічних ЧВ Сума річних публікацій  

Рис. 8: Теж саме з накладанням епох

Ми бачимо, що метод накладання епох завдяки усередненням дає вдвiчi
бiльший коефiцiєнт корреляцiї. Середнiй цикл СА складає 11 рокiв.
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Фiлєр З.Ю. Що нового нам вдалося зробити за роки викладання

Цi графiки були зробленi для доповiдi автора на пленарне засiдання на-
укової конференцiї Кiровоградського державного педагогiчного унiверситету
в 2011 р.

Ми не проiлюстрували всiх згаданих понять i методiв за браком мiсця.
Не вказали ми i всiх своїх учнiв, якi допомагали нам в усi довгi роки роботи.
Особливо це стосується побудови графiкiв. Вiдмiтимо лише О.М. Дрєєва, О.I.
Музиченка та А.С. Чуйкова.
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ОРГАНIЗАЦIЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ УЧНIВ
КЛАСIВ З ПОГЛИБЛЕНИМ ВИВЧЕННЯМ МАТЕМАТИКИ

Стаття присвячена проблемi органiзацiї самостiйної роботи учнiв на уроках математики,
розкриттю основних шляхiв удосконалення процесу навчання за допомогою самостiйної
роботи учнiв. Автори спираються на власний досвiд викладання математики в класах
рiзних профiлiв навчання

Ключовi слова: самостiйна робота, пiзнавальна дiяльнiсть, активнiсть учнiв,
виховання особистостi

Вступ
Постановка проблеми. Однiєю з головних задач школи є формування са-

мостiйностi мислення учнiв, пiдготовка їх до творчої дiяльностi. Суспiльству
необхiднi люди творчого складу, iнiцiативнi, працьовитi, здатнi розвивати на-
уку. Розвиток творчих здiбностей та формування вмiнь самостiйної роботи
здiйснюється на основi знань, якi отримуються при вивченнi загальноосвiтнiх
дисциплiн.

Розглядаючи самостiйну роботу як вид дiяльностi, можна вiдмiтити, що
позицiя дiяльнiсного пiдходу до навчання обумовила у сьогоднiшнiй час таку
структуру уроку, при якiй питома вага самостiйних робiт дуже збiльшилась.

Учень повинен виступати не простим споживачем готових знань, а спiв-
учасником творчого пошуку у процесi пiзнання. Плавне нарощування само-
стiйностi учнiв на уроцi та достатньо висока питома вага цього виду дiяль-
ностi збiльшує результативнiсть роботи.

У лiтературi з методики викладання математики розглянутi особливостi
навчання учнiв окремим iнтелектуальним вмiнням i навичкам, розкритi мето-
дичнi пiдходи до їхнього формування. Однак специфiка методики навчання
учнiв класiв з поглибленим вивченням математики вмiнням i навичкам само-
стiйної роботи вiдбита недостатньо.

Метою статтi є розкриття основних шляхiв розвинення навичок само-
стiйної роботи та органiзацiї самостiйної дiяльностi учнiв класiв з поглибле-
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ним вивченням математики.

Основна частина
Розглянемо основне поняття статтi. Отже самостiйна робота учнiв, яка

включається у процес навчання, — це така робота, яка виконується без без-
посередньої участi вчителя, але по його завданню у спецiально видiлений для
цього час, при цьому учнi свiдомо прагнуть досягти поставленої у завданнi
цiлi, проявляють свої зусилля i подають у тiй чи iншiй формi результати своїх
розумових дiй.

Основною метою самостiйної роботи є формування в учнiв умiння оперу-
вати набутими знаннями, застосовувати їх у нових ситуацiях, робити само-
стiйнi висновки i узагальнення, знаходити рiшення в нестандартних умовах.

Будь-яка робота дає позитивнi результати тiльки тодi, коли вона є систем-
ною i задовольняє певнi вимоги. Органiзовуючи самостiйну роботу потрiбно
дотримуватись наступних вимог:
1. Самостiйна навчально-пiзнавальна дiяльнiсть має:

a) допомагати учням засвоювати математику глибоко i мiцно;
b) розвивати їх пiзнавальнi здiбностi;
c) формувати вмiння самостiйно розширювати i поглиблювати знання,

застосовувати їх на практицi;
d) вiдповiдати основним принципам дидактики; а саме доступностi, сис-

тематичностi, зв’язку теорiї з практикою, свiдомостi, творчiй активностi,
навчанню на високому рiвнi.
2. Завдання, що входять до системи самостiйної дiяльностi, мають бути рiз-
ними за дидактичною метою та змiстом.
3. Послiдовнiсть виконання домашнiх i класних самостiйних робiт повинна
бути такою, щоб виконання одних робiт логiчно випливало з попереднiх i
пiдготовляло учнiв до виконання наступних.
4. Самостiйна робота має носити цiлеспрямований характер, що досягається
чiтким визначенням її мети; недооцiнення цiєї вимоги приводить до того, що
учнi неправильно виконують завдання, або вимагають вiд учителя додатко-
вих пояснень, через що вiдбувається нерацiональне використання часу.
5. Самостiйна робота має бути дiйсно самостiйною, а її змiст та обсяг — за
здiбностями для учнiв на даному етапi.
6. Спочатку в учнiв необхiдно сформувати елементарнi навички самостiйної
дiяльностi, як пiд час роботи з пiдручником, так i при виконаннi практичних
завдань, малюнкiв, простих вимiрiв, розв’язуваннi задач. Цьому повинна
передувати наочна демонстрацiя учителем цих видiв роботи, яка супровод-
жується чiткими поясненнями i записами на дошцi.
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7. Для самостiйної роботи учням необхiдно пропонувати завдання, що
розв’язуються за готовими алгоритмами, а також i такi, якi вимагають їх
створення.
8. Необхiдно враховувати те, що рiзним учням потрiбна рiзна кiлькiсть часу
для засвоєння одних i тих самих знань, умiнь та навичок. Завдання мають
бути цiкавими для учнiв.
9. Надмiрне захоплення самостiйною роботою учнiв може сповiльнити темп
навчання.
10. Учитель визначає мету, змiст, обсяг, методи i види самостiйної роботи.
11. На кожному уроцi вчителевi поряд iз плануванням навчального матерi-
алу необхiдно продумувати i питання про те, якi навички самостiйної роботи
одержить на цьому уроцi учень.

Зупинимося спочатку на самостiйнiй роботi учнiв при вивченнi нового
матерiалу. Тут же вирiшується i велика виховна задача — прищеплювання
навичок самостiйностi в роботi взагалi, можливостi надалi самостiйно лiквi-
дувати прогалини в знаннях, розширювати знання, творчо застосовувати їх
у рiшеннi якихось практичних задач. Роботу з формувань вмiнь потрiбно по-
чинати на уроцi. Можна запропонувати учням самостiйно вивчити той або
iнший матерiал пiдручника. Слiд пiдготувати спецiальнi питання i завдання,
що орiєнтують учнiв i ведуть до кiнцевої мети даної роботи, якi заздалегiдь
вчитель записує на дошцi або проектує на неї. Серед питань до роботи учнiв
можна пропонувати i такi, вiдповiдi на якi безпосередньо немає в пiдручнику.
У процесi обговорення повинне бути усе з’ясовано. Це може бути, наприклад,
i доведення теореми.

При пiдборi самостiйних робiт необхiдно намагатися включити всiх учнiв
без винятку, у вiдповiдностi з рiвнем пiдготовки кожного учня. Це може бути
досягнено при диференцiйованому пiдходi до навчання, тобто кожний учень
отримує завдання у вiдповiдностi зi своїми можливостями. А з часом цi завда-
ння постiйно треба ускладнювати для подальшого розвитку навичок та вмiнь.
Але треба давати завдання базового рiвня i для одночасної роботи всiх учнiв,
бо без них слабкi учнi не мають можливостi показати те, чого вони досягли,
а бiльш сильнiшi учнi можуть забути основнi принципи роботи через швидке
впровадження у конкретнiсть та звуженiсть завдань поглибленого рiвня.

Досить важливу роль самостiйна дiяльнiсть учнiв вiдiграє при закрiплен-
нi або повтореннi матерiалу, який вивчається, особливо пiд час узагальненнi
та систематизацiї знань. Тут треба не загубити зв’язок з ранiше вивчений
матерiалом, який пов’язаний з даним. Вчитель повинен намагатися викорис-
товувати самостiйну роботу на кожному уроцi.
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Особливу увагу необхiдно привертати на самостiйну дiяльнiсть учнiв вдо-
ма, на їх домашнє завдання. Домашнi завдання можуть носити рiзноманiтний
характер: розв’язування задач, дослiдницька робота, реферати, пiдготовка
учнями виступiв. Досить корисно використовувати нестандартнi задачi, тоб-
то такi, якi потребують знань не тiльки по одному питанню, яке вивчалось
ранiше, а по декiлькох, якi взаємозв’язанi мiж собою, але їх зв’язок можна
побачити лише при активнiй самостiйнiй роботi над матерiалом. Такi зав-
дання пов’язанi з життям або навколишнiм середовищем, де при вирiшеннi
необхiдно використати не тiльки знання, а i логiку, i вмiння аналiзувати, —
тобто все, що пов’язано з мисленням учня, його здiбностями та вмiннями
працювати самостiйно. Не варто при цьому пускати на самоплив процес фор-
мування письмового та усного мовлення учнiв. У процесi виконання усних i
письмових самостiйних робiт учням необхiдно наголошувати на важливостi
умiнь повно, ясно та аргументовано викладати свої думки.

Самостiйна робота учнiв повинна бути компонентом навчання, його до-
повненням. Без неї важко буде навчати учнiв самостiйному умовиводу, по-
шуку i аналiзу висновкiв, отримання наслiдкiв, та iншому. Дуже корисно
практикувати учнiвську участь в мiркуваннях з вирiшення задачi на уроцi,
коли учнi намагаються висунути гiпотезу вирiшення завдання, а не просто
списують його з дошки, слухаючи вчителя чи свого товариша. Уникнення
цього може бути досягнено при доскональному обговореннi з учнями фактiв,
якi пов’язанi з задачею, з її даними i можливими вирiшеннями, важливим
тут є участь кожного учня. Вчитель ставить питання навiть слабким учням в
залежностi вiд їх можливостей та розумових здiбностей. Тобто питання став-
ляться у такiй формi, щоб будь-якi учнi могли б на них вiдповiсти. Такий
пiдхiд зацiкавлює учнiв i кожний намагається виказати свою точку зору.

Висновки
Реалiзацiя розвинення навичок самостiйної роботи та органiзацiї само-

стiйної дiяльностi учнiв має важливе значення. Змiни, що вiдбувається у
свiтi, змушують суспiльство пред’являти новi вимоги до сучасної людини.
Починає придiлятися увага його вмiнню адаптуватися до швидко змiнюва-
них умов. При цьому щоб бути успiшним вiн повинен протягом всього свого
життя займатися самоосвiтою. На основi аналiзу психолого-педагогiчної лiте-
ратури та власного досвiду ми сформулювали умови органiзацiї самостiйної
роботи учнiв в класi з поглибленим вивченням математики. Вдосконалення
методики органiзацiї самостiйної роботи в процесi вивчення математики буде
сприяти пiдвищенню ефективностi навчального процесу в цiлому.
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ВИКОРИСТАННЯ ДИДАКТИЧНИХ IГОР ТА IГРОВИХ
ЕЛЕМЕНТIВ НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ В 5 КЛАСI

Стаття присвячена дослiдженню проблеми використання нестандартних методiв на уроках
математики в основнiй школi. В нiй окреслено актуальнiсть дидактичних iгор та iгрових
елементiв, розглянуто варiанти iгор на уроках математики в 5 класi, надано практичнi
рекомендацiї щодо використання.

Ключовi слова: нестандартний урок, дидактична гра, iгровi елементи, урок ма-
тематики, нестандартний метод, основна школа.

Вступ
На сьогоднiшнiй день гострою проблемою педагога є питання розвитку

учнiв. Шляхи вирiшення поставленої задачi залежать вiд того, яку мету вчи-
тель ставить перед собою при виконаннi своєї роботи. Оцiнкою дiяльностi є
результат, тобто набуття певних знань, якi знадобляться в подальшому жит-
тi. Всiм нам добре вiдомо, що бiльшiсть дiтей iдуть до школи для того, щоб
поспiлкуватися з однолiтками, отримати новi враження. Проте бути прису-
тнiми на уроках бажають далеко не всi. Тут перед нами, вчителями, постає
нова задача — зацiкавити своїм предметом. Добре знаючи психологiю дiтей,
враховуючи їх вiковi потреби, ми повиннi створити позитивне ставлення до
навчання. Оскiльки збiльшилося розумове навантаження на уроках, сучасний
педагог повинен використовувати такi методичнi прийоми, що стимулюють
учнiв до навчання, бажання займатися математикою. На допомогу прихо-
дить нестандартний урок. Особливiстю такого уроку є пошук нових знань
через гру, конкурс або змагання. «Гра має важливе значення в життi ди-
тини. . . Якою буде дитина в грi, такою вона буде i в працi, коли виросте.
Тому виховання майбутнього дiяча вiдбувається перш за все в грi. . . », – пи-
сав С. Макаренко. Так органiзацiя гри — це ключ в органiзацiї виховання
[4, c. 6].

Основна частина
Дидактична гра — це практична групова вправа з вироблення оптималь-

них рiшень, застосування методiв i прийомiв у штучно створених умовних,
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що вiдтворюють реальну обстановку. Такi iгри вiдiграють у свiдомостi учнiв
велику роль, адже граючись навчатися дуже цiкаво.

Iгри такого виду можна застосовувати як в початковiй школi, так i в
старших класах. Поєднання навчальної дiяльностi з радiсною грою iнодi бу-
ває цiкавим i для дорослих.

Пiд час гри формується особистiсть дитини: вона вчиться спритностi,
активностi, комунiкабельностi.

За змiстом iгри можна подiлити на: предметнi та сюжетнi. Предметнi до-
помагають пiзнати закономiрностi певних явищ, а сюжетнi — взаємовiдносин
мiж людьми. Важливу роль дидактичнi iгри вiдiграють у навчаннi та ви-
хованi дитини, а також створюють гарнi умови для спiлкування вчителя з
учнями. Пiд час гри учнi менше втомлюються, зосередившись на завданнi,
не помiчають того, що почали навчатися.

Математика — це дiйсно цариця наук, розумiють її далеко не всi. Але
якщо пiдiбрати правильний ключик, знайти той самий метод, який допоможе
зацiкавити дiтей, то можна досягти великих успiхiв.

Л.С. Виготський виявив i сформулював своєрiдний педагогiчний пара-
докс гри: учень пiд час гри робить те, що йому хочеться (лiнiя найменшого
опору), але в грi вiн вчиться пiдкорятися правилам, логiцi, ранiше прийнятим
умовностям (лiнiя найбiльшого опору) [3, c. 20].

Кожна дидактична гра має свою побудову, план. В деяких присутнi еле-
менти рольових iгор, в iнших — тiльки деякi елементи. Структура гри теж
може мiнятися, в залежностi вiд характеру гри.

Велику увагу при пiдборi гри треба придiлити тому, що вона повинна
сприяти психiчному розвитку учнiв, стимулювати пiзнавальний iнтерес, вмi-
ння висловлювати свої думки, працювати в колективi, розвивати уявлення
тощо. Пiд час проведення iгор можна досягти важливих педагогiчних цiлей:

1. Розширювати, поглиблювати i закрiпляти знання, отриманi пiд час за-
нять з навчальної теми.

2. Розвивати умiння використовувати необхiдну iнформацiю, швидко реа-
гувати на рiзноманiтнi подiї, оцiнювати ефективнiсть вжитих заходiв у стан-
дартнiй i нестандартнiй ситуацiях [3, c. 21].

Гра спрямована на вирiшення цiлого ряду задач, але головною залиша-
ється дидактична мета. В процесi гри дитина обов’язково повинна здобути
новi знання або удосконалити уже набутi навички.

Висока якiсть на рiвнi, що залежить вiд дiяльностi — творчої або репро-
дуктивної, залежить вiд рiзноманiтностi забезпечення вчителем iнтенсивної
дiяльностi учнiв iз предметом.
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Гра повинна включати в себе рiзноманiтнi види дiяльностi: виконавчу,
вiдтворюючу, контролюючу i пошукову. Засобом активiзацiї учнiв можуть
служити сигнальнi картки, математичнi диски тощо.

В бiльшiсть iгор корисно вносити елементи змагання, що також пiдвищує
активнiсть дiтей в процесi вивчення математики [2, c. 40-41].

Гра i свiт цiкавого не перестають впливати на розвиток дитини в на-
вчальному процесi школи. Гра допомагає активiзувати навчальний процес,
розвиває спостережливiсть дiтей, увагу, пам’ять, мислення, збуджує iнтерес
до навчання. Урiзноманiтнення видiв роботи iз застосуванням гри знiмає вто-
му, гальмiвнi процеси мозку, загострює пам’ять.

Дидактичнi iгри можна включати у систему урокiв. Це передбачає попе-
реднiй вiдбiр iгор та iгрових ситуацiй для активiзацiї рiзних видiв сприймання
та обмiрковування, де їх використання найбiльш своєчасне й ефективне по-
рiвняно з iншими методами.

На уроцi доцiльно використовувати такi дидактичнi iгри, органiзацiя яких
не потребує багато часу на приготування обладнання, запам’ятовування гро-
мiздких правил. Перевагу слiд вiддавати тим iграм, якi передбачають участь
у них бiльшостi дiтей класу, швидку вiдповiдь, зосередження довiльної уваги.

Але не слiд також забувати, що гра на уроцi проводиться не для того,
щоб учнi погралися, а для навчання. Пiсля кожного уроку вчитель повинен
запитати у дiтей, чого вони навчилися.

Виконання навчальних завдань i органiзацiя колективної роботи залиша-
ється головною метою дидактичних iгор. За допомогою гри вчитель ставить
конкретнi задачi. Дiтям необхiдно допомогти зосередитися. Варто придiляти
велику увагу на працездатнiсть кожної дитини на уроцi, якщо вони втомленi
варто зробити зарядку. Але який би не стався випадок гра не повинна вiдволi-
кати увагу учнiв вiд поставленої мети. Можна до того ж ставити перед дiтьми
не тiльки близьку цiль, а й далеку, щоб сформувати загально-навчальнi вмi-
ння.

Слiд ретельно готувати дiтей до проведення гри, оскiльки всi учнi повин-
нi приймати участь на уроцi. Тому рекомендовано застосовувати гру багато
разiв.

Гра повинна мати чiтку i доступну iнструкцiю, кожен крок має бути оцi-
неним. Учнiв слiд пiдбадьорювати, пiдтримувати. Не можна дiлити учнiв на
слабких або сильних. Це може їх засмутити.

При пiдготовцi до iгрового уроку вчитель повинен заздалегiдь приготу-
вати необхiдне обладнання, яке може знадобитися. Цей матерiал має бути
зручним i простим у використаннi.
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Звичайно, налаштовувати дiтей варто тiльки на перемогу. Тодi гра стає
дуже схожою на змагання, в яких кожен бажає бути першим. Пiсля гри
вчитель обов’язково пiдбиває пiдсумки, але робить це дуже тактовно, не обра-
жаючи тих, хто програв. Налаштовує дiтей на покращення свого результату
на наступних уроках.

Пiд час використання на уроках математики iгрового методу навчання
необхiдно дотримуватись таких основних вимог: iгрове завдання повинно за
змiстом збiгатися з навчальним, тобто iгровою має бути лише форма його по-
становки; математичний змiст гри має бути посильним для кожної дитини,
оскiльки гра буде цiкавою тiльки тодi коли в нiй братимуть участь усi дiти;
пiдсумок гри має бути чiтким i справедливим. Таким чином, гра у процесi
навчання дiтей математики стає важливим засобом розвитку їхнього iнте-
ресу до вивчення цiєї дисциплiни. Готуючись до проведення iгор та iгрових
ситуацiй, учитель має продумати: якi математичнi вмiння i навички вони
повиннi формувати у дiтей; якi виховнi завдання вони мають реалiзовува-
ти (виховання вольових якостей, почуття, довiри взаємодопомоги, дружби,
умiння пiдкорювати власнi iнтереси iнтересам учнiв класу); який матерiал
краще використовувати для гри; як за мiнiмально короткий час ознайомити
дiтей з правилами гри; чiтко визначити час проведення гри та мiсце її прове-
дення (змагання мiж окремими дiтьми, командами-групами класу, активна
участь усiх дiтей); можливу змiну правил гри у разi необхiдностi активiзацiї
всiх дiтей; пiдбиття пiдсумкiв гри [1, c. 96-100].

Пiд час проходження педагогiчної практики в 5 класi Слов’янської загаль-
ноосвiтньої школи I-II ступенiв № 19 помiтили, що нерiдко учнi, якi мають
досить низький рiвень знань iз математики, проявляють велику активнiсть.
Цi учнi в подальшому починають вiрити в свої власнi сили, ставлять перед
собою мету на наступний урок показати кращий результат, досить часто ви-
словлюють рацiональнi пропозицiї щодо вирiшення тiєї чи iншої проблемної
ситуацiї. Вони дуже гарно вмiють рахувати грошi i тому розв’язують задачi
на витрати грошей пiд час покупок та багатьох iнших. Спостерiгаємо, як на
своїх уроках учитель математики пропонує учням рiзнi види самостiйної дi-
яльностi що потребують мобiлiзацiю знань, вмiнь, змогу приймати рiшення,
брати на себе вiдповiдальнiсть.

Дiтям в 5 класi дуже важко адаптуватися, звикнути до змiн в шкiльно-
му життi. В цей момент вчителям-предметникам треба докласти максимум
зусиль, для того, щоб цей переломний момент проходив дуже плавно i безбо-
лiсно для учнiв. У цьому вiцi вони все ще цiкавляться казками, тому доцiльно
проводити урок — казку на будь-яку тему.
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Дидактичнi iгри на уроках математики в 5 класi, якi спостерiгали пiд час
проходження педагогiчної практики:

1) «Математичне лото». Тема: Число. Натуральнi числа. Натуральний
ряд чисел i його властивостi. Число нуль.

Спосiб гри.
Для гри необхiдно пiдготувати два варiанти карток для лото загальною

кiлькiстю за числом учнiв у класi.
Робота проводиться за варiантами.
Два учнi (по одному вiд кожного варiанта) викликаються до дошки, iншi

працюють у зошитах.
Учитель зачитує питання, а учнi закреслюють в картках тi клiтинки, чи-

сла в яких, на їх думку, є вiдповiдями на питання учителя. На кожне питання
вiдводиться 20 – 25 секунд.

Взаємоперевiрка вiдповiдей, яка надалi буде називатися «взаємоперевiрка
в парах, звiряючись з дошкою», здiйснюється таким чином. Учнi, якi пра-
цювали в зошитах, обмiнюються своїми записами для взаємоперевiрки, яка
проходить одночасно з перевiркою вiдповiдей тих, хто працював за дошкою.

Максимальний бал за всi правильнi вiдповiдi — 10 (правильна вiдповiдь
на питання № 6 i 7 оцiнюється у 2 бали).

Вигляд карток для гри.
I варiант

1 0 999 100
20 10 14

101 7 16 13

(Пiдказка для учителя: якщо учень правильно вiдповiсть на всi питання,
незакресленими мають залишитися клiтинки з числами 0; 14; 101.)

II варiант
98 100 7 22

13 16 20
999 0 1 10

(Пiдказка для учителя: якщо учень правильно вiдповiсть на всi питання,
незакресленими мають залишитися клiтинки з числами 0; 98; 22.)

Питання для лото:
Яке з чисел натурального ряду є найменшим?
Згадайте казку про вовка та козенят. Скiльки було козенят?
Яке з двоцифрових чисел натурального ряду є найменшим?
Яке число є наступним за найбiльшим двоцифровим числом?
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Яке число передує 1000?
Якщо a = 15, то чому дорiвнює a + 1?
Якщо a = 21, то чому дорiвнює a - 1?
Яка рiчниця незалежностi України святкується у цьому роцi?
(Пiдказка для учителя: у наведених картках для лото вiдповiддю на це

запитання є число 13, яке треба замiнити вiдповiдно до поточного року.)
2) «Кодове слово». Тема: Додавання. Властивостi суми.
У кожному з прикладiв знайдiть суму, потiм розташуйте вiдповiдi в по-

рядку спадання. Якщо ви зробите все правильно, то отримаєте слово, яке є
назвою найвищого у свiтi вулкана.

Л 746 + 354 Ю 540 + 360 Ь 140 + 260
А 27 + 72 Л 146 + 44 Я 188 + 112
Ь 104 + 46 Й 171 + 29 Я 117 + 3
К 36 + 64 Ь 276 + 724 Л 169 + 331

(Вiдповiдь для учителя: Льюльяйльяка.)
3) «Блiцтурнiр». Тема: Розв’язування вправ
Спосiб гри.
Для гри необхiднi планшети, маркери або фломастери (на попередньому

уроцi учитель дав завдання учням принести їх).
Завдання для гри учитель має заздалегiдь написати на дошцi (або пiдго-

тувати плакати чи кодоплiвку).
Учитель зачитує (або показує) питання, вiдповiдi на якi учнi пишуть на

планшетах. На кожну вiдповiдь вiдводиться 10 секунд.
Перевiрка правильностi кожної вiдповiдi здiйснюється одразу. Першi з

правильно наданих вiдповiдей учитель фiксує, пiсля чого учнi стирають за-
писи губкою або серветкою i готуються до наступного питання.

Учитель пiдводить пiдсумок гри, визначаючи переможця, i просить
декiлькох учнiв прокоментувати тi питання, що викликали труднощi, i вiдпо-
вiдi на них.

Оцiнки за гру виставляються за бажанням учителя.
Питання для гри.
Якi два числа необхiдно додати до 18, щоб отримати 20?
Якi два числа необхiдно вiдняти вiд 42, щоб отримати 40?
Обчислiть:
1) 2 + 13 +28 + 7; 4) 20 + 10 + 50;
2) 21 + 5 + 9 +26; 5) 60 + 30 + 40;
3) 4 +23 + 6 +17; 6) 80 + 20 + 50.
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Назвiть число, що записане як сума розрядних доданкiв:
4000000000 + 6000000 + 2000 + 1;
8000000 + 300000 + 4000 + 900;
500000 + 7000 + 600 +1.
Запишiть число, в якому:
1) 3 десятки i 2 одиницi; 3) 3 сотнi й 7 десяткiв;
2) 2 десятки i 3 одиницi; 4) 7 сотень i 3 одиницi.
У кожнiй парi записiв є однаковi числа. Знайдiть їх.
1) 400 + 60 + 3 i 64 + 3;
2) 4100 + 310 + 6 i 400 + 30 + 6;
3) 10004 + 1004 + 103 + 6 i 1436;
4) 61000 + 310 + 4 i 6000 + 300 + 4.
4) «Хто швидше?» Тема: Додавання й вiднiмання натуральних чисел та

їх властивостi.
1. Виконайте дiї:
а) 16375 + 390332; б) 826235 - 48081.
2. Обчислiть, на скiльки число 29 714:
а) бiльше вiд 27 308; б) менше вiд 39 767.
3. Обчислiть:
а) 5см 7мм + 7см 5мм ; в) 725кг 127г + 1кг 923г;
б) 35га 8а - 14га 9а; г) 5м 41см - 2м 79см.
4. Обчислiть зручним способом:
а) 8375 + 9625− 6909 ; б) 741− (341 + 216) .
5*. До будiвельного майданчику привезли 340 т щебеню, що на 81 т

бiльше, нiж пiску, i на 103 т менше, нiж цементу. Скiльки всього привезли
будiвельних матерiалiв?

Висновки
Як показало дослiдження, гра — це необхiдний елемент у навчаннi. Вона

допомагає дитинi не тiльки зростати у фiзичному або духовному планi, але
й готує до рiзних життєвих ситуацiй. Гра вчить дiтей моделювати все те, що
iснує поза грою.

За допомогою гри можна швидше навчити дитину з нормативами спiлку-
вання з оточуючими людьми, культурної поведiнки.

Граючись, дитина розкривається, стає бiльш розкутою та вiдкритою. Вчи-
тель дає можливiсть через гру самовпевнитися у процесi навчання.

Розглянувши дидактичнi iгри як один iз процесiв навчання, приходимо
до висновку:
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– дидактична гра — це багатофункцiональна система;
– завдяки мотивацiйнiй роботi вiдбувається досягнення мети;
– пiзнавальний процес налаштований на конкретний результат;
– поступове вирiшення систем проблемних ситуацiї дає гарний результат

iгрової дiяльностi;
– гра дає змогу сформувати комунiкативнi дiї з однолiтками та вчителем.
Дослiдження використання нестандартних методiв на уроках математи-

ки потребує подальшої розробки, оскiльки зустрiчаються неефективнi форми
даної органiзацiї навчання, а саме: урок «про все i нi про що», уроки на яких
«гра для гри», уроки заучування сценарiїв, якi часто малозмiстовнi з точки
зору математики. Слiд вiдзначити, що цiнним часто є не сам захiд, а про-
цес пiдготовки до нього, праця з додатковою лiтературою, прояв елементiв
творчостi. Саме тому в методологiчну i теоретичну основою даного дослiдже-
ння повинен бути закладений дiяльнiсний пiдхiд до процесу засвоєння знань,
формування вмiнь i навичок; принцип взаємозв’язку навчання i розвитку.
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Use of didactic games and game elements in mathematics lessons
in 5th grade

The article is devoted to the study of the problem of using non-standard
methods in mathematics lessons in basic school. It outlines the relevance of di-
dactic games and game elements, considers options for games in mathematics
lessons in 5th grade, provides practical recommendations for use.
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ВИКОРИСТАННЯ ПРАКТИЧНИХ РОБIТ
НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ

Важлива умова вдосконалення викладання математики — посилення її практичної спря-
мованостi. Одним iз шляхiв вирiшення цього питання є формування в учнiв практичних
умiнь та навичок. У статтi розглядаються питання вдосконалення викладання математи-
ки шляхом впровадження в роботу практичних робiт. Висвiтлюються рiзнi форми i методи
проведення таких робiт на уроках математики.

Ключовi слова: шкiльний курс математики, прикладна спрямованiсть, практич-
на робота

Вступ
На часi — новi кардинальнi змiни в освiтi. Усi ми ознайомленi з Концепцi-

єю реформування загальної середньої освiти «Нова українська школа». Цим
документом передбачається масштабна конструктивна та змiстовна перебу-
дова української системи освiти, якiсне наближення до європейських зразкiв.
Серед головних задач освiтян багато орiєнтирiв на розвиток в учнiв активно-
стi та предметної компетентностi. Важлива умова пiдвищення математичної
компетентностi учнiв — посилення її практичної спрямованостi.

Основна частина
Однiєю з форм навчання математики, яка сприяє пiдвищенню цiнних гра-

фiчних i обчислювальних навичок i вмiнь, необхiдних для конструювання
i практичної дiяльностi, є практичнi роботи. Така форма роботи на уро-
ках математики дозволяє учню усвiдомити основнi математичнi залежностi
мiж величинами; ознайомитися з вимiрювальними iнструментами та їх за-
стосуванням на практицi; встановити зв’язок мiж рiзними роздiлами курсу
математики та iншими предметами [2].

При виконаннi практичних завдань учнi проводять мiнi дослiдження, тоб-
то долучаються до дослiдницької дiяльностi: висувають гiпотезу, аналiзують
зв’язок мiж величинами, проводять порiвняння i перевiряють гiпотезу, вча-
ться робити висновки. Використання у навчальнiй дiяльностi таких робiт
формує навички застосовування отриманих знань на практицi i в повсяк-
денному життi, розвиває пiзнавальний iнтерес до предмету, урiзноманiтнює
навчальний процес, розкриває математику нi як абстрактну вiд повсякден-
ного життя науку, а як прикладну науку для вирiшення життєвих задач.
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На уроках математики необхiдно пропонувати учням рiзнi види само-
стiйної дiяльностi. Здатнiсть розмiрковувати, аналiзувати, будувати плани,
створювати проєкти — дуже важливi вмiння, якi допоможуть у подальшому
самостiйно приймати рiшення. Пiд самостiйною навчальною роботою зви-
чайно розумiють будь-яку органiзовану вчителем активну дiяльнiсть учнiв,
спрямовану на виконання поставленої мети в спецiально вiдведений для цьо-
го час [1]. Самостiйна робота рiзноманiтна за своїми видами i формами, але
з точки зору внеску у формування ключових компетенцiй видiляють такий
її вид як практична робота.

Характерними особливостями практичних робiт є наступнi:
– обчислювальна обробка результатiв вимiрювань за допомогою необхi-

дних формул i порiвняння результатiв вимiрювань i обчислень;
– використання креслярських, вимiрювальних i обчислювальних iнстру-

ментiв, приладiв;
– застосування таблиць, довiдкової лiтератури;
– складання таблиць, якi вiдображають функцiональну залежнiсть двох

змiнних величин того чи iншого процесу;
– побудова графiкiв.
Практичнi роботи не тiльки посилюють практичну спрямованiсть навча-

ння, але i сприяють мiцному, неформальному засвоєнню нового навчального
матерiалу. До практичних занять слiд вiднести тi самостiйнi роботи учнiв,
якi виконуються за допомогою спостережень, порiвнянь, вимiрювальних i об-
числювальних iнструментiв, складання таблиць, побудови графiкiв з метою
встановлення нових математичних закономiрностей, понять. Найважливiшою
методичною проблемою, що вирiшується в процесi виконання практичних ро-
бiт, є розвиток обчислювальної культури учнiв.

Проведення практичних робiт включає в себе наступнi етапи:
1. Постановка теми роботи i визначення мети.
2. Визначення порядку роботи або окремих її етапiв.
3. Безпосереднє виконання роботи учнями та контроль вчителя за ходом

занять i дотримання технiки безпеки.
4. Пiдведення пiдсумкiв роботи, формулювання основних висновкiв.

Факти, якi учнi отримують у результатi самостiйної експериментальної
роботи, довше утримуються в пам’ятi та допомагають учням краще засвої-
ти складний теоретичний матерiал. Виконувати практичнi роботи (завдання)
можна iндивiдуально або групою. Iндивiдуальна робота формує умiння пра-
вильно, охайно й чiтко виконувати малюнки, проводити обчислення. Групова
робота формує ще й умiння i навички комунiкативного характеру.
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Практичнi роботи можуть бути органiзованi як у класi, так i заданi до-
дому. Залежно вiд обсягу та змiсту матерiалу такий вид роботи може бути
органiзований на цiлий урок, на частину уроку або заданий у виглядi дома-
шнього завдання (в останньому випадку на наступному уроцi обговорюються
результати, отриманi учнями вдома). Першi практичнi роботи в 5 класi ба-
жано проводити тiльки в класi. Вони повиннi бути нетривалими, їх необхiдно
виконувати разом з учнями.

У 5–6 класах багато практичних робiт безпосередньо пов’язаних з геоме-
тричними темами: «Прямокутник i його площа», «Коло», «Кут. Види кутiв.
Побудова кута», «Масштаб», «Трикутник. Види трикутникiв», «Прямоку-
тний паралелепiпед» та iншi. Так, наприклад, в 6 класi при вивченнi формул
довжини кола, площi круга урок обов’язково проходить з використанням пра-
ктичної роботи. Учнi за допомогою звичайної нитки i лiнiйки вимiрюють
довжину кола, дiаметр. Самостiйно виконуючи дiлення отриманих величин,
приходять до висновку, що хоча кола були рiзними, вiдповiдь виходить у всiх
практично однаковою.

Таким чином, самостiйно визначивши число «пi» i залежнiсть мiж ве-
личинами, в учнiв уже не виникають труднощi при розв’язуваннi завдань,
пов’язаних з формулами довжини кола i площi круга (Приклад 1). 

6 клас  

Тема. Довжина кола.  

Мета. Виміряти  довжину кола. Обчислити відношення довжин кіл до діаметрів. Визначити  

число π 

Обладнання: циліндри або склянки різного діаметри (розміру), нитка, лінійка.  

Хід роботи 

1. Будуємо коло, радіус якого дорівнює 2 см. 

2. Ставимо ручкою відмітку на нитці в тій точці, у якій нитка 

збігається зі своїм початком. 

3. Розгортаємо нитку та вимірюємо її довжину до відмітки. Ця 

довжина дорівнює довжині кола. 

 
4. Виміряйте діаметри кіл даних фігур.  

5. Обчисліть відношення довжин кіл до діаметрів. 

Довжина кола, С Діаметр кола, d Відношення довжини 

кола до діаметра, C/d 

   

   

Висновок. Довжина кола приблизно у  ____  рази більша за його діаметр.  

 За скільки часу можна облетіти на літаку Землю вздовж екватора на висоті 10 км, 

рухаючись зі швидкістю 1200 км/год? Результат округліть до 0,1 год. (Радіус 

екватора наближено дорівнює 6370 км). 

 

Рис. 1: Приклад 1
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Практичнi роботи можуть бути проведеними на рiзних видах уроку. На
уроцi ознайомлення з новим матерiалом можуть бути проведенi практичнi
роботи, пiсля виконання яких можна висловити певне припущення, гiпотезу
про залежнiсть мiж величинами. Учням надається можливiсть самостiйно
зробити висновок про той або iнший математичний факт.

Пiд час проведення уроку закрiплення вивченого матерiалу можна запро-
понувати учням роботу, в якiй вимагається застосувати знання для вирiшен-
ня певного практичного завдання. Таким чином, учнi згадують вже вивченi
факти i застосовують їх на практицi.

Одним iз засобiв пiдвищення активностi учнiв є практичнi роботи, пов’я-
занi з побудовою моделi фiгури: побудувати модель фiгури, про яку йдеться
в задачi, або використовувати для її розв’язування результати вимiрiв еле-
ментiв даної моделi.

Як приклади можна навести в 5 класi тему «Прямокутний паралелепi-
пед. Куб. Пiрамiда»; в 11 класi «Пiрамiда. Дослiдження положення висоти в
деяких видах пiрамiд».

Перед початком роботи необхiдно пояснити учням, скiльки часу придi-
ляється виконанню роботи, якi вимоги до її оформлення. До кожної роботи
складено опис, в якому зазначенi: тема, мета роботи, назва необхiдного обла-
днання, iнструменти, схема оформлення.

Висновки
При виконаннi практичних завдань на уроках математики учнi вчаться

робити логiчнi висновки, розвивають iнтуїцiю, отримують навички експери-
ментальної роботи, розвивають умiння поводитися з приладами, самостiйно
робити висновки до отриманих дослiдних даних, вчаться працювати з iн-
терактивними моделями. Це дозволяє бiльш глибоко i повно засвоювати
теоретичний матерiал.

Проведення практичних робiт з учнями урiзноманiтнює уроки математи-
ки; пiдвищує активнiсть i самостiйнiсть учнiв на уроцi; сприяють пiдвищенню
якостi знань учнiв з математики; робить абстрактнi теоретичнi положення
зрозумiлими, доступними, наочними.

Пiд час правильно органiзованої роботи виховується культура працi (вмi-
ння органiзувати робоче мiсце, утримувати його й iнструменти в порядку).
Витончено виконана робота сприяє розвитку почуття краси, задоволеностi
вiд виконаної роботи.
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Use of practical tasks at Mathematic lessons
The important requirement of mathematics teaching improving is the rei-

nforcement of its practical orientation. One way of resolving this issue is havi-
ng pupils acquire some practical skills and abilities. This article comprises the
questions of improving math teaching by introducing to the work process some
practical assignments. The different forms and methods of holding such works at
mathematics lessons are also considered here.

Keywords: school mathematics course, applied orientation, practical assi-
gnments.
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ЗВ’ЯЗОК МIЖ БУЛЕВИМИ АЛГЕБРАМИ,
ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНИМИ МНОЖИНАМИ

ТА КIЛЬЦЯМИ ПРИ ВИВЧЕННI КУРСУ
«ДИСКРЕТНА МАТЕМАТИКА»

У статтi розглядається частково впорядкованi множини та їх зв’язок з булевими алгебрами
та кiльцями. Представлено ряд тверджень, якi доцiльно вивчати при знайомствi з алге-
браїчними структурами студентам фiзико-математичного факультету спецiальностi 014
Середня освiта (Iнформатика) в курсi дискретної математики. Наведено ряд прикладiв,
якi наочно пояснюють розглянутi структури.

Ключовi слова: алгебраїчнi структури, частково впорядкованi множини, ґратки,
кiльця, булева алгебра, дискретна математика.

Вступ
Серед технiчних наук iнформацiйнi технологiї та електронiка у значнiй

мiрi використовують математику. Дiйсно, якщо поглянути на програми на-
вчання студентiв в унiверситетах Євросоюзу, то легко виявити, що матема-
тичнi дисциплiни займають в них значне мiсце. Математика є теоретичним
фундаментом комп’ютерних наук, i тому їй придiляється велика увага при
пiдготовцi фахiвцiв у цiй галузi. Дискретна математика займає тут централь-
не мiсце, оскiльки саме з неї виростають три гiлки програмної iнженерiї —
алгоритми, програми, структури даних.

Однiєю з актуальних проблем сучасної алгебри є опис i класифiкацiї скiн-
ченних кiлець. Скiнченнi кiльця є дуже важливою i цiкавою алгебраїчною
структурою [3]. Вивчення скiнченних кiлець має застосування в теорiї коду-
вання та в загальнiй теорiї кiлець. Скiнченнi кiльця широко застосовуються в
криптографiї та криптографiчних протоколах. Деякi сучаснi криптосистеми,
такi як сучасний стандарт шифрування даних (Advanced Encryption Standart)
та криптосистема XTR, застосовують скiнченнi кiльця, якi мають бiльш за-
гальний вигляд. Бiльш того, скiнченнi кiльця лежать в основi елiптичних
кривих, якi в свою чергу утворюють фундамент цiлого класу криптоси-
стем [6].
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Вивчення рiзних алгебраїчних структур пов’язано з iменами видатних
алгебраїстiв всього свiту, таких як К. Асано, Т. Накаяма [5], Дж. Веддербарн,
Е. Артiн [1], Е. Нетер. Видатнi українськi вченi присвятили багато своїх праць
вивченню цих структур, а саме Ю. Дрозд, В. Кириченко [4], Н. Губаренi,
Ю. Яременко [7] та iншi.

Важливiсть алгебраїчних структур та значна практична значущiсть при-
зводить до появи особливої уваги при вивченнi цих тем. З урахуванням того,
що знання мають стати фундаментальними, розгляд вiдповiдних тем слiд
робити згiдно чiткої, логiчної та легкої для запам’ятовування структури.
Спираючись на досвiд викладання цих тем для студентiв спецiальностi 014
Середня освiта (Iнформатика), нами було вiдтворено структуру, яка, на нашу
думку, найбiльш вiдповiдає перелiченим вимогам.

Основна частина
Розглянемо частково впорядкованi множини та їх зв’язок з булевими ал-

гебрами та кiльцями. Вiдомостi, якi розглядаються є в багатьох монографiях
з теорiї кiлець та модулiв. Наш виклад базуються на матерiалах глави 2 мо-
нографiї [2].

Нагадаємо означення частково впорядкованої множини.

Означення 1. Множина S називається частково впорядкованою, якщо
визначене вiдношення 6 , яке задовольняє наступним умовам:

1. a 6 a для довiльного a ∈ S (рефлексивнiсть);

2. з a 6 b , b 6 c випливає a 6 c для довiльних a, b, c ∈ S (транзитив-
нiсть);

3. з a 6 b , b 6 a випливає a = b для довiльних a, b ∈ S (антисиметри-
чнiсть).

Вiдношення 6 називається частковим порядком.

Приклад 1. Вiдношення порядку 6 є частковим порядком для всiх дода-
тних цiлих чисел.

Приклад 2. Нехай S множина та P(S) є множиною всiх пiдмножин
множини S , включаючи порожню пiдмножину ∅ та всю множину S .
Тодi P(S) є частково впорядкованою множиною вiдносно теоретико-
множинного включення.
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Приклад 3. Нехай A кiльце i нехай S множина всiх його правих iдеалiв.
Очевидно, S частково впорядкована множина за включенням. Аналогiчно
можна розглядати частково впорядкованi множини лiвих та двостороннiх
iдеалiв.

Нехай T — пiдмножина частково впорядкованої множини S . Елемент
a ∈ S називається верхньою гранню (вiдп. нижньою гранню) T , якщо t 6 a
(вiдп. a 6 t ) для всiх t ∈ T . Звичайно в загальному випадку множина мо-
же мати декiлька верхнiх граней або не мати їх зовсiм. Елемент a ∈ T є
найбiльшим (найменшим) елементом T , якщо t 6 a (вiдп. a 6 t ) для всiх
t ∈ T . Не кожна пiдмножина T частково впорядкованої множини S має
найбiльший (найменший) елемент. Але якщо T має такий елемент, тодi вiн
єдиний. Справдi, нехай x та y найбiльшi елементи T . Тодi x 6 y та y 6 x ,
згiдно умови антисиметричностi x = y . Аналогiчно доводиться єдинiсть мi-
нiмального елемента. Таким чином, найбiльший (вiдп. найменший) елемент,
якщо iснує, то є єдиним i є верхньою (нижньою) гранню. Якщо множина
верхнiх граней T має найменший елемент, тодi вiн називається найменшою
верхньою гранню (або супремумом) T i позначається sup(T) . Якщо множи-
на нижнiх граней має найбiльший елемент, то вiн називається найбiльшою
нижньою гранню (або iнфiмумом) T i позначається inf(T) . Очевидно, що
якщо пiдмножина T має супремум (вiдп. iнфiмум), тодi вiн є однозначно
визначеним.

Означення 2. Частково впорядкована множина S , в якiй кожна пара еле-
ментiв з S має одночасно супремум та iнфiмум в S називається ґраткою.

Приклад 4. Якщо X та Y пiдмножини в S , тодi їх супремум в P(S)
дорiвнює об’єднанню X ∪ Y , а їх iнфiмумом в P(S) є перетин X ∩ Y .
Отже P(S) гратка.

Приклад 5. Нехай A кiльце та X — множина всiх iдеалiв кiльця A , впо-
рядкованих за включенням. Нехай I та J — iдеали A . Тодi їх супремумом
в X є сума I+J , а їх iнфiмумом в X є перетин I∩J . Отже, X гратка.

Операцiї sup та inf не є дiйсно бiнарними операцiями для довiльної частко-
во впорядкованої множини. Характеристичною властивiстю ґратки є те, що
операцiї sup та inf можуть бути застосованi до будь-якої пари елементiв.

Нехай S ґратка. Тодi кожна пара a, b ∈ S має одночасно супремум та
iнфiмум. Позначимо a∨b = sup{a, b} та a∧b = inf{a, b} . Тодi вiдображення
∨ та ∧ з S × S визначається через бiнарнi операцiї в S : (a, b) → a ∨ b та
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(a, b) → a∧ b . Наступне твердження представляє декiлька цiкавих властиво-
стей цих операцiй.

Твердження 1. ( [2], твердження 2.4.1). Нехай a , b та c — елементи
ґратки S . Тодi операцiї ∨ та ∧ на S мають наступнi властивостi:

1) комутативнi закони: a ∨ b = b ∨ a ; a ∧ b = b ∧ a ;

2) асоцiативнi закони: a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c ; a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c ;

3) iдемпотентнi закони: a ∨ a = a ; a ∧ a = a

4) закони поглинання: a ∨ (a ∧ b) = a , a ∧ (a ∨ b) = a .

Твердження 2. ( [2], твердження 2.4.2). Якщо ми маємо множину S з
двома бiнарними операцiями ∨ та ∧ такими, що для всiх елементiв a , b
та c множини S виконуються умови:

(1) a ∨ b = b ∨ a ; a ∧ b = b ∧ a ;

(2) a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c ; a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c ;

(3) a ∨ a = a ; a ∧ a = a

(4) a ∨ (a ∧ b) = a , a ∧ (a ∨ b) = a .

тодi єдине часткове впорядкування в S , яке перетворює S в ґратку, а
заданi операцiї ∨ та ∧ є супремумом та iнфiмумом в цiй ґратцi.

Означення 3. Ґратка S є дистрибутивною, якщо виконується наступна
властивiсть:

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

для всiх a, b, c ∈ S .

Справедливим є симетричне означення.

Твердження 3. ( [2], твердження 2.4.3). Ґратка S є дистрибутивною
тодi i тiльки тодi, коли всi a, b, c ∈ S володiють наступною властивiстю:

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)
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Ґратки з прикладу 4. та 5. є дистрибутивними. Частково впорядкована
множина може мати, а може i не мати найбiльший та найменший елемен-
ти. Це виконується i для ґраток. Дiйснi числа iз звичайним впорядкуванням
утворюють ґратку без найбiльшого i найменшого елемента; дiйснi числа мiж
нулем та одиницею включають ґратку з одночасно найбiльшим i найменшим
елементом. Якщо ґратка має найбiльший i найменший елемент, то його по-
значають, вiдповiдно, як 1 та 0.

Нехай ґратка S має найбiльший елемент 1 та найменший елемент 0. До-
повненням елемента a ∈ S називається елемент b ∈ S такий, що a ∨ b = 1
та a ∧ b = 0 .

Означення 4. Ґратка з найбiльшим елементом 1 та найменшим елемен-
том 0 називається доповнювальною ґраткою, якщо кожен її елемент має
доповнення.

Ґратка є особливим видом частково впорядкованої множини. Булева ал-
гебра є особливим видом ґраток.

Означення 5. Булевою алгеброю називається доповнювальна дистрибу-
тивна ґратка.

Означення 6. Частково впорядкована множина S , в якiй кожна пiдмно-
жина одночасно має i супремум i iнфiмум в S , називається повною ґра-
ткою.

Ми будемо позначати через a доповнення елемента a в булевiй алгебрi.

Приклад 6. 1. Частково впорядкована множина P(S) є булевою алге-
брою.

2. Розглянемо скiнченний прямий добуток Bn = B × ... × B , який є
множиною n -ок (b1, b2, ..., bn) , де bi ∈ B . Нехай (a1, a2, ..., an) та
(b1, b2, ..., bn) елементи в Bn . Введемо наступнi операцiї в Bn :

(a1, a2, ..., an)∨ (b1, b2, ..., bn) = (a1 ∨ b1, a2 ∨ b2, ..., an ∨ bn)

(a1, a2, ..., an) ∧(b1, b2, ..., bn) = (a1 ∧ b1, a2 ∧ b2, ..., an ∧ bn)

(a1, a2, ..., an) = (a1, a2, ..., an).

Тодi Bn булева алгебра з найбiльшим елементом 1 = (1, 1, ..., 1) та
найменшим елементом 0 = (0, 0, ..., 0) . Кiлькiсть елементiв в Bn рiв-
на 2n .
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Твердження 4. ( [2], твердження 2.4.4). В будь-якiй булевiй алгебрi опе-
рацiя доповнення задовiльняє наступним умовам:

(a) a = a

(b) a ∨ b = a ∧ b

(c) a ∧ b = a ∨ b

(d) a ∨ b = a ∧ b

(c) a ∧ b = a ∨ b

(d) 1 = 0

(e) 0 = 1

Твердження 5. ( [2], твердження 2.4.5). Якщо ми маємо множину S ,
яка мiстить два спецiальнi елементи 1 та 0 з двома бiнарними операцiями
∨ та ∧ такими, що для всiх елементiв a, b, c ∈ S виконуються умови:

(1) a ∨ b = b ∨ a ; a ∧ b = b ∧ a ;

(2) a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c ; a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c ;

(3) a ∨ a = a ; a ∧ a = a

(4) a ∨ (a ∧ b) = a , a ∧ (a ∨ b) = a .

(5) a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ;

(6) для кожного елемента a ∈ S iснує елемент a ∈ S такий, що a∨a = 1
та a ∧ a = 0

тодi iснує єдине вiдношення часткового порядку на S , яке перетворює S в
булеву алгебру таку, що заданi операцiї ∨ та ∧ , вiдповiдно є супремумом
та iнфiмумом в булевiй алгебрi. Бiльше того, 1 та 0 є найбiльшим та
найменшим елементом в S , елемент a доповнення елемента a .

Лема 1. ( [2], лема 2.4.7).
В довiльнiй булевiй алгебрi B умова a∨b = a виконується тодi i тiльки

тодi, якщо a ∧ b = b .

З цiєї леми випливає, що в кожнiй булевiй алгебрi
a 6 b ⇔ a ∨ b = b ⇔ a ∧ b = a .
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Лема 2. ( [2], лема 2.4.8). В довiльнiй булевiй алгебрi B виконуються умо-
ви:

1. a ∧ b 6 a 6 a ∨ b ;

2. 0 6 a 6 1

для довiльних a, b ∈ B .

Означення 7. Елемент a ̸= 0 булевої алгебри називається атомом, якщо
вiн не виражається у виглядi a = b ∨ c з a ̸= b та a ̸= c .

Лема 3. ( [2], лема 2.4.9). Ненульовий елемент a булевої алгебри B є ато-
мом тодi i тiльки тодi, коли нерiвнiсть x 6 a має рiвно два розв’язки
x = a та x = 0 .

Лема 4. ( [2], лема 2.4.10). Для будь-якого ненульового елемента b булевої
алгебри iснує принаймнi один атом a ∈ B такий, що a 6 b .

Нехай B скiнченна булева алгебра з множиною атомiв A = {a1, ..., an} .
Для будь-якого елемента x ∈ B позначимо через T (x) множину всiх атомiв
a ∈ A таких, що a 6 x .

Твердження 6. Будь-який ненульовий елемент x ∈ B може бути пред-
ставлений у виглядi скiнченної суми рiзних атомiв:

x = ai1 ∨ ai2 ∨ ... ∨ aik

де aij ∈ T (x) для j = 1, .., k .

Твердження 7. ( [2], твердження 2.4.12). Для будь-якої булевої алгебри
B i будь-яких елементiв x, y ∈ B виконуються умови:

(1) T (x ∨ y) = T (x) ∪ T (y)

(2) T (x ∧ y) = T (x) ∩ T (y)

(3) T (x) = T (x)

Лема 5. ( [2], лема 2.4.13). Для будь-якого елемента x ∈ B виконується
умова supT (x) = x .

Означення 8. Для двох булевих алгебр B1 та B2 бiєктивне вiдображення
φ з B1 в B2 називається iзоморфiзмом булевих алгебр, якщо виконуються
наступнi умови:

146 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ. 2021. Випуск 11.



Кайдан Н.В., Кiпчу Р.I. Зв’язок мiж булевими алгебрами, ґратками та кiльцями

(1) φ(x ∨ y) = φ(x) ∨ φ(y)

(2) φ(x ∧ y) = φ(x) ∧ φ(y)

(3) φ(x) = φ(x)

для всiх x, y ∈ B1.

Теорема 1. Будь-яка булева алгебра B з множиною iз n атомiв
A = {a1, a2, ..., an} є iзоморфною булевiй алгебрi P(A) всiх пiдмножин за-
даних множиною A . Зокрема, B має 2n елементiв та 1 в B однозначно
розкладається в суму всiх рiзних атомiв

1 = a1 ∨ a2 ∨ ... ∨ an.

Дана теорема є частковим випадком вiдомої теореми Стоуна.

Теорема 2. (теорема Стоуна) Будь-яка булева алгебра є iзоморфною буле-
вiй алгебрi деяких (не обов’язково усiх) пiдмножин заданої множини.

Як наслiдок теореми 1. отримується наступний результат, який ствер-
джує, що скiнченна булева алгебра повнiстю визначається числом її атомiв.

Теорема 3. ( [2], теорема 2.4.18). Якщо B1 та B2 двi скiнченнi булевi
алгебри з множинами атомiв, рiвними вiдповiдно A1 = {a1, a2, ..., an} та
A2 = {b1, b2, ..., bn} , тодi iснує iзоморфiзм булевих алгебр φ : B1 → B2 , та-
кий що φ(ai) = bi для i = 1, ..., n .

Розглянемо булеву алгебру Bn . Вона має рiвно n атомiв i має 2n еле-
ментiв. З iншої сторони, Bn є скiнченним прямим добутком n копiй простої
булевої алгебри B.

Наслiдок 1. Будь-яка булева алгебра B , яка має n атомiв, iзоморфна
булевiй алгебрi Bn , яка є скiнченним добутком n копiй простої булевої
алгебри B .

Означення 9. Асоцiативне кiльце R (можна без одиницi) називається
булевим кiльцем, якщо кожен його елемент a ∈ R є iдемпотентом, тобто
a2 = a .

Твердження 8. ( [2], твердження 2.4.20)

1. Кожне булеве кiльце R є комутативним i a + a = 0 для кожного
a ∈ R ;
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2. Якщо R — булеве кiльце, тодi пряма сума T =
⊕
i∈I

R є також булевим

кiльцем.

Твердження 9. ( [2], твердження 2.4.21). Нехай B — булева алгебра. То-
дi B перетворюється на булеве кiльце з одиницею, якщо бiнарнi операцiї
додавання та множення визначенi в B наступним чином

a+ b = (a ∧ b) ∨ (a ∧ b)

та

a · b = a ∧ b.

Твердження 10. ( [2], твердження 2.4.22). Нехай R булеве кiльце з оди-
ницею. Тодi R перетворюється на булеву алгебру, якщо покласти

a ∨ b = a+ b+ ab
a ∧ b = ab

та вiдношення порядку 6 визначається в R через

a 6 b ⇐⇒ ab = a.

Оскiльки булева алгебра B є простим кiльцем, з твердження 1. випливає
наступне твердження.

Теорема 4. ( [2], теорема 2.4.23). Будь-яке булеве кiльце R з одиницею
iзоморфне прямiй сумi простих булевих кiлець.

Означення 10. Частково впорядкована множина S є лiнiйно впорядкова-
ною (або ланцюгом), якщо для кожних двох елементiв a, b ∈ S випливає,
що або a 6 b , або b 6 a.

Елемент x0 називається верхньою гранню пiдмножини S ⊂ X , якщо
x 6 x0 для всiх x ∈ A . Якщо верхня грань iснує для S , то кажуть, що
множина S обмежена зверху. Елемент x0 називається максимальним в X ,
якщо не iснує елемента x ∈ X , x ̸= x0 , який задовольняє умовi x0 6 x .

Лема 6. (лема Цорна, принцип максимума) Якщо в частково впорядкова-
нiй множинi X будь-яка лiнiйно впорядкована пiдмножина S обмежена
зверху, то X мiстить максимальний елемент.

Лема Цорна еквiвалентна добре вiдомiй аксiомi вибору.
Аксiома вибору. Нехай S множина i P(S)∗ множина непорожнiх пiд-

множин S . Тодi iснує вiдображення f з P(S)∗ в S таке, що f(A) ∈ A для
кожного A ∈ P(S)∗ .
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Наслiдок 2. ( [2], наслiдок 2.4.24). Будь-який власний правий (лiвий, дво-
стороннiй) iдеал I кiльця A з одиницею мiститься в максимальному
власному правому (лiвому, двостороньому) iдеалi.

Твердження 11. ( [2], твердження 2.4.25). Частково впорядкована мно-
жина S є повною ґраткою тодi i тiльки тодi, якщо S має супремум та
кожна непорожня пiдмножина множини S має iнфiмум в S .

Означення 11. Ґратка S називається модулярною, якщо вона задоволь-
няє наступнiй модулярнiй умовi:

якщо b 6 a , то a ∧ (b ∨ c) = b ∨ (a ∧ c)

для всiх a, b, c ∈ S .

Твердження 12. ( [2], твердження 2.4.26). Всi iдеали кiльця утворюють
повну модулярну ґратку за вiдношенням включенням.

Для iдеалiв напiвпростих кiлець можна сказати дещо бiльше.

Теорема 5. ( [2], теорема 2.4.27). Всi iдеали напiвпростого кiльця A утво-
рюють скiнченну булеву алгебру, яка мiстить 2s елементiв.

Висновки
Поняття алгебраїчної структури включає визначену множину об’єктiв та

операцiй над цими об’єктами. Оскiльки практично в будь-якiй задачi обробки
даних за допомогою комп’ютера видiляється множина самих даних i опе-
рацiй, якi застосовнi до цих даних, очевидно, що при цьому формуються
визначенi алгебраїчнi структури. З вiдношенням часткового порядку програ-
мiсти мають справу постiйно, адже початковi данi для роботи програми та й
тi данi, що поступають по ходу її роботи, потрiбно весь час впорядковувати в
структури так, щоб цi данi можна було швидко знаходити i використовувати
для подальшої роботи.

Крiм алгебраїчних структур на множинi натуральних, цiлих i дiйсних
чисел, на множинах та вiдношеннях доцiльно вивчати i такi алгебраїчнi стру-
ктури, як пiвгрупи, моноїди i групи, що, зокрема, використовуються для
перетворення рядкiв символiв i беруть участь у формуваннi бiльш складних
структур – кiлець i полiв. Багато математичних конструкцiй, якi природно
виникають у лiнiйнiй алгебрi, є кiльцями або мiстять кiльця як пiдструктури.
Тобто цi поняття є базовими для загальної та лiнiйної алгебри, використовую-
ться пiд час роботи з матрицями, при кодуваннi iнформацiї та обробцi даних.

DOI: https://doi.org/10.31865/2413-26672415-3079112021234877 149



ISSN 2413-2667 (Print), ISSN 2415-3079 (Online)

Добре закладений математичний фундамент освiти студентiв фiзико-
математичного факультету, спецiальностi 014 Середня освiта (Iнформатика)
дає можливiсть в подальшому навчити їх методам оцiнки складностi алго-
ритмiв, пiдбору оптимальної структури даних i створенню ефективного та
прозорого коду програми.

Лiтература
1. Artin E. Zur Theorie der hyperkomplexen Zahlen. 1927. № 5. P. 251-260.
2. Gubareni N., Kirichenko V. Rings and Modules. 2001. 306 p.
3. Kaydan N. Quivers of finite rings. 2009. С. 68-69.
4. Кириченко В. Semi-Perfect Semi-Distributive Rings. 2000. Vol. 3. P. 81-98.
5. Nakayama T. On Frobeniusean algebras I. 1939. P. 611-63.
6. Кайдан Н., Остимчук Г. Застосування циклiчних кодiв в теорiї кодува-

ння. 2010. С. 76-78.
7. Кириченко В., Яременко Ю. Полусовершенные полудистрибутивные

кольца. 2001. Т. 69. № 1. C. 153-156.

Nataliia V. Kaidan, Ruslan I. Kipchu
Donbas State Pedagogical University, Sloviansk, Ukraine.

Relationship between Boolean algebras, partially ordered sets and
rings in the course of «Вiscrete mathematics»

The paper describes partially ordered sets and their connection with Boolean
algebras and rings. A number of statements are presented, which should be studied
when getting acquainted with algebraic structures for students of the Faculty
of Physics and Mathematics, specialty 014 of Secondary Education (Computer
Science) in the course of discrete mathematics. A number of examples are given
that clearly explain the considered structures.
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ДО ЗАДАЧ НА КОНФIГУРАЦIЮ ДЕЗАРГА
З НЕВЛАСНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ ТА СУМIЖНI ПИТАННЯ

Представлена стаття присвячена дидактичним та методичним аспектам вивчення конфi-
гурацiї Дезарга (зокрема з невласними елементами) на площинi. Наведено алгоритми-
вказiвки до можливих способiв розв’язання найбiльш типових задач на побудову конфiгу-
рацiї Дезарга з невласними елементами; в явному виглядi наведено всi розв’язки ключових
задач на вiдновлення елементiв певної конфiгурацiї Дезарга з фiксованим дезарговим
центром, прямою або ж трикутником; наведено формулювання (в певному сенсi всiх) час-
тинних випадкiв прямої та оберненої теорем Дезарга в термiнах евклiдової геометрiї.

Ключовi слова: проективна площина, теорема Дезарга на площинi, конфiгурацiя
Дезарга на площинi, невласнi елементи.

Вступ
Добре вiдомо (напр. [1]), що конфiгурацiйнi теореми (теореми геометрiї,

в яких йдеться лише про скiнчене число точок i прямих та їх взаємну при-
належнiсть) успiшно застосовують при вивченнi властивостей многокутникiв
та розв’язуваннi задач. Вони є особливо корисними при розв’язуваннi задач
на побудову в умовах обмежень рiзного характеру: при побудовах за допомо-
гою лише (односторонньої) лiнiйки (без мiток), при побудовах на обмеженiй
частинi площини, при побудовах з недосяжними точками тощо.

Також вiдомо (напр. [14]), що змiст теореми Дезарга є суто конструк-
тивним (а сама вона є конфiгурацiйною теоремою), проте наслiдки з неї
призводять до результатiв, якi мають бiльш принципове значення та дале-
ко виходять за межi звичайної геометричної конструкцiї. На основi теореми
Дезарга виникають найважливiшi поняття проективної геометрiї.

Крiм пiдручникiв [2,3,5], [9], [11], [17] та посiбникiв [12], [13], [16] з проек-
тивної геометрiї серед останнiх дослiджень слiд видiлити дисертацiю [7], яку
присвячено методичнiй системi навчання проективної геометрiї в педагогiч-
них унiверситетах. В роботi [6] видiлено найпростiшi та основнi задачi на
побудову в курсi проективної геометрiї; демонструється їх розв’язання та
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застосування до розв’язування iнших задач, зокрема з недосяжними елемен-
тами; запропоновано класифiкацiю задач з недосяжними елементами тощо.

На превеликий жаль, слiд констатувати, що у бiльшостi дiючих пiдручни-
ках iз вищої геометрiї для студентiв фiзико-математичних спецiальностей не
завжди звертається увага на зв’язок унiверситетського та шкiльного курсiв
геометрiї. Але ж саме цей зв’язок i покликаний сприяти якiснiй професiй-
нiй пiдготовцi майбутнiх вчителiв математики. Та, як справедливо вiдзначає
С.П. Семенець в [15], «особливо вiдчутною ця проблема є при вивченнi сту-
дентами питань проективної та диференцiальної геометрiї, якi в найбiльшiй
мiрi є вiдiрваними вiд теорiї та методики викладання геометрiї у школi».

З iншого боку, досвiд викладання проективної геометрiї свiдчить про те,
що при вивченнi теореми Дезарга, найбiльшi труднощi у студентiв виникають
саме пiд час знайомства з розширеною евклiдовою площиною при дослiд-
женнi конфiгурацiй Дезарга з невласними елементами.

Крiм того, автори переконанi, що встановлення та змiцнення зазначеного
вище зв’язку неможливе без цiлiсного сприйняття частинних випадкiв прямої
та оберненої теорем Дезарга в термiнах евклiдової геометрiї.

З урахуванням зазначеного, дана стаття й присвячена теоретичним та ме-
тодичним аспектам вивчення: конфiгурацiй Дезарга, зокрема з невласними
елементами, на розширенiй евклiдовiй площинi; задач про вiдновлення її еле-
ментiв; частинних випадкiв прямої та оберненої теорем Дезарга (на площинi)
в термiнах евклiдової геометрiї, якi «традицiйно пропонуються» студентам
на самостiйне опрацювання, проте викликають неабиякi труднощi.

Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Три точки на площинi (зокрема розширенiй) називають колiнеарними (не-

колiнеарними), якщо вони належать (не належать) однiй прямiй.
В подальшому термiн «iнцидентнiсть» буде виражати вiдношення належ-

ностi. Точку i пряму називатимемо iнцидентними, якщо точка належить
прямiй; фраза «точка iнцидентна прямiй» означатиме те саме що i фраза
«точка належить прямiй», а фраза «прямая iнцидентна точцi» означатиме те
саме що i фраза «пряма проходить через точку». Вiдзначимо, що цей «ней-
тральний» термiн пiдкреслює взаємнiсть зазначеного вiдношення та є досить
зручним для формулювання тверджень, зокрема двоїстих, в термiнах проек-
тивної геометрiї.
Означення 1. Тривершинником ABC називають множину, яка склада-
ється з трьох неколiнеарних точок A , B , C та трьох прямих (AB) ,
(AC) , (BC) , якi мiстять цi точки.
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Теорема 1. (пряма теорема Дезарга) Якщо два тривершинника розмi-
стити на розширенiй евклiдовiй площинi так, щоб три прямi, якi є iнци-
дентними парам вiдповiдних вершин, були би iнцидентними однiй точцi,
то три точки, якi iнцидентнi трьом парам вiдповiдних сторiн, є iнциден-
тними однiй прямiй.
Теорема 2. (обернена теорема Дезарга) Якщо два тривершинника роз-
мiстити на розширенiй евклiдовiй площинi так, щоб три точки, якi є
iнцидентними парам вiдповiдних сторiн, були би iнцидентними однiй пря-
мiй, то три прямi, якi iнцидентнi трьом парам вiдповiдних вершин, є
iнцидентними однiй точцi.
Означення 2. ( [16]) Конфiгурацiєю Дезарга називають фiгуру, яка скла-
дається з десяти точок: шести вершин двох тривершинникiв («дезаргових
трикутникiв»), трьох точок на осi Дезарга («дезарговiй прямiй»), центра
Дезарга («дезаргової точки») та десяти прямих: шести сторiн (двох да-
них) тривершинникiв, трьох прямих, що сполучають вiдповiднi вершини
тривершинникiв та осi Дезарга.

В подальшому вершини одного з трикутникiв конфiгурацiї Дезарга буде-
мо позначати як A1B1C1 , iншого — A2B2C2 , через S i u позначати дезаргову
точку та дезаргову пряму вiдповiдно, а точки, що є iнцидентними (вiдповiд-
ним сторонам тривершинникiв) прямим B1B2 i C1C2 , C1C2 i A1A2 , A1A2 i
B1B2 позначатимемо як A0 , B0 та C0 вiдповiдно.
Зауваження 1. З урахуванням введених позначень та використовуючи за-
гальноприйняту символiку, пряму та обернену теореми Дезарга можна
подати у символьному виглядi, а саме. Нехай
A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) , B0 = (A1C1) ∩ (A2C2) , C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) . Тодi:

Якщо (A1A2) ∩ (B1B2) ∈ (C1C2) , то A0 ∈ (B0C0) .
Якщо A0 ∈ (B0C0) , то (A1A2) ∩ (B1B2) ∈ (C1C2) .

Означення 3. (напр. [13]) Якщо прямi A1A2 , B1B2 та C1C2 (що є iнци-
дентними вiдповiдним вершинам тривершинникiв) є iнцидентними точцi
S , то говорять, що такi тривершинники мають центр перспективи S ;
якщо точки A0 , B0 та C0 (що є iнцидентними вiдповiдним сторонам
тривершинникiв B1B2 i C1C2 , C1C2 i A1A2 , A1A2 i B1B2 ) є iнцидентни-
ми прямiй u , то говорять, що тривершинники мають вiсь перспективи u .

Зауваження 2. З урахуванням означення 3, пряму та обернену тереми
Дезарга можна сформулювати наступним чином: «якщо два тривершин-
ники мають центр перспективи, то вони мають вiсь перспективи»; «якщо два
тривершинники мають вiсь перспективи, то вони мають центр перспективи».
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Основна частина
Перш нiж перейти до розгляду конфiгурацiй з невласними елементами,

з’ясуємо питання щодо кiлькостi елементiв, якi можна обирати довiльно для
побудови конфiгурацiї Дезарга, кожна з десяти точок якої є власною.

1. Конфiгурацiї Дезарга, серед 10 точок якої немає невласних
На думку авторiв, вiдповiдь на зазначене вище питання дає наступна низ-

ка пропонованих задач
Задача 1. Дано пряму u та неколiнеарнi точки S , A1 , B1 , C1 , жодна з
яких не є iнцидентною до прямої u та жодна з прямих (A1B1) , (A1C1) ,
(B1C1) не є паралельною до u . Добудувати конфiгурацiю Дезарга так, щоб
пряма u була дезарговою вiссю, точка S — дезарговим центром, а тривер-
шинник A1B1C1 — дезарговим трикутником.

Розв’язання.
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Рис. 1: до задачi 1.

1) Оскiльки жодна з прямих
(A1B1) , (A1C1) , (B1C1) не є пара-
лельною до u , то точки їх перетину
з прямою u iснують та визначаю-
ться однозначно. Позначимо їх як
C0 = (A1B1) ∩ u , B0 = (A1C1) ∩ u i
A0 = (B1C1) ∩ u .
2) За умовою т. S , A1 , B1 , C1 є
неколiнеарними, тому жодна з точок
A0 , B0 , C0 не може належати жод-
нiй з прямих (SA1), (SB1), (SC1) .
3) Оскiльки пряма u повинна бути
дезарговою вiссю, то точки A0 , B0 ,
C0 є точками перетину вiдповiдних
сторiн дезаргових трикутникiв, тоб-

то: C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) ; B0 = (A1C1) ∩ (A2C2) ; A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) , де
A2, B2, C2 — шуканi вершини другого дерзагового трикутника. Звiдки маємо
що B2 ∈ (A2C0), C2 ∈ (A2B0) .
4) За умовою точка S повинна бути дезарговим центром. Тому точки A2 ,
B2 i C2 повиннi належати прямим (SB1) та (SC1) вiдповiдно.

Таким чином, з урахуванням п. 3), маємо що: B2 одночасно належить
прямим (A2C0) та (SB1) , а C2 — прямим (A2B0) та (SC1) .
5) Через точку C0 проведемо пряму b паралельно до прямої (SB1) ; оскiль-
ки прямi (SB1) та (SA1) перетинаються в точцi S , то (за властивiстю
паралельних прямих) b також перетинає пряму (SA1) в певнiй точцi B∗ .
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6) Через точку B0 проведемо пряму c паралельно до прямої (SC1) ; оскiль-
ки прямi (SC1) та (SA1) перетинаються в точцi S , то (за властивiстю
паралельних прямих) c також перетинає пряму (SA1) в певнiй точцi C∗ .
7) Оберемо на прямiй (SA1) таку точку A2 , яка не спiвпадає з жодною з
точок S , A1 , B∗ , C∗ та не є iнцидентною до прямої u . Тодi: (A2C0) та
(SB1) не є паралельними i тому перетинаються у точцi B2 ; (A2B0) та (SC1)
також не є паралельними i тому перетинаються у точцi C2 .

Таким чином A2 , B2 = (A2C0) ∩ (SB1) i C2 = (A2B0) ∩ (SC1) —
шуканi вершини другого дезаргового трикутника. З останнього й випливає
вiдповiдний спосiб добудови конфiгурацiї Дезарга, серед 10 точок якої немає
невласних точок та яка задовольняє умову задачi.

Зауваження 3. З метою дотримання належного рiвня математичної
строгостi необхiдно придiлити увагу питанню щодо колiнеарностi точок
A0 , B2 i C2 , бо за наведеним способом розв’язання немає пiдстав говори-
ти «за побудовою». Крiм того, досить часто через похибки креслярських
iнструментiв (та/або неточнiсть побудов) у багатьох студентiв зазна-
ченi точки «не є колiнеарними». Тому має сенс запропонувати студентам
довести колiнеарнiсть точок A0 , B2 i C2 методом вiд супротивного з ура-
хуванням прямої теореми Дезарга.

Задача 2. Дано неколiнеарнi точки S , A1 , B1 , C1 . Добудувати конфiгу-
рацiю Дезарга так, щоб точка S була дезарговим центром, а тривершин-
ник A1B1C1 — дезарговим трикутником.

Задача 3. Дано пряму u та неколiнеарнi точки A1 , B1 , C1 , жодна з яких
не є iнцидентною до прямої u та жодна з прямих (A1B1) , (A1C1) , (B1C1)
не є паралельною до u . Добудувати конфiгурацiю Дезарга так, щоб пряма
u була дезарговою вiссю, а A1B1C1 — дезарговим трикутником.

Зауваження 4. Для розв’язання задач 2 i 3 довiльнiсть вибору вiдпо-
вiдних елементiв досить узгодити з умовою та розв’язанням задачi 1 .

Зауваження 5. Якщо додаткову вимогу щодо власностi точок кон-
фiгурацiї Дезарга не накладати, то для розв’язання задачi 1 точку A2

досить обрати на прямiй (SA1) так, щоб вона не спiвпадала з точками S ,
A1 та не була iнцидентною до прямої u .

Крiм того, в контекстi питання щодо кiлькостi елементiв, якi можна
обирати довiльно для побудови конфiгурацiї Дезарга, доцiльно запропону-
вати задачу на добудову конфiгурацiї Дезарга, якщо дано п’ять iз шести
вершин дезаргових трикутникiв.
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2. Конфiгурацiї Дезарга, серед 10 точок якої є невласнi
Добре вiдомо (напр. [13], С. 201), що проективну геометрiю можна вив-

чати в будь-якiй з її реалiзацiй. Найбiльш простою та наочною реалiзацiя
одержується шляхом поповнення евклiдового простору невласними (нескiн-
ченно вiддаленими) елементами – невласними точками, прямими i площиною.

Крiм того, при довiльному з пiдходiв до «побудови» проективної площини,
до основних положень (аксiом, наслiдкiв, рiдше – домовленостей) вiдносять
наступнi твердження щодо iнцидентностi власних та невласних елементiв роз-
ширеної евклiдової площини R2 :
I. Кожна власна пряма розширеної евклiдової площини мiстить точно
одну невласну точку.
II. Паралельнi прямi розширеної евклiдової площини мають спiльну не-
власну точку («перетинаються у невласнiй точцi»).
III. Iснує єдина пряма, що є iнцидентною двом рiзним точкам розширеної
евклiдової площини.
IV. Iснує єдина точка, що є iнцидентною двом рiзним прямим розширеної
евклiдової площини.

З урахуванням зазначеного, видiляють наступнi можливi способи задання
невласних елементiв на розширенiй евклiдовiй площинi R2 .

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

m  

M∞  

1
m  

2
m  

A  
( )AM∞  

'm  

Рис. 2:

На пiдставi твердження I,
невласну точку M∞ зручно
задавати за допомогою влас-
ної прямої m , яка iнциден-
тна цiй точцi. Крiм того, на
пiдставi твердження II, не-
власна точка M∞ може бу-
ти задана за допомогою будь-
якої з паралельних прямих
mi (mi||m ) — рис. 2.

Невласна пряма не потребує в такому заданi, оскiльки вона єдина на R2 .
Проте її можна задати за допомогою двох власних непаралельних прямих.

З урахуванням зазначеного вище, є всi пiдстави для надання наступних
рекомендацiй, якi доцiльно використовувати при побудовах конфiгурацiї
Дезарга з невласними елементами:
1) провести пряму (AM∞) через власну точку A та невласну точку M∞
це теж саме, що через точку A провести пряму m′ паралельно до прямої m
— рис. 2;
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2) нехай дано три прямi, якi є iнцидентними однiй точцi; якщо двi з трьох
прямих є паралельними мiж собою, то i третя з таких прямих є паралельною
до кожної з двох iз зазначених паралельних прямих;
3) нехай дано три точки, якi є iнцидентними однiй прямiй; якщо двi з трьох
точок є невласними, то i третя з таких точок є невласною точкою R2 .

З урахуванням зазначеного, можна видiлити наступi властивостi конфiгу-
рацiї Дезарга з невласними елементами на розширенiй евклiдовiй площинi (з
акцентами в термiнах евклiдової геометрiї).
10 . Якщо двi вiдповiднi вершини дезаргових трикутникiв є невласними
точками, то центр Дезарга також є невласною точкою площини R2 .
20 . Якщо центр Дезарга є невласною точкою площини R2 , то три прямi,
що є iнцидентими вiдповiдним вершинам дезаргових трикутникiв, є попар-
но паралельними.
30 . Якщо двi точки на осi Дезарга (з числа 10 точок конфiгурацiї Дезарга)
є невласними точками, то вiсь Дезарга є невласною прямою площини R2 .
40 . Якщо вiсь Дезарга є невласною прямою R2 , то вiдповiднi сторони де-
заргових трикутникiв є паралельними;

особливiстю такої конфiгурацiї є те, що дезарговi трикутники будуть го-
мотетичними в гомотетiї з центром у дезарговiй точцi та коефiцiєнтом, рiвним
вiдношенню довжин вiдповiдних сторiн.
50 . Якщо центр та вiсь Дезарга є невласними елементами R2 , то пря-
мi, що є iнцидентими вiдповiдним вершинам дезаргових трикутникiв, є
попарно паралельними та паралельними є вiдповiднi сторони дезаргових
трикутникiв;

особливiстю такої конфiгурацiї є те, що дезарговi трикутники є рiвними.
60 . Якщо точно одна з вершин одного з дезаргових трикутникiв є невлас-
ною точкою, то в такому тривершиннику двi його сторони є паралельними.
70 . Якщо двi вершини одного з дезаргових трикутникiв є невласними точ-
ками площини R2 , то в такому тривершиннику третя вершина обов’яз-
ково є власною точкою R2 ;

особливiстю такої конфiгурацiї є те, що вiдповiдна сторона в другому
дезарговому трикутнику є паралельною до осi Дезага.
80 . Якщо лише двi з вiдповiдних сторiн дезаргових трикутникiв є пара-
лельними, то дезаргова пряма є паралельною до паралельних сторiн три-
кутникiв.
90 . Якщо власна дезаргова пряма є паралельною до сторони одного з дезар-
гових трикутникiв, то вона є паралельною i до вiдповiдної сторони другого
дезаргового трикутника.
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Задача 4. Побудувати конфiгурацiю Дезарга, для якої одна вершина (A2 )
одного з трикутникiв (A2B2C2 ) є невласною точкою (A2 ≡ A2∞ ).
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Рис. 3: до конфiгурацiї Дезарга, коли одна з вершин одного з дезаргових трикутникiв є
невласною точкою

Вказiвки до одного з можливих способiв розв’язання.
1) Задамо на площинi R2 невласну точку A2 ≡ A2∞ дезаргового трикутни-
ка A2∞B2C2 за допомогою власної прямої a .
2) Оберемо на площинi R2 пряму u , яка не є паралельною до a , та такi
неколiнеарнi точки A1 , B1 , C1 , жодна з яких не є iнцидентною до прямої u
та жодна з прямих (A1B1) , (A1C1) , (B1C1) не є паралельною до u та a .
3) Проведемо через точку A1 пряму a1 ≡ (A2∞A1) паралельно до прямої
a та оберемо на (A2∞A1) таку точку S , яка: не спiвпадає з A1 , не належить
u та не належить (B1C1) .

Добудуємо конфiгурацiю Дезарга так, щоб пряма u була дезарговою вiс-
сю, точка S — дезарговим центром, A1B1C1 — дезарговим трикутником,
а точка A2 ≡ A2∞ — вершиною дезаргового трикутника A2∞B2C2 .
4) Оскiльки жодна з прямих (A1B1) , (A1C1) , (B1C1) не є паралельною до
u , то точки їх перетину з прямою u iснують та визначаються однозначно.
Позначимо їх як C0 = (A1B1) ∩ u , B0 = (A1C1) ∩ u i A0 = (B1C1) ∩ u .
5) Проведемо через точку C0 пряму a2 ≡ (A2∞B2) паралельно до прямої
a та позначимо через B2 = (SB1) ∩ a2 .
6) Проведемо через точку B0 пряму a3 ≡ (A2∞C2) паралельно до прямої
a та позначимо через C2 = (SC1) ∩ a3 .

{A1B1C1;A2∞B2C2;S, u ≡ (A0B0C0)} — шукана конфiгурацiя.

158 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ. 2021. Випуск 11.

г›0=”“"',,_

\\
Ім

У

І

Ё
Т



Кадубовський О.А., Соколова О.В., Шульгiна А.О. До задач на конфiгурацiї Дезарга

Задача 5. Побудувати конфiгурацiю Дезарга, для якої двi вершини (A2 i
C2 ) одного з трикутникiв є невласними точками (A2 ≡ A2∞ , C2 ≡ C2∞ ).
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Рис. 4: до конфiгурацiї Дезарга, коли двi вершини одного з дезаргових трикутникiв є
невласними точками

Вказiвки до одного з можливих способiв розв’язання.
1) Задамо на площинi R2 невласнi точки A2 ≡ A2∞ i C2 ≡ C2∞ дезаргового
трикутника A2∞B2C2∞ за допомогою власних непаралельних прямих a та
c вiдповiдно.
2) Оберемо на площинi R2 такi неколiнеарнi точки A1 , B1 , C1 , що жодна
з прямих (A1B1) , (A1C1) , (B1C1) не є паралельною до прямих a та c .
3) Проведемо через точки A1 i C1 прямi a1 ≡ (A1A2∞) i c1 ≡ (C1C2∞)
паралельно до прямих a та c вiдповiдно. Оскiльки a та c не є паралельними,
то a1 та c1 також не є паралельними i тому позначимо через S = a1 ∩ c1 .
4) Оберемо на прямiй SB1 таку точку B2 , яка не спiвпадає з жодною iз
точок S i B1 та не належить A1C1 .
5) Проведемо через точку B2 прямi a2 ≡ (B2A2∞) та c2 ≡ (B2C2∞) пара-
лельно до прямих a та c вiдповiдно.
6) Позначимо через A0 = (C1B1)∩(C2∞B2) , а через C0 = (A1B1)∩(A2∞B2) .
7) За побудовою прямi (A1A2∞) , (B1B2) та (C1C2∞) є iнцидентними
однiй точцi S , тобто виконано умови прямої теореми Дезарга. Звiдки точ-
ка B0 = (A2∞C2∞) ∩ (A2C2) є iнцидентною до прямої (A0C0) . Оскiльки
(A2∞C2∞) є невласною прямою, то кожна її точка, зокрема B0 , є невласною
точкою. Звiдки B0 ≡ B0∞ — спiльна невласна точка власних прямих (A0C0)
та (A1C1) . I тому (A0C0)||(A1C1) .

{A1B1C1;A2∞B2C2∞;S, u ≡ (A0C0)} — шукана конфiгурацiя.
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Задача 6. Побудувати конфiгурацiю Дезарга, для якої двi невiдповiднi вер-
шини (A1 i C2 ) дезаргових трикутникiв (A1B1C1 та A2B2C2 ) є невласни-
ми точками (A1 ≡ A1∞ , C2 ≡ C2∞ ).
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Рис. 5: до конфiгурацiї Дезарга, коли двi невiдповiднi вершини дезаргових трикутникiв
є невласними точками

Вказiвки до одного з можливих способiв розв’язання.
1) Задамо на площинi R2 невласнi точки A1 ≡ A1∞ i C2 ≡ C2∞ дезарго-
вих трикутникiв A1∞B1C1 i A2B2C2∞ за допомогою власних непаралельних
прямих a та c вiдповiдно.
2) Оберемо на площинi R2 такi неколiнеарнi точки A2 , B1 , C1 , що жодна
з прямих (A2B1) , (A2C1) , (B1C1) не є паралельною до прямих a та c .
3) Проведемо через точки A2 i C1 прямi a1 ≡ (A1∞A2) i c1 ≡ (C2∞C1)
паралельно до прямих a та c вiдповiдно. Оскiльки a та c не є паралельними,
то a1 та c1 також не є паралельними i тому позначимо через S = a1 ∩ c1 .
4) Оберемо на прямiй SB1 таку точку B2 , яка не спiвпадає з жодною iз
точок S i B1 .
5) Проведемо через точки B1 i C1 прямi a2 ≡ (A1∞B1) i a3 ≡ (A1∞C1)
паралельно до прямої a , а через точки B2 i A2 прямi c2 ≡ (C2∞B2) i
c3 ≡ (C2∞A2) паралельно до прямої c .

Оскiльки прямi a i c не є паралельними, то жоднi з прямих ai та cj
також не є паралельними. З урахуванням способу вибору т. A2 , B1 , C1 та
B2 , наступнi власнi прямi не є паралельними, i тому перетинаються у точках:
C0 = a2 ∩ (A2B2) = (A1∞B1) ∩ (A2B2) , B0 = a3 ∩ c3 = (A1∞C1) ∩ (A2C2∞) ,
A0 = (C1B1) ∩ c2 = (C1B1) ∩ (C2∞B2) .

{A1∞B1C1;A2B2C2∞;S, u ≡ (A0B0C0)} — шукана конфiгурацiя.
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Задача 7. Побудувати конфiгурацiю Дезарга, для якої двi вiдповiднi верши-
ни (A1 i A2 ) дезаргових трикутникiв (A1B1C1 та A2B2C2 ) є невласними
точками (A1 ≡ A1∞ , A2 ≡ A2∞ ).
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Рис. 6: до конфiгурацiї Дезарга, коли двi вiдповiднi вершини дезаргових трикутникiв
є невласними точками

Вказiвки до одного з можливих способiв розв’язання.
1) Задамо на площинi R2 невласнi точки A1 ≡ A1∞ i A2 ≡ A2∞ дезаргових
трикутникiв A1∞B1C1 i A2∞B2C2 за допомогою власних непаралельних пря-
мих a та d вiдповiдно. Оскiльки дезаргова точка S є iнцидентною до прямої
(A1∞A2∞) , то S є невласною точкою S∞ . Бiльше того, власнi прямi l та
m , що є iнцидентними до двох iнших пар вiдповiдних вершин дезаргових
трикутникiв, є паралельними.
2) Оберемо на площинi R2 пряму u , яка не є паралельною до прямих a i
d , та такi точки B1 i C1 , що пряма (B1C1) не є паралельною до жодної з
прямих u , a , d .
3) Проведемо через точки B1 i C1 прямi a1 i a2 паралельно до прямої a .
Оскiльки u не є паралельною до прямих (B1C1) та a , то позначимо точки
перетину зазначених нижче пар прямих наступним чином: A0 = (B1C1)∩ u ,
C0 = a1 ∩ u , B0 = a2 ∩ u .
4) Проведемо через точки C0 i B0 прямi d1 ≡ (A2∞C0) i d2 ≡ (A2∞B0)
паралельно до прямої d . Тодi точки B2 i C2 належать (є iнцидентними)
прямим d1 i d2 вiдповiдно.
5) Оберемо на прямiй d1 ≡ (A2∞C0) точку B2 , яка не спiвпадає з точкою
C0 та не належить (B1C1) . Оскiльки d1||d2 , то пряма (A0B2) перетинає
пряму d2 у шуканiй точцi C2 .

{A1∞B1C1;A2∞B2C2; u ≡ (A0B0C0)} — шукана конфiгурацiя.
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3. Про «вiдновлення» елементiв дезаргової конфiгурацiї
Добре вiдомо (напр. [17], [9]), що конфiгурацiя Дезарга (всi точки якої є

власними точками) має наступнi властивостi:
10 . Якщо будь-яку з 10 точок конфiгурацiї Дезарга обрати за дезаргову
точку (центр Дезарга), то (у цiй конфiгурацiї) однозначно визначаються
дезарговi трикутники i дезаргова пряма (вiсь Дезарга).
20 . Якщо будь-яку з 10 прямих конфiгурацiї Дезарга обрати за дезарго-
ву пряму (вiсь Дезарга), то (у цiй конфiгурацiї) однозначно визначаються
дезарговi трикутники i дезаргова точка (центр Дезарга).

Слiд також вiдзначити, що М.I. Кованцов розробив декiлька правил-схем,
за допомогою яких можна знаходити всi елементи дезаргової конфiгурацiї,
якщо задано деякi з них (напр. [9], С. 107–108 або ж [16], С. 63–65).

Не важко перевiрити, що для конфiгурацiї Дезарга на площинi, всi точ-
ки якої є власними точками, iснує точно 20 тривершинникiв, вершинами i
сторонами яких є точки i прямi такої конфiгурацiї. Бiльше того, має мiсце й
наступна маловiдома властивiсть конфiгурацiї Дезарга (напр. [5], C. 45–46)
30 . Якщо будь-який з 20 тривершинникiв, вершинами i сторонами якого є
точки i прямi конфiгурацiї Дезарга, обрати за дезарговий трикутник, то (у
цiй конфiгурацiї) однозначно визначаються другий дезарговий трикутник,
дезаргова пряма (вiсь Дезарга) i дезаргова точка (центр Дезарга).

З урахуванням зазначеного, можна видiлити наступнi ключовi задачi на
вiдновлення елементiв дезаргової конфiгурацiї, в якiй кожна точка є власною.
Задача 8. Беручи довiльну точку (будь-яку з 10) конфiгурацiї Дезарга за
дезаргову точку S , знайти (у цiй конфiгурацiї) дезарговi трикутники
A1B1C1 i A2B2C2 (вершини яких є точками конфiгурацiї) та пряму u (з
числа 10 прямих конфiгурацiї), для яких ця конфiгурацiя буде конфiгурацiєю
Дезарга з центром S та вiссю u .

Задача 9. Беручи довiльну пряму (будь-яку з 10) конфiгурацiї Дезарга за
дезаргову пряму u , знайти (у цiй конфiгурацiї) дезарговi трикутники
A1B1C1 i A2B2C2 (вершини яких є точками конфiгурацiї) та точку S (з
числа 10 точок конфiгурацiї), для яких ця конфiгурацiя буде конфiгурацiєю
Дезарга з вiссю u та центром S .

Задача 10. Беручи довiльний тривершинник (будь-який з 20), вершинами
i сторонами якого є точки i прямi конфiгурацiї Дезарга, за дезарговий три-
кутник A1B1C1 , знайти (у цiй конфiгурацiї) другий дезарговий трикутник
A2B2C2 (вершини якого є точками конфiгурацiї), дезаргову пряму u та де-
заргову точку S (з числа 10 прямих i 10 точок конфiгурацiї), для яких ця
конфiгурацiя буде конфiгурацiєю Дезарга з вiссю u та центром S .
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Рис. 7: до задач 8 , 9 i 10 — вiдповiднi дезарговi трикутники, центр та пряма

На рис. 7 в явному виглядi наведено вiдповiднi розв’язки задач 8 , 9 та
10 — «результати вiдновленя» вiдповiдних невiдомих елементiв фiксованої
дезаргової конфiгурацiї {A1B1C1;A2B2C2;S, u ≡ (A0B0C0)} (з урахуванням
позначень на рис. 1 ) для випадкiв коли:
1) в якостi дезаргової точки обрано точки S,A1, B1, C1, A0, C0, B0, A2, B2, C2

— конфiгурацiї 1), . . . , 10) вiдповiдно на рис. 7 ;
2) в якостi дезаргової прямої обрано прямi (A0C0B0) , (A0B2C2) , (A2C2B0) ,
(A2B2C0) , (SA1A2) , (SC1C2) , (SB1B2) , (A0B2C2) , (A1C1B0) , (A1B1C0) —
конфiгурацiї 1), . . . , 10) вiдповiдно на рис. 7 ;

DOI: https://doi.org/10.31865/2413-26672415-3079112021234879 163

Ё\
`\./

го :+

1 \ /: І

Ё

\

1

Ю/\
)о:%г7Ы4А \>Ы4` М/ ,

\ \ Ї!

\/ \/ \/

Ё

/ С



ISSN 2413-2667 (Print), ISSN 2415-3079 (Online)

3) в якостi дезаргового трикутника обрано трикутники A1B1C1 (або ж
A2B2C2 ), SB1C1 (або ж A2C0B0 ), SA1C1 (або ж B2C0A0 ), SA1B1 (або
ж C2B0A0 ), B1B2C0 (або ж C1B0C2 ), B1A0B2 (або ж A1B0A2 ), C1A0C2

(або ж A1C0A2 ), A1C0B0 (або ж SB2C2 ), SA2C2 (або ж B1C0A0 ), SA2B2

(або ж C1B0A0 ) — конфiгурацiї 1), . . . , 10) вiдповiдно на рис. 7 .

Зауваження 6. Вiдсутнiсть позначень для вершин дезаргових трикутни-
кiв та точок (на дезарговiй прямiй) перетину вiдповiдних сторiн на рис. 7
не є випадковою. Бо основний акцент в задачах 8 , 9 i 10 , як iлюстрацiй
до вiдповiдних властивостей 10 –30 , було зроблено на вiдшуканнi невiдомих
елементiв (конфiгурацiї) як геометричних фiгур, якi з точнiстю до перепо-
значень або при вiдсутностi позначень взагалi, визначаються однозначно.

Крiм того, з досвiду самостiйної роботи студентiв над задачами 8 , 9 i 10 з
однаковою умовою (конфiгурацiєю та одним з її дезаргових елементiв: точки,
прямої або ж трикутника), слiд вiдзначити, що вiдмiннiсть у вiдновленнях
позначень для точок конфiгурацiї не раз ставала приводом для дискусiй щодо
«правильностi» знайденого розв’язку.

З урахуванням зазначеного, автори переконанi в тому, що вкрай важли-
вими є й задачi на вiдновлення позначень для фiксованої конфiгурацiї
Дезарга (всi точки якої є власними) за умов фiксацiї позначень одного з її
елементiв: дезаргової точки, дезаргової прямої або ж дезаргового трикутни-
ка. З урахуванням властивостей 10 –30 , коректнiсть постановки зазначеного
типу задач не викликає сумнiвiв, а самi задачi (за своєю суттю) є уточненням
задач 8 , 9 i 10 шляхом їх доповнення завданням комбiнаторного характеру:
«Скiльки розв’язкiв має задача з урахуванням можливих позначень?».

Як з’ясувалося, кожна iз таких задач, з урахуванням можливих позна-
чень, має точно 12 рiзних розв’язкiв — рис. 8. Пояснимо останнє:
1) центр Дезарга визначається однозначно, тому його буде позначено як S ;
2) оскiльки дезаргова пряма визначається однозначно, а точки на нiй слiд
позначати через A0 , B0 i C0 , то iснує 3! = 6 способiв для позначення точок
на осi Дезарга;
3) оскiльки дезарговi трикутники визначається однозначно, то їх вершини
слiд позначати через A1B1C1 , A2B2C2 або ж навпаки; крiм того, оскiльки
точки конфiгурацiї на дезарговiй осi вже позначено через A0 , B0 i C0 , то
iндекси вершин AiBiCi кожного з трикутникiв визначаються однозначно, бо
A0 ∈ (BiCi) , B0 ∈ (AiCi) та C0 ∈ (AiBi) ; тобто iснує лише 2 способи для по-
значення вершин дезаргових трикутникiв (з точнiстю до замiни їх iндексiв).

Отже, iснує лише 12 способiв для вiдновлення позначень на дезарговiй
конфiгурацiї з фiксованим дезарговим елементом.
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Рис. 8: всi з 12 можливих позначень точок певної конфiгурацiї Дезарга з фiксованим
дезарговим елементом (точкою / прямою / трикутником)

4. Теореми Дезарга в термiнах евклiдової геометрiї
Маємо своїм приємним обов’язком вiдзначити, що в пiдручнику з геомет-

рiї (профiльний рiвень) для 10 класу ( [10], С. 33–35) автори звертають увагу
на значеннi просторової теореми Дезарга для побудови зображень перерiзiв
многогранникiв та знайомлять учнiв з формулюванням теореми Дезарга в
термiнах проективної геометрiї.
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I хоча формулювання зазначеної теореми в термiнах проективної геомет-
рiї є яскравим прикладом одночасної лаконiчностi та змiстовної ємностi в ма-
тематицi, проте, оскiльки учням не є знайомими поняття невласних елемен-
тiв розширеної евклiдової площини, то при ознайомленнi учнiв (та студентiв
педагогiчних спецiальностей — майбутнiх вчителiв математики) з теоремою
Дезарга важливо наголосити на тому, що в термiнах (евклiдової геометрiї)
шкiльного курсу геометрiї, ця теорема мiстить шiсть випадкiв-тверджень,
якi можна викласти, наприклад, наступним чином
Пряма теорема Дезарга. Нехай дано △ A1B1C1 та △ A2B2C2 . ...
Теорема 1.1. Якщо три прямi, що проходять через вiдповiднi вершини
трикутникiв, перетинаються в однiй точцi та жодна з пар прямих, якi
мiстять вiдповiднi сторони трикутникiв не є паралельними, то точки їх
перетину належать однiй прямiй. Тобто, якщо
(A1A2)∩ (B1B2)∩ (C1C2) = S ; A0 = (B1C1)∩ (B2C2) , B0 = (A1C1)∩ (A2C2) ,
C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) , то A0 ∈ (B0C0) — рис. 9 a) .
Теорема 1.2. Якщо три прямi, що проходять через вiдповiднi вершини
трикутникiв, є попарно паралельними та жодна з пар прямих, якi мiс-
тять вiдповiднi сторони трикутникiв не є паралельними, то точки їх
перетину належать однiй прямiй. Тобто, якщо
(A1A2)||(B1B2) , (B1B2)||(C1C2) , (C1C2)||(A1A2) ; A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) ,
B0 = (A1C1) ∩ (A2C2) , C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) , то A0 ∈ (B0C0) — рис. 9 b) .
Теорема 1.3. Якщо три прямi, що проходять через вiдповiднi вершини
трикутникiв, перетинаються в однiй точцi та лише двi з вiдповiдних сто-
рiн трикутникiв є паралельними, то пряма, що проходить через точки
перетину двох iнших пар прямих (якi мiстять вiдповiднi сторони три-
кутникiв), є паралельною до кожної з паралельних сторiн трикутникiв.
Тобто, якщо
(A1A2)∩ (B1B2)∩ (C1C2) = S ; A0 = (B1C1)∩ (B2C2) , C0 = (A1B1)∩ (A2B2) ,
(A1C1)||(A2C2) , то (A0C0)||(A1C1) i (A0C0)||(A2C2) — рис. 9 c) .
Теорема 1.4. Якщо три прямi, що проходять через вiдповiднi вершини
трикутникiв, є попарно паралельними та лише двi з вiдповiдних сторiн
трикутникiв є паралельними, то пряма, що проходить через точки пере-
тину двох iнших пар прямих (якi мiстять вiдповiднi сторони трикутни-
кiв), є паралельною до кожної з паралельних сторiн трикутникiв.
Тобто, якщо
(A1A2)||(B1B2) , (B1B2)||(C1C2) , (C1C2)||(A1A2) ;
A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) , C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) , (A1C1)||(A2C2) , то
(A0C0)||(A1C1) i (A0C0)||(A2C2) — рис. 9 d) .
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Теорема 1.5. Якщо три прямi, що проходять через вiдповiднi верши-
ни трикутникiв, перетинаються в однiй точцi та двi сторони одного з
трикутникiв є попарно паралельними до двох вiдповiдних сторiн другого
трикутника, то й третi вiдповiднi сторони трикутникiв є паралельними.
Тобто, якщо (A1A2)∩ (B1B2)∩ (C1C2) = S ; (A1B1)||(A2B2) , (A1C1)||(A2C2) ,
то (B1C1)||(B2C2) — рис. 9 e) .
Теорема 1.6. Якщо три прямi, що проходять через вiдповiднi вершини
трикутникiв, є попарно паралельними та двi сторони одного з трикутни-
кiв є попарно паралельними до двох вiдповiдних сторiн другого трикутника,
то й третi вiдповiднi сторони трикутникiв є паралельними.
Тобто, якщо (A1A2)||(B1B2) , (B1B2)||(C1C2) , (C1C2)||(A1A2) ;
(A1B1)||(A2B2) , (A1C1)||(A2C2) , то (B1C1)||(B2C2) — рис. 9 f) .
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Рис. 9: до частинних випадкiв прямої та оберненої теорем Дезарга
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Традицiйно, в бiльшостi iснуючих пiдручникiв, посiбникiв та збiрниках
задач, частиннi випадки та оберненi твердження (пов’язанi з теоремою Де-
зарга) в термiнах евклiдової геометрiї пропонують читачевi сформулювати
самостiйно. Не можна не погодитися з важливiстю самостiйного виконання
зазначеного типу задач та переоцiнити їх значення в контекстi формуван-
ня вiдповiдних компетентностей. Проте автори вважають своїм обов’язком,
принаймнi задля цiлiсностi викладу матерiалу та спроби забезпечення на-
лежного рiвня сформованостi вiдповiдних результатiв навчання у студентiв,
навести формулювання (в термiнах евклiдової геометрiї) частинних випадкiв-
тверджень для оберненої теореми Дезарга.
Обернена теорема Дезарга. Нехай дано △ A1B1C1 та △ A2B2C2 . ...
Теорема 2.1. Якщо три точки перетину прямих, що мiстять вiдповiднi
сторони трикутникiв, належать однiй прямiй та двi прямi, якi проходять
через вiдповiднi вершини трикутникiв не є паралельними (перетинаються
в певнiй точцi), то пряма, яка проходить через третю пару вiдповiдних
вершин трикутникiв, проходить через зазначену точку.

Тобто, якщо
A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) , B0 = (A1C1) ∩ (A2C2) , C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) i
A0 ∈ (B0C0) , то (A1A2) ∩ (B1B2) ∩ (C1C2) = S — рис. 9 a) .
Теорема 2.2. Якщо три точки перетину прямих, що мiстять вiдповiднi
сторони трикутникiв, належать однiй прямiй та двi прямi, якi проходять
через вiдповiднi вершини трикутникiв є паралельними, то пряма, яка про-
ходить через третю пару вiдповiдних вершин трикутникiв, є паралельною
до кожної iз останнiх зазначених паралельних прямих.

Тобто, якщо
A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) , B0 = (A1C1) ∩ (A2C2) , C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) ,
A0 ∈ (B0C0) , (A1A2)||(B1B2) , то (C1C2)||(A1A2) , (C1C2)||(B1B2) — рис. 9 b) .
Теорема 2.3. Якщо лише двi з вiдповiдних сторiн трикутникiв є па-
ралельними, а пряма, яка проходить через точки перетину прямих, що
мiстять iншi вiдповiднi сторони трикутникiв, є паралельною до кожної
з паралельних сторiн трикутникiв та двi прямi, якi проходять через вiд-
повiднi вершини трикутникiв не є паралельними (перетинаються в певнiй
точцi), то пряма, яка проходить через третю пару вiдповiдних вершин
трикутникiв, проходить через зазначену точку.

Тобто, якщо
A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) , C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) , (A1C1)||(A2C2) ,
(A0C0)||(A1C1) , (A0C0) ∥ (A2C2) та (A1A2) ∦ (B1B2) , то
(A1A2) ∩ (B1B2) ∩ (C1C2) = S — рис. 9 c) .
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Теорема 2.4. Якщо лише двi з вiдповiдних сторiн трикутникiв є
паралельними, а пряма, яка проходить через точки перетину вiдповiдних
прямих трикутникiв (що мiстять iншi вiдповiднi сторони трикутникiв),
є паралельною до кожної з паралельних сторiн трикутникiв та двi прямi,
якi проходять через вiдповiднi вершини трикутникiв, є паралельними, то
пряма, яка проходить через третю пару вiдповiдних вершин трикутникiв,
є паралельною до кожної iз останнiх зазначених паралельних прямих.

Тобто, якщо A0 = (B1C1)∩(B2C2), C0 = (A1B1)∩(A2B2), (A1C1)||(A2C2) ,
(A0C0)||(A1C1) , (A0C0)||(A2C2) та (A1A2)||(B1B2) , то
(C1C2)||(A1A2) , (C1C2)||(B1B2) — рис. 9 d) .
Теорема 2.5. Якщо кожна пара прямих, що мiстять вiдповiднi сторони
трикутникiв, є паралельними та двi прямi, якi проходять через вiдповiднi
вершини трикутникiв не є паралельними (перетинаються в певнiй точцi),
то пряма, яка проходить через третю пару вiдповiдних вершин трикутни-
кiв, проходить через зазначену точку.

Тобто, якщо
(B1C1)||(B2C2) , (A1C1)||(A2C2) , (A1B1)||(A2B2) i (A1A2) ∦ (B1B2) , то
(A1A2) ∩ (B1B2) ∩ (C1C2) = S — рис. 9 e) .
Теорема 2.6. Якщо кожна пара прямих, що мiстять вiдповiднi сторони
трикутникiв, є паралельними та двi прямi, якi проходять через вiдповiд-
нi вершини трикутникiв, є паралельними, то пряма, яка проходить через
третю пару вiдповiдних вершин трикутникiв, є паралельною до кожної iз
останнiх зазначених паралельних прямих.

Тобто, якщо
(B1C1)||(B2C2) , (A1C1)||(A2C2) , (A1B1)||(A2B2) i (A1A2)||(B1B2) , то
(C1C2)||(A1A2) , (C1C2)||(B1B2) — рис. 9 f) .

Зауваження 7. Очевидно, що наведену низку тверджень доцiльно
використовувати (принаймнi пiд час первинних уявлень та умовиводiв)
в якостi вiдповiдних ознак: «приналежностi трьох точок однiй прямiй»,
«перетину трьох прямих в однiй точцi», «паралельностi прямих» тощо.
Зауваження 8. Наведена низка частинних випадкiв прямої та оберненої
теорем Дезарга на площинi в термiнах евклiдової геометрiї аж нiяк не
претендує на оригiнальнiсть. З iншими пiдходами до формулювань цих
тверджень можна ознайомитися, наприклад, в [11], C. 44; [12], C. 26.
Основна ж мета наведених тверджень — цiлiснiсть та повнота мате-
рiалу, одним з основних призначень якого є iдейна основа для можливих
їх застосувань до розв’язання широкого кола задач на побудову, зокрема з
недосяжними точками.
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Прикiнцевi зауваження
Добре вiдомо (напр. [3], C. 169-170; [13], С. 199–201; [17], С. 98–101), що

один з традицiйних пiдходiв до доведення прямої та оберненої теорем Дезарга
полягає у наступному: спочатку доводяться «просторовi варiанти» (коли три-
вершинники належать рiзним непаралельним площинам) прямої та оберненої
теорем Дезарга; потiм на пiдставi «просторових варiантiв» та шляхом розгля-
ду допомiжної площини доводяться пряма та обернена теореми Дезарга на
площинi. Як зазначається в [14], особливiстю способу доведення просторового
варiанту теореми Дезарга є наступне: «Доказательство, получается только
из внимательного рассмотрения чертежа и установления определенных,
следующих из этого выводов. Теорема Дезарга прекрасно иллюстрирует
мысль о том, что значит и как важно уметь смотреть на чертеж и
видеть по возможности все то, что на нем изображено. . . .Следует еще
отметить, что все доказательство не выходит за пределы совершенно эле-
ментарных соображений, доступных всем изучающим стереометрию.»

Слiд також вiдзначити, що «просторовий варiант» теореми Дезарга є
узагальненням добре вiдомого твердження зi шкiльного курсу стереометрiї:
«Якщо трикутну пiрамiду з основою ABC перетнути (сiчною) площиною γ
паралельно до площини (ABC) , то в перерiзi одержимо △ A′B′C ′ , подiбний
до △ ABC та гомотетичний до нього» (бiльш детально — в [14], С. 46–47).

Крiм того, «просторовий варiант» теореми Дезарга є однiєю з найважли-
вiших теорем нарисної геометрiї, на її основi розв’язується широке коло задач
проекцiйного креслення та на побудову зображень в стереометрiї.

Особливо цiкавими є дослiдження Д. Гiльберта [4] щодо ролi теореми
Дезарга для побудови систем аксiом проективної площини та проективного
простору (напр. [5], С. 276–280; [16], С. 56). Проте мусимо вiдзначити, що
М.I. Кованцов (в [9], С. 109) звертає увагу на те, що така роль має випадко-
вий характер, бо при побудовi проективної геометрiї на iншiй системi аксiом
(наприклад, коли в основу покладено систему аксiом лiнiйного простору) ця
роль може й не виявитись.
Висновки

Таким чином в представленiй статтi:
— виокремлено низку властивостей конфiгурацiї Дезарга з невласними еле-
ментами на розширенiй евклiдовiй площинi;
— наведено алгоритми (можливi способи) розв’язання до п’яти найбiльш
типових задач на побудову конфiгурацiї Дезарга з невласними елементами
(за винятком першої з них) за принципом мiнiмальностi числа невласних її
елементiв;
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— для кожної з трьох ключових задач на вiдновлення елементiв конфiгура-
цiї Дезарга (10 точок якої є власними) в явному виглядi наведено їх розв’язки;
— за умов фiксацiї лiтер алфавiту та наборiв вiдповiдних iндексiв, наведено
всi дванадцять з можливих розв’язкiв кожної iз зазначених вище задач (всiх
можливих позначень точок певної конфiгурацiї Дезарга за умов обрання-
фiксацiї дезаргової точки, прямої або ж трикутника);
— наведено формулювання (в певному сенсi всiх) частинних випадкiв пря-
мої та оберненої теорем Дезарга на площинi в термiнах евклiдової геометрiї.

На думку авторiв цiлком досяжними є дослiдження та систематичний
виклад випадкiв, коли у дезаргових трикутникiв спiвпадають вершини або
сторони. А, з урахуванням результатiв роботи [8] та розгалуженостi можли-
вих випадкiв (на пiдставi довiльностi вибору певних точок та/або прямих),
цiкавим також здається як сам алгоритм, так i його програмна реалiзацiя
для побудови конфiгурацiї Дезарга на площинi.
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Donbas State Pedagogical University, Sloviansk, Ukraine.

On problems for the Desargues configuration with improper
elements and related issues

This article covers didactic and methodological aspects of studying Desargues
configuration (in particular with improper elements) on the plane.

The authors have identified a number of properties of the Desargues confi-
guration with improper elements on the extended Euclidean plane. Algori-
thms (possible methods) for solving up to five of the most typical problems
for constructing the Desargues configuration with improper elements (with the
exception of the first one) are given according to the principle of the minimum
number of improper elements. For each of the three key problems for restoring
elements of the Desargues configuration (all 10 points of which are proper) soluti-
ons are explicitly given; under the conditions of fixing the letters of the alphabet
and sets of corresponding indices, all twelve possible solutions to each of the
above problems are given (possible designations of points of a certain Desargues
configuration, provided that a Desargues centre, a Desargues axis, or a Desargues
triangle is chosen).

In addition, the authors give formulations (in some sense, of all) special cases
of direct and inverse Desargues theorems on the plane in terms of Euclidean
geometry.

Keywords: projective plane, Desargues theorem on the plane, Desargues
configuration on the plane, improper elements.
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ У ГУМАНIТАРНИХ
ДОСЛIДЖЕННЯХ: КОМПЕТЕНТНIСТЬ ФАХIВЦIВ У

ЗАКЛАДАХ ФАХОВОЇ ПЕРЕДВИЩОЇ ОСВIТИ

Робота присвячена дослiдженню професiйної компетентностi фахiвцiв в системi освiтнього
середовища закладу фахової передвищої освiти. Пiдкреслено, що розробка i обґрунтування
педагогiчних умов є надзвичайно важливим етапом дослiджень.

Ключовi слова: компетентностi, педагогiчнi умови, фахiвцi

Вступ
Реформування української освiти сьогоднi вiдбувається шляхом оновле-

ння державних стандартiв, удосконалення змiсту освiти через модернiзацiю
iснуючих освiтнiх програм, навчальних планiв. Це, у свою чергу, пiдвищує
вимоги до професiйного рiвня педагогiчних i науково-педагогiчних працiв-
никiв. У свiтовiй та вiтчизнянiй практицi посилення кадрового потенцiалу
викладачiв реалiзовується через концепцiю компетентнiсного пiдходу, тоб-
то вдосконалення складових професiйної компетентностi. Тому розробка i
обґрунтування педагогiчних умов професiйної компетентностi фахiвцiв технi-
чного профiлю в системi освiтнього середовища закладу фахової передвищої
освiти (далi — ЗФПО) (якими є коледжi, технiкуми) є надзвичайно актуаль-
ною задачею.

Досягнення зазначеної мети зумовлює наступну постановку задачi дослi-
дження: виявити i теоретично обґрунтувати компоненти, критерiї, показники
i рiвнi розвитку професiйної компетентностi фахiвцiв технiчного профiлю в
системi освiтнього середовища ЗФПО.

Основна частина
З метою виявлення i теоретичного обґрунтування компонентiв, критерiїв,

показникiв i рiвнiв розвитку професiйної компетентностi фахiвцiв технiчного
профiлю в системi освiтнього середовища ЗФПО запропонована: структура,
змiст та логiка органiзацiї проведення педагогiчного дослiдження; методика
дiагностики сформованостi професiйної компетентностi фахiвцiв технiчного
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профiлю в означенiй системi; отриманi кiлькiснi результати попереднього ста-
ну розвитку компетентностi [1].

Вiдповiдно до розробленого плану, педагогiчний експеримент тривав про-
тягом 2014—2019 рр. i охоплював послiдовнi етапи науково-педагогiчного
пошуку. На першому (констатувальному) етапi сформульовано тему i завда-
ння дослiдження, вiдiбранi учасники експерименту, обрано бази дослiдження
(експериментальна платформа), пiдiбранi тести, питання для анкетування
та опитування респондентiв, створенi iндивiдуальнi картки та iншi засоби
дiагностики. У педагогiчному експериментi приймають участь викладачi з
шести ЗФПО Одеси, Харкова, Черкас, Києва. Загальна кiлькiсть учасникiв
експерименту складає 371 особу. Диференцiювання на групи здiйснювалося
шляхом проведення опитування, анкетування, тестування. Це дозволило ви-
явити: а) володiння основами педагогiки, психологiї, дидактики, елементами
педагогiчної iноватики, навичками проведення педагогiчного монiторингу; б)
знання теорiї та наявнiсть практичних навичок органiзацiї i проведення ви-
ховних заходiв; в) рiвень мотивацiї вибору професiї педагога тощо. Сформо-
ванi двi групи викладачiв технiчного профiлю, якi демонстрували приблизно
однаковi результати на констатувальному етапi експерименту: експеримен-
тальна група (далi – ЕГ) — 185 учасникiв, та контрольна (далi – КГ) — 186
особи.

Проведений на попередньому етапi зрiз, засвiдчив, що бiльшiсть респон-
дентiв ЕГ (78%) та КГ (71,5%) нечiтко розумiють важливiсть теоретико-
iнформацiйної пiдготовки щодо пiдвищення професiйної компетентностi в
системi освiтнього середовища ЗФПО.

Обiзнанiсть викладачiв обох груп щодо сутностi та особливостей
дiяльнiсно-практичної роботи обмежується лише власним досвiдом, отрима-
ним пiд час навчання в закладi вищої освiти (81%).

Вiдсутнiсть знань до вироблення власної системи iдеалiв, переконань,
поглядiв, що стосуються педагогiчної дiяльностi, виявили майже 76% ре-
спондентiв; потребу до виконання виховних дiй проявили 34% опитаних;
принципами самовдосконалення керуються у своїх дiях 37% викладачiв; та-
ке поняття, як рiвень педагогiчної майстерностi був зрозумiлим лише 22%
фахiвцiв (мотивацiйно-цiннiсний компонент [2]).

Вiдповiдно до виокремлених компонентiв розвитку професiйної компетен-
тностi, якi є найбiльш динамiчними в системi освiтнього середовища коледжу
(теоретико-iнформацiйний, дiяльнiсно-практичний, мотивацiйно-цiннiсний),
було визначено наступнi критерiї: когнiтивний, дiяльнiсний, мотивацiйний,
а також їх показники, якi представленi у табл. 1 [3].
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 Критерії 

(засіб 
оцінювання) 
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знання основ педагогіки, 
психології, дидактики, 
методики викладання 
фахових дисциплін; 
розуміння особливостей 
педагогічної роботи, 
принципів та методів 
педагогіки 

здатність до інтелектуальних 
дій і розумових операцій, що є 
необхідними для опрацювання 
інформації (аналіз, синтез, 
порівняння, узагальнення, 
систематизація, встановлення 
причинно-наслідкових 
зв’язків) 
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що розширюють власний 
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оцінювання 
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педагогіки, 
дидактики,  
психології 
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завдань 
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фіксації інформації, 
моделювання складових 
освітньої діяльності  

розуміння необхідності та 
важливості підвищення 
рівня фахової і освітньої 
компетентності 

бажання виконувати 
педагогічну роботу (високий 
соціальний статус; визнання 
та повага людей тощо)  

М
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и
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ц
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н
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ц
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Мотива-

ційний 

(тести на 
мотивацію 
особистості 

щодо 
професії 
педагога) 

розвиненість позитивних 
психолого-педагогічних 
якостей особистості  
(любов, милосердя) 

соціальна активність  
щодо впровадження  
позитивних змін  
у суспільство 

адекватна оцінка 
результатів  
пізнавальної і виховної 
роботи 

володіння методами 
організації та проведення 
виховних заходів, а також 
самоосвітньої діяльності 

вміння підготувати 
презентацію-звіт про 
результати проведення 
організаційно-
педагогічної роботи 

готовність до активної 
співпраці зі студентами, 
методичного та  
професійно-педагогічного 
спрямування  

Д
ія

л
ьн

іс
н

о-
п

р
ак

ти
ч

н
и

й
 

 

Діяльнісний 

(анкетування, 
аналіз 

відгуків 
наставників, 

наукових 
керівників, 
презентації, 

звіти) вміння працювати у 
складі динамічної педа-
гогічної та наукової пари 

інтерес і зацікавленість  
до різних аспектів  
педагогічної діяльності 

 

Табл. 1: Компоненти, критерiї та показники розвитку професiйної компетентностi
фахiвцiв технiчного профiлю в системi ЗФПО
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Для констатацiї рiвня сформованостi теоретико-iнформацiйного компо-
ненту, використано тести, якi мають три категорiї складностi i створенi на
основi узагальненого аналiзу психолого-педагогiчних джерел. З метою визна-
чення рiвня розвитку мотивацiйно-цiннiсного компоненту професiйної компе-
тентностi, респондентам пропонувалися тести, що орiєнтованi на з’ясування
характеристик мотивiв до роботи.

Шляхом проведення статистичного аналiзу (обсяг вибiрки — 370 осiб),
нами визначена кiлькiсть фахiвцiв для яких ключовими мотивами була «пе-
дагогiчна професiя», «педагогiчна робота» (47%). Дiагностика реальної стру-
ктури цiннiсних орiєнтацiй особистостi здiйснювалася шляхом тестування за
методикою С. Бубнова. Визначення поведiнки особистостi, ставлення до себе
та оточуючих, а також до виконання професiйних обов’язкiв, використана
дiагностика векторiв спрямованостi (спрямованiсть виявляється в потребi,
iнтересах, iдеалах, переконаннях, мотивах особистої поведiнки та проведен-
ня педагогiчної роботи). Для визначення дiяльнiсно-практичного компоненту
розроблена i впроваджена у дiю методика проведення аудиторних навчаль-
них занять та виховних заходiв за оригiнальною авторською методикою iз
залученням досвiдчених колег [1].

Нами запропоновано використання наступних рiвнiв розвитку професiй-
ної компетентностi фахiвцiв технiчного профiлю в системi освiтнього середо-
вища ЗФПО: репродуктивний рiвень; адаптивний; локально-методологiчний;
системно-моделюючий; системно-моделюючий дiяльнiсть i поведiнку [2-4].
Висновки

Аналiз результатiв на констатувальному етапi дослiдження, точок зору
досвiдчених викладачiв, дозволили сформулювати перспективу напрямку ро-
боти: 1) розробити i впровадити експериментальну методику (програму) роз-
витку професiйної компетентностi викладачiв технiчного профiлю в систему
освiтнього середовища ЗФПО; 2) створити методичнi рекомендацiї, що орiєн-
тованi на набуття знань та розширення педагогiчного свiтогляду у фахiвцiв
технiчного профiлю, якi є необхiдними у процесi проведення органiзацiйно-
педагогiчної роботи; 3) виокремити тi педагогiчнi умови, якi є необхiдними
для розвитку професiйної компетентностi фахiвцiв технiчного профiлю в си-
стемi освiтнього середовища ЗФПО.
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GEOGEBRA НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ
В СЕРЕДНIЙ ШКОЛI

Розглядається питання пiдготовки майбутнiх учителiв математики до застосування
GeoGebra в майбутнiй професiйнiй дiяльностi. Розглянуто приклади можливого засто-
сування GeoGebra пiд час вивчення рiзних тем шкiльного курсу математики.

Ключовi слова: сервiс GeoGebra, середня школа, старша школа, майбутнi вчителi
математики, iнформатична компетентнiсть

Вступ
Використання цифрових технологiй в навчаннi є розповсюдженим яви-

щем сучасного суспiльства. Їх впровадження змiнює характер освiтнього
середовища. Звiдси виникають новi вимоги до освiтнiх систем та методик
викладання, у тому числi викладання математики. На ряду з новими вимога-
ми, також, постають питання щодо нових форм i методiв навчання майбутнiх
учителiв математики та їх практичної пiдготовки до майбутньої професiї.

Використання прикладного програмного забезпечення навчального при-
значення у навчальному процесi середньої школи є необхiдною умовою суча-
сностi для подальшого розвитку шкiльної математичної освiти в Українi.

Зрозумiло, що швидкий розвиток цифрових технологiй несе в собi новi
можливостi. Досягнення в галузi цифрових технологiй дозволяють учителям
та їх учням дослiджувати математичнi об’єкти з використанням рiзних ма-
тематичних моделей.

Мета статтi полягає в розкриттi особливостей використання моделей си-
стеми динамiчної математики GeoGebra на уроках математики в середнiй
школi. Для її досягнення необхiдно розглянути функцiональнi можливостi
програмного засобу GeoGebra на уроках математики в середнiй школi.
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Основна частина
Використання рiзноманiтних форм дослiдження пiд час навчання в сере-

днiй та старшiй школах, зокрема на уроках математики, формує логiчне та
критичне мислення, допомагає розвинути розумово-пiзнавальнi та творчi яко-
стi учнiв. Сформованi та розвинутi зазначенi якостi особистостi є важливими
завданнями навчання учнiв у середнiй та старшiй школах. В подальшому
данi якостi визначатимуть конкурентно-спроможнiсть особистостi на ринку
працi та впливатимуть на здатнiсть здiйснення iнновацiйної дiяльностi.

Чиннi навчальнi програми не обмежують творчу iнiцiативу педагогiв,
передбачають гнучкiсть у вiдборi та розподiлi навчального матерiалу, а та-
кож у застосуваннi методiв i засобiв навчання [1]. Значна увага придiляється
вивченню геометрiї у шкiльних програмах багатьох країн, для задоволен-
ня потреб було розроблено рiзноманiтнi пакети динамiчної геометрiї, серед
них можна навести Cabri Geometre (Францiя), Sketchpad Geometer (США),
Geometry Inventor (Iзраїль), Пакет динамiчної геометрiї DG (Україна) i Thales
(Австрiя). Використання на уроках пакетiв динамiчної геометрiї в поєднан-
нi iз здатнiстю цих засобiв «легко створювати динамiчнi комп’ютернi моделi
математичних об’єктiв дозволяє не лише розв’язувати математичнi задачi,
а й органiзовувати евристичне навчання, формувати вмiння встановлювати
логiчнi зв’язки та закономiрностi, робити висновки з отриманих результа-
тiв» [8]. До таких прикладних програм належить також i система динамiчної
математики GeoGebra. Дану систему можна сприймати i як платформу для
соцiальної спiльноти, яка «об’єднує навколо iдеї популяризацiї математичних
iдей, законiв, закономiрностей науковцiв, викладачiв, учителiв та всiх осiб за-
цiкавлених математикою» [9].

Програма GeoGebra була розроблена у 2002 роцi, як дипломний магi-
стерський проект Маркуса Хохенватера (Markus Hohenwarter) пiд час йо-
го навчання в унiверситетi Зальцбурга. Остання версiя системи динамiчної
математики GeoGebra – 6.0.639. Система належить до вiльно поширюва-
них програмних продуктiв. GeoGebra надає широкi можливостi для роботи
з геометричними фiгурами, алгебраїчними виразами, таблицями, графами,
статистичними даними та арифметикою. Є засоби для роботи з рiзними
функцiями, такими як, графiки, корiння, iнтеграли тощо. Систему можна ви-
користовувати в якостi «вiртуальної лабораторiї для розробки iнтерактивних
дослiдницьких моделей математичних об’єктiв, як середовище для розробки
тестiв, тренажерiв, iнтерактивних завдань, створення iлюстративного мате-
рiалу» [4].
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Система динамiчної математики GeoGebra належить до цифрових тех-
нологiй. Цифровi технологiї – це вiзуалiзацiя даних, iнформацiйний пошук,
збiр даних, їх розповсюдження та обмiн ними, статистика, створення тексту,
обробка текстової, графiчної, цифрової, вiдео та аудiо iнформацiї, цифрова
картографiя, цифрова публiкацiя тощо.

Цифровi технологiї в освiтi розглядались багатьма українськими та закор-
донними дослiдниками та науковцями. Так, в роботах українських науковцiв
останнiх рокiв з рiзноманiтних галузей зазначається, що цифровi технологiї
являються каталiзатором економiчного зростання суспiльства [5], найпотуж-
нiшим чинником зростання та поширення економiчної активностi у глобаль-
нiй економцi та впливу на розвиток людського i соцiального капiталу [7],
рiзновидом iнформацiйних технологiй, який передбачає роботу з цифровими
ресурсами – окремими об’єктами, якi представленi в цифровiй (електроннiй)
формi та призначенi для досягнення поставлених освiтнiх цiлей [6], iнстру-
ментом дослiджень в моделюваннi явищ та процесiв [3] тощо.

Цифровi технологiї в освiтi – це нова форма педагогiчного пiзнання.
Цифровi технологiї в освiтi належать до засобiв досягнення означеної мети
в навчаннi за рахунок формування компетентностей притаманних сучаснiй
особистостi з новим типом мислення. Вони допомагають створити власний
науковий свiт та опанувати новi форми та методи пiзнання.

Оскiльки система динамiчної математики GeoGebra належить до цифро-
вих технологiй, зрозумiло, що, для використання даної системи на уроках
математики в середнiй та старшiй школах, виникає необхiднiсть формування
в учнiв, принаймнi, базового рiвня iнформатичної компетентностi.

Iнформатична компетентнiсть – базисна складова iнформацiйної культу-
ри особистостi та професiйно-особистiсна якiсть, що базується на динамiчнiй
комбiнацiї знань, способiв мислення, поглядiв, цiнностей, навичок та умiнь iз
створення та використання iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй, елек-
тронних освiтнiх ресурсiв спрямованих на задоволення власних iндивiдуаль-
них потреб i розв’язування професiйних педагогiчних завдань [2].

Отже, використання системи динамiчної математики «GeoGebrа», яка є
потужним iнструментом проведення комп’ютерних експериментiв iз мате-
матичними моделями, доцiльно розпочати з розв’язання простих задач, як,
наприклад, обчислення довжини лiнiй, побудова кривих, обчислення похiд-
них та iнтегралiв (Рис.1).

У системи динамiчної математики «GeoGebrа» закладено великий потен-
цiал iнструментарiю щодо його використання на уроках математики. Їх вико-
ристання надає навчальному процесу дослiдницького характеру через вико-
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ристання параметрiв як iнструментiв дослiдження. Iнструментарiй полотна
Таблиця та команд рядка вводу системи динамiчної математики «GeoGebrа»
виходить далеко за рамки шкiльного курсу математики i також може бути
використаний при вивченнi унiверситетських курсiв теорiї ймовiрностей та
математичної статистики [9]. Одним iз завдань застосування системи дина-
мiчної математики «GeoGebrа» є сформованi в учнiв вмiння шукати можливi
математичнi закономiрностi за допомогою проведення комп’ютерного експе-
рименту на iснуючих чи самостiйно побудованих динамiчних моделях.

 

Рис. 1: Приклад обчислення площi фiгури

Переходячи до бiльш складних геометричних завдань учитель повинен
пiсля засвоєння учнями початкових навичок роботи з системою динамiчної
математики «GeoGebrа» долучати їх до самостiйного, або колективного, ство-
рення графiчних образiв i анiмацiй з теми, яка вивчається. Завдання такого
типу надає можливiсть формувати самоосвiтню компетентнiсть та розвивати
критичне мислення в проєктнiй дiяльностi [10].

У такому форматi подання матерiалу на уроках математики буде подвiй-
ний зиск, який полягає у поглибленому засвоєннi навчального матерiалу та
формуваннi практичних навичок роботи з системою динамiчної математики
«GeoGebrа».

З ускладненням навчального матерiалу у старших класах, можливостей
використання комп’ютерного моделювання стає дедалi бiльше. Середовище
GeoGebra має в наявностi всi необхiднi iнструменти для наочного супрово-
ду шкiльного курсу математики, зокрема i для таких, зазвичай, складних
для засвоєння учнями тем як: розв’язування рiвнянь, нерiвностей та їх сис-
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тем; розв’язування рiвнянь та нерiвностей з параметрами; побудова графiкiв
складних функцiй; дослiдження властивостей функцiй; поняття визначеного
iнтегралу; задачi на побудову; побудова перерiзiв многогранникiв; побудова
комбiнацiй многогранникiв та тiл обертання тощо. Приклади застосування
GeoGebra наведено в роботi О. Гриб’юк [3].

Висновки
Отже, в сучасному педагогiчному суспiльства iснує об’єктивна потреба

в удосконаленнi iнформацiйної компетентностi педагога. Введення педагога
в мережевий простiр, формування i розвиток у нього навичок i умiнь робо-
ти в мережi, розвиток умiнь працювати з iнформацiєю стають актуальними
завданнями сучасної педагогiчної освiти, якi можуть бути вирiшено в межах
навчального середовища закладу вищої освiти.
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ЗАСТОСУВАННЯ ЗАДАЧ ПРАКТИЧНОГО ЗМIСТУ
ПРИ ВИВЧЕННI

КУРСУ МАТЕМАТИКИ 5-6 КЛАСIВ

У статтi розкрито значущiсть задач практичного змiсту в процесi навчання математи-
ки; висвiтлено результати аналiзу пiдручникiв математики для 5-6 класiв на предмет
наявностi задач практичного змiсту; запропоновано iнновацiйнi методи навчання, якi
допоможуть урiзноманiтнити та «осучаснити» процес навчання математики в школi; на-
ведено приклади завдань до кожного iз запропонованих методiв навчання.

Ключовi слова: задача практичного змiсту, шкiльний курс математики, пiдру-
чник, метод навчання, математична компетентнiсть, учитель, учень.

Вступ
Реформування системи освiти, iнновацiйний розвиток технологiй та iншi

змiни в суспiльному життi обумовлюють формування сучасної школи, яка не
тiльки дозволяє набувати учням новi знання, але й вчить їх цi знання вико-
ристовувати для виконання власних iндивiдуальних i професiйних завдань.
Головнi положення щодо розвитку освiтнього процесу в Українi викладенi
в Законах України «Про освiту» (2017 р.), «Про повну загальну середню
освiту» (2020 р.), «Про вищу освiту» (2014 р.), Концепцiї «Нова українська
школа» (2016 р.) та iнших документах.

17 серпня 2016 р. Мiнiстерством освiти i науки України було оприлюднено
для широкого обговорення першу версiю «Концептуальних засад реформува-
ння середньої освiти». I вже сьогоднi ми маємо Нову українську школу (далi
— НУШ), складовими якої є «новий змiст», «педагогiка партнерства», «нова
структура», «орiєнтацiя на учня», «сучасне освiтнє середовище», «вмотивова-
ний вчитель», «виховання на цiнностях», «автономiя школи», «справедливе
фiнансування i рiвний доступ». Для вчителiв математики особливо цiнним
є наявнiсть в концепцiї математичної компетентностi, як однiєї iз 10 клю-
чових компетентностей НУШ. Пiд математичною компететнiстю в концепцiї
розглядається «культура логiчного i алгоритмiчного мислення. Умiння за-
стосовувати математичнi (числовi та геометричнi) методи для вирiшення
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прикладних завдань у рiзних сферах дiяльностi. Здатнiсть до розумiння i
використання простих математичних моделей. Умiння будувати такi моделi
для вирiшення проблем» [3, с. 11].

Тож, враховуючи змiст поняття «математична компетентнiсть», особливої
актуальностi набуває формування в учнiв умiнь застосовувати математичнi
методи для вирiшення прикладних завдань у рiзних сферах дiяльностi.

Мета роботи: розкрити значущiсть задач практичного змiсту в проце-
сi навчання математики, висвiтлити аналiз пiдручникiв математики для 5-6
класiв на предмет наявностi задач практичного змiсту, а також розглянути
iнновацiйнi методи навчання, якi допоможуть урiзноманiтнити та «осучасни-
ти» процес навчання математики в школi.

Основна частина
Вiдповiдно до навчальної програми для загальноосвiтнiх навчальних за-

кладiв з математики для 5-9 класiв [4] однiєю з необхiдних умов формування
компетентностей в учнiв є практична спрямованiсть навчання. Доцiльно, де
це можливо, не лише показувати виникнення математичного факту iз пра-
ктичної ситуацiї, а й iлюструвати його застосування на практицi.

На тему важливостi практичної спрямованостi навчання видатний педа-
гог Ян Амос Коменський висловлювався та переконував, що учень легше
засвоюватиме навчальний матерiал, якщо знатиме, яку користь у повсяк-
денному життi має те, що вивчається [8]. Про зв’язок знань i практичної
дiяльностi також наголошував вiдомий нiмецький педагог Адольф Дiстер-
вег: «Сумне явище, коли голови учнiв наповненi великою чи малою кiлькiстю
знань, але вони не навчились їх застосовувати». Вчений-педагог був переко-
наний, що знання, не пiдкрiпленi вмiннями, втрачають свою значимiсть [2].

На необхiдностi посилення практичної спрямованостi в навчаннi матема-
тики ще з молодших класiв наголошують сучаснi провiднi науковцi Менчин-
ська Н.О., Пишкало А.М., Савченко О.Я. Практика застосування принципу
зв’язку навчання математики з життям широко i глибоко розроблена для
середньої i старшої школи авторами шкiльних пiдручникiв з математики Iсте-
ром О.С., Мерзляком А.Г., Полонським В.Б., Тарасенковою Н.А., Якiром
М.С. та iн.

Пiд математичною задачею з практичним змiстом будемо розумiти
задачу, «фабула якої розкриває застосування математики в сумiжних на-
вчальних дисциплiнах, знайомить з її використанням в органiзацiї, технологiї
i економiцi сучасного виробництва, у сферi обслуговування, у побутi, при ви-
конаннi трудових операцiй» [5].
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Задачi практичного змiсту сприяють переконанню учнiв у потребi вивче-
ння теоретичного матерiалу та якнайкраще демонструють, що математичнi
абстракцiї виникають iз задач, поставлених реальним життям. Вiдбувається
поступове зацiкавлення — вiд окремих задач та окремих тем, до всiєї нау-
ки. Також учнi набувають корисних навичок самостiйно знаходити потрiбну
iнформацiю, працювати з додатковою лiтературою.

З метою вивчення стану поширеностi задач практичного змiсту в шкiль-
ному курсi математики в 5-6 класах нами було проаналiзовано пiдручники з
математики для 5-6 класiв на наявнiсть задач практичного змiсту. Проведе-
ний аналiз дозволив встановити наступне.

Пiдручник «Математика», 5 клас, 2018 р. (автори – Н.А. Тарасенкова,
I.М. Богатирьова, О.П. Бочко, О.М. Коломiєць, З.О. Сердюк) [6]

1. Параграфи пiдручника мiстять рубрики «Застосуйте на практицi» /
«Проявiть компетентнiсть», у яких зiбрано завдання, пов’язанi з реальним
життям (не бiльше 5). Автори звертають увагу на те, що розв’язання цих
завдань допоможе учням набувати математичну компетентнiсть. Також ва-
жливою є наявнiсть в пiдручнику задач, якi пов’язанi з iншими ключовими
компетеностями, про що є вiдповiднi позначки: «про Україну», «фiнансовi
розрахунки», «про збереження здоров’я (розпорядок дня, поживнi речовини,
харчування тощо)», «екологiчнi», «на рух та його безпеку».

2. Найбiльше представленi задачi практичного змiсту в таких парагра-
фах: «Типи задач та способи їх розв’язування», «Задачi на дроби», «Задачi
на вiдсотки», «Середнє арифметичне. Середнє значення величин».

3. Найменше представленi задачi практичного змiсту в таких парагра-
фах: «Числовi вирази», «Кути та їх вимiрювання», «Прямокутник. Квадрат»,
«Трикутник та його види», «Розподiльний закон», «Порядок виконання дiй»,
«Квадрат i куб числа», «Площа прямокутника i квадрата», «Прямокутний
паралелепiпед i куб. Об’єми», «Дроби i дiлення», «Що таке десятковий дрiб».

Пiдручник «Математика», 6 клас, 2020 р. (автори – Н.А. Тарасенкова,
I.М. Богатирьова, О.М. Коломiєць, З.О. Сердюк) [7]

1. Параграфи пiдручника мiстять рубрику «Застосуйте на практицi», у
якiй зiбрано завдання, пов’язанi з реальним життям (не бiльше 5). Автори
звертають увагу на те, що розв’язання цих завдань допоможе учням набувати
математичну компетентнiсть. Також важливою є наявнiсть в пiдручнику за-
дач, якi пов’язанi з iншими ключовими компетеностями, про що є вiдповiднi
позначки: «про Україну та свiт», «фiнансовi розрахунки», «про збереження
здоров’я (розпорядок дня, поживнi речовини, харчування тощо)», «екологi-
чнi», «на швидкiсть, рух та його безпеку», «домашнi справи, побут, ремонт
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тощо».
2. Найбiльше представленi задачi практичного змiсту в таких парагра-

фах: «Пряма та обернена пропорцiйнi залежностi», «Подiл числа в даному
вiдношеннi. Масштаб», «Дiаграми», «Вiдсотковi розрахунки», «Застосування
рiвнянь до розв’язування задач», «Графiки залежностей мiж величинами».

3. Найменше представленi задачi практичного змiсту в таких параграфах:
«Перетворення звичайного дробу в десятковий», «Пропорцiя та її властиво-
стi», «Коло i круг. Кутовий сектор», «Координатна пряма», «Модуль числа»,
«Цiлi числа. Рацiональнi числа», «Порiвняння рацiональних чисел», «Рiв-
няння. Основнi властивостi рiвнянь «Перпендикулярнi та паралельнi прямi»,
«Координатна площина».

Розглянемо деякi методи навчання, якi допоможуть урiзноманiтнити та
«осучаснити» процес навчання математики в школi, зокрема iз використан-
ням задач практичного змiсту.

1. Сторiтеллiнг — мистецтво цiкавої розповiдi, мета якої викликати
iнтерес учнiв до теми, яка вивчається. Навчальний матерiал, поданий у вигля-
дi захоплюючої iсторiї, впливає на емоцiйну, мотивацiйну, когнiтивну сфери
учнiв, тим самим сприяючи засвоєнню ними бiльш складного матерiалу. Ко-
рисною при використаннi цього методу навчання є така рубрика пiдручникiв
з математики як «Дiзнайтеся бiльше».

Наведемо декiлька тем, якi можуть бути використанi за допомогою цього
метода в курсi математики 5-6 класiв:
— «Одиницi вимiрювання довжини у слов’янських народiв» (до теми «Пря-
ма, промiнь, вiдрiзок. Вимiрювання вiдрiзкiв», 5 клас).
— «Iсторiя виникнення знака рiвностi «=» (до теми «Числовi вирази i рiв-
ностi. Порiвняння натуральних чисел», 5 клас).
— «Решето Ератосфена» (до теми «Дiльники i кратнi натуральнi числа.
Простi числа», 6 клас).
— «Магiя золотого перерiзу» (до теми «Пропорцiя та її властивостi», 6 клас).

2. Мейкерство — метод творчого навчання, який полягає у створеннi чо-
гось своїми руками. Даний метод розвиває творче та логiчне мислення учнiв,
сприяє розвитку винахiдницьких навичок.

Приклад завдання (6 клас, тема «Дiаграми»)
Розфарбуйте рис. 1 за аналогiєю з рис. 2 та зафарбуйте стовпчики таблицi

кольором, пропорцiйно його наявностi на рис. 1. Попередньо дайте вiдповiдi
на питання:

Якого кольору бiльше на рисунку?
Якого кольору менше на рисунку?
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Як, на Вашу думку, називається ця картина?
Який настрiй викликає у Вас ця картина?

 

Рис. 1: розмальовка до теми «Дiаграми»,
6 клас

 

Рис. 2: картина «Богатирi» В. Васнецова

Зелений Жовтий Помаранчевий Червоний Блакитний Сірий Чорний 
       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

 

3. Дослiдницький метод — передбачає творчий пошук розв’язання зав-
дання. При цьому в процесi дiяльностi вiдбувається застосування отриманих
знань та оволодiння новими знаннями, формується iнтерес до предмета.

Приклад завдання (5 клас, тема «Трикутник та його види»)
Розгадайте кросворд (сконструйовано за допомогою сайту

https://cross.highcat.org/).
Запитання до кросворду:
1. Як називається трикутник, у якого один з кутiв є тупим?
2. Як називається трикутник, у якого один з кутiв є прямим?
3. Як називається сума довжин усiх сторiн трикутника?
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4. Як називається геометрична фiгура, що складається з трьох точок,
якi не лежать на однiй прямiй, i вiдрiзкiв, якi з’єднують цi точки?

5. Як називається кут, сторони якого утворюють пряму?
6. Як називається трикутник, у якого всi кути гострi?

 

Рис. 3: кросворд до теми «Трикутник та його види», 5 клас

(Вiдповiдi: 1. Тупокутний. 2. Прямокутний. 3. Периметр. 4. Трикут-
ник. 5. Розгорнутий. 6. Гострокутний).

4. Метод проєктiв — технологiя навчання, у процесi якої учнi здобува-
ють знання шляхом планування i виконання практичних завдань. Цей метод
дозволяє унаочнити мiжпредметнi зв’язки мiж математикою та iншими пред-
метами i її прикладну спрямованiсть. Крiм того, робота над проєктом — це
практика особистiсно орiєнтованого навчання в процесi працi учня на основi
його вiльного вибору, iз урахуванням його iнтересiв.

Приклад завдання (6 клас)
Проєктна робота полягає в тому, що учнi класу повиннi роздiлитися на

декiлька груп з урахуванням району мiста, у якому вони мешкають. Про-
тягом двох тижнiв вони мають вимiрювати температуру повiтря на вулицi
рiвно о 7.00. Через 2 тижнi на позакласному заходi пiдбиваються пiдсумки:

1. Порiвняння результатiв учнiв iз одного району (за кожним районом).
2. Порiвняння результатiв учнiв iз рiзних районiв.
3. Обговорення отриманих результатiв (iз чим пов’язанi отриманi ре-

зультати, що сподобалося, що виявилося складним).
Пiд час виконання вказаних видiв робiт учнi повторюють матерiал тем:
— «Координатний промiнь», 5 клас;
— «Середнє арифметичне. Середнє значення величин», 5 клас;
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— «Додатнi i вiд’ємнi числа. Число 0», 6 клас (якщо проєкт реалiзується
взимку);

— «Порiвняння рацiональних чисел», 6 клас.
5. Технологiя змiшаного навчання — дозволяє поєднати електронне на-

вчання, самостiйну роботу учнiв та традицiйне навчання. Змiшане навчання
включає три компоненти: заняття в класi; робота з онлайн матерiалами учнiв
(комiкси, презентацiї або створенi вiдео, курси, що пропонуються учням для
проходження тощо); структурована самостiйна робота учня вдома [1, с. 59].

Приклад завдання (5 клас, тема «Прямокутник. Квадрат»)
Ознайомтеся зi змiстом комiкса та допоможiть виконати завдання його

героям:

 

Рис. 4: комiкс до теми «Прямокутник. Квадрат», 5 клас
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Комiкс сконструйовано за допомогою сайту https://www.pixton.com/.
Можна запропонувати учням за допомогою вказаного ресурсу сконструювати
власний комiкс на дану, або ранiше вивчену тему.

Використання вказаних методiв навчання у поєднаннi iз розв’язанням за-
дач практичного змiсту пiд час вивчення математики є важливим аспектом
свiдомого сприйняття навчального матерiалу учнями, активiзацiї їх розумо-
вої дiяльностi, формування особистих мотивiв навчання.

Висновки
Отже, проведений аналiз пiдручникiв математики для 5-6 класiв на пред-

мет наявностi задач практичного змiсту, та сучасних методiв навчання до-
зволяють зробити такi висновки.

Особливо цiнною у пiдручниках є наявнiсть рубрики «Застосуйте на прак-
тицi», а також задач, пов’язаних з iншими ключовими компетеностями. Цi
задачi якнайкраще сприяють iлюстрацiї практичного застосування матема-
тичних знань.

Звертаючи увагу на кiлькiсть задач практичного змiсту в параграфах,
вважаємо, що не всюди є обов’язковим збiльшення їх кiлькостi (iз огляду на
особливостi тем та кiлькiсть годин, яка на них вiдводиться), проте, доцiль-
ним вважаємо доповнення вчителями математики геометричного матерiалу
пiдручникiв задачами практичного змiсту, зокрема з використанням наочних
iлюстрацiй, прикладiв iз довкiлля, життєвого досвiду учнiв, виконання побу-
дов тощо.

Використання розглянутих методiв навчання на уроках математики спри-
ятиме поступовому переходу учнiв вiд iндуктивних мiркувань на наочно-
iнтуїтивному рiвнi до дедуктивних методiв на наступному етапi вивчення
математики, а також залученню практичного досвiду учнiв, пiдвищенню їх
мотивацiї до вивчення предмета.
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Application of practical content problems in the study of
Mathematics in 5-6 classes

The article reveals the significance of practical content problems in the process
of teaching mathematics; the results of analysis of math textbooks for 5-6 classes
on the availability of practical content problems are highlighted; innovative teachi-
ng methods have been proposed that will help to diversify and «to update» the
process of teaching of mathematics at school; examples of tasks for each of the
proposed training methods are given.

Keywords: problem of practical content, school course of mathematics,
textbook, teaching method, mathematical competence, teacher, student.
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РЕАЛIЗАЦIЯ IДЕЇ НАСТУПНОСТI НАВЧАННЯ ЧЕРЕЗ
ВИВЧЕННЯ ПРИРОДНИЧИХ ДИСЦИПЛIН

Стаття присвячена висвiтленню основних проблеми реалiзацiї iдеї наступностi у навчаннi
та формуваннi основних навичок органiзацiї неперервностi освiти людини впродовж жит-
тя. Доведено їх природнiсть у формуваннi свiдомої, всебiчно розвиненої та компетентної
особистостi. На прикладi опанування здобувачами освiти знань про «Око. Зiр. Оптичнi
прилади» висвiтлено можливостi практичної реалiзацiї iдеї наступностi впродовж навчан-
ня у закладах загальної середньої освiти. Розглянуто приклади практичних завдань, що
можуть мотивувати вивчення зазначених тем, доводячи, разом iз тим, їх важливiсть та
значущiсть для здобувачiв освiти.

Ключовi слова: природнiсть, природовiдповiднiсть, послiдовнiсть, неперервнiсть,
крок складностi, навчальний процес, властивiсть, практичнiсть

Вступ
Навчання дитини є природнiм процесом i її оточення може лише через

власний влив змiнювати якiснi та кiлькiснi характеристики навчання. У та-
кий спосiб завдяки оточенню забезпечується невiдривнiсть та послiдовнiсть
формування спектру певних знань, умiнь та навичок. У вивченнi природни-
чих дисциплiн або їх елементiв саме «наступнiсть» стає запорукою форму-
вання свiдомих та логiчно пов’язаних компетентностей здобувачiв освiти. У
сучасному динамiчному суспiльствi саме завдяки реалiзацiї iдеї наступностi
навчання людина набуває певного «багажу», що згодом може допомогти їй
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органiзувати самоосвiту впродовж життя i, таким чином, успiшно функцiо-
нувати у просторi. Розумiння процесiв сприйняття, класифiкацiї та аналiзу
сучасних методiв роботи з сучасною iнформацiєю дає можливiсть розташу-
ватися на певнiй сходинцi у суспiльствi.

Виходячи iз вище зазначеного, за мету статтi ставимо висвiтлення прик-
ладiв практичної реалiзацiї iдеї наступностi у навчаннi природничим дисцип-
лiнам у закладах загальної середньої освiти та на прикладi знань про зiр
показати важливiсть реалiзацiї iдеї наступностi впродовж навчання у закла-
дах освiти.

Основна частина
Природня спостережливiсть особистостi та подальше знайомство з рiзно-

манiтними фiзичними явищами викликає зацiкавленiсть, спонукає до прак-
тичної та пошукової дiяльностi. Тому перед оточенням дитини постає задача
пiдтримки та мотивацiї пiзнавального iнтересу. При цьому важливого значен-
ня набуває принцип наступностi.

Виходячи зi знань про основнi методи пiзнання природи та навколишнього
свiту в цiлому, а саме спостереження та дослiди, варто акцентувати увагу
на перiодичностi їхньої присутностi у життi та дидактичної ваги у навчаннi
особистостi. Так вiд народження дитина сприймає свiт через органи чуття.
Згiдно статистики, 80% iнформацiї надходить через зоровi вiдчуття. Малеча,
сама того не розумiючи, сприймає навколишнiй простiр очима, пiдсвiдомо
«захищає» себе клiпаючи вiями або закриваючи очi у рiзний спосiб, слiдкує
за явищами, що вiдбуваються перемiщуючи погляд завдяки скороченню або
послабленню зорових м’язiв. Далi, саме спостерiгаючи за дiяльнiстю iнших,
копiює та намагається вiдтворити її . . . Набувши у такий спосiб певного дос-
вiду пiзнання свiту, дитина його використовує у закладах дошкiльної освiти,
накопичуючи навички та розширюючи можливостi застосування.

Поступово впродовж навчання знайомлячись iз фiзичними явищами у
природi та побутi школярi 1 – 4 класiв засвоюють їх основнi закономiрностi
та взаємозв’язки мiж ними, набуваючи у такий спосiб початкових знань з фi-
зики та iнших природничих дисциплiн, якi на сьогоднiшнiй день у навчальнiй
програмi Мiнiстерства освiти i науки стосовно дисциплiн ЗЗСО розподiлили-
ся наступний чином:

1–4 — Я дослiджую свiт
5 — Основи здоров’я + Природознавство
6 — Основи здоров’я + Бiологiя + Географiя
7 — Бiологiя + Географiя + Фiзика
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8–9 — Бiологiя + Географiя + Фiзика + Хiмiя
10–11(12) — Природничi науки
10–11(12) — Бiологiя + Екологiя + Географiя + Фiзика + Хiмiя + Астро-

номiя.
У початковiй освiтi природня активнiсть дитини додатково пiдтримує-

ться свiдомим впливом педагога через розширення спектру спостережуваних
явищ та арсеналу засобiв для експериментального дослiдження природи. Так,
вчителем пропонується спостереження штучно модельованих явищ природи
та їх вiзуальне порiвняння iз природнiми або ж дитина отримує можливiсть
власноруч моделювати явище, набуваючи, тим самим, елементарнi нави-
чки самопiзнання через дiю. Отже, основи експериментальної дiяльностi, якi
особистiсть отримує на уроках «Я дослiджую свiт», завдяки, перш за все,
органам зору вдосконалюються та усвiдомлюються. Так вiд пiдсвiдомого «ви-
користання» зорової дiяльностi органiзму дитина переходить до свiдомого
подальшого її застосування. Отже, з огляду на тему дослiдження, варто звер-
нути увагу на важливiсть не лише iснування зору у людини, що допомагає
пiзнавати свiт, але й на важливiсть та механiзм зорової дiяльностi, як такої.

Розглядаючи наступнiсть навчання через призму знань про око та зiр
варто звернути увагу на розподiл рiзних аспектiв зазначеного питання у
програмах з рiзних навчальних дисциплiн. Так у «Я дослiджую свiт» акцен-
тується увага на вивченнi таких питань: «Як людина пiзнає свiт. Органи
чуття» (1 клас), «Частини тiла людини та їх функцiї» (2 клас), «Органiзм
людини» (3 клас), де здобувачi початкової освiти вперше починають аналiзу-
вати i усвiдомлено вивчати, що таке око, якi його функцiї, а також свiдомо
моделювати дiяльнiсть пов’язану з використанням зорового апарату. До того
ж, цiкавими з точки зору розширення обiзнаностi є вiдомостi про зiр рiзних
живих iстот, що цiлком можуть бути поданi на уроках як додатковий мате-
рiал. У такий спосiб дитина вже у початкових класах набуває елементарних
знань з фiзики та бiологiї.

Наступнi знання про зiр та його використання дитина здобуває на уро-
ках «Основи здоров’я», де зосереджується увага на гiгiєнi зору, важливостi
режиму працi та вiдпочинку, зоровiй гiмнастицi, хворобах зору, а також набу-
ваються практичнi знання з визначення гостроти зору в домашнiх умовах i т.
iн.. Засвоєння iнформацiї стосовно певних норм здоров’я ока вiдбувається че-
рез практичне застосування на уроках та в позаурочнiй дiяльностi. Вдалим
прийомом для кращого засвоєння таких знань виступає «пошук помилок»
(яких може бути кiлька одночасно або не бути взагалi) у текстах, вiдео та
малюнках за темою розмови.
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Iз зазначеною вище базою здобувач виходить на вивчення зору на уроках
бiологiї та фiзики, де повною мiрою вивчається механiзм створення зорових
вiдчуттiв, особливостi зорового сприйняття та оптичнi прилади, як елемент,
що невiдривно пов’язаний з оком та здатний лише допомогти, але не замiни-
ти його. Оптичнi прилади слiпiй людинi не допоможуть «побачити» бажане.
Окрiм того, iснує багато приводiв, коли лише якiсний природнiй зiр дозволяє
правильно провести дослiдження та визначити певнi характеристики. Так на-
приклад, визначення температури розжареного тiла за допомогою пiрометра,
де вiдбувається вiзуальне порiвняння яскравостей тiл, а присутнiсть додатко-
вих оптичних приладiв зменшує точнiсть внаслiдок поглинання та розсiяння
свiтла речовиною використовуваних допомiжних лiнз . . . Пам’ятаючи про те,
що у потоцi вхiдної iнформацiї бiльшiсть становить вiзуальна, до того ж,
саме вона значною мiрою пiдвищує ефективнiсть навчального процесу. Не-
дарма народна мудрiсть говорить, що «Краще один раз побачити, а нiж сто
разiв почути».

Так, вивчення у фiзицi та бiологiї блоку тем «Зiр та око. Око як оптична
система. Кут зору. Зiр i бачення. Акомодацiя. Окуляри. Оптичнi прилади.
Вади зору та їх корекцiя. Астигматизм. Очнi хвороби. Гiгiєна зору. Вплив
екологiчних проблем на здоров’я зору та iн.», учнi здiйснюють опору на по-
переднi знання, отриманi в курсi початкової школи з предмету «Я дослiджую
свiт» та на другому ступенi з предмету «Основи здоров’я».

Разом iз глибиною вивчення матерiалу ускладнюється i набута база прак-
тичних навичок. На початковому етапi учнi знайомляться з елементами
практичного використання таких оптичних приладiв як лупа, окуляри, мiкро-
скоп. В подальшому вiдбувається вивчення принципу їх дiї та розширюється
спектр оптичних приладiв, «телескопiв рiзних типiв, камери Обскура» та,
вiдповiдно, спектр можливостей їх практичного застосування, що невiдривно
практично пов’язане, перш за все, з вiзуальним пiзнанням свiту та розвитком
науки.

Окрiм того, варто зазначити, що таке концентричне вивчення матерiа-
лу створює в уявi здобувача освiти комплекснiсть знань та усвiдомлення їх
практичної значущостi. Вивчаючи зелене листя на уроках фiзики, бiологiї
та хiмiї вiдбувається засвоєння рiзних аспектiв, що пояснюють їх колiр: фi-
зика пояснює сприйняттям оком вiдбитих променiв певної частоти, бiологiя
— наявнiстю та взаємодiєю складових речовини, що забезпечують вiдповiд-
ну реакцiю на сонячний спектр, а саме: поглинання тiєї його частини, що не
вiдповiдає частостi зеленого кольору, а хiмiя пояснює хiд та результат пев-
них реакцiй мiж складовими тiєї речовини. Не менш цiкавими для вивчення
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є закономiрностi типу «змiна зеленого» (змiна частоти в межах «зеленого»
спектру) залежно вiд змiни рiзних фiзичних характеристик навколишнього
середовища (температури, атмосферного тиску, вологостi, електромагнiтного
поля), географiчного положення, наявностi корисних копалин та iн.

Не менш цiкавим є знайомство здобувачiв освiти на рiзних етапах навчан-
ня з оптичними iлюзiями, що розкривають тiсний зв’язок бiологiї та фiзики
й формують усвiдомлення можливостi рiзнобiчного розгляду та пояснення
одних i тих самих процесiв. Наприклад, «формування» зорового вiдчуття в
оцi, як оптичнiй системi та у мозку, як частинi нервової системи, а також
прояв «iнертностi зору» як фiзичного явища та бiологiчного процесу.

Використання приладiв допомагає людинi отримувати вiзуальну iнфор-
мацiю, а вивчення принципу їх дiї — вдосконалювати з метою отримання
можливостей як найглибшого пiзнання свiту. Так, лупа допомагає розгледiти
дрiбнi деталi побуту, сучасний електронний мiкроскоп — дивитися на атом,
а телескоп — зазирнути у мiжзоряний простiр та познайомитися з його особ-
ливостями або дослiдити певнi характеристики.

У такий спосiб у свiдомостi особистостi встановлюються причинно-
наслiдковi зв’язки, проводяться порiвняння мегасвiту, макросвiту та мiкро-
свiту. Таким чином, пропедевтичнi знання з фiзики, як фундаментальної
природничої дисциплiни, що закладаються у початковiй школi, через привер-
тання уваги, зацiкавлення, мотивацiю та практичну дiяльнiсть трансформу-
ються у самомотивацiю, свiдоме набуття фундаментальних компетентностей
та навичок подальшої самоосвiтньої дiяльностi впродовж життя.

Висновки
Зазначене вище дає пiдстави стверджувати, що сучасний учитель природ-

ничих дисциплiн закладу загальної середньої освiти в своєму методичному
розпорядженнi має повний арсенал засобiв впливу на якiсну органiзацiю нав-
чального процесу та реалiзацiю iдеї наступностi навчання з метою формуван-
ня стiйких навичок свiдомої подальшої самоосвiтньої дiяльностi особистостi
впродовж життя. А саме:

— В межах навчальної дисциплiни змiнювати послiдовнiсть вивчення тем
та погодинний їх обсяг, узгоджуючи при цьому вiдповiднiсть змiсту рiзних
навчальних предметiв;

— Послiдовнiсть навантаження, що заснована на природностi розвитку
здобувача забезпечує посильнiсть та зрозумiлу практичнiсть матерiалу;

— Iнтеграцiя знань рiзних навчальних дисциплiн сприяє урiзноманiтнен-
ню завдань практичного спрямування.

Реалiзацiя принципу наступностi навчання забезпечує:
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— кращу адаптацiю школярiв при переходах вiд початкової до середньої
та вiд середньої до старшої школи,

— допомогу учителю у правильнiй послiдовнiй органiзацiї навчального
процесу на рiзних ступенях освiти,

— пiдвищення мотивацiї до навчання та формування предметної ком-
петентностi з циклу навчальних дисциплiн ЗЗСО: «Я дослiджую свiт»,
«Основи здоров’я», «Природознавство», «Бiологiя», «Фiзика», «Астрономiя»,
«Природничi науки»,

— свiдоме ставлення здобувачiв до набуття знань з природничих наук та
загальних освiтнiх компетентностей в цiлому.

Основи знань з природничих дисциплiн, набутi ще до початку їх вивчення
згiдно державних освiтнiх програм значною мiрою полегшують їх опанування
в подальшому.

Зазначенi шляхи вирiшення проблеми реалiзацiї принципу наступностi
навчання не є вичерпними. Подальшого розгляду вимагає створення iнтег-
рованих тематичних курсiв та виваженого їх впровадження у навчальний
процес з урахуванням специфiки викладання окремих тем кожної з природ-
ничих дисциплiн. Отже, перспективу подальшої роботи доцiльно визначити
дослiдженням можливостей максимального проектування набутих загальних
знань про природу та її пiзнаванiсть на органiзацiю подальшого вивчення
конкретних природничих дисциплiн з метою надання максимальних можли-
востей особистостi для набуття свiдомих предметних компетентностей та
загального розумiння пiзнаваностi свiту й механiзмiв його наукового дослiд-
ження.
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Realizing the idea of education continuity through natural sciences
learning

The article is devoted to highlighting the main problems of implementing the
idea of continuity in education and the formation of basic skills in organization the
continuity of a person education throughout life.Their naturalness in the formati-
on of a conscious, comprehensively developed and competent personality has been
proved. By the example of students mastering the knowledge about «Eye. Vision.
Optics» the possibilities of practical implementation of the idea of continuity duri-
ng training in institutions of general secondary education have been highlighted.
The considered examples of practical tasks that can motivate the study of these
topics, prove, however, their importance and significance for students.
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ВИКОРИСТАННЯ КОУЧ-СЕСIЙ
ПРИ ВИКЛАДАННI IНТЕГРОВАНОГО ЗАНЯТТЯ
З ФIЗИКИ, МАТЕМАТИКИ ТА IНФОРМАТИКИ

НА ТЕМУ «ЛОГIЧНI ЕЛЕМЕНТИ»

Стаття присвячена дослiдженню методу коуч-сесiй при викладаннi теми «Логiчнi еле-
менти», що може використовуватися як додатковi заняття для учнiв, що вивчають курс
фiзики, математики, iнформатики. Наведенi приклади постанови коучем-викладачем зав-
дань та їх можлива реалiзацiя здобувачами освiти.

Ключовi слова: коучинг, коуч-сесiя, логiчнi елементи, дiодно-транзисторна логiка,
урок математики, урок фiзики, урок iнформатики.

Вступ
Пандемiя коронавiрусу внесла значнi корективи в освiтнiй процес в Укра-

їнi. Бiльшiсть навчальних закладiв були змушенi перейти до дистанцiйного
формату навчання. Вiн має безлiч переваг, але є й значний недолiк. Як зазна-
чає директор Українського iнституту iнформацiйних технологiй в освiтi при
НТУУ «КПI» Iнна Геннадiївна Малюкова: «Головними недолiками (дистан-
цiйного навчання) слiд вважати: обмеженiсть безпосереднього спiлкування
викладач-студент.» [1]

Бiльшiсть здобувачiв освiти залишаються недостатньо мотивованими для
отримання нових знань, проведення цiкавих експериментiв, власних дослiдiв.
А при викладаннi фiзики це є значним негативним впливом на якiсть знань.
Коуч-сесiя дає можливiсть викладачу не лише у цiкавiй формi давати новий
матерiал, а ще й мотивувати студентiв, надихати їх на новi звершення.

Основна частина
Згiдно визначення, коучинг сесiя (coaching) або коуч-сесiя — це зрiз прак-

тичної роботи коуча, спрямованої на пошук рiшення за запитом клiєнта з
метою отримання конкретного результату. [2] Тобто, якщо застосовувати її у
навчаннi, досвiдчений викладач не лише дiлиться своїми знаннями (як у ви-
падку звичайної лекцiї), а дивиться на нову тему «очима студента» та задає
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простi та зрозумiлi запитання. Разом вони шукають можливi шляхи вирi-
шення, студент вiдiграє значну роль у розв’язаннi поставленої мети, але не
залишається сам на сам iз новим матерiалом. Коуч-викладач нацiлює сту-
дента на самостiйне вирiшення поставленого завдання, контролює хiд усього
процесу, надихає та пiдтримує.

Умовно заняття можна роздiлити на декiлька фаз:
1. Деталiзований, глибокий i всебiчний аналiз проблеми й поставленої

мети.
2. Виявлення шляхiв вирiшення завдання.
3. Складання плану проведення першочергових дiй.
4. Визначення термiнiв виконання складеного плану. [3]

Тема «Логiчнi елементи» входить до роздiлу «Теоретичнi основи синтезу
цифрових пристроїв» дисциплiни «Основи промислової електронiки, мiкро-
процесорної технiки та автоматики» i може бути цiкава в якостi додатко-
вого позакласного заняття для студентiв, що вивчають предмети «Фiзика»,
«Iнформатика», «Математика».

В «Фiзицi» таке заняття доречно проводити пiсля вивчення властивостей
напiвпровiдникiв, дiодiв та транзисторiв, бо всi найпростiшi логiчнi елементи
будуються на їх основi. Зв’язок з «Iнформатикою» прослiдковується в логiч-
нiй основi побудови найпростiших пристроїв в роботi комп’ютера: шифра-
торiв, мультиплексорiв. При побудовi логiчних елементiв використовується
алгебра логiки, що входить до складу булевої алгебри. Тому «Логiчнi еле-
менти» доречно вивчати в якостi практичного застосування математичних
знань.

На початку заняття окреслюється основна проблема: в ХХ столiттi бурх-
ливий розвиток обчислювальної технiки вимагав створення пристроїв, якi
можна було б використовувати для вирiшення простих логiчних завдань.
Студентам пропонується самостiйно навести приклади, як можна було б
їх реалiзувати за допомогою дiодiв, транзисторiв та резисторiв. Завдання
передбачає теоретичне вивчення та пошук схем можливої реалiзацiї. Приклад
завдання в Таблицi 1.

Коуч-викладач допомагає скласти iндивiдуальний план дiй, пройшовши
який можна було б самостiйно розiбрати дiодно-резисторну логiку та роз-
робити можливу реалiзацiю схеми основних логiчних елементiв «I», «АБО»,
«АБО-НI», «I-НI». На це треба дати регламентований час, пiсля якого коучер
разом зi студентами аналiзує отриманi результати та визначає їх вiдповiднiсть
вже вiдомим схемам.

Приклад виконання завдання наведено у Таблицi 2.
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Таблиця 1

Вхідні змінні Функція y 

х1 х2 АБО АБО-НІ І І-НІ 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

Математична 

формула 
y = x1 +x2 y = (x1+x2)` y = x1*x2 y = (x1*x2)` 

Назва функції 
Логічне 

додавання 

Заперечення 

логічного 

додавання 

Логічне 

множення 

Заперечення 

логічного 

множення 

Графічне 

позначення 
    

 

Таблиця 2

Функція y 

АБО АБО-НІ І І-НІ 

 
 

  

 

В Таблицi 2 наведено найпростiшi варiанти можливої реалiзацiї. Студен-
ти можуть запропонувати будь-який iнший, який задовольняє поставленiй
задачi та реалiзує вiдповiдну логiчну функцiю.

Зараз в якостi логiчних елементiв застосовуються iнтегральнi мiкросхеми.
Наступним кроком в вивченнi їх властивостей студентам можна запропону-
вати декiлька iнтегральних мiкросхем, якi треба дослiдити та визначити яку
функцiю вони реалiзують.

Iнтегральна мiкросхема К155ЛН1. Вона являє собою шiсть логiчних еле-
ментiв НЕ. Мiкросхема має iнвертори забезпеченi двотактним вихiдним кас-
кадом. Найбiльший струм ( I1 спож) мiкросхема споживає, якщо на всiх шести
входах присутнi напруги високого рiвня. Якщо на всiх входах присутнi на-
пруги низького рiвня, то струм споживання ( I0 спож) знижується в 2,2 рази.
Схема мiкросхеми наведена на рисунку 1.
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Рис. 1: Схема мiкросхеми К155ЛН1

Студентам пропонується заповнити таблицю 3 для кожного входу, пода-
ючи напругу високого та низького рiвня на вiдповiднi входи.

Таблиця 3
Вхід Вихід 

1  

0  

 

За результатами дослiдження студенти мають зробити висновок, що це
саме логiчний елемент «I», а не який-небудь iнший.

Iнтегральна мiкросхема К561ЛЕ10. Вона мiстить по три трьохвходових
базових елементiв АБО з iнверсiєю вихiдного сигналу. Її схема наведена на
рисунку 2.

 

Рис. 2: Схема мiкросхеми К561ЛЕ10

Студентам пропонується заповнити таблицю 4.
Таблиця 4

Вхід 

А В С D 
Вихід 

1 1 1 1  

0 1 1 1  

1 0 1 1  

1 1 0 1  

1 1 1 0  
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За результатами дослiдження студенти мають зробити висновок, що в
мiкросхемi є 3 логiчних елементiв «АБО», вихiд якого iнвертується.

Iнтегральна мiкросхема К155ЛА7. Вона являє собою два логiчних елемен-
та 4 «I-НЕ» з вiдкритим колектором i великим коефiцiєнтом розгалуження
за виходом. Її схема наведена на рисунку 3.

 

Рис. 3: Схема мiкросхеми К155ЛА7

Студентам пропонується заповнити таблицю 5.
Таблиця 5

Вхід 

А В С D 
Вихід 

1 1 1 1  

0 1 1 1  

1 0 1 1  

1 1 0 1  

1 1 1 0  

 

За результатами дослiдження студенти мають зробити висновок, що в
мiкросхемi є 2 однакових логiчних елемента з 4 входами «I-НЕ».

Тобто студенти мають можливiсть за допомогою дослiду визначати тип
логiчного елемента iнтегральної мiкросхеми.

Особистий вклад коучера полягає в нацiленнi студентiв на результат, пси-
хологiчнiй та моральнiй пiдтримцi, наданнi особистого прикладу в опануваннi
теми «Логiчнi елементи».

Висновки
1. Один з основних недолiкiв дистанцiйного навчання — брак

безпосереднього спiлкування мiж студентом та викладачем (вчителем).
2. Недостатня мотивацiя студентiв (учнiв) призводить до отримання

слабких знань.
3. Коуч-сесiя в навчаннi допомагає студентам не просто отримувати новi

знання, а й самостiйно вчитися отримувати вiдповiдi на запитання згiдно з
поставленою проблемою.

204 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ. 2021. Випуск 11.

І'.І'І.І'|'ЧІ-Ъ

9'
1І1
12
13

З іі
Т. па

Т іі
Т. па



Бондаренко О.В. Використання коуч-сесiй при викладаннi

4. Тема «Логiчнi елементи» може використовуватися не тiльки при вик-
ладаннi курсу «Основ промислової електронiки, мiкропроцесорної технiки i
автоматики», а й в якостi додаткового заняття при вивченнi шкiльного курсу
фiзики, iнформатики, математики.

5. В якостi прикладу можна запропонувати самостiйно розробити схему
на основi дiодiв, транзисторiв та резисторiв для побудови простих логiчних
елементiв «I», «АБО», тощо.

6. Практичним завданням може бути визначення типу логiчних елемен-
тiв, що входять до складу трьох iнтегральних мiкросхем за допомогою таблицi
функцiонування та схеми.
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Using coach sessions in teaching an integrated lesson in physics,
mathematics and informatics on the topic «Logical elements»

The article is devoted to the study of the method of coaching sessions in
teaching the topic «Logical elements», which can be used as additional classes for
students studying the course of physics, mathematics, computer science. Examples
of the decision of a heap-teacher of tasks and their possible realization by appli-
cants of education are resulted

Keywords: coaching, coaching session, logic elements, diode-transistor logic,
math lesson, physics lesson, computer science lesson.
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ФIЗИКА Й МИСТЕЦТВО

Iдея iнтегрованого навчання передбачає досягнення мети якiсної освiти, тобто освiти
конкурентно-спроможної, яка здатна забезпечити кожнiй людинi самостiйно досягти тiєї
чи iншої мети, творчо самостверджуватися у рiзних соцiальних сферах. У данiй статтi
пропонується показати взаємозв’язок мiж фiзикою й мистецтвом; поглибити знання учнiв
про фiзичнi явища й закони; пояснити, яким чином використовують досягнення фiзики
у створеннi та збереженнi об’єктiв мистецтва. Автори надають матерiал з даної теми, у
якому використовуються нетрадицiйнi методичнi прийоми, що допомагають осмисленому
та усвiдомленому застосуваннi знань. Цей матерiал можна застосовувати при проведеннi
урокiв в 11-х класах, а також при розширеннi знань з даної темi на факультативних та
позакласних заняттях.

Ключовi слова: мистецтво, мiжпредметнi зв’язки, iнтегроване навчання, метод
наукової фотографiї, рентгенографiя.

Вступ
Сучасний етап розвитку освiти характеризують полярнi тенденцiї — ди-

ференцiацiя й iнтеграцiя рiзних сторiн освiтньої системи. Цi два, на перший
погляд, протилежних процеси на практицi є дiалектичною єднiстю, що вза-
ємно доповнюють i супроводжують один одного.

Iдея iнтегрованого навчання передбачає досягнення мети якiсної освiти,
тобто освiти конкурентно-спроможної, яка здатна забезпечити кожнiй людинi
самостiйно досягти тiєї чи iншої мети, творчо самостверджуватися у рiзних
соцiальних сферах.

Пiд iнтеграцiєю ми розумiємо процес та результат поєднання окремих
елементiв навчання та виховання в єдину цiлiсну систему з метою одержання
якiсно нового результату шкiльної освiти.

Цей матерiал можна застосовувати при проведеннi урокiв в 11-х класах,
а також при розширеннi знань з даної темi на факультативних заняттях та
позакласнiй роботi.
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Основна частина
Тема. ФIЗИКА Й МИСТЕЦТВО.
Мета — розвивати пiзнавальний iнтерес на основi мiжпредметних зв’язкiв.

Задачi.
Пiзнавальнi: показати взаємозв’язок мiж фiзикою й мистецтвом; погли-
бити знання учнiв про фiзичнi явища й закони; пояснити, яким чином вико-
ристовують досягнення фiзики у створеннi та збереженнi об’єктiв мистецтва;
формувати гармонiйно розвинену особистiсть, розвивати почуття прекрасно-
го й умiння насолоджуватися красою мистецтва; виховувати любов до фiзики
й мистецтва.
Розвиваючi: розвивати вмiння видiляти головне, суттєве, порiвнювати,
узагальнювати; сприяти розвитку емоцiйних якостей особистостi, формуван-
ню комунiкативних вмiнь.
Виховнi: формувати науковий свiтогляд, цiлiсну картину свiту, формувати
гармонiйно розвинену особистiсть, розвивати почуття прекрасного й умiння
насолоджуватися красою мистецтва; виховувати любов до фiзики й мистец-
тва.
Обладнання: портрети фiзикiв I.В. Курчатова, А. Ейнштейна, Б.С. Якобi;
художникiв Леонардо да Вiнчi, Рафаеля Сантi, Петра Могили, Мiкеландже-
ло Буанарротi; фотокартки картин «Мадонна Бенуа з квiткою», «Таємна
вечеря», «Джоконда», «Страшний суд», «Афiнська школа», «Сiкстинська
мадонна», скiфської золотої пекторалi. проектор, комп’ютер, мультимедiйна
презентацiя.
Методичнi поради: урок було проведено у вiдповiдно оформленому фi-
зичному кабiнетi. Учнi готували вiршi й виступи про фiзикiв, художникiв та
їхнi роботи. На дошцi записано вислови видатних людей:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Цiкава наука фiзика — та
життя коротке.
(I.В. Курчатов)

Фiзика — опора i основа
всiх, як є, без винятку, наук!
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План уроку
I. Мотивацiя навчальної дiяльностi.

Вступне слово вчителя, доведення до учнiв теми й мети уроку
II. Виступи учнiв.

1-й учень. Фiзика й мистецтво — здається, вони не сумiснi. Однак це не
так, i сьогоднi ми спробуємо довести таку думку. Представники мистецтва,
iнколи самi цього не знаючи, використовують для створення своїх робiт фi-
зичнi закони.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Леонардо да Вiнчi першим звернувся до питань теорiї польоту. Вiн побуду-
вав модель планера, працював над винайденням парашута. Багато винаходiв
зробив Леонардо i в галузi вiйськово-iнженерної справи. I доцiльно сказати,
що вiн був першим комп’ютерником.

2-й учень. З-помiж усiх мистецтв Леонардо ставив на перше мiсце пар-
тнерство. Вiн вважав, що свiт пiзнається через почуття, а очi – володарi
почуттiв. «Око, – писав вiн, – це вiкно людського тiла, через яке людина
дивиться на свiй шлях i насолоджується красою свiту».
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Леонардо боявся плину часу. Вiн вважав, що час знищує всi речi, «пожирає
їх твердими зубами рокiв». Око сприймає лише те, що народжується перед
ним у певну мить. До Леонардо да Вiнчi окресленiсть предметiв у карти-
нi набувала вирiшального значення, у нiй панувала лiнiя. Леонардо поклав
кiнець самодостатнiй владi лiнiї й назвав цей переворот у малярствi «зникне-
нням обрисiв». Свiтло й тiнь не повиннi бути рiзко розмежованi, тому що їхнi
границi здебiльшого не чiткi. «Серпанкова свiтлотiнь» Леонардо — це нiжне
пiвсвiтло з м’якою гамою тонiв молочно-срiбних, голубуватих, деколи iз зе-
ленуватими переходам, у яких синя лiнiя нiби зробилася повiтряно-легкою.
Свiтлотiнь, обриси, якi зникають, вважав Леонардо, є головним у малярствi.

Учень (читає вiрш В.Савченка «Спектри»)

Сiм основних кольорiв у веселки,
Дружно шикують веселий парад:
Зверху червоний, оранжевий нижче,
Жовтий, зелений, i знов свiтлопад . . .
Плавно спливає зелений в блакитний,
Синiй в пiдмогу приходить йому.
А фiолетовий колiр спокiйний,
Тихо ладнає найнижчу дугу.
Свiтло — це хвилi електромагнiтнi,
У кожного кольору хвиля своя.
Свiтло вiд сонця — то хвилi сукупнi,
Їх роздiляє краплиста роса.
Кожна краплина породить веселку,
Безлiч картинок — велику дугу.
В нiй все багатство суцiльного спектра,
Бiлого свiтла, що нищить пiтьму.
Призму тригранну вiзьми на долоню,
Сонячний промiнь на грань наведи,
I на стiнi свого рiдного дому
Знову побачиш ти спектр без води.

Учнi спостерiгають спектр через тригранну призму.

3-й учень (читає доповiдь «Свiтло i мистецтво»).
Свiтло . . . Прекрасне й цiкаве явище, яке вивчає оптика. Роль свiтла в

мистецтвi дуже важлива. Художник повинен встигнути створити в картинi
психологiчно правильне розумiння свого задуму для глядача. Для цього вiн
повинен добре знати закони сприймання свiтла, утворення свiтла, утвореннi
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тiнi й пiвтiнi. Якщо, наприклад, художник зображає пейзаж, освiтлений сон-
цем, то затемнення мiсця можна передати дуже приблизно, бо i в реальностi
цi деталi розрiзняти важко, а якщо пейзаж подано в мiсячну нiч, мiсяць по-
винен бути дуже свiтлим i рiзко видiлятися на темному тлi. Незнання таких
закономiрностей призводить до викривлення зображень дiйсностi. Талано-
витi митцi, знаючи закони природи, тобто фiзику, досягають надзвичайних
ефектiв. Якщо художник умiло поєднує яскраве свiтло, глибоку тiнь, а також
пiвтiнь, то вiн може добре передати об’ємнiсть людей i предметiв, створити
враження їхньої безпосередньої близькостi до глядача. У мистецтвi це нази-
вають свiтлотiнню. Свiтлотiнь пiдсилює й емоцiйну дiю картини.

 

4-й учень. Картин у Леонардо да Вiнчi не дуже багато. Ось кiлька з них:
«Мадонна з квiткою», «Мадонна Бенуа», «Таємна вечеря», «Мона Лiза» (або
«Джоконда»). Зосередимо свою увагу на «Джокондi»: є вiдомостi, що Мона
Лiза була дружиною багатого флорентiйця Франческо Дель Джокондо.

Коли Леонардо писав її портрет, вiн запрошував музикантiв, якi грали на
рiлi, щоб пiдтримати веселий настрiй моделi. Леонардо творив цю картину
чотири роки.

У портретi Джоконди митець досягнув такої виразностi погляду молодої
жiнки, так тонко виписав її рот, ледве помiтну усмiшку, що у виразi обличчя
портрета нiби вiдбиваються мiнливi суперечливi вiдтiнки почуттiв i настроїв:
задумливiсть, мрiйнiсть, прихована усмiшка, затамований сум.

Що означає цей погляд, ця усмiшка? Ми бачимо в них i мудрiсть, i лу-
кавство, i зверхнiсть. Ця жiнка знає те, що iншим недосяжне. Композицiя
картини проста й зрозумiла, завершена й гармонiйна. Контури не загубилися,

210 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ. 2021. Випуск 11.



Бєлошапка Л.I., Войнов О.Л., Бєлошапка О.Я. Фiзика й мистецтво

вони пом’якшенi. Складенi руки нiби слугують п’єдесталом образу, неймовiр-
на пильнiсть погляду загострена спокоєм усiєї постатi. Вона не здається нi
гарною, анi люблячою, анi милосердною. Але ми пiдпадаємо пiд її владу.

Нiхто з художникiв не змiг повторити усмiшки Джоконди.
 

   

 

5-й учень. Не можна не згадати про людину, яка створила генiальнi
перлини мистецтва, iталiйського митця доби Вiдродження, скульптора, жи-
вописця, архiтектора, поета, iнженера Мiкеланджело Буонарротi. 

 

 

 

 

Найвизначнiша рання робота майстра –
скульптура «Давид». Протягом 1508–
1512 рр. Мiкеланджело виконує розпис
стелi Сiкстинської каплицi у Ватиканi. Те-
мою розпису є викладенi в Бiблiї подiї
вiд створення свiту до Всесвiтнього пото-
пу. Пiзнiше митець розписав вiвтарну стiн-
ку Сiкстинської каплицi, створив фреску
«Страшний суд». З 1546 р. Мiкеландже-
ло як архiтектор очолив будiвництво собо-
ру Святого Петра в Римi. Архiтектуру вiн
сприймав як вiдображення краси людини.
«Незаперечним є те, що архiтектурнi де-
талi схожi на частини людського тiла», —
говорив Мiкеланджело.
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6-й учень. Я хочу розповiсти про найсвiтлiшого художника, архiтекто-
ра епохи Вiдродження — iталiйця Рафаеля Сантi, який говорив: «Людина
повинна бути прекрасною. У неї мають бути красиве й сильне тiло, усебi-
чно розвинений розум, добра й чутлива душа». Саме таких людей зображав
Рафаель на своїх картинах. Такою людиною був вiн сам. Рафаель навчав-
ся в найвiдомiших художникiв Iталiї — Леонардо да Вiнчi й Мiкеланджело
Буонарротi.

 

  

 

Найбiльше його приваблює образ
Мадонни (Богоматерi) з дитиною,
який митець вiдтворює в роботах
«Мадонна Грандука», «Сiкстинська
Мадонна». 1508 року Папа Римський
Юлiй II доручив Рафаелевi розпис
парадних зал Ватиканського палацу.
На стiнках залiв намальованi карти-
ни «Афiнська школа», де зображе-
нi бiля входу грецькi фiлософи Ари-
стотель i Платон, а над ними висо-
чiють двi статуї: бога краси Апол-
лона й богинi мудростi Афiни. Тут
же розмiщенi фрески «Богослов’я»,
«Правосуддя», «Поезiя». Iм’я Рафа-
еля як архiтектора пов’язане з будiв-
ництвом палацiв, церков, каплиць.

Учитель. У життi трапляються випадки, коли художники вiдновлюють
давнi картини й видають їх за свої. Але фiзичнi методи дослiдження картини
дають смогу вiдновити оригiнал. Якi ж це методи? З ними познайомить нас
наступний доповiдач.

7-й учень. Фiзики мають рiзну апаратуру, яка допомагає фахiвцям ви-
явити долю й стан шару фарби картин, не торкаючись полотен. Для здiйсне-
ння цього застосовують кiлька методiв:

1) метод наукової фотографiї в ультрафiолетових променях, який до-
зволяє розглянути, яких дiлянок полотна торкався чужий пензель, якi фра-
гменти написанi заново;

2) фотографування iнфрачервоних променях, яке дає змогу побачити
полотно без шару лаку й скласти уявлення про стан верхнiх шарiв фарб,
пояснити написи;

3) рентгенографiя — рентгенiвськi променi, пронизують картину, дають
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змогу вивчити глибокi й найстарiшi шари живопису, при цьому на фотоплiвцi
фiксуються й трiщини в шарi фарби.

Для дослiдження картини роблять рентгенограму. Для дослiдження те-
хнiки живопису використовується макро- й мiкрофотографiю. Цiнними ме-
тодами дослiдження полотен є спектрофотометрiя, калориметрiя, якi дають
можливiсть визначити коефiцiєнт поглинання й вiдбивання свiтла, яскравiсть
i кольорову гаму картин

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Визначне мiсце в мистецтвi належить фотографiї. Як сказав Андерсен,
«цiннiсть фотоапарата полягає не тiльки в тому, що вiн може робити з фото-
графа митця, а й у тому, що вiн стимулює його вдивлятися у свiт».
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Учитель. А тепер поговоримо про художнє лиття й кування.
8-й учень. З давнiх-давен людство користується виробами з рiзних ме-

талiв: мiдi, залiза, олова, срiбла, золота тощо. Протягом столiть цi вироби
були не тiльки необхiдними предметами вжитку, а й справжнiми витворами
мистецтва. Так, у давнину люди навiть не здогадувалися, що виготовлення
таких звичних речей, як посуд, прикраси, зброя, годинники, найрiзноманi-
тнiшi iнструменти, тiсно пов’язане з науковими знаннями. Адже дотримання
технологiї виготовлення художнiх виробiв iз металу неможливе без знання
багатьох явищ i закономiрностей природи, а значить, без знання законiв фi-
зики. Одними з найпоширенiших способiв обробки металу є лиття й кування.

Майстер повинен знати все про процеси нагрiвання, плавлення, тверднен-
ня рiзних металiв, їхню пластичнiсть i деформацiю . Чому кування проводять
за нагрiванням металу? Чому для художнього лиття використовують пере-
важно чавун? Усе це можна пояснити на основi фiзики. Метал нагрiвають,
щоб пiдвищити його пластичнiсть i знизити опiр деформацiї. Чавун пiд час
тверднення збiльшується в об’ємi, тому заповнює маленькi згини форм i дає
змогу одержати витвори, якi добре передають особливiсть оригiналу.

 

9-й учень. У музеї iсторичних коштовностей України є вироби з доро-
гоцiнних металiв. Найбiльшою є колекцiя так званого «скiфського золота».
Перлиною музейної колекцiї вважають золоту пектораль (середина IVст. до
н. е.) з кургану Товста могила, що на Днiпропетровщинi. Вона виконана у
формi мiсячного серпика. На нижньому ярусi зображено напружену боротьбу
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реальних (собаки, конi, оленi) та фантастичних (грифони) тварин. На верх-
ньому ярусi панує мир i спокiй. А середнiй нiби з’єднує два протилежнi свiти:
вищий — олюднений , гармонiйно i нижчий — тваринний, дикий. I все це
зроблено з металу завдяки знанням про його властивостi.

 

10-й учень. Усi ми користуємося книжками, де надрукованi тексти,
рисунки, графiки. Графiка — зображення предметiв i явищ за допомогою
крапок, лiнiй, штрихiв. Це один iз найдавнiших видiв мистецтва.

Друкарство виникло в Нiмеччинi й швидко поширилося в iншi країни.
На весь свiт уславилися iмена першодрукарiв — нiмця Йоганна Гутенберга
зi Страсбурга, який винайшов лiтери, шрифти, вiдлитi з металу, та українця
Iвана Федорова. I їхня дiяльнiсть нерозривно пов’язана з фiзикою.

Свiтова графiчна спадщина велика й рiзноманiтна. Її збагачено робота-
ми таких митцiв, як Леонардо да Вiнчi, Альберт Дюрер, Т.Г. Шевченко та
iн. Зараз набула популярностi комп’ютерна графiка, що без фiзики було б
неможливо.

Одним iз найвiдомiших дiячiв культури Українi XVII ст. був київський
митрополит Петро Могила.

Iз його iм’ям пов’язували розквiт української барокової архiтектури. За
сприяння Петра Могили було вiдновлено чимало монастирiв i храмiв Укра-
їни, серед яких Видубицький монастир i собор Софiя Київська. Церковне
книгодрукування при Києво-Печерськiй лаврi, яким також опiкувався Петро

DOI: https://doi.org/10.31865/2413-26672415-3079112021234886 215



ISSN 2413-2667 (Print), ISSN 2415-3079 (Online)

Могила, сприяло розквiту українського графiчного мистецтва.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

А книжки — це рiчки, що наповнюють свiт, це джерело мудростi, адже в
них глибина незмiряна, пiрнаючи в яку, добуваєш коштовнi перла

 

 

 

 

 

 

 

Учитель. Отже, ми намагалися довести, що фiзика й мистецтво пов’я-
занi мiж собою. Представники мистецтва, його рiзних сфер i напрямiв, по-
виннi знати фiзичнi закономiрностi, якi успiшно служать не тiльки науково-
технiчному прогресу, а й вихованню почуттiв, сприянню натхнення.
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III. Пiдбиття пiдсумкiв уроку. Учитель висловлює свою думку про
урок, оцiнює роботу учнiв та органiзує рефлексiю учнiв за питаннями.
1. Який ваш внесок в урок?
2. Де вам знадобляться знання, отриманi на уроцi?
3. Що особисто для вас дав цей урок?
IV. Домашнє завдання.

Висновки
Iнтегрований освiтнiй процес стає успiшним, якщо додержуватися доступ-

ностi, науковостi, послiдовностi, системностi.
Використання мiжпредметних зв’язкiв виробляє в учнiв умiння критично

осмислювати матерiал, що вивчається, змiнює дiапазон застосування знань
та умiнь, сприяє формуванню в дiтей широких пiзнавальних iнтересiв.

Набуття школярами iнтегрованих знань стало не менш успiшним, нiж
засвоєння знань у галузi конкретних наук.

Iнтегрованi уроки розвивають потенцiал самих учнiв, спонукають до
активного пiзнання навколишньої дiйсностi, до осмислення й пошуку
причиново-наслiдкових зв’язкiв, до розвитку логiки, мислення, комунiкатив-
них здiбностей.

Бiльшою мiрою, нiж звичайнi, вони сприяють розвитку мови, формуван-
ню вмiння порiвнювати, узагальнювати, робити висновки, формують iнтегро-
ванi знання з обох дисциплiн, якi використовуються.

Iнтеграцiя дає можливiсть для самореалiзацiї, самовираження, творчостi
вчителя, сприяє розкриттю здiбностей його учнiв.

Iнтеграцiя є джерелом знаходження нових фактiв, якi пiдтверджують або
поглиблюють певнi висновки, спостереження учнiв з рiзних предметiв.

Iнтегрованi уроки дають учневi досить широке i яскраве уявлення та iнте-
грованi знання про свiт, у якому вiн живе, про взаємодопомогу, про iснування
рiзноманiтного свiту матерiальної й художньої культури.

Iнтегрованi уроки спонукають нас, учителiв, до творчої роботи у навчаннi
фiзики та астрономiї, розвивають творчi здiбностi учнiв, дослiдницькi вмiн-
ня й навички, привчають до самостiйностi, iндивiдуальної, диференцiйованої
роботи, що допомагає краще засвоїти матерiал, але вимагають збiльшення
щiльностi уроку та значної витрати часу на їх пiдготовку.

Отже, iнтеграцiя в сучаснiй школi — вимога часу, актуальна для всiх
учителiв, зацiкавлених у формуваннi всебiчно розвиненої особистостi учня,
яка цiлiсно сприймає свiт i здатна активно дiяти в соцiальнiй та професiйнiй
сферах.
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Physics and art
The idea of integrated learning involves achieving the goal of quality

education, ie competitive education, which is able to ensure that each person
independently achieves a particular goal, creative self-affirmation in various social
spheres. This article proposes to show the relationship between physics and art;
to deepen students’ knowledge of physical phenomena and laws; explain how the
achievements of physics are used in the creation and preservation of art objects.
The authors provide material on this topic, which uses non-traditional methods
that help meaningful and conscious application of knowledge. This material can
be used in lessons in 11th grade, as well as in expanding knowledge on this topic
in optional and extracurricular activities.

Keywords: art, interdisciplinary links, integrated learning, method of sci-
entific photography, radiography.
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1 В. Бахрушин, Є. Нiколаєв. Методичнi рекомендацiї для закладiв вищої освiти з пiдтримки прин-
ципiв академiчної доброчесностi URL: https://tinyurl.com/v6lg7wt

2 В. Бахрушин. Презентацiя вебiнару «Академiчна доброчеснiсть в точних науках».
URL: https://saiup.org.ua/wp-content/uploads/2020/05/Osoblyvosti-zabezpechennya-akademichnoi-dobroche-
snosti-v-tehnichnyh-naukah.pdf
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При пiдготовцi статтi необхiдно дотримуватись наступних вимог:

1. Рукописи подаються в одному примiрнику, надрукованi українською, ан-
глiйською або росiйською мовою на однiй сторонi аркуша через один
iнтервал з широкими полями, старанно вичитанi i розмiченi;
примiрник повинен бути оформлений вiдповiдно до зазначених нижче
вимог з обов’язковим пiдписом автора (усiх авторiв) статтi.

2. Стаття повинна включати:
2.1) iндекс УДК (обов’язково);
2.2) прiзвище та iнiцiали автора (авторiв) мовою оригiналу ;
2.3) електроннi адреси поштових скриньок (e-mail) автора (авторiв);
2.4) науковий ступiнь, вчене звання, посада та назва установи (де працює

автор / автори) мовою оригiналу ;
2.5) назву статтi мовою оригiналу ; якщо (для колонтитулу) назва є за-

довгою, то подати її короткий варiант — не бiльше 40 знакiв;
2.6) ORCID (обов’язково);
2.7) анотацiю (до 5 рядкiв) мовою оригiналу ;
2.8) ключовi слова (5 – 7) мовою оригiналу ;
2.9) короткий вступ: постановка проблеми, актуальнiсть дослiдження,

мета статтi та новизна одержаних результатiв;
2.10) посилання на кожне з наведених джерел (обов’язково);
2.11) теоретичнi основи дослiдження (за необхiдностi);
2.12) основну частину: виклад авторського доробку — формулювання

одержаних автором (авторами) нових результатiв, якi ранiше нiде
не були опублiкованi або поданi до розгляду в iнший журнал;

2.13) висновки та перспективи подальших дослiджень;
2.14) список використаних джерел, розташованих за абеткою (або хроно-

логiєю цитування) та оформлених вiдповiдно до чинного в Українi
стандарту ДСТУ 8302:2015 «Бiблiографiчне посилання. Загальнi по-
ложення та правила складання», який можна завантажити за адре-
сою URL: http://ddpu.edu.ua/fizmatzbirnyk/DSTU2015.pdf;
за наявностi до джерел додається вiдповiдний їм DOI;

2.15) наприкiнцi: прiзвища та iнiцiали авторiв, назви установ, анотацiя та
ключовi слова iншою мовою:

якщо стаття українською або росiйською мовою, то англiйською,
якщо стаття англiйською мовою, то — українською.

226



Iнформацiя для авторiв журналу

3. До (друкованого варiанту) статтi обов’язково додається:

3.1) електронний варiант у форматi LaTeX; файли прикладу та вимоги
щодо оформлення статей можна завантажити за адресою
URL: http://ddpu.edu.ua/fizmatzbirnyk/znpFizmat2021.zip

3.2) електронний варiант статтi у форматi PDF;
якщо електронний варiант статтi не вдається пiдготувати у форматi
LaTeX, то обов’язково надати електронний варiант у форматi DOC
оформивши за зразком, який можна завантажити за адресою
URL: http://ddpu.edu.ua/fizmatzbirnyk/zrazok.pdf

3.3) «метаданi рукопису» (є обов’язковою частиною наукової роботи, що
публiкуються в журналi, на сайтi видання, розмiщуються в мiж-
народних наукометричних базах даних) за зразком, який можна
завантажити за адресою
URL: http://ddpu.edu.ua/fizmatzbirnyk/metadani.doc

4. Статтi, пiдготовленi з порушенням зазначених вимог, до розгляду редак-
цiйною колегiєю журналу НЕ приймаються.

5. У випадку авторського колективу вказати прiзвище, iм’я, по батьковi та
e-mail того з авторiв, з ким редакцiйна колегiя може вести листування.

Адреса для листування:
Україна, 84116, м. Слов’янськ, Донецька обл., вул. Г. Батюка, 19,
ДВНЗ «Донбаський державний педагогiчний унiверситет»,
Деканат фiзико-математичного факультету.

e-mail: znpfizmatsdpu@ukr.net, kadubovs@ukr.net
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