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ЗВ’ЯЗОК МIЖ БУЛЕВИМИ АЛГЕБРАМИ,
ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНИМИ МНОЖИНАМИ

ТА КIЛЬЦЯМИ ПРИ ВИВЧЕННI КУРСУ
«ДИСКРЕТНА МАТЕМАТИКА»

У статтi розглядається частково впорядкованi множини та їх зв’язок з булевими алгебрами
та кiльцями. Представлено ряд тверджень, якi доцiльно вивчати при знайомствi з алге-
браїчними структурами студентам фiзико-математичного факультету спецiальностi 014
Середня освiта (Iнформатика) в курсi дискретної математики. Наведено ряд прикладiв,
якi наочно пояснюють розглянутi структури.
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Вступ
Серед технiчних наук iнформацiйнi технологiї та електронiка у значнiй

мiрi використовують математику. Дiйсно, якщо поглянути на програми на-
вчання студентiв в унiверситетах Євросоюзу, то легко виявити, що матема-
тичнi дисциплiни займають в них значне мiсце. Математика є теоретичним
фундаментом комп’ютерних наук, i тому їй придiляється велика увага при
пiдготовцi фахiвцiв у цiй галузi. Дискретна математика займає тут централь-
не мiсце, оскiльки саме з неї виростають три гiлки програмної iнженерiї —
алгоритми, програми, структури даних.

Однiєю з актуальних проблем сучасної алгебри є опис i класифiкацiї скiн-
ченних кiлець. Скiнченнi кiльця є дуже важливою i цiкавою алгебраїчною
структурою [3]. Вивчення скiнченних кiлець має застосування в теорiї коду-
вання та в загальнiй теорiї кiлець. Скiнченнi кiльця широко застосовуються в
криптографiї та криптографiчних протоколах. Деякi сучаснi криптосистеми,
такi як сучасний стандарт шифрування даних (Advanced Encryption Standart)
та криптосистема XTR, застосовують скiнченнi кiльця, якi мають бiльш за-
гальний вигляд. Бiльш того, скiнченнi кiльця лежать в основi елiптичних
кривих, якi в свою чергу утворюють фундамент цiлого класу криптоси-
стем [6].
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Вивчення рiзних алгебраїчних структур пов’язано з iменами видатних
алгебраїстiв всього свiту, таких як К. Асано, Т. Накаяма [5], Дж. Веддербарн,
Е. Артiн [1], Е. Нетер. Видатнi українськi вченi присвятили багато своїх праць
вивченню цих структур, а саме Ю. Дрозд, В. Кириченко [4], Н. Губаренi,
Ю. Яременко [7] та iншi.

Важливiсть алгебраїчних структур та значна практична значущiсть при-
зводить до появи особливої уваги при вивченнi цих тем. З урахуванням того,
що знання мають стати фундаментальними, розгляд вiдповiдних тем слiд
робити згiдно чiткої, логiчної та легкої для запам’ятовування структури.
Спираючись на досвiд викладання цих тем для студентiв спецiальностi 014
Середня освiта (Iнформатика), нами було вiдтворено структуру, яка, на нашу
думку, найбiльш вiдповiдає перелiченим вимогам.

Основна частина
Розглянемо частково впорядкованi множини та їх зв’язок з булевими ал-

гебрами та кiльцями. Вiдомостi, якi розглядаються є в багатьох монографiях
з теорiї кiлець та модулiв. Наш виклад базуються на матерiалах глави 2 мо-
нографiї [2].

Нагадаємо означення частково впорядкованої множини.

Означення 1. Множина S називається частково впорядкованою, якщо
визначене вiдношення 6 , яке задовольняє наступним умовам:

1. a 6 a для довiльного a ∈ S (рефлексивнiсть);

2. з a 6 b , b 6 c випливає a 6 c для довiльних a, b, c ∈ S (транзитив-
нiсть);

3. з a 6 b , b 6 a випливає a = b для довiльних a, b ∈ S (антисиметри-
чнiсть).

Вiдношення 6 називається частковим порядком.

Приклад 1. Вiдношення порядку 6 є частковим порядком для всiх дода-
тних цiлих чисел.

Приклад 2. Нехай S множина та P(S) є множиною всiх пiдмножин
множини S , включаючи порожню пiдмножину ∅ та всю множину S .
Тодi P(S) є частково впорядкованою множиною вiдносно теоретико-
множинного включення.
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Приклад 3. Нехай A кiльце i нехай S множина всiх його правих iдеалiв.
Очевидно, S частково впорядкована множина за включенням. Аналогiчно
можна розглядати частково впорядкованi множини лiвих та двостороннiх
iдеалiв.

Нехай T — пiдмножина частково впорядкованої множини S . Елемент
a ∈ S називається верхньою гранню (вiдп. нижньою гранню) T , якщо t 6 a
(вiдп. a 6 t ) для всiх t ∈ T . Звичайно в загальному випадку множина мо-
же мати декiлька верхнiх граней або не мати їх зовсiм. Елемент a ∈ T є
найбiльшим (найменшим) елементом T , якщо t 6 a (вiдп. a 6 t ) для всiх
t ∈ T . Не кожна пiдмножина T частково впорядкованої множини S має
найбiльший (найменший) елемент. Але якщо T має такий елемент, тодi вiн
єдиний. Справдi, нехай x та y найбiльшi елементи T . Тодi x 6 y та y 6 x ,
згiдно умови антисиметричностi x = y . Аналогiчно доводиться єдинiсть мi-
нiмального елемента. Таким чином, найбiльший (вiдп. найменший) елемент,
якщо iснує, то є єдиним i є верхньою (нижньою) гранню. Якщо множина
верхнiх граней T має найменший елемент, тодi вiн називається найменшою
верхньою гранню (або супремумом) T i позначається sup(T) . Якщо множи-
на нижнiх граней має найбiльший елемент, то вiн називається найбiльшою
нижньою гранню (або iнфiмумом) T i позначається inf(T) . Очевидно, що
якщо пiдмножина T має супремум (вiдп. iнфiмум), тодi вiн є однозначно
визначеним.

Означення 2. Частково впорядкована множина S , в якiй кожна пара еле-
ментiв з S має одночасно супремум та iнфiмум в S називається ґраткою.

Приклад 4. Якщо X та Y пiдмножини в S , тодi їх супремум в P(S)
дорiвнює об’єднанню X ∪ Y , а їх iнфiмумом в P(S) є перетин X ∩ Y .
Отже P(S) гратка.

Приклад 5. Нехай A кiльце та X — множина всiх iдеалiв кiльця A , впо-
рядкованих за включенням. Нехай I та J — iдеали A . Тодi їх супремумом
в X є сума I+J , а їх iнфiмумом в X є перетин I∩J . Отже, X гратка.

Операцiї sup та inf не є дiйсно бiнарними операцiями для довiльної частко-
во впорядкованої множини. Характеристичною властивiстю ґратки є те, що
операцiї sup та inf можуть бути застосованi до будь-якої пари елементiв.

Нехай S ґратка. Тодi кожна пара a, b ∈ S має одночасно супремум та
iнфiмум. Позначимо a∨b = sup{a, b} та a∧b = inf{a, b} . Тодi вiдображення
∨ та ∧ з S × S визначається через бiнарнi операцiї в S : (a, b) → a ∨ b та
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(a, b) → a∧ b . Наступне твердження представляє декiлька цiкавих властиво-
стей цих операцiй.

Твердження 1. ( [2], твердження 2.4.1). Нехай a , b та c — елементи
ґратки S . Тодi операцiї ∨ та ∧ на S мають наступнi властивостi:

1) комутативнi закони: a ∨ b = b ∨ a ; a ∧ b = b ∧ a ;

2) асоцiативнi закони: a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c ; a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c ;

3) iдемпотентнi закони: a ∨ a = a ; a ∧ a = a

4) закони поглинання: a ∨ (a ∧ b) = a , a ∧ (a ∨ b) = a .

Твердження 2. ( [2], твердження 2.4.2). Якщо ми маємо множину S з
двома бiнарними операцiями ∨ та ∧ такими, що для всiх елементiв a , b
та c множини S виконуються умови:

(1) a ∨ b = b ∨ a ; a ∧ b = b ∧ a ;

(2) a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c ; a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c ;

(3) a ∨ a = a ; a ∧ a = a

(4) a ∨ (a ∧ b) = a , a ∧ (a ∨ b) = a .

тодi єдине часткове впорядкування в S , яке перетворює S в ґратку, а
заданi операцiї ∨ та ∧ є супремумом та iнфiмумом в цiй ґратцi.

Означення 3. Ґратка S є дистрибутивною, якщо виконується наступна
властивiсть:

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

для всiх a, b, c ∈ S .

Справедливим є симетричне означення.

Твердження 3. ( [2], твердження 2.4.3). Ґратка S є дистрибутивною
тодi i тiльки тодi, коли всi a, b, c ∈ S володiють наступною властивiстю:

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)
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Ґратки з прикладу 4. та 5. є дистрибутивними. Частково впорядкована
множина може мати, а може i не мати найбiльший та найменший елемен-
ти. Це виконується i для ґраток. Дiйснi числа iз звичайним впорядкуванням
утворюють ґратку без найбiльшого i найменшого елемента; дiйснi числа мiж
нулем та одиницею включають ґратку з одночасно найбiльшим i найменшим
елементом. Якщо ґратка має найбiльший i найменший елемент, то його по-
значають, вiдповiдно, як 1 та 0.

Нехай ґратка S має найбiльший елемент 1 та найменший елемент 0. До-
повненням елемента a ∈ S називається елемент b ∈ S такий, що a ∨ b = 1
та a ∧ b = 0 .

Означення 4. Ґратка з найбiльшим елементом 1 та найменшим елемен-
том 0 називається доповнювальною ґраткою, якщо кожен її елемент має
доповнення.

Ґратка є особливим видом частково впорядкованої множини. Булева ал-
гебра є особливим видом ґраток.

Означення 5. Булевою алгеброю називається доповнювальна дистрибу-
тивна ґратка.

Означення 6. Частково впорядкована множина S , в якiй кожна пiдмно-
жина одночасно має i супремум i iнфiмум в S , називається повною ґра-
ткою.

Ми будемо позначати через a доповнення елемента a в булевiй алгебрi.

Приклад 6. 1. Частково впорядкована множина P(S) є булевою алге-
брою.

2. Розглянемо скiнченний прямий добуток Bn = B × ... × B , який є
множиною n -ок (b1, b2, ..., bn) , де bi ∈ B . Нехай (a1, a2, ..., an) та
(b1, b2, ..., bn) елементи в Bn . Введемо наступнi операцiї в Bn :

(a1, a2, ..., an)∨ (b1, b2, ..., bn) = (a1 ∨ b1, a2 ∨ b2, ..., an ∨ bn)

(a1, a2, ..., an) ∧(b1, b2, ..., bn) = (a1 ∧ b1, a2 ∧ b2, ..., an ∧ bn)

(a1, a2, ..., an) = (a1, a2, ..., an).

Тодi Bn булева алгебра з найбiльшим елементом 1 = (1, 1, ..., 1) та
найменшим елементом 0 = (0, 0, ..., 0) . Кiлькiсть елементiв в Bn рiв-
на 2n .
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Твердження 4. ( [2], твердження 2.4.4). В будь-якiй булевiй алгебрi опе-
рацiя доповнення задовiльняє наступним умовам:

(a) a = a

(b) a ∨ b = a ∧ b

(c) a ∧ b = a ∨ b

(d) a ∨ b = a ∧ b

(c) a ∧ b = a ∨ b

(d) 1 = 0

(e) 0 = 1

Твердження 5. ( [2], твердження 2.4.5). Якщо ми маємо множину S ,
яка мiстить два спецiальнi елементи 1 та 0 з двома бiнарними операцiями
∨ та ∧ такими, що для всiх елементiв a, b, c ∈ S виконуються умови:

(1) a ∨ b = b ∨ a ; a ∧ b = b ∧ a ;

(2) a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c ; a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c ;

(3) a ∨ a = a ; a ∧ a = a

(4) a ∨ (a ∧ b) = a , a ∧ (a ∨ b) = a .

(5) a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ;

(6) для кожного елемента a ∈ S iснує елемент a ∈ S такий, що a∨a = 1
та a ∧ a = 0

тодi iснує єдине вiдношення часткового порядку на S , яке перетворює S в
булеву алгебру таку, що заданi операцiї ∨ та ∧ , вiдповiдно є супремумом
та iнфiмумом в булевiй алгебрi. Бiльше того, 1 та 0 є найбiльшим та
найменшим елементом в S , елемент a доповнення елемента a .

Лема 1. ( [2], лема 2.4.7).
В довiльнiй булевiй алгебрi B умова a∨b = a виконується тодi i тiльки

тодi, якщо a ∧ b = b .

З цiєї леми випливає, що в кожнiй булевiй алгебрi
a 6 b ⇔ a ∨ b = b ⇔ a ∧ b = a .
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Лема 2. ( [2], лема 2.4.8). В довiльнiй булевiй алгебрi B виконуються умо-
ви:

1. a ∧ b 6 a 6 a ∨ b ;

2. 0 6 a 6 1

для довiльних a, b ∈ B .

Означення 7. Елемент a ̸= 0 булевої алгебри називається атомом, якщо
вiн не виражається у виглядi a = b ∨ c з a ̸= b та a ̸= c .

Лема 3. ( [2], лема 2.4.9). Ненульовий елемент a булевої алгебри B є ато-
мом тодi i тiльки тодi, коли нерiвнiсть x 6 a має рiвно два розв’язки
x = a та x = 0 .

Лема 4. ( [2], лема 2.4.10). Для будь-якого ненульового елемента b булевої
алгебри iснує принаймнi один атом a ∈ B такий, що a 6 b .

Нехай B скiнченна булева алгебра з множиною атомiв A = {a1, ..., an} .
Для будь-якого елемента x ∈ B позначимо через T (x) множину всiх атомiв
a ∈ A таких, що a 6 x .

Твердження 6. Будь-який ненульовий елемент x ∈ B може бути пред-
ставлений у виглядi скiнченної суми рiзних атомiв:

x = ai1 ∨ ai2 ∨ ... ∨ aik

де aij ∈ T (x) для j = 1, .., k .

Твердження 7. ( [2], твердження 2.4.12). Для будь-якої булевої алгебри
B i будь-яких елементiв x, y ∈ B виконуються умови:

(1) T (x ∨ y) = T (x) ∪ T (y)

(2) T (x ∧ y) = T (x) ∩ T (y)

(3) T (x) = T (x)

Лема 5. ( [2], лема 2.4.13). Для будь-якого елемента x ∈ B виконується
умова supT (x) = x .

Означення 8. Для двох булевих алгебр B1 та B2 бiєктивне вiдображення
φ з B1 в B2 називається iзоморфiзмом булевих алгебр, якщо виконуються
наступнi умови:
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(1) φ(x ∨ y) = φ(x) ∨ φ(y)

(2) φ(x ∧ y) = φ(x) ∧ φ(y)

(3) φ(x) = φ(x)

для всiх x, y ∈ B1.

Теорема 1. Будь-яка булева алгебра B з множиною iз n атомiв
A = {a1, a2, ..., an} є iзоморфною булевiй алгебрi P(A) всiх пiдмножин за-
даних множиною A . Зокрема, B має 2n елементiв та 1 в B однозначно
розкладається в суму всiх рiзних атомiв

1 = a1 ∨ a2 ∨ ... ∨ an.

Дана теорема є частковим випадком вiдомої теореми Стоуна.

Теорема 2. (теорема Стоуна) Будь-яка булева алгебра є iзоморфною буле-
вiй алгебрi деяких (не обов’язково усiх) пiдмножин заданої множини.

Як наслiдок теореми 1. отримується наступний результат, який ствер-
джує, що скiнченна булева алгебра повнiстю визначається числом її атомiв.

Теорема 3. ( [2], теорема 2.4.18). Якщо B1 та B2 двi скiнченнi булевi
алгебри з множинами атомiв, рiвними вiдповiдно A1 = {a1, a2, ..., an} та
A2 = {b1, b2, ..., bn} , тодi iснує iзоморфiзм булевих алгебр φ : B1 → B2 , та-
кий що φ(ai) = bi для i = 1, ..., n .

Розглянемо булеву алгебру Bn . Вона має рiвно n атомiв i має 2n еле-
ментiв. З iншої сторони, Bn є скiнченним прямим добутком n копiй простої
булевої алгебри B.

Наслiдок 1. Будь-яка булева алгебра B , яка має n атомiв, iзоморфна
булевiй алгебрi Bn , яка є скiнченним добутком n копiй простої булевої
алгебри B .

Означення 9. Асоцiативне кiльце R (можна без одиницi) називається
булевим кiльцем, якщо кожен його елемент a ∈ R є iдемпотентом, тобто
a2 = a .

Твердження 8. ( [2], твердження 2.4.20)

1. Кожне булеве кiльце R є комутативним i a + a = 0 для кожного
a ∈ R ;
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2. Якщо R — булеве кiльце, тодi пряма сума T =
⊕
i∈I

R є також булевим

кiльцем.

Твердження 9. ( [2], твердження 2.4.21). Нехай B — булева алгебра. То-
дi B перетворюється на булеве кiльце з одиницею, якщо бiнарнi операцiї
додавання та множення визначенi в B наступним чином

a+ b = (a ∧ b) ∨ (a ∧ b)

та

a · b = a ∧ b.

Твердження 10. ( [2], твердження 2.4.22). Нехай R булеве кiльце з оди-
ницею. Тодi R перетворюється на булеву алгебру, якщо покласти

a ∨ b = a+ b+ ab
a ∧ b = ab

та вiдношення порядку 6 визначається в R через

a 6 b ⇐⇒ ab = a.

Оскiльки булева алгебра B є простим кiльцем, з твердження 1. випливає
наступне твердження.

Теорема 4. ( [2], теорема 2.4.23). Будь-яке булеве кiльце R з одиницею
iзоморфне прямiй сумi простих булевих кiлець.

Означення 10. Частково впорядкована множина S є лiнiйно впорядкова-
ною (або ланцюгом), якщо для кожних двох елементiв a, b ∈ S випливає,
що або a 6 b , або b 6 a.

Елемент x0 називається верхньою гранню пiдмножини S ⊂ X , якщо
x 6 x0 для всiх x ∈ A . Якщо верхня грань iснує для S , то кажуть, що
множина S обмежена зверху. Елемент x0 називається максимальним в X ,
якщо не iснує елемента x ∈ X , x ̸= x0 , який задовольняє умовi x0 6 x .

Лема 6. (лема Цорна, принцип максимума) Якщо в частково впорядкова-
нiй множинi X будь-яка лiнiйно впорядкована пiдмножина S обмежена
зверху, то X мiстить максимальний елемент.

Лема Цорна еквiвалентна добре вiдомiй аксiомi вибору.
Аксiома вибору. Нехай S множина i P(S)∗ множина непорожнiх пiд-

множин S . Тодi iснує вiдображення f з P(S)∗ в S таке, що f(A) ∈ A для
кожного A ∈ P(S)∗ .
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Наслiдок 2. ( [2], наслiдок 2.4.24). Будь-який власний правий (лiвий, дво-
стороннiй) iдеал I кiльця A з одиницею мiститься в максимальному
власному правому (лiвому, двостороньому) iдеалi.

Твердження 11. ( [2], твердження 2.4.25). Частково впорядкована мно-
жина S є повною ґраткою тодi i тiльки тодi, якщо S має супремум та
кожна непорожня пiдмножина множини S має iнфiмум в S .

Означення 11. Ґратка S називається модулярною, якщо вона задоволь-
няє наступнiй модулярнiй умовi:

якщо b 6 a , то a ∧ (b ∨ c) = b ∨ (a ∧ c)

для всiх a, b, c ∈ S .

Твердження 12. ( [2], твердження 2.4.26). Всi iдеали кiльця утворюють
повну модулярну ґратку за вiдношенням включенням.

Для iдеалiв напiвпростих кiлець можна сказати дещо бiльше.

Теорема 5. ( [2], теорема 2.4.27). Всi iдеали напiвпростого кiльця A утво-
рюють скiнченну булеву алгебру, яка мiстить 2s елементiв.

Висновки
Поняття алгебраїчної структури включає визначену множину об’єктiв та

операцiй над цими об’єктами. Оскiльки практично в будь-якiй задачi обробки
даних за допомогою комп’ютера видiляється множина самих даних i опе-
рацiй, якi застосовнi до цих даних, очевидно, що при цьому формуються
визначенi алгебраїчнi структури. З вiдношенням часткового порядку програ-
мiсти мають справу постiйно, адже початковi данi для роботи програми та й
тi данi, що поступають по ходу її роботи, потрiбно весь час впорядковувати в
структури так, щоб цi данi можна було швидко знаходити i використовувати
для подальшої роботи.

Крiм алгебраїчних структур на множинi натуральних, цiлих i дiйсних
чисел, на множинах та вiдношеннях доцiльно вивчати i такi алгебраїчнi стру-
ктури, як пiвгрупи, моноїди i групи, що, зокрема, використовуються для
перетворення рядкiв символiв i беруть участь у формуваннi бiльш складних
структур – кiлець i полiв. Багато математичних конструкцiй, якi природно
виникають у лiнiйнiй алгебрi, є кiльцями або мiстять кiльця як пiдструктури.
Тобто цi поняття є базовими для загальної та лiнiйної алгебри, використовую-
ться пiд час роботи з матрицями, при кодуваннi iнформацiї та обробцi даних.
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Добре закладений математичний фундамент освiти студентiв фiзико-
математичного факультету, спецiальностi 014 Середня освiта (Iнформатика)
дає можливiсть в подальшому навчити їх методам оцiнки складностi алго-
ритмiв, пiдбору оптимальної структури даних i створенню ефективного та
прозорого коду програми.
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Relationship between Boolean algebras, partially ordered sets and
rings in the course of «Вiscrete mathematics»

The paper describes partially ordered sets and their connection with Boolean
algebras and rings. A number of statements are presented, which should be studied
when getting acquainted with algebraic structures for students of the Faculty
of Physics and Mathematics, specialty 014 of Secondary Education (Computer
Science) in the course of discrete mathematics. A number of examples are given
that clearly explain the considered structures.
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