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ПОРIВНЯЛЬНИЙ АНАЛIЗ МЕТОДIВ РОЗВ’ЯЗАННЯ
РIВНЯНЬ РУХУ В СИСТЕМАХ ЗI СХРЕЩЕНИМИ ПОЛЯМИ

Розглянуто застосування кiлькох методiв, якi найчастiше використовують для розв’язання
нелiнiйних диференцiйних рiвнянь. Показано, що точнiсть розв’язку на початковому iн-
тервалi для всiх методiв є однаковою. Збiльшення iнтервалу пошуку розв’язку призводить
до збiльшення похибки. Використання методу припасовування у методi диференцiйних пе-
ретворень дозволяє розширити дiапазон пошуку розв’язку без втрати точностi.

Ключовi слова: нелiнiйнi диференцiйнi рiвняння, диференцiйнi перетворення, ме-
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Вступ
До недавнього часу наука займалася майже виключно тим, що розбивала

складнi явища на бiльш простi й потiм вивчала закономiрностi, на яких вони
базуються. Зараз увага дослiдникiв все частiше прикута до складних систем.
Системи, що складаються з великої кiлькостi простих елементiв, властиво-
стi яких вiдомi, часто мають поведiнку не таку, як можна було б очiкувати,
уявивши цiле лише сумою складових частин [1, 2].

Генерацiя мiкрохвильового випромiнювання рiзних рiвнiв потужностi є
актуальною задачею протягом кiлькох десятирiч. Електромагнiтне випромi-
нювання вiд десятих часток мiлiметра до десяткiв сантиметрiв використо-
вується у рiзноманiтних галузях науки, технiки, радiолокацiї, дефектоскопiї,
спектроскопiї, медицинi, побутi тощо.

Зараз для отримання високого рiвня потужностi випромiнювання вико-
ристовуються вакуумнi генератори, зокрема, прилади зi схрещеними полями,
такi як магнетрони, в яких активним середовищем є електронний потiк [3].

Магнетрон — один з перших й найрозповсюдженiших генераторiв над-
високих частот, де електрони, що рухаються у схрещених статичних елек-
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тричному та магнiтному полях, взаємодiють з високочастотним електрома-
гнiтним полем. З конструктивної точки зору сучасний багаторезонаторний
магнетрон складається з трьох частин: катоду, анодного блоку, який мiстить
порожнистi резонатори, й пристрою для виводу високочастотної енергiї [4].
Поведiнку роботи цих приладiв аналiзують за допомогою PIC кодiв [5] i тео-
рiї ведучих центрiв [6,7]. Моделювання роботи приладiв магнетронного типу
пов’язане з розв’язанням складних диференцiальних рiвнянь, найчастiше чи-
сельними методами, використовуючи пакети MAGIK-3D [8] та CST Studio
Suite [9]. Такi моделi потребують занадто великих комп’ютерних й часових
ресурсiв [2].

Наразi нелiнiйна динамiка та хвильове моделювання стають парадигма-
ми, якi визначають наукове мислення [10–12].

Бiльшiсть явищ природи за своєю суттю є нелiнiйними. Моделi погоди та
турбулентний режим руху рiдин є загальновiдомими прикладами нелiнiйних
систем. Всi задачi механiки є нелiнiйними. Метод лiнеаризацiї, що зазвичай
застосовують, є наближеним методом розрахункiв, який у бiльшостi випадкiв
надає досить задовiльнi, а iнодi й досить гарнi результати. Iснує ряд задач,
коли лiнiйний опис є зовсiм непридатним. У нелiнiйних системах часто мають
мiсце суттєво новi явища, якi принципово неможливi в лiнiйних системах [13].

Серед нелiнiйних систем видiляють клас автоколивальних систем. До цьо-
го класу вiдносять системи, якi в змозi створювати (генерувати) коливання
за вiдсутностi зовнiшнiх змiнних сил. Крiм того на автоколивальну систему
можуть впливати зовнiшнi змiннi сили.

Нелiнiйнi системи — невiд’ємна частина бiльшостi радiотехнiчних при-
строїв i їх вивчення та дослiдження є дуже важливим.

Нелiнiйнi диференцiйнi рiвняння, якi описують поведiнку нелiнiйних сис-
тем, на вiдмiну вiд лiнiйних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, як правило, у
явному виглядi не можуть бути розв’язанi. Тому вивчення нелiнiйних систем
через знаходження загальних розв’язкiв рiвнянь у бiльшостi випадкiв ви-
ключено. У зв’язку з цим застосовуються рiзноманiтнi прийоми дослiдження
розв’язкiв диференцiйних рiвнянь, якi дозволяють хоча б частково з’ясувати
властивостi нелiнiйної системи, що розглядається [14].

Знаходження аналiтичного розв’язку диференцiального рiвняння, якщо
це можливо, зазвичай надає значнi переваги. Аналiтичний розв’язок отриму-
ємо в алгебраїчнiй формi й вiн не потребує впровадження чисельних значень
параметрiв або початкових умов в процесi розв’язання. Коли ж такий розв’я-
зок отримано, можна пiдставити будь–якi чисельнi значення й дослiдити всю
сукупнiсть розв’язкiв. Через таку гнучкiсть аналiзу природно спочатку спро-
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бувати знайти розв’язок заданого диференцiального рiвняння у аналiтичному
виглядi. Однак слiд мати на увазi, що тiльки дуже небагато рiвнянь, якi опи-
сують реальнi фiзичнi системи, досить простi й дозволяють отримати точний
розв’язок. У загальному випадку не iснує методiв, якi можуть надавати точ-
ний розв’язок задовiльно вибраного нелiнiйного диференцiйного рiвняння.
Таким чином, для деяких класiв диференцiйних рiвнянь, що часто зустрiча-
ються, єдиними задовiльними є рiзного роду методи наближень.

У багатьох випадках вдається отримати наближенi розв’язки, якi опи-
сують достатньо широкий клас задач. Iнодi необхiдно чисельно iнтегрувати
рiвняння або якiсно їх розглядати.

У зв’язку з вище згаданим через математичнi складнощi дуже часто вiд
загального розгляду задачi вiдмовляються й обмежуються лише розглядом
певних процесiв, якi є найцiкавiшими.

Застосування бiльшостi цих методiв вимагає переборення ряду матема-
тичних та обчислювальних труднощiв. Одним з напрямкiв, який дозволяє
побороти такi труднощi, є математичний апарат диференцiйних перетворень
[15–17]. Його можна застосувати безпосередньо до розв’язання нелiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь без їхньої попередньої лiнеаризацiї. Це дозволяє отри-
мати розв’язок у аналiтичному виглядi (ряд Тейлора) й значно зменшує обсяг
обчислювальних робiт. Подальший розвиток цього напрямку щодо розширен-
ня дiапазону пошуку розв’язкiв нелiнiйних крайових задач й спрощення
реалiзацiї складних нелiнiйностей знайшов вiдображення у методi припасо-
вування, який пiзнiше отримав назву багатоетапного методу диференцiйних
перетворень з використанням апроксимацiї нелiнiйних членiв рiвняння полi-
номами Адомiана [18–22].

Наразi для дослiдження фiзичних процесiв у приладах зi схрещеними по-
лями застосовують так званий «обчислювальний» експеримент [23]. За такого
пiдходу до вивчення систем зi схрещеними полями набуто певних результатiв.

Метою цiєї статтi є отримання розв’язкiв рiвнянь руху у приладах зi схре-
щеними полями за допомогою рiзноманiтних методiв розв’язання нелiнiйних
диференцiйних рiвнянь i порiвняння отриманих результатiв.

Основна частина
Щодо систем зi схрещеними полями, розглянемо найпростiшу з них —

цилiндричний магнетронний дiод (рис. 1), який складається з двох спiввiсних
цилiндрiв, що розташованi в магнiтному полi. Вiдноснi радiуси зовнiшнього та
внутрiшнього цилiндрiв sa та 1, вiдповiдно. Зовнiшнiй цилiндр має додатний
електростатичний потенцiал Ua вiдносно внутрiшнього цилiндру.
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Рис. 1: Простiр взаємодiї магнетронного дiоду

Рiвняння руху заряджених частинок в такiй системi без урахування ефек-
тiв дисипацiї матиме вигляд:

d2s

dt2
+

s

4
=

b

s
+

1

4s3

dφ

dt
=

1

2

(
1 − 1

s2

)
,

(1)

де b =
η

ω2
Hr

2
k

Ua

ln sa
— параметр, який залежить як вiд електростатичного по-

тенцiалу Ua , так i вiд магнiтного поля ωH .
Пiд час визначення стiйкостi системи рiвнянь (1) за першим наближен-

ням, виявлено, що ця система має перiодичний рух у радiальному напрямку
[2,24–26].

Шукатимемо розв’язки системи рiвнянь (1) за таких початкових умов

s(0) = 1;
ds

dt

∣∣∣
t=0

= 0; φ(0) = φ0 .
Дотепер такi рiвняння найчастiше розв’язують за допомогою чисельних

методiв. Найвживанiшим методом розв’язання таких рiвнянь є чисельний
метод Рунге–Кутти четвертого порядку, який має похибку, що дорiвнює чет-
вертому порядку кроку iнтегрування [24–26].

Однак, аналiзувати чисельнi результати не дуже зручно. Аналiтичнi ре-
зультати (вирази) пiддаються аналiзовi значно простiше. Тому бажано знайти
наближений аналiтичний розв’язок системи рiвнянь (1).

Найпростiше шукати розв’язок системи рiвнянь (1) у виглядi ступеневого
ряду для кожної функцiї.

s(t) =
∞∑
i=0

ait
i; φ(t) =

∞∑
i=0

bit
i; (2)

Пiдставляючи вираз у виглядi ряду у систему рiвнянь (1), знову отри-
муємо незручнiсть для «ручного» обчислення коефiцiєнтiв ряду. Через це
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шукатимемо коефiцiєнти ряду (2), використовуючи режим series з команди
dsolve системи комп’ютерної математики Maple. В результатi отримаємо

s(t) = 1 +
b

2!
t2 − b

4!
(1 + b)t4 +

b

6!
(1 + 11b + 7b2)t6−

− 1

8!
b(1 + 57b + 318b2 + 127b3)t8 + . . .

φ(t) =
b

3!
t3 − b

5!
(1 + 10b)t5 +

b

7!
(1 + 60b + 261b2)t7−

− b

9!
(1 + 246b + 3972b2 + 9640b3)t9 + . . .

(3)

Вираз (3) у виглядi ряду теж не дуже зручно аналiзувати, тому застосу-
ємо для розв’язання системи (1) метод диференцiйних перетворень [15–17].

Застосування цього методу вимагає переходу з областi оригiналiв до обла-
стi диференцiйних зображень:

s(t) ⇒ S(k) φ ⇒ Φ(k),

тодi система (1) в областi диференцiйних зображень набуде вигляду

(k + 1)(k + 2)

H
S(k + 2) = −S(k)

4
+ bZ(k) +

Z⌊3⌋(k)

4
(k + 1)

H
Φ(k + 1) =

1

2
[1 − Z⌊2⌋(k)],

(4)

тут k — цiле число;

Z(k) =

σ(k) −
k−1∑
l=0

Z(l)S(k − l)

S(0)
;

Z⌊2⌋(k) =
k∑

l=0

Z(l)Z(k − l) ;

Z⌊3⌋(k) =
k∑

l=0

Z⌊2⌋(l)Z(k − l) .

Початковi умови в областi диференцiйних зображень набудуть вигляду
S(0) = 1;S(1) = 0; Φ(0) = φ0 .

Таким чином рекурентнi спiввiдношення за H = 1 для обчислення дис-
крет набудуть вигляду

S(k + 2) =
1

(k + 1)(k + 2)

[
−S(k)

4
+ bZ(k) +

Z⌊3⌋(k)

4

]
Φ(k + 1) =

1

2(k + 1)
[1 − Z⌊2⌋(k)],

(5)
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k S(k) Z(k) Z⌊2⌋(k) Z⌊3⌋(k) Φ(k)

0 1 1 1 1 φ0

1 0 0 0 0 0

2
b

2
−b

2
−b −3b

2
0

3 0 0 0 0
b

6

4 − b

24
(1 + b)

b

24
(1 + 7b)

b

12
(1 + 10b)

b

8
(1 + 13b) 0

5 0 0 0 0 − b

120
(1 + 10b)

Табл. 1: Результати обчислення перших п’яти дискрет

Результати обчислення перших п’яти дискрет наведено в табл. 1
Перехiд з областi диференцiйних зображень в область оригiналiв здiй-

снюється за спiввiдношеннями

s(t) =
∞∑
k=0

S(k)tk

φ(t) =
∞∑
k=0

Φ(k)tk

В результатi такого переходу отримаємо

s(t) = 1 +
b

2!
t2 − b

4!
(1 + b)t4 +

b

6!
(1 + 11b + 7b2)t6−

− 1

8!
b(1 + 57b + 318b2 + 127b3)t8 + . . .

φ(t) =
b

3!
t3 − b

5!
(1 + 10b)t5 +

b

7!
(1 + 60b + 261b2)t7−

− b

9!
(1 + 246b + 3972b2 + 9640b3)t9 + . . .

Результати, що отримано за допомогою методу диференцiйних перетво-
рень повнiстю збiгаються з результатами, що отримано за методом рядiв (3).

Через те, що у сучасних приладах магнетронного типу спiввiдношення
ra
rk

< 2 , то безрозмiрний радiус s можна зобразити як s = 1+x . Це дозволяє

застосувати метод лiнеаризацiї [2] до рiвнянь (1), пiдставивши значення s.
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При цьому рiвняння (1) набудуть вигляду

d2x

dt2
= −1

4
(1 + x) +

b

1 + x
+

1

4(1 + x)3

dφ

dt
=

1

2

[
1 − 1

(1 + x)2

]
,

(6)

Розвинувши в ряд вiдносно x доданки
1

1 + x
,

1

(1 + x)2
та

1

(1 + x)3
й

вiдкинувши нелiнiйнi члени, остаточно добудемо таку систему рiвнянь

d2x

dt2
= b− (1 + b)x

dφ

dt
= x

(7)

Розв’язок системи (7) можна добути в аналiтичному виглядi. Таким чи-
ном для магнетронного дiода остаточно маємо

s(t) = 1 +
b

1 + b
(1 − cos

√
1 + bt)

φ(t) =
b

1 + b

(
t− sin

√
1 + bt√

1 + b

) (8)

Вираз (8) є параметричним записом кривої, що утворюється точкою, яка

розташована на елiпсi з ексцентриситетом
√

b

1 + b
. Цей елiпс котиться без

проковзування по колу одиничного радiусу.
На рис. 2 наведено графiки отриманих розв’язкiв
Всi розв’язки, що отримано вище розглянутими методами, збiгаються на

початковому iнтервалi, але для аналiзу роботи приладiв зi схрещеними поля-
ми необхiдно мати розв’язок у значно ширшому iнтервалi. Для вирiшення цiєї
проблеми застосуємо метод припасовування [15–17] для кiлькох iнтервалiв.

За суттю метод припасовування майже збiгається з методом аналiтичного
продовження функцiй, який застосовують пiд час iнтегрування диференцiй-
них рiвнянь за допомогою ступеневих рядiв.

Метод припасовування є ефективним чисельним методом розв’язування
лiнiйних та нелiнiйних диференцiйних рiвнянь з суворим контролем точно-
стi результатiв на кожному етапi обчислень з використанням точних формул
рiзницевого типу. Величини залишкових членiв пiд час пiдсумовування скiн-
ченої кiлькостi дискрет легко можуть бути зменшенi через зменшення кроку
H та збiльшення кiлькостi дискрет, якi визначають, на кожному iнтерва-
лi [15–17].
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Рис. 2: Порiвняння

Схема застосування методу припасовування до нелiнiйного диференцiй-
ного рiвняння (1) вимагає розбиття iнтервалу розгляду на кiлька пiд’iнтер-
валiв. Найчастiше цi пiд’iнтервали мають однакову довжину. Кiнцевi значен-
ня координати та швидкостi i -го пiд’iнтервалу є початковими значеннями
i + 1 -го пiд’iнтервалу. Дискрети на кожному пiд’iнтервалi обчислюються за
звичайною схемою (4) — (5).

Таким чином остаточний розв’язок рiвняння (1) матиме вигляд

s(t) =


s1(t), t ∈ [0, t1]
s2(t), t ∈ [t1, t2]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
sn(t), t ∈ [tn−1, tn]

Результати обчислень за рiзними методами, наведено табл. 2.
Отриманi результати застосування методу припасовування показують, що

збiгання розв’язкiв, якi отримано рiзними методами, можливе лише на почат-
ковому iнтервалi.

Для отримання збiгання на бiльш широкому iнтервалi суттєву роль вiдi-
грає кiлькiсть пiд’iнтервалiв, на якi розбивають iнтервал поширення розв’яз-
ку.
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t RGKT лiн ряд 1 2 3
0 1 1 1 1 1 1

0.5 1.02039 1.02038 1.02039 1.02039 1.02039 1.02039
1 1.07605 1.07573 1.07604 1.07604 1.07604 1.07604

1.5 1.15324 1.15028 1.15274 1.15274 1.15319 1.15319
2 1.23548 1.22281 1.22802 1.22802 1.23539 1.23539

2.5 1.30775 1.27266 1.25019 1.25019 1.30771 1.30765
3 1.35853 1.28564 1.06328 1.06328 1.35926 1.35843

3.5 1.38045 1.25805 -4.35346 0.23219 1.38564 1.38034
4 1.37046 1.19775 -16.77960 -2.29056 1.39144 1.37013

4.5 1.32995 1.12191 1.12191 -8.72843 1.38764 1.32769
5 1.26466 1.05212 -23.35955 -23.35955 1.36930 1.25253

5.5 1.18459 1.00826 -348.95458 -53.8083 1.24580 1.13465
6 1.10357 1.00282 -785.38341 -112.86113 0.67869 0.93508

6.5 1.03789 1.03734 -1650.07080 -220.92966 -1.23885 0.54949
7 1.00297 1.10199 -3272.09545 -409.29957 -6.55177 -0.25415

7.5 1.00801 1.17838 -724.31386 -724.31386 -19.38222 -1.93494
8 1.05163 1.24473 -1232.65464 -1232.65464 -47.39027 -5.32956

8.5 1.12259 1.28217 -19473.75174 -2027.89919 -103.94594 -11.87059
9 1.20483 1.28003 -32848.50394 -3238.53971 -211.24223 -23.89252

9.5 1.28243 1.23892 -5037.66896 -5037.66896 -404.62397 -45.04892
10 1.34243 1.17054 -7654.5472 -7654.5472 -738.45524 -80.86733

Табл. 2: Результати обчислення за рiзними методами

Висновки
Таким чином, розв’язання нелiнiйних диференцiйних рiвнянь, особливо

з сингулярною частиною, за використання методу диференцiйних перетво-
рень має збiг з результатами, що отримано iншими методами на вузькому
початковому iнтервалi.

Метод припасовування є ефективним методом отримання наближеного
розв’язку у ширшому дiапазонi.

Отриманi результати обчислень показують, що точнiсть наближеного
розв’язку зростає зi зростанням кiлькостi iнтервалiв припасовування.

Розглянуто застосування методу диференцiйних перетворень для розв’я-
зання нелiнiйних диференцiйних рiвнянь, на яких базуються опис роботи
систем зi схрещеними полями.
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Метод базується на розв’язаннi диференцiйних рiвнянь в областi зобра-
жень iз застосуванням методу припасовування з подальшим отриманням
розв’язку у виглядi ряду Тейлора.

Отриманi чисельнi результати показали гарну збiжнiсть з розв’язками,
що отримано за методом Рунге-Кутти.

У порiвняннi з iншими, метод припасовування дозволяє прибрати мате-
матичнi ускладнення, якi пов’язанi зi складною нелiнiйнiстю диференцiйних
рiвнянь й призводить до значного меншого обсягу обчислень.
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Volovenko M.V., Kopot M.A., Nikitenko O.M.
Kharkiv National University of Radio Electronics, Kharkiv, Ukraine.

The comparable analysis of solution methods of motion equations
in crossed-field systems

The application of several methods which are most frequently used for solution
of nonlinear differential equations was described. The accuracy of the solution at
the initial interval for all methods is the same. An expansion of the solution
search interval leads to error increase. Using the segment-to-segment method in
the differential transformations method allows to expand the search range of the
solution without accuracy loss.

Keywords: nonlinear differential equations, differential transformations,
segment-to-segment method.
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