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ДО ЗАДАЧ НА ДОСЛIДЖЕННЯ
КВАДРАТНОГО ТРИЧЛЕНА З КОЕФIЦIЄНТАМИ,

ЗАЛЕЖНИМИ ВIД ПАРАМЕТРА

Стаття висвiтлює можливий пiдхiд до дослiдження квадратного тричлена, коефiцiєнти
якого мiстять параметр. Надаються певнi поради методичного характеру щодо вивчення
вiдповiдного матерiалу учнями закладiв середньої освiти. Наводяться аналiтичнi умови,
що визначають положення графiка квадратного тричлена на координатнiй площинi.

Ключовi слова: квадратний тричлен, квадратне рiвняння, параметр, розташува-
ння коренiв, розташування параболи на координатнiй площинi.

Вступ
Питання пiдвищення якостi математичної освiти за результатами зовнi-

шнього незалежного оцiнювання минулого (2018) року за своєю актуальнiстю
набуває рiвня державного значення. Як наслiдок, було затверджено положе-
ння про обов’язкове оцiнювання досягнень випускникiв закладiв середньої
освiти з математики починаючи з 2021 року.

Одним iз напрямкiв посилення ефективностi навчального процесу є за-
стосування у вивченнi математики задач дослiдницького характеру. В першу
чергу такими задачами є дослiдження рiвнянь, нерiвностей та їх систем з
параметрами.

Дана стаття є логiчним продовженням попереднiх публiкацiй, якi висвi-
тлювали алгоритмiчнi способи аналiзу лiнiйних та квадратних рiвнянь та не-
рiвностей з параметрами [3, 4]. Задачi на дослiдження квадратного тричлена,
коефiцiєнти якого мiстять параметри, потребують вiд учнiв вмiнь проводи-
ти змiстовний аналiз вiдповiдних ситуацiй, володiння властивостями функцiй
рiзних класiв та здатнiсть застосовувати цi властивостi пiд час проведення
тих чи iнших мiркувань [5], [6], [7]. Такi задачi вимагають вiд учнiв систе-
матизованих та узагальнених знань та вмiнь. Вони сприяють формуванню
алгоритмiчного мислення, дуже важливого вмiння розробляти структуро-
ваний план розв’язання задачi та здiйснювати поетапну його реалiзацiю. В
цьому полягає їх особлива методична цiннiсть.
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В роботах [1], [2] наведено наступну класифiкацiю основних задач на
дослiдження квадратного тричлена з коефiцiєнтами, залежними вiд парамет-
ра:

1. Розв’язати рiвняння A(a)x2 +B(a)x+ C(a) = 0 . (∗)
2. Розв’язати нерiвнiсть A(a)x2 +B(a)x+C(a) ≍ 0 , де ≍ — один iз чоти-

рьох знакiв порiвняння: > , > , < , 6 .
3. Знайти всi значення параметра a , при яких рiвняння (∗) має дiйснi

коренi, та визначити їх знаки.
4. Дослiдити розташування дiйсних коренiв рiвняння (∗) по вiдношенню

до заданої точки чи промiжку.
5. Знайти всi значення параметра a , при яких з однiєї нерiвностi випливає

iнша.
6. Знайти всi значення параметра a , при яких коренi x1, x2 рiвняння (∗)

задовольняють певну умову.
7. Знайти всi значення параметра a , при яких рiвняння
A1(a)x

2 + B1(a)x + C1(a) = 0 та A2(a)x
2 + B2(a)x + C2(a) = 0

мають спiльнi коренi (хоча б один спiльний корiнь).
8. Знайти всi значення параметра a , при яких квадратний тричлен
y = A(a)x2 +B(a)x+C(a) = 0 чи задана функцiя y = F (x1;x2) (x1, x2
– коренi рiвняння (∗) ) набуває найбiльшого (найменшого) значення на
заданому промiжку.

В статтях [3, 4] висвiтлюється авторський досвiд застосування алгоритмi-
чного пiдходу пiд час навчання методам розв’язання рiвнянь та нерiвностей
(з однiєю змiнною) першого та другого степеня з параметром. В термiнах,
що не виходять за межi програмного змiстового модуля «Множини та опе-
рацiї над ними» для учнiв 8 класу з поглибленим вивченням математики, в
статтях запропоновано граф-схеми та алгоритми до розв’язання рiвнянь та
нерiвностей першого та другого степеня з параметром.

Метою представленої статтi є висвiтлення одного з можливих пiдходiв
до дослiдження квадратного тричлена, коефiцiєнти якого мiстять параметр.
Одним iз завдань — навести поради методичного характеру щодо вивчення
вiдповiдного матерiалу учнями закладiв середньої освiти.

Крiм того, в роботi наведено аналiтичнi умови, що визначають положення
графiка квадратного тричлена (з коефiцiєнтами залежними вiд параметра)
на координатнiй площинi.
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1. Попереднi вiдомостi та зауваження
Нехай дано квадратне рiвняння

ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, a ̸= 0 (1)

f(x) = ax2 + bx+ c (2)
D = b2 − 4ac (3)

Твердження 1. Обидва коренi рiвняння (1) бiльшi за число λ тодi i лише
тодi, коли виконуються умови


a > 0
f(λ) > 0
− b

2a > λ

D > 0
a < 0
f(λ) < 0

− b
2a > λ

D > 0

⇔


a · f(λ) > 0

− b
2a > λ

D > 0
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Рис. 1: до твердження 1 ( a > 0 )
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Рис. 2: до твердження 1 ( a < 0 )

Твердження 2. Обидва коренi рiвняння (1) меншi за число λ тодi i лише
тодi, коли виконуються умови


a > 0
f(λ) > 0

− b
2a < λ

D > 0
a < 0
f(λ) < 0

− b
2a < λ

D > 0

⇔


a · f(λ) > 0

− b
2a < λ

D > 0

146 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ

А А

У

0 О Р

О О Р



Кадубовський О.А., Беседiн Б.Б., ... До задач на дослiдження квадратного тричлена

Наслiдок 1. Коренi рiвняння (1) мають однаковi знаки тодi i лише тодi,
коли виконуються умови {

a · f(0) = a · c > 0
D > 0
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Рис. 3: до твердження 2 ( a > 0 )
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Рис. 4: до твердження 2 ( a < 0 )

Твердження 3. Коренi рiвняння (1) належать промiжку (λ1;λ2) тодi i
лише тодi, коли виконуються умови


a > 0
f(λ1) > 0
a · f(λ2) > 0

λ1 < − b
2a < λ2

D > 0
a < 0
f(λ1) < 0
a · f(λ2) > 0

λ1 < − b
2a < λ2

D > 0

⇔


a · f(λ1) > 0
a · f(λ2) > 0
λ1 < − b

2a < λ2
D > 0
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Рис. 5: до твердження 3 ( a > 0 )
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Рис. 6: до твердження 3 ( a < 0 )
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Твердження 4. Число λ знаходиться мiж коренями рiвняння (1) тодi i
лише тодi, коли виконується умова

{
a > 0
f(λ) < 0{
a < 0
f(λ) > 0

⇔ a · f(λ) < 0.
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Рис. 7: до твердження 4 ( a > 0 )
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Рис. 8: до твердження 4 ( a < 0 )

Наслiдок 2. Коренi рiвняння (1) мають рiзнi знаки тодi i лише тодi, коли

a · c < 0.

Твердження 5. Тiльки бiльший корiнь рiвняння (1) належить промiжку
(λ1;λ2) тодi i лише тодi, коли виконуються умови


a > 0
f(λ1) < 0
f(λ2) > 0
a < 0
f(λ1) > 0
f(λ2) < 0

⇔
{
a · f(λ1) < 0
a · f(λ2) > 0

Твердження 6. Тiльки менший корiнь рiвняння (1) належить промiжку
(λ1;λ2) тодi i лише тодi, коли виконуються умови


a > 0
f(λ1) > 0
f(λ2) < 0
a < 0
f(λ1) < 0
f(λ2) > 0

⇔
{
a · f(λ1) > 0
a · f(λ2) < 0
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Рис. 9: до твердження 5 ( a > 0 )
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Рис. 10: до твердження 5 ( a < 0 )
 

 

X  

Y  

1
λ  

( )1f λ  

2
λ  

( )2f λ  

Рис. 11: до твердження 6 ( a > 0 )
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Рис. 12: до твердження 6 ( a < 0 )

Твердження 7. Вiдрiзок [λ1;λ2] знаходиться всерединi промiжку мiж ко-
ренями рiвняння (1) тодi i лише тодi, коли виконуються умови


a > 0
f(λ1) 6 0
f(λ2) 6 0
a < 0
f(λ1) > 0
f(λ2) > 0

⇔
{
a · f(λ1) 6 0
a · f(λ2) 6 0
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Рис. 13: до твердження 7 ( a > 0 )
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Рис. 14: до твердження 7 ( a < 0 )
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2. Основна частина
Означення 1. Рiвняння виду

f(a) · x2 + g(a) · x+ h(a) = 0, (4)

де f(a), g(a), h(a) — функцiї вiд (параметра) a , будемо називати рiвнян-
ням степеня не бiльше 2 з параметром a , або ж, коротко, квадратним
рiвнянням з параметром a .

Введемо наступнi позначення:
Df — область визначення функцiї f = f(a) (як функцiї вiд параметра a );
Dg — область визначення функцiї g = g(a) (як функцiї вiд параметра a );
Dh — область визначення функцiї h = h(a) (як функцiї вiд параметра a );
Df,g,h = Df

∩
Dg

∩
Dh —

область допустимих значень параметра a — ОДЗП рiвняння (4);

Q(x) = f(a) · x2 + g(a) · x+ h(a); (5)

D(a) = (g(a))2 − 4 · f(a) · h(a). (6)

Зауваження 1. Оскiльки розв’язками нерiвностей D(a) ≍ 0 i Q(λ) ≍ 0
∀λ ∈ R (де ≍ — один iз чотирьох знакiв порiвняння: > , > , < , 6 ) мо-
жуть бути виключно значення параметра a , що належать Df,g,h , то в
кожнiй iз систем нижче, якi мiстять нерiвностi D(a) > 0 i Q(λ) ≍ 0 їх
оснащення додатковою умовою a ∈ Df,g,h є надлишковим.

Проте слiд зауважити, що досить поширеною помилкою є неуважне
розв’язання нерiвностей Q(λ) ≍ 0 при певних λ , коли f(a) i g(a) та/або
f(a) i h(a) та/або g(a) i h(a) «начебто» взаємознищуються.

Теорема 1. Обидва коренi рiвняння (4) бiльшi за число λ тодi i лише тодi,
коли виконуються умови 

f(a) ·Q(λ) > 0

− g(a)

2f(a)
> λ

D(a) > 0

Теорема 2. Обидва коренi рiвняння (4) меншi за число λ тодi i лише тодi,
коли виконуються умови 

f(a) ·Q(λ) > 0

− g(a)

2f(a)
< λ

D(a) > 0
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Наслiдок 3. Коренi рiвняння (4) мають однаковi знаки тодi i лише тодi,
коли виконуються умови{

f(a) ·Q(0) = f(a) · h(a) > 0
D(a) > 0

Теорема 3. Коренi рiвняння (4) належать промiжку (λ1;λ2) тодi i лише
тодi, коли виконуються умови

f(a) ·Q(λ1) > 0
f(a) ·Q(λ2) > 0

λ1 < − g(a)

2f(a)
< λ2

D(a) > 0

Теорема 4. Число λ знаходиться мiж коренями рiвняння (4) тодi i лише
тодi, коли виконується умова

f(a) ·Q(λ) < 0.

Наслiдок 4. Коренi рiвняння (4) мають рiзнi знаки тодi i лише тодi, коли{
f(a) · h(a) < 0
a ∈ Dg.

Теорема 5. Тiльки бiльший корiнь рiвняння (4) належить промiжку
(λ1;λ2) тодi i лише тодi, коли виконуються умови{

f(a) ·Q(λ1) < 0
f(a) ·Q(λ2) > 0

Теорема 6. Тiльки менший корiнь рiвняння (4) належить промiжку
(λ1;λ2) тодi i лише тодi, коли виконуються умови{

f(a) ·Q(λ1) > 0
f(a) ·Q(λ2) < 0

Теорема 7. Вiдрiзок [λ1;λ2] знаходиться всерединi промiжку мiж кореня-
ми рiвняння (4) тодi i лише тодi, коли виконуються умови{

f(a) ·Q(λ1) 6 0
f(a) ·Q(λ2) 6 0
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2.1. Значення параметра, що визначають положення графiка ква-
дратичної функцiї вiдносно осей прямокутної (декартової) системи
координат

Нехай задано квадратний тричлен

y = f(a) · x2 + g(a) · x+ h(a), (7)

де f(a), g(a), h(a) — функцiї вiд (параметра) a .
Очевидною є доцiльнiсть доповнення наведеної у вступi класифiкацiї

основних задач на дослiдження квадратного тричлена з коефiцiєнтами, за-
лежними вiд параметра, ще одним типом задач, а саме: знайти значення
параметра, що визначають певне положення графiка квадратичної функцiї
вiдносно осей прямокутної (декартової) системи координат.

Нижче наведено вiдповiднi аналiтичнi умови для випадкiв 1)–13) (рис.
15) розташування графiка квадратичної функцiї y = f(a) ·x2+g(a) ·x+h(a)
вiдносно координатних осей прямокутної декартової системи координат (на-
далi – ПДСК).

1.


f(a) > 0
D(a) < 0
g(a) < 0
h(a) > 0

2.


f(a) > 0
g(a) = 0
h(a) > 0

3.


f(a) > 0
D(a) < 0
g(a) > 0
h(a) > 0

4.


f(a) > 0
D(a) = 0
g(a) < 0
h(a) > 0

5.


f(a) > 0
g(a) = 0
h(a) = 0

6.


f(a) > 0
D(a) = 0
g(a) > 0
h(a) > 0

7.


f(a) > 0
D(a) > 0
g(a) < 0
h(a) > 0

8.


f(a) > 0
g(a) < 0
h(a) = 0

9.


f(a) > 0
g(a) < 0
h(a) < 0

10.


f(a) > 0
g(a) = 0
h(a) < 0

11.


f(a) > 0
g(a) > 0
h(a) < 0

12.


f(a) > 0
g(a) > 0
h(a) = 0

13.


f(a) > 0
D(a) > 0
g(a) > 0
h(a) > 0

Знаходження вiдповiдних аналiтичних умов для випадкiв 1′)–13′) (роз-
ташування графiка квадратичної функцiї y = f(a)·x2+g(a)·x+h(a) вiдносно
координатних осей ПДСК – рис. 15) пропонуємо в якостi вправ для проведе-
ння самостiйних дослiджень.
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Рис. 15: Суттєво рiзнi розташування графiка квадратичної функцiї
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Методика викладання математики в ЗЗС та ВО

2.2. Методичнi особливостi дослiдження квадратного тричлена
Спираючись на власний багаторiчний досвiд викладання математики в

класах математичного профiлю, автори вважають, що не доцiльно вимага-
ти вiд учнiв запам’ятовування всiх теорем, якi охоплюють окремi випадки
взаємного розмiщення коренiв квадратного тричлена.

Достатньо обмежитись розгляданням трьох теорем, першу з яких вчи-
тель може сформулювати разом з учнями, а двi наступнi слiд запропонувати
учням отримати в результатi проведення самостiйної дослiдницької роботи:

Теорема 1. Коренi квадратного тричлена f(x) = ax2+bx+c належать
промiжку (d; e) тодi i лише тодi, коли

b2 − 4ac > 0
a · f(d) > 0
a · f(e) > 0

d < − b

2a
< e.

Теорема 2. Коренi квадратного тричлена f(x) = ax2 + bx + c бiльшi
за число d тодi i лише тодi, коли

b2 − 4ac > 0
a · f(d) > 0

− b

2a
> d.

Теорема 3. Число d знаходиться мiж коренями квадратного тричлена
f(x) = ax2 + bx+ c тодi i лише тодi, коли

a · f(d) < 0.

Зауваження. Вивчення теореми 1 слiд доповнити розглядом випадкiв
[d; e) , (d; e] , [d; e] ; теореми 2 — розглядом випадкiв: не менше за число d ;
менше за число d ; не бiльше за число d .

Для учнiв бiльш важливими є не самi твердження та їх запам’ятовування,
а способи їх отримування та тi мiркування, якi до них приводять. Такий
пiдхiд сприяє бiльш свiдомому засвоєнню учнями навчального матерiалу i
формує у них навички дослiдницької дiяльностi.

Висновки
Вважаємо, що запропонований пiдхiд до дослiдження квадратного три-

члена разом з методичними порадами щодо застосування його в навчальному
процесi будуть корисними як для вчителiв математики, так i для учнiв пiд
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час вивчення вiдповiдного матерiалу на уроках, на заняттях математичних
гурткiв, факультативiв, в процесi пiдготовки до пiдсумкової атестацiї, зовнi-
шнього незалежного оцiнювання, конкурсiв, олiмпiад.
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To tasks for the study of a quadratic trinomial with coefficients that
depend on the parameter

The article highlights a possible approach to the study of quadratic trinomials,
whose coefficients contain a parameter. Some kind of methodological advice on
the study of relevant material by students of secondary education institutions is
provided. The analytical conditions that determine the position of the graph of a
quadratic trinomial on a coordinate plane are given.

Keywords: quadratic trinomial, quadratic equation, parameter, location of
roots, location of a parabola on a coordinate plane.
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