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Вiд редакцiйної колегiї
Шановнi читачi!
Ви тримаєте в руках четвертий випуск «Збiрника наукових праць фiзико-

математичного факультету» державного вищого навчального закладу «Дон-
баський державний педагогiчний унiверситет». Видання наукових праць ви-
кладачiв, студентiв та молодих науковцiв фiзико-математичного факультету
ДДПУ започатковано у 2010 роцi, коли результати наукових дослiджень
було опублiковано окремою серiєю «Фiзико-математичнi науки» в збiрнику
наукових праць «Пошуки i знахiдки» за матерiалами науково-практичної
конференцiї СДПУ «Актуальнi питання науки i освiти» (СДПУ, 20-22 квi-
тня 2010р.).

Метою збiрника є пiдтримка наукової активностi як серед студентiв, так
i серед молодих викладачiв ДДПУ та iнших ВНЗ.

Основу збiрника складають повнотекстовi статтi доповiдей на цьогорiчнiй
Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї «Актуальнi питання науки i
освiти» (Слов’янськ, ДДПУ, 22-24 квiтня 2014р.). Основнi результати допо-
вiдались на секцiйних засiданнях та були рекомендованi до друку головами
секцiй, завiдувачами випускових кафедр та науковими керiвниками випуско-
вих робiт.

Засновники збiрника мають намiр зробити його максимально вiдкритим
як для авторiв, так i для читачiв. Вiн виходить один раз на рiк у друкованому
та електронному виглядi. Електронна версiя журналу та iнформацiя щодо
спiвпрацi з авторами є доступною на офiцiйному сайтi збiрника за адресою
http://ddpu.edu.ua/fizmatzbirnyk/begin.htm.

Запрошуємо до спiвпрацi. Наснаги та творчих успiхiв!
Члени редакцiйної колегiї.
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До 75-рiччя
Надточiй Вiктора Олексiйовича

Надточiй Вiктор Олексiйович наро-
дився 7 листопада 1939 року у мiстi Полонне
Хмельницької областi.

Закiнчив Львiвський електротехнiкум
зв’язку (1957), Харкiвський полiтехнiчний
iнститут iменi В.I. Ленiна, радiотехнiчний
факультет (1966), захистив кандидатську
дисертацiю (1975) в Iнститутi металофiзи-
ки АН УРСР на тему «Дослiдження зако-
номiрностей низькотемпературної мiкропла-
стичної деформацiї монокристалiчного гер-
манiю i кремнiю», у 1976 роцi йому прису-
джено звання доцента.

З 1984 року по даний час працює на по-
садi завiдувача кафедри фiзики.

Науковi дослiдження проводить у галузi фiзики напiвпровiдникiв та на-
пiвпровiдникової електронiки. Розробив дислокацiйну теорiю низькотемпе-
ратурної мiкропластичностi алмазоподiбних кристалiв. За результатами цих
дослiджень у 2007 роцi захистив докторську дисертацiю на спецiалiзованiй
Вченiй радi Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В.Н. Каразiна на
тему «Мiкропластичнiсть алмазоподiбних кристалiв (Si, Ge, GaAs, InAs)» за
спецiальнiстю 01.04.07 — фiзика твердого тiла.

Вiктор Олексiйович викладає майже усi роздiли загальної фiзики, фiзику
напiвпровiдникiв та радiоелектронiку. Має 140 наукових публiкацiй у зарубi-
жних та фахових виданнях України.

Рiшенням Атестацiйної колегiї МОН Украни вiд 23 грудня 2008 року
Надточiй Вiктору Олексiйовичу присвоєно вчене звання професора кафедри
фiзики. Пiд його керiвництвом на спецiалiзованiй вченiй радi Харкiвсько-
го нацiонального унiверситету у 2008 роцi захистив дисертацiю на здобуття
вченого ступеня кандидата фiзико-математичних наук Москаль Денис Сте-
панович, а у 2013 роцi завершив i подав до захисту дисертацiю з фiзики
напiвпровiдникiв аспiрант Уколов Олексiй Iванович.
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Професор Надточiй В.О. є керiвником курсових, дипломних та магiстер-
ських робiт, вiн є членом Вченої ради Донбаського державного педагогiчного
унiверситету.

За результатами дослiджень пiд керiвництвом В.О. Надточiй у 2012 та
2013 роках отримано два патенти на винахiд
№ 97999 «Спосiб визначення мiри дефектностi приповерхневих шарiв моно-
кристалiв германiю або кремнiю»,
№ 101705 «Спосiб створення наноструктур на поверхнi германiю»,
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До 75-рiччя Надточiй Вiктора Олексiйовича

Висока результативнiсть науково-педагогiчної дiяльностi Вiктора Олексi-
йовича оцiнена i вiдзначена рядом нагород:
• грамотою МОН України та знаком «Вiдмiнник освiти України» (наказ
Мiнiстра освiти № 452 вiд 08.07.1999 р.),
• Почесною грамотою Донецької обласної державної адмiнiстрацiї у жовтнi
2004 року,
• Почесною грамотою МОН України у липнi 2007 року.

Щиросердно вiтаємо Вас, шановний Вiктор Олексiйович, зi знаменною
датою у Вашому життi! Бажаємо Вам мiцного здоров’я на довгi роки,
щастя, добробуту, творчого натхнення та плiдної працi на науковiй нивi!
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Основнi та найбiльш вагомi працi В.О. Надточiй

1. Дислокационная структура монокристаллов LiF в условиях резких термических измене-
ний / В.А. Надточий,Н.К. Нечволод // УФЖ, № 6, 1969.

2. Измерение ЭДС Холла на переменных электрических и магнитных полях / В.А. Надточий,
Н.К. Нечволод // ПТЭ, № 2, 1970.

3. Некоторые закономерности ступенчатой ползучести мнокристаллического Ge и Si при ком-
натной температуре / В.А. Надточий,П.В. Алехин, Н.К. Нечволод, М.Х.Шоршоров // Сб.
«Дефекты структуры в полупроводниках». — Новосибирск, 1973.

4. О пластической деформации Ge и Si при комнатной температуре в условиях одноосного
сжатия / В.А. Надточий, П.В. Алехин, Н.К. Нечволод, М.Х.Шоршоров // Сб. «Дефекты
структуры в полупроводниках». — Новосибирск, 1973.

5. О применимости теории упрочения к описанию единства закономерностей деформирования
в различных условиях одноосного растяжения / В.А. Надточий, А.П. Тихонов // «Пробле-
мы прочности», 1973. — № 5.

6. Установка для исследования ползучести алмазоподобных полупроводниковых материалов
при комнатной температуре / В.А. Надточий, Н.К. Нечволод, А.П. Тихонов // «Заводская
лаборатория», 1974. — № 1.

7. О пластической деформации германия при комнатной температуре / В.А. Надточий, В.П.
Алехин, Н.К. Нечволод, А.П. Тихонов, М.Х. Шоршоров // Физ. и хим. обработки матери-
алов, 1974. — № 3.

8. Некоторые закономерности ступенчатой ползучести монокристаллического германия при
300 К / В.А. Надточий, В.П. Алехин, Н.К. Нечволод // Физ. и хим. обработки материа-
лов, 1974. — № 5.

9. О закономерностях пластической деформации кремния при комнатной температуре / В.А.
Надточий, В.П. Алехин, Н.К. Нечволод, М.Х.Шоршоров // Физ. и хим. обработки матери-
алов, 1974. — № 6.

10. НадточийВ.А. Исследование закономерностей низкотемператрной микропластической де-
формации монокристаллического германия и кремния: Автореферат дис. ... канд. физ.-мат.
наук: 01.04.07 / АН УССР Институт металлофизики. Киев, 1975. — 26с.

11. О пластической деформации Ge и Si при комнатной температуре в условиях одноосного
сжатия /В.А. Надточий, В.П. Алехин, Н.К. Нечволод //Сб. «Металлические монокристал-
лы». — Наука. — Москва, — 1976.

12. Особенности микропластической деформации германия в условиях одноосного сжатия при
комнатной температуре /В.А. Надточий, В.П. Алехин, Н.К. Нечволод. //Сб. «Металличе-
ские монокристаллы». — Наука. — Москва, — 1976.

13. Низкотемпературная деформация в монокристаллах Ge и Si / В.А. Надточий, В.П. Але-
хин, Н.К. Нечволод // Сб. «Монокристаллы тугоплавких и редких металлов сплавов и
соединений». — Наука, — Москва, 1977, C. 150-156.

14. Структурно-кинетические закономерности движения дислокаций в монокристаллах Ge и
Si в низкотемпературном интервале 20-300 К / В.А. Надточий, А.З. Калимбет. — Вiсник
АН УРСР, 1978 — № 7.

15. Неконсервативное движение ростовых дислокаций в макрообразцах и нитевидных кристал-
лах Ge и Si в условиях одноосного сжатия при 200C / В.А. Надточий, В.П. Алехин, В.В.
Господаревский, М.Х. Шоршоров // III Всесоюзн. совещание «Дефекты структуры в полу-
проводниках» — ч. 1. — Новосибирск, 1978.

16. Влияние низкотемпературной микропластической деформациии на эл. свойства кремни-
евых p − n переходов /В.А. Надточий,А.Я. Белошапка, А.З. Калимбет // Физ. и хим.
обработки материалов, 1985. — № 1.
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До 75-рiччя Надточiй Вiктора Олексiйовича

17. Важный резерв повышения качества профессиональной подготовки выпускников педвуза /
В.А. Надточий, Р.В. Олейник // Тезисы Всесоюзной конференции АН СССР. Общество
психологов. — Москва, 1988. — С. 76-77.

18. Расчет дислокационных донорных уровней в щелочно-галоидных кристаллах на основе
экспериментальных данных о низкотемпературной ползучести / В.А. Надточий, Н.К. Не-
чволод, В.А. Золотухин // Сб. «Физика твердого тела». — Донецк, 1988, С. 60-64.

19. Пути реализации проблемного обучения на лекциях /В.А. Надточий, Л.С. Шурыгина //
Тезисы Всесоюзной научно-методической конференции «Методологические, дидактические
и психологические аспекты проблемного обучения физике».

20. Психологические основы творчества и проблемное обучение /В.А. Надточий, Л.С. Шурыги-
на // Методологические, дидактические и психологические аспекты проблемного обучения
физике. Тезисы докладов 2-й Всесоюзной научно-методической конференции. — Донецк,
1991. – С. 18.

21. Об эффективности использования проблемного обучения на подготовительном отделе-
нии / В.А. Надточий, В. Н.Рыбенцев // Методологические, дидактические и психологи-
ческие аспекты проблемного обучения физике. Тезисы докладов 2-й Всесоюзной научно-
методической конференции. — Донецк, 1991. – С. 95.

22. Ток в точечном контакте полупроводника с дефектным поверхностным слоем /В.А. Над-
точий, Н.Н. Голоденко, Б.А. Свиридюк // Славянск, СГПИ, 1992.

23. Автоматизированная установка на базе микроЭВМ для определения концентрации при-
месей в полупроводниках / В.А. Надточий, В.Н. Ткаченко, Л.С. Шурыгина // Тезисы
докладов I Международной конференции «Компьютерные программы учебного назначе-
ния». — Донецк, ДонГУ, 3-5 сентября, 1993. — С. 270–271.

24. Исследование поверхностной миграции вакансий в полупроводниках германия в осцил-
лирующем поле механических напряжений /В.А. Надточий, Н.К. Нечволод // Сборник
«Актуальные проблемы современной науки». — Слов’янськ, СДПI, 1993.

25. Методика викладання теми «Просторова когерентнiсть» / В.А. Надточий, Н.Н. Голоденко,
Н.К. Нечволод // Сборник «Актуальные проблемы современной науки». — Слов’янськ,
СДПI, 1993.

26. Ступенчатая низкотемпературная ползучесть как фрактальный процесс / В.А. Надто-
чий,Н.К. Нечволод, Ю.Н. Гриценко // Сборник «Актуальные проблемы современной нау-
ки». — Слов’янськ, СДПI, 1993.

27. Информатизация системы образования как условие совершенствования его содержания /
В.А. Надточий, Л.С. Шуригина, Н.Н. Голоденко // Ком’ютернi програми учбового призна-
чення. Тези доповiдей II Мiжнародної конференцiї. — Донецьк, ДонДУ, 1994. — С. 35.

28. Численный эксперимент в радиоэлектронике / В.А. Надточий, Н.Н. Голоденко, Ю.Н. Гри-
ценко // Ком’ютернi програми учбового призначення. Тези доповiдей II Мiжнародної
конференцiї. — Донецьк, ДонДУ, 1994. — С. 138.

29. Сопротивление двухслойной полупроводниковой структуры в процессе инжекции через то-
чечный контакт / В.А. Надточий, Н.Н. Голоденко, Ю.Н. Гриценко, Н.К. Нечволод // Деп.
в ГНТБ Украины., — СГПИ, Славянск. 1994, с. 23, № 1694. Ук.94.

30. Время жизни носителей в дефектном поверхностном слое полупроводника / В.А. Надточий,
Н.Н. Голоденко, Ю.Н. Гриценко, Н.К. Нечволод // СГПИ, Славянск, 1995, 23 с. Деп. в
ГНТБ Ук-раины, № 9, б/о 322.

31. Голографiя i принцип Гюйгенса-Френеля / В.А. Надточий,М.М. Голоденко, М.К. Нечво-
лод // Тези доповiдей II Всеукраїнської конференцiї, УДПУ iм. М.П. Драгоманова, «Шляхи
удосконалення фундаментальної i професiйної пiдготовки вчителiв фiзики 24–25 травня». —
Київ, 1995. — Ч. 1. — С. 54.
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НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ IНТЕГРАЛIВ ПУАСОНА
ОПЕРАТОРАМИ ФЕЙЄРА

Отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхилень операторiв Фейєра на кла-
сах iнтегралiв Пуасона.

Ключовi слова: ряды Фур’є, суми Фейєра.

Нехай L — множина сумовних 2π –перiодичних функцiй, f ∈ L i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x)

— ряд Фур’є функцiї f . Позначимо через Sn(f ; x) частковi суми ряду Фур’є,
тодi суми Фейєра σn(f ; x) функцiї f ∈ L задаються наступним спiввiдношен-
ням

σn(f, x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f, x). (1)

Наслiдуючи О.I. Степанця [1], побозначимо Cq
β,∞ – класи неперервних

2π –перiодичних функцiй f(x) , якi можна подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

∫ π

−π
φ(x+ t)P q

β(t) dt,

в якiй P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt + βπ
2 ) – ядро Пуасона, а φ ∈ S0

M , тобто функцiя

φ(x) має нульове середнє значення на перiодi i esssup|φ(x)| 6 1 .

c⃝Новiков О.О., Ровенська О.Г., Воронцова Ю.М., Андрющенко Н.В., Волик С.В.,2014
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Задача про наближення класiв Cq
β,∞ лiнiйними методами має iсторiю.

С.М. Нiкольський [2] показав, що для верхнiх граней вiдхилень часткових
сум Фур’є на класi аналитичних функцiй має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
Cq
β,∞;Sn

)
=

8qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

+O(1)
qn

n
,

де величина O(1) не залежить вiд n ∈ N . С.Б. Стечкин [3] показав, що за-
лишковий член цiєї рiвностi можна подати у виглядi O(1) qn

n(1−q) , де величина
O(1) рiвномiрно обмежена вiдносно n ∈ N та q ∈ (0; 1) .

В роботi [1] О.I. Степанець отримав аналогiчну асимптотичну формулу
для класiв Cq

βHω . В.I. Рукасов та С.О. Чайченко [4] для верхнiх граней вiд-
хилень сум Валле Пуссена на класах Cq

β,∞ i Cq
βHω отримали аналогичнi

асимптотичнi формули. Зокрема, у цiй роботi показано, що

E
(
Cq
β,∞;Vn,p

)
=

4qn−p+1

πp(1− q2)
+O(1)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
. (2)

А.С. Сердюк [5] показав, що має мiсце бiльш загальна рiвнiсть нiж (2):

E
(
Cq
β,∞;Vn,p

)
=
qn−p+1

p

(
4

π2
Kp,q +O(1)

(
q

(n− p+ 1)(1− q)s

))
,

де

Kp,q =

π∫
0

√
1− 2qp cos pt+ q2p

1− 2q cos pt+ q2
dt, s = s(p) =

{
1, p = 1
3, p = 2, 3, .....

В данiй роботi отриманi аналогичнi асимптотичнi рiвностi для верхнiх
граней вiдхилень тригонометричних полiномiв σn(f, x) на класах Cq

β,∞ .

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1) . Тодi для n → ∞ має мiсце асимптотична
формула

E(Cq
1,∞, σn) =

2

πn

(
2q

1− q2
+ ln

1 + q

1− q

)
+O(1)

qn

n(1− q)3
. (3)

Якщо q ∈ (0; 1) задовольняє умовi |3q2 − 1| > q3 , то для n→ ∞ має мiсце
асимптотична формула

E(Cq
0,∞, σn) =

2

πn

(
2q

1 + q2
− 1 + q2

1− q2
arctg

2q

1− q2

)
+O(1)

qn

n(1− q)3
. (4)
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Доведення. На пiдставi спiввiдношення (1) маємо

δn(f ; x)
df
= f(x)− σn(f ;x) = f(x)− 1

n

n−1∑
k=0

Sk(f ; x) =
1

n

n−1∑
k=0

ρk(f ;x), (3)

де ρk(f, x)
df
= f(x)− Sk(f, x).

Застосовуючи прийоми роботи [6, с.123], отримуємо

δn(f ;x) =
1

πn

π∫
−π

fαβ (x+ t)

1− 2q cos t+ q2

[
Σ1 cos

βπ

2
+ Σ2 sin

βπ

2

]
dt, (5)

де

Σ1 =
n−1∑
k=0

qk[cos kt− q cos(k − 1)t] =
1/2

1− 2q cos t+ q2
[2− 4q cos t+

+2q2 cos 2t− 2qn(cosnt+ 2q cos(n− 1)t− q2 cos(n− 2)t)],

Σ2 =
n−1∑
k=0

qk[q sin(k − 1)t− sin kt] =
1

1− 2q cos t+ q2
[−4q sin t+

+2q2 sin 2t− 2qn(sinnt+ 2q sin(n− 1)t− q2 sin(n− 2)t)].

Тодi, враховуючи, що
π∫

−π

dt

(1− 2q cos t+ q2)2
= O(1)(1− q)−3,

на пiдставi (5) маємо

δn(f ; x) =
1

πn

π∫
−π

fαβ (x+ t)

(1− 2q cos t+ q2)2

[
[1− 2q cos t+ q2 cos 2t] cos

βπ

2
−

−[−2q sin t+ q2 sin 2t] sin
βπ

2

]
dt+O(1)

qn

(1− q)3n
.

Нехай β = 1 . Тодi

δn(f ; x) =
1

πn

π∫
−π

f q1 (x+ t)[−2q sin t+ q2 sin 2t]

(1− 2q cos t+ q2)2
dt+O(1)

qn

(1− q)3n
.
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Отже, в силу iнвариантностi класу Cq
1,∞ вiдносно зсуву за аргументом

sup
f∈Cq1,∞

||δn(f ; x)|| = sup
f∈S0

M

∣∣∣∣∣∣ 1πn
π∫

−π

f(t)[−2q sin t+ q2 sin 2t]

(1− 2q cos t+ q2)2
dt+

O(1)qn

(1− q)3n

∣∣∣∣∣∣ =
=

1

πn

π∫
−π

φ(t)(−2q sin t+ q2 sin 2t)

(1− 2q cos t+ q2)2
dt+O(1)

qn

(1− q)3n
.

де

φ(t) = sign(−2q sin t+ q2 sin 2t) =

{
−1, t ∈ (0;π),
1, t ∈ (−π; 0).

Оскiльки φ ∈ S0
M , то отримуємо

E(Cq
1,∞, σn) =

2

πn

π∫
0

2q sin t− q2 sin 2t

(1− 2q cos t+ q2)2
dt+O(1)

qn

(1− q)3n
. (6)

Обчислимо iнтеграл. Застосовуючи замiну z = cos t , маємо∫
2q sin t− q2 sin 2t

(1− 2q cos t+ q2)2
dt = −

∫
2q − 2q2z

(1− 2qz + q2)2
dz =

= −(1− q2)

2
(1− 2q cos t+ q2)−1 +

1

2
ln(1− 2q cos t+ q2).

Таким чином,
π∫

0

2q sin t− q2 sin 2t

(1− 2q cos t+ q2)2
dt =

2q

(1− q2)
+ ln

(1 + q)

(1− q)
.

Отже, на пiдставi (6) отримуємо (3).
Нехай тепер β = 0 . Тодi для f q0 ∈ S0

M

δn(f ; x) =
1

πn

π∫
−π

f q0 (x+ t)

(
I +

1− 2q cos t+ q2 cos 2t

(1− 2q cos t+ q2)2

)
dt+O(1)

qn

(1− q)3n
,

де I таке, що mesT (I + 1−2q cos t+q2 cos 2t
(1−2q cos t+q2)2 > 0) = mesT (I + 1−2q cos t+q2 cos 2t

(1−2q cos t+q2)2 6 0) .
Оскiльки (

1− 2q cos t+ q2 cos 2t

(1− 2q cos t+ q2)2

)′

=
2q sin t(−1 + 3q2 − q3 cos t)

(1− 2q cos t+ q2)3
,
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то для q таких, що |3q2−1| > q3 на промiжку [−π; 0] функцiя 1−2q cos t+q2 cos 2t
(1−2q cos t+q2)2

зростає, а на промiжку [0;π] спадає. Так, що функцiя

ν(t) =
1− 2q cos t+ q2 cos 2t

(1− 2q cos t+ q2)2
− 1− q2

(1 + q2)2

додатна на (−π
2 ;

π
2 ) i вiд’ємна на (−π; π2 ) ∪ (π2 ;π) . Тому для функцiї

f q0 (x) = φ(t) = sign(ν(t)) ∈ S0
M виконується

E(Cq
0,∞, σn) =

1

πn

π∫
−π

φ(x+ t)ν(t)dt+O(1)
qn

(1− q)3n
=

=
2

πn

π∫
0

∣∣∣∣ q2 − 1

(1 + q2)2
+

1− 2q cos t+ q2 cos 2t

(1− 2q cos t+ q2)2

∣∣∣∣ dt+O(1)
qn

n(1− q)3
. (7)

Застосовуючи унiверсальну тригонометричну пiдстановку та методи iн-
тегрування рацiональних функцiй отримуємо,

π∫
0

∣∣∣∣1− 2q cos t+ q2 cos 2t

(1− 2q cos t+ q2)2

∣∣∣∣ dt = 2

πn

(
2q

(1 + q2)
− 1 + q2

1− q2
arctg

2q

1− q2

)
.

Отже на пiдставi (7) отримуємо (4). Терема доведена.
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СПIВВIДНОШЕННЯ ДЛЯ ЕЛЕМЕНТIВ
ПIДСУМОВУЮЧИХ МАТРИЦЬ

ПОТРIЙНИХ ОПЕРАТОРIВ ВАЛЛЕ ПУССЕНА

Отриманi елементи пiдсумовуючих трикутних матриць, потрiйних операторiв Валле Пус-
сена.

Ключовi слова: ряды Фур’є, представлення сум Валле Пуссена.

Вступ
Нехай L — множина сумовних 2π –перiодичних функцiй, f ∈ L i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x) (1)

— ряд Фур’є функцiї f . Позначимо через Sn(f ; x) частковi суми ряду Фур’є

Sn(f ;x) =
n∑
k=0

ak cos kx+ bk sin kx. (2)

Тодi для 1 6 p < n вiдповiднi суми Валле Пуссена функцiї f ∈ L можна
подати спiввiдношенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x). (3)

Нехай p1 , p2 , p3 — довiльнi натуральнi числа такi, що p1 + p2 + p3 < n .
Потрiйними сумами Валле Пуссена будемо називати тригонометричнi много-
члени, якi задаються наступним спiввiдношенням

Vn,p1,p2,p3(f, x) = V
(3)
n,p (f, x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

1

p3

m∑
r=m−p3+1

Sr(f, x). (4)

c⃝Новiков О.О., Ровенська О.Г., Циганок А.А., Ничипорук А.О., Соловйова К.В.,2014
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Для застосування методiв вивчення iнтегральних представлень вiдхилень
потрiйних операторiв Валле Пуссена цi оператори слiд подати у виглядi ме-
тодiв, якi породжуються нескiнченними трикутними матрицями наступним
чином. За допомогою нескiнченної трикутної матрицi чисел Λ = {λ(n)k },
k, n = 0, 1, 2, . . . , λ

(n)
0 = 1, ∀n ∈ N, λ(n)k = 0 для k > n, кожнiй функцiї f ,

що має ряд Фур’є (1), поставимо у вiдповiднiсть послiдовнiсть тригономет-
ричних полиномiв:

Un(f ;x; Λ) =
a0
2
λ
(n)
0 +

n−1∑
k=1

λ
(n)
k (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx). (5)

У виглядi тригонометричних полiномiв (5) суми Валле Пуссена Vn,p(f ; x)
функцiї f(x) , що задаються спiввiдношенням (3), можна подати за допомо-
гою матрицi Λ = {λ(n)k } , елементи якої задаються наступним спiввiдношен-
ням

λ
(n)
k =

{
1, 1 6 k 6 n− p;
1− k−n+p

p , n− p < k 6 n, n, p ∈ N, p < n.

Неважко помiтити, що у випадку, коли p1 = p2 = 1, p3 = p , потрiйнi суми
Валле Пуссена спiвпадають iз звичайними сумами Валле Пуссена.

Потрiйнi суми Валле Пуссена у випадку, коли p3 = 1 , спiвпадають з
повторними сумами, вiдповiднi спiввiдношення для елементiв пiдсумовуючих
матриць яких отриманi у роботi [3].

У данiй роботi отриманi спiввiдношення для елементiв пiдсумовуючих
матриць Λ = {λ(n)k } потрiйних методiв Валле Пуссена Vn,p1,p2,p3 .

Основна частина
Теорема 1. Нехай 2 6 p1 6 p2 < p3 , p1 + p2 + p3 < n . Тодi

Vn,p1,p2,p3(f, x) =
a0
2
λ
(n)
0 +

n−1∑
k=1

λ
(n)
k (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx).

якщо числа λ
(n)
k задаються наступним спiввiдношенням

λ
(n)
k =
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1, k = 1, 2, ..., n− p+ 2;

1− 1
p1p2p3

k−n+p−2∑
i=1

1
2i(i+ 1), k = n− p+ 3, ..., n− p2,3 + 2;

1− 1
p1p2p3

[
k−n+p2,3−2∑

i=1

(2i+p1+1)p1
2 +

p1∑
i=1

i(i+1)
2 ], k = n− p2,3 + 3, ..., n− p1,3 + 1;

1
p1p2p3

[(n− k + 1− p2,1
2 )p2p1 −

n−k−p3∑
i=1

i(i+1)
2 ], k = n− p1,3 + 1, ..., n− p3 − 1;

1
p3
[(n− k + 1)− p1,2

2 ], k = n− p3, ..., n− p1,2 + 1;

1
p1p2p3

[(n− k + 1− p1,2
2 )p2p1 +

k−n+p1,2−2∑
i=0

(i+1)i
2 ], k = n− p1,2 + 2, ..., n− p2;

1
p1p2p3

[
p1∑
i=1

(i+1)i
2 +

n−k−p1∑
i=1

p1
2 (2i+ p1 + 1)], k = n− p2 + 1, ..., n− p1 − 1;

1
p1p2p3

n−k∑
i=1

i(i+1)
2 , k = n− p1, ..., n− 1,

(6)
де p = p1 + p2 + p3 , pi,j = pi + pj .

Доведення. Нехай 2 6 p1 6 p2 < p3 , p1 + p2 + p3 < n . Позначимо
pi,j = pi + pj , i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3; p = p1,2,3 = p1 + p2 + p3 .
Тодi потрiбнi числа λ

(n)
k задовольняють умову

1

p1p2p3

n−1∑
k=n−p1

k∑
ν=k−p2+1

ν∑
m=ν−p3+1

Sm(f, x) =
1

p1p2p3

n−1∑
k=n−p1

[Sk−p2,3+2+ Sk−p2,3+3+ Sk−p2,3+4+ ... +Sk−p3+1+ ... +Sk−p2+1+
+Sk−p2,3+3+ Sk−p2,3+4+ Sk−p2,3+5+ ... +Sk−p3+2+ ... +Sk−p2+2+
+Sk−p2,3+4+ Sk−p2,3+5+ Sk−p2,3+6+ ... +Sk−p3+3+ ... +Sk−p2+3+

... ... ... ... ... ... ...
+Sk−p3+1+ Sk−p3+2+ Sk−p3+3+ ... +Sk−p3+p2+1+ ... +Sk] =

= Sn−p1−p2−p3+2 + 3Sn−p1−p2−p3+3 + 6Sn−p1−p2−p3+4...+

+...+ 6Sn−3 + 3Sn−2 + Sn−1 =
n−1∑
k=0

λ
(n,p)
k Ak(f ;x).

Всi суми Фур’є Sk = Sk(f ;x) , що додаються, розташованi в p1 прямо-
кутних таблицях, у кожнiй з яких p3 стовпцiв i p2 строк.

Розпочнемо пiдрахунок з кiнця. У перший блок зберемо елементи Sk ,
якi хоча б в однiй з таблиць є самим правим нижнiм елементом. Неважко
помiтити, що елемент Sn−i для кожного i = 1, 2, ..., p1 зустрiчається один
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раз в p1 − i + 1 -ой таблицi i на одиницю раз бiльше в кожнiй наступнiй
до p1 -й включно. Тому кiлькiсть елементiв Sn−i в усiй цiй побудовi дорiвнює
1+2+...+i = i(i+1)

2 . Гармонiка An−ν мiститься в усiх сумах Sn−i =
∑n−i

j=0Aj , у
яких номер бiльше-дорiвнює номеру цiєї гармонiки. Кiлькiсть усiх елементiв
Sk з номерами k > n− ν , ν = 1, 2, ..., p1 , в усiй будiвлi дорiвнює

∑ν
i=1

i(i+1)
2 .

Це означає, що загальна кiлькiсть гармонiк An−ν в усiх таблицях для кож-
ного ν = 1, 2, ..., p1 дорiвнює

∑ν
i=1

i(i+1)
2 . Виконуючи замiну k = n − ν ,

ν = n− k , для k = n− p1, n− p1 + 1, ..., n− 1 отримуємо

λ
(n)
k =

1

p1p2p3

n−k∑
i=1

i(i+ 1)

2
, (7)

Кожний з елементiв з номерами k = n − p2 + 1, ..., n − p1 − 1 входить
в кожну з p1 таблиць i утворює рiвно p1 неповних дiагоналей так, що для
кожного i = 1, 2, ..., p2 − p1 − 1 елемент Sn−p1−i в останнiй таблицi утворює
найбiльш довгу дiагональ довжиною p1 + i < p2 штук i в кожнiй попереднiй
на 1 бiльш коротку. Тому загальна кiлькiсть елементiв Sn−p1−i для кожного
i = 1, 2, ..., p2−p1−1 дорiвнює (p1+i)+(p1+i−1)+...+(i+1) = p1

2 (2i+p1+1) .
Для номерiв k = n − p2 + 1, ..., n − p1 − 1 гармонiка Ak = An−p1−ν,
ν = 1, 2, ..., p2 − p1 − 1, потрапляє по одному разу у кожну з сум Sm з но-
мерами m = n − p1, n − p1 + 1, ..., n − 1 , загальна кiлькiсть яких дорiвнює∑p1

i=1
i(i+1)

2 , i по одному разу в кожну з сум Sn−p1−i , 1 6 i 6 ν . Кiлькiсть
всiх елементiв Sm з номерами m = n − p1 − ν, ..., n − p1 − 1 , в усiй будiвлi
дорiвнює

∑ν
i=1

p1
2 (2i+p1+1) . Таким чином, виконуючи замiну k = n−p1−ν ,

ν = n− p1 − k , для k = n− p2 + 1, ..., n− p1 − 1 отримуємо

λ
(n)
k =

1

p1p2p3
[

p1∑
i=1

i

2
(i+ 1) +

n−k−p1∑
i=1

p1
2
(2i+ p1 + 1)]. (8)

Суми Sn−ν−p2+1 , ν = 1, 2, ...p1 − 1, утворюють в усiй цiй побудовi ν пов-
них дiагоналей i p1 − ν дiагоналей, довжини яких дорiвнюють вiдповiдно
p2 − 1, p2 − 2, ..., p2 − (p1 − ν) . Тому загальна кiлькiсть всiх елементiв Sk з
номерами n− ν − p2 + 1 6 k 6 n− p2 дорiвнює

νp2p1 −
p1−1∑
i=p1−ν

i(i+ 1)

2
.

Отже, для ν = 1, 2, ...p1 − 1, маємо

λ
(n)
n−ν−p2+1 =

1

p1p2p3
[νp2p1−

p1−1∑
i=p1−ν

i(i+ 1)

2
+

p1∑
i=1

i

2
(i+1)+

p2−p1−1∑
i=1

p1
2
(2i+p1+1)].

Випуск №4, 2014 25



Математика

Виконуючи замiну ν = n − k − p2 + 1, для k = n − p1 − p2 + 2, ..., n − p2
отримуємо

λ
(n)
k =

1

p1p2p3
[(n− k + 1− (p2 + p1)

2
)p2p1 +

k−n+p1+p2−2∑
i=0

i

2
(i+ 1)]. (9)

Суми Sk з номерами k = n− p3, ..., n− p1 − p2 + 1 утворюють блок повних
дiагоналей. Для ν = 1, 2, ..., p3 − p1 − p2 суми Sn−p1−p2+2−ν мiстяться p1p2
раз. Тому для k = n− p3, ..., n− p1 − p2 + 1

λ
(n)
k =

1

p3
[(n− k + 1)− p2 + p1

2
]. (10)

Сума Sn−p3−p1+ν , для кожного ν = 1, 2, ...p1 − 1, утворює в усiй цiй
будiвлi ν повних дiагоналей i p1 − ν дiагоналей, довжини яких дорiв-
нюють вiдповiдно p2 − 1, p2 − 2, ..., p2 − (p1 − ν) . Тому загальна кiль-
кiсть сум Sk з номерами k = n − p3 − p1 + ν, ..., n − 1 дорiвнює
(p1 − ν)p2p1 −

∑p1−1
i=ν

(p1−i)(p1−i+1)
2 + p2p1[(p3 + 1) − p2+p1

2 ] так, що для
k = n− p1 − p3 + 1, ..., n− p3 − 1

λ
(n)
k =

1

p1p2p3
[(n− k + 1− p2 + p1

2
)p2p1 −

n−k−p3∑
j=1

j(j + 1)

2
]. (11)

Гармонiка An−p1−p2−p3+3 не потрапляє в одну суму Sn−p1−p2−p3+2 ,An−p1−p2−p3+4

не потрапляє в одну суму Sn−p1−p2−p3+2 i в двi суми Sn−p1−p2−p3+3 i т.д. Кожна
з сум Sk з номерами k = n−p1−p2−p3+2, n−p1−p2−p3+3, ..., n−p2−p3+1
є кутовим елементом вiдповiдно у першiй, другiй, ... , pi -й таблицi i в кожнiй
наступнiй утворює дiагональ на 1 довшу, а в попереднiх не зустрiчаєть-
ся. Тому кожна з сум Sn−p1−p2−p3+1+ν для ν = 1, 2, ..., p1 − 1 мiститься
1+2+ ..+ ν = ν(ν+1)

2 разiв. Гармонiка An−p1−p2−p3+2+ν , ν = 1, 2, ..., p1 не мiс-
титься в усiх сумах з номерами меншими за n−p1−p2−p3+2+ν . Загальна

кiлькiсть сум Sk з номерами k < n− p1 − p2 − p3 + 2+ ν дорiвнює
ν∑
i=1

i(i+1)
2 .

Таким чином для k = n−p1−p2−p3+3, n−p1−p2−p3+4, ..., n−p2−p3+2

λ
(n)
k = 1− 1

p1p2p3

k−n+p1+p2+p3−2∑
i=1

i(i+ 1)

2
. (12)

Кожна iз сум Sk з номерами k = n−p2−p3+2, n−p2−p3+3, ..., n−p1−p3
зустрiчається у кожнiй таблицi бiльше одного разу, але не утворює жод-
ної повної дiагоналi. Загальна кiлькiсть елементiв Sn−p2−p3+1+i для кожного
i = 1, 2, ..., p2−p1−1 дорiвнює (p1+i)+(p1+i−1)+...+(i+1) = p1

2 (2i+p1+1) .
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Гармонiка An−p2−p3+2+ν , ν = 1, 2, ..., p2−p1−1 не мiститься в усiх сумах з
номерами меншими за n−p2−p3+2+ν . Загальна кiлькiсть сум Sk з номерами

n−p2−p3+2 < k < n−p2−p3+2+ν дорiвнює
ν∑
i=1

p1
2 (2i+p1+1) , а всiх сум

Sk з номерами k < n− p2 − p3 +2+ ν дорiвнює
ν∑
i=1

p1
2 (2i+ p1 +1)+

p1∑
i=1

i(i+1)
2 .

Таким чином для k = n− p2 − p3 + 3, n− p2 − p3 + 4, ..., n− p1 − p3 + 1

λ
(n)
k = 1− 1

p1p2p3
[

k−n+p2+p3−2∑
i=1

p1
2
(2i+ p1 + 1) +

p1∑
i=1

i(i+ 1)

2
]. (13)

Поєднуючи (7) – (13), отримуємо (6).
Теорема доведена.
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ПРИБЛИЖЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
ПРЯМОУГОЛЬНЫМИ ЛИНЕЙНЫМИ МЕТОДАМИ

Отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхилень прямокутних лiнiйних се-
реднiх на класах перiодичних функцiй багатьох змiнних

Ключевые слова: ряды Фурье, асимптотические равенства.

Введение
В данной работе изучаются вопросы приближения классов периодических

функций m переменных, имеющих почти везде ограниченные обобщенные
частные производные. Классификации неперерывных периодических функ-
ций на основе учета свойств семейств коэффициентов Фурье периодических
функций многих переменных были предложены в работах П.В. Задерея [1],
А.И. Степанца, Н.Л. Пачулиа [2], Р.А. Ласурии [3], В.И. Рукасова [4] и других.

Пусть Rm = {x⃗ = (x1, x2, ..., xm), xi ∈ R, i = 1, 2, ...,m} – m -мерное

Евклидово пространство, Tm =
m∏
i=1

[−π;π] – m -мерный куб с ребром 2π,

Nm =
{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, i = 1, 2, ...,m

}
.

Через L(Tm) обозначим множество 2π -периодических по каждой перемен-
ной, суммируемых на кубе Tm , функций f(x⃗) = f(x1, x2, ..., xm). Пусть
Em ⊂ Rm – множество упорядоченных m -ок из нулей и единиц. Следуя [5],
каждой паре точек s⃗ ∈ Em, k⃗ ∈ Nm

∗ = Nm ∪ Em , поставим в соответствие
коэффициент Фурье функции f ∈ L(Tm)

as⃗
k⃗
(f) =

1

πm

∫
Tm

f(x⃗)
m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
dxi.

Каждому вектору k⃗ ∈ Nm
∗ поставим в соответствие величину

Ak⃗(f ; x⃗) =
∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
.

c⃝БодраяВ.И., Сазонова Ю.В., ПанасенкоЯ.С., ЛогвиненкоА.В., ПротынякА.Л.,2014
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Тогда, следуя [2,7], ряд Фурье функции f(x⃗) задается соотношением

S[f ] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)
Ak⃗(f ; x⃗), (1)

где q(k⃗) – количество нулевых координат вектора k⃗ .
Пусть m = {1, 2, ...,m} . Обозначим символом µ(r) ⊂ m r -элементные

подмножества из m . Гармоникой, сопряженной с Ak⃗(f ; x⃗) по переменным
xν , ν ∈ µ ⊂ m будем называть величину

A

∑
ν∈µ

e⃗ν

k⃗
(f ; x⃗)=

∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

∏
i∈m\µ

cos
(
kixi −

siπ

2

)∏
j∈µ

cos

(
kjxj −

(sj + 1)π

2

)
.

Следуя работе [6] введем понятие (ψ, β) -производных функций многих
переменных следующим образом. Пусть ψi(x), i = 1, 2, ...,m, – фиксирован-
ный набор функций, определенных на [1; +∞) , βi ∈ R, i = 1, 2, ...,m, —
фиксированный набор чисел.

Обозначим через Nm
µ множество элементов k⃗ ∈ Nm

∗ , у которых
ki ̸= 0, i ∈ µ . Предположим, что для всякого µ ⊂ m ряды∑

k⃗∈Nm
µ

1

2q(k⃗)
∏
i∈µ

ψi(ki)

∑
ζ(r)⊂µ

(−1)r
∏

j∈µ\ζ(r)

cos
βjπ

2

∏
ν∈ζ(r)

sin
βνπ

2
A

∑
l∈ζ(r)

e⃗l

k⃗
(f ; x⃗). (2)

являются рядами Фурье некоторых функций φµ(x⃗) , которые будем называть
частичными (ψ, β)–производными по переменным xi, i ∈ µ ⊂ m и обозна-
чать φµ = f

ψµ
βµ

.

Через L
ψµ
βµ

обозначим множество функций f ∈ L , которые для всякого

µ ⊂ m имеют f
ψµ
βµ

. Множество неперерывных функций из L
ψµ
βµ

таких, что
для всех µ ⊂ m ∫

Tm

f
ψµ
βµ
(⃗t)

m∏
j=1

dtj = 0, esssup|fψµβµ | 6 1,

будем обозначать C
ψµ
βµ,∞, µ ⊂ m .

Пусть Λ = {Λ1,Λ2, ...,Λm} – фиксированный набор бесконечных тре-
угольных числовых матриц, Λi = {λ(n)k,i }, i = 1, 2, ...,m, n ∈ N, k = 0; 1; ... ,

λ
(n)
0,i = 1 и λ

(n)
k,i = 0 для k > n. Пусть далее λ

(n⃗)

k⃗
=

m∏
i=1

λ
(ni)
ki,i

и

Gn⃗ =
m∏
i=1

[0;ni − 1] . Так, что λ
(n⃗)

k⃗
= 0 для любых k⃗ ̸∈ Gn⃗.

Випуск №4, 2014 29



Математика

Функции f ∈ L(Tm), имеющей ряд Фурье (1), поставим в соответствие
семейство тригонометрических полиномов

Un⃗(f ; x⃗; Λ) =
∑
k⃗∈Gn⃗

2−q(k⃗)λ
(n⃗)

k⃗
Ak⃗(f ; x⃗). (3)

Целью данной работы является изучение асимптотического при ni → ∞,
i = 1, 2, ...,m, поведения величин

E(Cψµ
βµ,∞;Un⃗) = sup

f∈Cψµβµ,∞

||f(x⃗)− Un⃗(f ; x⃗; Λ)||C

при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m .

Основная часть
Найдем для величин δn⃗(f ; x⃗) = f(x⃗)−Un⃗(f ; x⃗) , которые являются уклоне-

ниями тригонометрических многочленов Un⃗(f ; x⃗), n⃗ ∈ Nm, от функции
f(x⃗) , интегральные представления через параметры, определяющие класс
функций C

ψµ
βµ,∞ . Для этого находим соотношения между коэффициентами

Фурье функций из C
ψµ
βµ,∞ и их обобщенных производных.

Лемма 1. Пусть f ∈ C
ψµ
βµ,∞, µ ⊂ m . Тогда для всякого k⃗ ∈ Nm

µ , s⃗ ∈ Em,

µ ⊂ m для коэффициентов Фурье функции f(x⃗) и ее производной f
ψµ
βµ
(x⃗)

выполняются равенства

as⃗
k⃗
(f) =

∏
i∈µ

ψi(ki)
∑
ζ⊂µ

∏
i∈µ(r)\ζ

cos
βiπ

2

∏
j∈ζ

(− sin
βjπ

2
)(−1)

∑
ν⊂ζ

sν
a
s⃗+
∑
ν∈ζ

(−1)sν e⃗ν

k⃗
(f

ψµ
βµ
).

(4)

Положим

τi(v) =

{
(1− λi(v)ψi(niv),

1
ni

6 v 6 1,

ψi(niv), 1 6 v, i = 1, 2, ...,m,
(5)

где λi(v) – непрерывные на [0; 1] функции такие, что λi(k/n) = λ
(n)
k,i .

Теорема 1. Пусть класс функций C
ψµ
βµ,∞, µ ⊂ m и оператор Un⃗(Λ) такие,

что функции τi(v), определенные соотношениями (5), имеют суммируемые
на R преобразования Фурье

∞∫
−∞

|τ̂i(t)|dt <∞, i = 1, 2, ...,m.

30 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Бодрая В.И., Сазонова Ю.В., Панасенко Я.С., ... Приближение периодических функций

Тогда для всякой функции f ∈ C
ψµ
βµ,∞ в каждой точке x⃗ ∈ Tm для откло-

нений прямоугольных операторов Un⃗(Λ) выполняется равенство

δn⃗(f ; x⃗)=
m∑
r=1

(−1)r+1
∑

µ(r)⊂m

1

πr

∫
Rr

f
ψµ
βµ

x⃗+ ∑
j∈µ(r)

tj
nj
e⃗j

×

×
∏
ν∈µ(r)

∞∫
0

τν(vν) cos

(
vνtν +

βνπ

2

)
dvνdtν. (6)

Доказательство. В силу соотношения (3)

S[δn⃗(f, x⃗)] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)

(
1−

m∏
i=1

λ
(ni)
ki,i

)
Ak⃗(f, x⃗) =

=
m∑
i=1

∑
k⃗∈Nm

i

1

2q(k⃗)

(
1− λ

(ni)
ki,i

)
Ak⃗(f, x⃗) +

m∑
i=2

(−1)i+1
∑
µ(i)⊂m

∑
k⃗∈Nm

µ

1

2q(k⃗)
×

×
∏
j∈µ(i)

(
1− λ

(nj)
kj ,j

)
Ak⃗(f, x⃗)

df
=

m∑
i=1

(−1)i+1
∑
µ(i)⊂m

Sµ(f, x⃗). (7)

Вычислив коэффициенты Фурье функций

Iµ(r)(x⃗) =
1

πr

∫
T r

f
ψµ
βµ

x⃗− ∑
i∈µ(r)

tie⃗i

×

×
∏
ν∈µ(r)

∞∫
0

τν(vν) cos

(
vνtν +

βνπ

2

)
dvνdtν, µ = µ(r) ⊂ m, (8)

и применяя формулы (4), получаем

S
[
Iµ(r)

]
=
∑
k⃗∈Nm

µ

1

2q(k)

∏
j∈µ

(
1− λ

(nj)
kj ,j

)
Ak⃗(f, x⃗) = Sµ(f, x⃗).

Поэтому

δn⃗(f, x⃗) =
m∑
i=1

(−1)i+1
∑
µ⊂m

Iµ(i)(f, x⃗).

Объединяя последнее соотношение с (7) и (8), получаем (6). �
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Изучим асимптотическое поведение при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m, величин

E
(
C
ψµ
βµ,∞;Un⃗

)
= sup

f∈Cψµβµ,∞

||δn⃗(f ;x)||C .

Теорема 2. Пусть функции τi,j(v), имеют суммируемые на R преобразо-
вания Фурье. Тогда при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптоти-
ческая формула

E
(
C
ψµ
βµ,∞;Un⃗

)
=

m∑
i=1

[A(τi) +O(1)a(τi)] +O(1)
m∑
j=2

∑
µ(j)⊂m

∏
ν∈µ(j)

A(τν), (9)

где

A(τi) =

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi(v) cos(vt+ βiπ/2)dv

∣∣∣∣∣∣ dt, i = 1, 2, ...,m,

a(τi) =

∫
|t|>πni

2

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi(v) cos(vt+ βiπ/2)dv

∣∣∣∣∣∣ dt, i = 1, 2, ...,m,

O(1) — величина, равномерно ограниченная по ni, i = 1, 2, ...,m.

Доказательство. Применяя равенство (6), получаем

E
(
C
ψµ
βµ,∞;Un⃗

)
= sup

f∈Cψµβµ,∞

∥∥∥∥∥∥
m∑
r=1

(−1)r+1
∑

µ(r)⊂m

1

πr

∫
Rr

f
ψµ
βµ

(
x⃗−

∑
j∈µ

tj
nj
e⃗j

)
×

×
∏
ν∈µ

∞∫
0

τν(vν) cos

(
vνtν +

βνπ

2

)
dvνdtν

∥∥∥∥∥∥
C

.

Поэтому справедлива оценка сверху

E
(
C
ψµ
βµ,∞;Un⃗

)
6

m∑
j=1

A(τj) +O(1)
m∑
ζ=2

∑
µ(ζ)⊂m

∏
j∈µ(ζ)

A(τj). (10)

Для 2π -периодической функции fψii,βi(−x⃗) = φ∗
i (x⃗) , где функции φ∗

i (x),
i=1, 2, ...,m, определены так, что на промежутке [−π

2 ;
π
2 ]

φ∗
i (t) = sign

ni ∞∫
0

τi(v) cos

(
vtni +

βiπ

2

)
dv

 ,
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а на промежутке [−π;−π
2 ) ∪ (π2 ;π] так, что
π∫

−π

φ∗
i (x)dx = 0, i = 1, 2, ...,m,

выполнено f∗(x⃗) =
m∑
i=1

fi(xi) ∈ C
ψµ
βµ,∞ . Поэтому справедливо неравенство

m∑
j=1

[A(τj) +O(1)a(τj)] +O(1)

 m∑
ζ=2

∑
µ(ζ)⊂m

∏
j∈µ(ζ)

A(τj)

 6

6 E
(
C
ψµ
βµ,∞;Un⃗

)
6

m∑
j=1

A(τj) +O(1)

 m∑
ζ=2

∑
µ(ζ)⊂m

∏
j∈µ(ζ)

A(τj)

 .
Из этого неравенства вытекает (9). Теорема доказана.
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НАБЛИЖЕННЯ ЛОКАЛЬНО СУМОВНИХ ФУНКЦIЙ МАЛОЇ
ГЛАДКОСТI ОПЕРАТОРАМИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА В

IНТЕГРАЛЬНIЙ МЕТРИЦI

В роботi розглядаються питання наближення класiв Степанця L̂ψN операторами Вал-
ле Пуссена в просторi L̂ у випадку, коли множини L̂ψN складаються з функцiй малої
гладкостi. Одержано асимптотичнi закони поведiнки верхнiх граней вiдхилень згаданих
функцiй вiд операторiв Валле Пуссена, якi в певних випадках забезпечують розв’зання
вiдомої задачi Колмогорова-Нiкольського.

Ключовi слова: ψ -похiдна, модуль неперервностi, оператор Валле Пуссена.

Вступ
В роботi [1] класи L̂ψN означенi наступним чином. Нехай L̂ — множи-

на функцiй f, якi вимiрнi на дiйснiй осi i такi, що мають скiнчену норму

||f ||L̂ = sup
a∈R

a+2π∫
a

|f(t)| dt.

Позначимо через A множину неперервних при v > 0 функцiй ψ(v) ,
якi задовольняють умови: 1)ψ(v) > 0, ψ(0) = 0, ψ(v) зростає на [0, 1); 2)
ψ(v) опукла донизу на [1,∞) i lim

v→∞
ψ(v) = 0; 3)похiдна ψ′(v) = ψ′(v + 0)

має обмежену варiацiю на [0,∞). Пiдмножину функцiй ψ(v), для яких
∞∫
1

ψ(v)
v dv <∞, позначають A′.

Для пари ψ1, ψ2 ∈ A визначимо функцiю ψ : ψ
df
= ψ1+ + iψ2−, де ψ1+ та

ψ2− — парне i непарне продовження функцiй ψ1, ψ2 вiдповiдно.
Тодi через L̂ψN будемо позначати множину функцiй f ∈ L̂, якi майже

для всiх x можна подати у виглядi наступної рiвностi:

f(x) = A0 +
∫
R
φ(x+ t)ψ̂(t) dt

df
= A0 + φ ∗ ψ̂(x), (1)

де A0 — деяка стала, iнтеграл розумiється як границя iнтегралiв по симет-
ричних промiжках, що розширюються, φ ∈ N (N ⊂ L̂ ),

ψ̂(t) = 1
2π

∫
R
ψ(x)e−ixt dx. (2)

c⃝Сiлiн Є.С.,2014
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Якщо ψ1 ∈ A , ψ2 ∈ A′ , то перетворення ψ̂(t) сумовне на дiйснiй осi.
Наслiдуючи О.I. Степанця, [2, с. 149], функцiю φ(·) в зображеннi (1)

будемо називати ψ−похiдною функцiї f(·) i позначати fψ(·) .
В ролi N виступає одинична куля ŜL : ŜL = {φ ∈ L̂ : ||φ(t)||L̂ 6 1}, або

класи ĤωL : ĤωL = {φ ∈ L̂ : ||φ(·+t)−φ(·)||L̂ 6 ω(|t|)}, де ω(t) — фiксований
модуль неперервностi [3, с. 20].

Агрегатом наближення функцiй з класiв L̂ψN є оператори

Vσ,c(f ;x) = Vσ,c(f ; x; Λ) = A0 + fψ ∗ λ̂σ,cψ(x), (3)

де f ∈ L̂ψN , λ̂σ,cψ перетворення вигляду (2) функцiї λσ,c(t)ψ(t), у якiй

λσ,c(t) =


1, 0 6 |t| 6 c
σ−|t|
σ−c , c 6 |t| 6 σ,

0, σ 6 |t|,
σ > c > 1. (4)

Як випливає з робот О.I. Степанця (зокрема, [4]), за деяких умов Vσ,c(f ; x)
належать до множини εσ цiлих функцiй експоненцiального типу 6 σ. У
перiодичному ж випадку, при σ = n ∈ N i c = n − p, p ∈ N, p < n,
оператори Vσ,c(f ; x) спiвпадають з вiдомими сумами Валле Пуссена. Тому
оператори Vσ,c(f ;x) одержали назву оператори Валле Пуссена.

Метою роботи є знаходження асимптотичних формул при σ → ∞ верхнiх
граней вiдхилень

E(L̂ψN;Vσ,c) = sup
f∈L̂ψN

∥f(x)− Vσ,c(f, x)∥L̂. (5)

Предметом дослiдження є апроксимативнi характеристики операторiв Валле
Пуссена на класах L̂ψN .

Видiлимо iз A пiдмножини A0 i AC [4, с. 193]. Кожнiй функцiї ψ ∈ A

спiвставимо пару функцiй η(t) = ψ−1
(
1
2ψ(t)

)
, µ(t) = t

η(t)−t , t > 1. Тодi
A0 = {ψ : ψ ∈ A, 0 < µ(t) 6 K1 <∞}, AC = {ψ : ψ ∈ A, 0 < K2 6 µ(t) 6
6 K3 <∞}, де Ki = const , i = 1, 3 (якi можливо залежать вiд ψ(·)) .

Основна частина
Покладемо h = h(σ) = σ − c, Θ

df
= lim

σ→∞
h
σ .

Теорема 1. Нехай ψ1 ∈ A0 i ψ2 ∈ A′
0, A′

0 = A0

∩
A′ . Дiйснi числа σ i

h = h(σ), σ > h > 1 обранi так, що 0 6 Θ < 1 . Тодi при σ → ∞

E(L̂ψŜL;Vσ,σ−h) =
2

π

∞∫
σ

ψ2(t)

t
dt+

4

π2
|ψ(σ)| ln σ

h
+O(1)|ψ(σ)|, (6)
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E(L̂ψĤωL;Vσ,σ−h) = Θω

(
1

π

1∫
0

ω

(
2t

σ

) ∞∫
1

ψ2(σs) sin st ds dt+

+
2|ψ(σ)|
π2

ln
σ

h

π
2∫

0

ω

(
2t

σ

)
sin t dt

)
+O(1)|ψ(σ)|ω

(
1

σ

)
, (7)

де Θω ∈ [1/2, 1], Θω = 1, коли ω(t) опуклий модуль неперервностi, O(1) —
величини, рiвномiрно обмеженi по σ i h .

Зауваження 1. Нехай ψ2 ∈ AC . Тодi [2, с. 214, 216] мають мiсце оцiнки:
∞∫
σ

|ψ2(s)|
s ds 6 K|ψ2(σ)|, 1

π

∣∣∣∣∣ 1∫0 ω (2tσ )
∞∫
0

ψ2(σs) sin st dsdt

∣∣∣∣∣ = O(1)ω
(
1
σ

) ∞∫
σ

|ψ2(s)|
s ds.

Отже, якщо ψ1 ∈ A0 i ψ2 ∈ AC , то формули (6) i (7) набувають вигляду:

E(L̂ψŜL;Vσ,σ−h) =
4

π2
|ψ(σ)| ln σ

h
+O(1)|ψ(σ)|, (8)

E(L̂ψĤωL;Vσ,σ−h) =
2Θω|ψ(σ)|

π2
ln
σ

h

π/2∫
0

ω

(
2t

σ

)
sin t dt+O(1)|ψ(σ)|ω

(
1

σ

)
.

(9)
За умови Θ = 0 асимптотичнi спiввiдношення (8) i (9) дають розв’язок

задачi Колмогорова-Нiкольського для операторiв Валле Пуссена на класах
L̂ψŜL i L̂ψĤωL вiдповiдно.

Аналог теореми 1 в рiвномiрний метрицi був доведен у роботi [5]. У
перiодичному випадку (наближення сумами Валле Пуссена) — в роботах
В.I. Рукасова i С.О. Чайченка [6, 7]. Наближення операторами Фур’є (ви-
падок c = σ − 1 ) ψ -iнтегралiв локально сумовних функцiй в рiвномiрний
метрицi було дослiджено О.I. Степанцем та I.В. Соколенком [8, 9].
Доведення.

Скористаємося схемою, яку запропоновано в роботi [2, с. 219 – 259] з вра-
хуванням специфiки випадку, що розглядається.

Поряд з операторами Валле Пуссена в [1, с. 1551 – 1552] означенi опера-
тори V ∗

σ,c(f ;x) = V ∗
σ,c(f ; x; Λ

∗) = A0 + fψ ∗ λ̂∗σ,cψ(x), при цьому

λ∗σ,c(t) =

{
λσ,c, |t| ∈ [0, c] ∪ [σ,∞),

1− |t|−c
σ−c

ψ(σsign(t))

ψ(t)
, c 6 |t| 6 σ.

(10)
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Нехай f ∈ L̂ψN, тодi, згiдно до рiвностей (1) – (4) i 10

f(x)− Vσ,c(f, x)
df
= ρσ,c(f, x) =

∫
R
fψ(x+ t) ̂(1− λ∗σ,c(t))ψ(t)dt+

+
∫
R
fψ(x+ t)d̂σ,c(t)

df
= ρ∗σ,c(f, x) + ∆σ,c(f, x), (11)

де d̂σ,c(t) =
σ∫
c

s−c
2(σ−c)π [(ψ(s)− ψ(σ))e−ist + (ψ(−s)− ψ(−σ))eist]ds.

Спростимо спочатку перший доданок з правої частини рiвностi (11). Для
цього видiлимо головнi частини i оцiнимо залишки. Нехай a — довiльне
додатне число, h = σ − c . Згiдно з теоремою 1 роботи [1, с. 1552] i спiв-
вiдношенням (10), пiсля iнтегрування частинами, маємо

ρ∗σ,σ−h(f, x) =
−ψ1(σ)

π

∫
a
σ6|t|6π

h

δ(x, t)
2 sin (2σ−h)t

2 sin ht
2

ht2 dt+

+ψ2(σ)
π

∫
a
σ6|t|6π

h

δ(x, t)
2 cos (2σ−h)t

2 sin ht
2

ht2 dt+

+ 1
π

∫
|t|6 a

σ

δ(x, t)
∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds dt+ bψ1

N (f, x) + bψ2

N (f, x), (12)

де δ(x, t) = fψ(x + t) − fψ(x), якщо f ∈ L̂ψĤωL i δ(x, t) = fψ(x + t), якщо
f ∈ L̂ψŜL ; bψ1

N (f, x) = αψ1

N (f, x) + βψ1

N (f, x) +Rψ1

N (f, x), при цьому

αψ1

N (f, x)
df
= −ψ1(σ)

π

∫
|t|6 a

σ

δ(x, t)
2 sin (2σ−h)t

2 sin ht
2

ht2 dt,

βψ1

N (f, x)
df
= ψ1(σ)

π

∫
|t|>π

h

δ(x, t)
2 sin (2σ−h)t

2 sin ht
2

ht2 dt,

Rψ1

N (f, x)
df
=
∫
R

δ(x,t)
t

∞∫
σ

ψ′
1(s) sin st dsdt, (13)

та

bψ2

N (f, x) = ψ2(σ)
π

( ∫
|t|6 a

σ

δ(x, t)

(
2 cos (2σ−h)t

2 sin ht
2

ht2 − cosσt
t

)
dt+

+
∫

|t|>π
h

δ(x, t)
2 cos (2σ−h)t

2 sin ht
2

ht2 dt+
∫

|t|> a
σ

δ(x,t)
t

∞∫
σ

ψ′
2(s) cos st dsdt

)
. (14)

Доведемо справедливiсть спiввiдношень

||bψiN (f, x)||L̂ =

{
O(1)|ψi(σ)|, ∀f ∈ L̂ψŜL,

O(1)|ψi(σ)|ω
(
1
σ

)
, ∀f ∈ L̂ψĤωL

i = 1, 2. (15)
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В подальшому вважатимемо, що fψ ∈ ĤωL , при цьому фактично також
буде розглянутий випадок, коли fψ ∈ ŜL . Використовуючи оцiнки норм∥∥∫ f(x+ t)K(t) dt

∥∥
L̂
6 ∥f∥L̂

∫
|K(t)| dt, f ∈ L̂, K ∈ L(a, b), (16)

отримаємо
αψ1

N (f, x) 6 K|ψ1(σ)|ω(1/σ). (17)

Для того, щоб оцiнити другий доданок рiвностi (13), представимо його у
виглядi βψ1

N (f, x) = ψ1(σ)
π (I1 − I2) , де

I1
df
=
∫

|t|>π
h

δ(x, t)cos(σ−h)tht2 dt, I2
df
=
∫

|t|>π
h

δ(x, t)cosσtht2 dt

i одержимо спочатку оцiнку iнтеграла I
(+)
1

df
=

∞∫
π/h

δ(x, t)cos(σ−h)tht2 dt.

Для цього будемо використовувати метод, який запропоновано у роботi
О.I. Степанця [2, с. 209 – 213]. Нам знадобиться аналог леми 5.2.3 з цiєї роботи.

Лема 1. Нехай φ(t) — сумовна на множинi I функцiя. Тодi, якщо I =
= {x : a 6 x 6 b} i xk, k = 1, N, a 6 x1 < x2 < . . . < xN 6 b — деякий
набiр точок, для яких

xk+1∫
xk

φ(t) dt = 0, k = 1, 2, . . . , N − 1, (18)

φ > 0 (φ < 0) майже скрiзь на (xk, ck), φ < 0 (φ > 0) майже скрiзь на
(ck, xk+1), ck ∈ (xk, xk+1), то ∀f ∈ ĤωL∥∥∥∥∥ b∫

a

f(x+ t)φ(t) dt

∥∥∥∥∥
L̂

6
∥∥∥∥x1∫
a

f(x+ t)φ(t) dt

∥∥∥∥
L̂

+

+ω(∆)
2

xN∫
x1

|φ(t)| dt+

∥∥∥∥∥ b∫
xN

f(x+ t)φ(t) dt

∥∥∥∥∥
L̂

.

Якщо I = {x : x > a} , a xk, k = 1, 2, . . . , a 6 x1 < x2 < . . . — деякий
набiр точок, для яких умова (18) виконана для довiльного натурального k,

то ∀f ∈ ĤωL∥∥∥∥∞∫
a

f(x+ t)φ(t) dt

∥∥∥∥
L̂

6
∥∥∥∥ x1∫

a

f(x+ t)φ(t) dt

∥∥∥∥
L̂

+ ω(∆)
∞∫
x1

|φ(t)| dt.

В останнiх спiввiдношеннях ∆ = supk(xk+1 − xk).
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Доведення цiєї леми аналогiчно до доведення леми 5.2.3 [2, с. 212 – 213].

Нехай Φ1(x) =
∞∫
x

cos(σ−h)t
ht2 dt. Функцiя 1/t2 монотонно спадає при

t > 0 , тому функцiя Φ1(x) мiж кожними двома додатними нулями функ-
цiї cos(σ − h)t буде мати свiй єдиний нуль. Позначимо через x1, x2, . . .
множину нулiв функцiї Φ1(x) з промiжку (πh ,∞), занумеровав їх у порядку

зростання. Оскiльки
xk+1∫
xk

cos(σ−h)t
ht2 dt = 0, то, застосовуючи лему 1, одержуємо

∥I(+)
1 ∥L̂ 6

∥∥∥∥∥ x1∫
π/h

δ(x, t)cos(σ−h)tht2 dt

∥∥∥∥∥
L̂

+ ω(∆)
∞∫
x1

∣∣∣cos(σ−h)tht2

∣∣∣ dt 6
6 max

π/h6t6x1
∥δ(x, t)∥L̂

x1∫
π/h

∣∣∣cos(σ−h)tht2

∣∣∣ dt+ ω(∆)
∞∫
x1

∣∣∣cos(σ−h)tht2

∣∣∣ dt,
причому ∆ = sup

k
(xk+1 − xk) 6 2π

σ−h , x1 −
π
h <

2π
σ−h .

Зважаючи на те, що: 1) ω(λt) 6 (λ + 1)ω(t) для довiльного модуля
неперервностi та λ > 0 i 2) за умови 0 6 Θ < 1 має мiсце нерiвнiсть
ω
(

1
σ−h
)
6 Kω

(
1
σ

)
, знаходимо

∥I(+)
1 ∥L̂ 6 Kω

(
1

σ−h
)( π

h+
2π
σ−h∫

π/h

dt
ht2 +

∞∫
π/h

dt
ht2

)
6 Kω

(
1
σ

)
. (19)

Розмiрковуючи подiбним чином, встановлюємо

∥I(+)
2 ∥L̂

df
=

∥∥∥∥∥ ∞∫
π/h

δ(x, t)cosσtht2 dt

∥∥∥∥∥
L̂

6 Kω
(
1
σ

)
. (20)

З спiввiдношень (19), (20) та їм аналогiчних для t ∈ (−∞,−π/h) маємо∥∥∥βψ1

N (f, x)|
∥∥∥
L̂
6 K|ψ1(σ)|ω(1/σ), ∀f ∈ L̂ψĤωL. (21)

Оцiнимо тепер величину Rψ1

N (f, x). Для цього будемо використовува-
ти твердження 5.4.1 [2, с. 224]. Зауважимо, що хоча воно доведено лише
для випадку натуральних значень σ , але твердження залишається вiр-
ним i для дiйсних чисел σ > 0 , оскiльки при його доведеннi не врахо-
вувався факт σ ∈ N . Беручи до уваги iнформацiю о нулях xk функцiї

Φ2(x) =
∞∫
x

1
t

∞∫
1

ψ′
1(σs) sin st ds та застосовуючи другу частину леми 1, одер-

жуємо

∥I3∥L̂
df
=

∥∥∥∥ ∞∫
0

δ(x,t)
t

∞∫
σ

ψ′
1(s) sin st ds dt

∥∥∥∥
L̂

6
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6 σ

∥∥∥∥ x1∫
0

δ(x,t/σ)
t

∞∫
1

ψ′
1(σs) sin st dsdt

∥∥∥∥
L̂

+ ω(∆)
π

∞∫
x1

∣∣∣∣σt ∞∫
1

ψ′
1(σs) sin st ds

∣∣∣∣ dt.
(22)

В силу монотонностi функцiї ψ′
1(σs) та перiодичностi тригонометричних

функцiй, маємо∣∣∣∣σt ∞∫
1

ψ′
1(σs) sin st ds

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣σt 1+2π/t∫

1

ψ′
1(σ) ds

∣∣∣∣∣ 6 Kσ|ψ′
1(σ)|
t2 6 K |ψ1(σ)|

t2 . (23)

Оскiльки ∆ 6 2π
σ , то, застосовуючи оцiнки (16) i (23) до нерiвностi (22),

отримаємо ∥I3∥L̂ 6 Kω(1/σ)|ψ1(σ)|. Зрозумiло, що така ж сама оцiнка спра-
ведлива i для iнтеграла по промiжку t < 0, тому

∥Rψ1

N (f, x)∥L̂ 6 Kω(1/σ)|ψ1(σ)|. (24)

Отже, враховуючи оцiнки (17), (21) та (24), бачимо, що ||bψ1

ĤωL

(f, x)||L̂ =

= O(1)|ψ1(σ)|ω
(
1
σ

)
.

Розмiрковуючи аналогiчним чином, переконуємося, що, за умов теореми,
мають мiсце спiввiдношення (15).

Для завершення дослiдження величини ρ∗σ,σ−h(f, x) нам треба спростити
два перших доданка рiвностi (12). За допомогою леми 1 переконуємося в
справедливостi наступної рiвностi:∫

a/σ6|t|6π/h

δ(x, t)
−2 sin

(
(2σ−h)t

2 − βπ
2

)
sin ht

2

ht2
dt =

= −
∫

a/σ6|t|6π/h

δ(x, t)
sin(σt− βπ

2 )

t
dt+O(1)ζ(N), (25)

де ζ(N) = ω
(
1
σ

)
, якщо f ∈ L̂ψĤωL i ζ(N) = 1, якщо f ∈ L̂ψŜL ; через

O(1) позначена величина, рiвномiрно обмежена щодо σ, h i β .
Поклавши у спiввiдношеннi (25) спочатку β = 0, а потiм β = 1 , згiдно з

рiвностями (12) i (15), остаточно одержимо

ρ∗σ,σ−h(f, x) =
−ψ1(σ)

π

∫
a
σ6|t|6π

h

δ(x, t)
sin t

t
dt+

ψ2(σ)

π

∫
a
σ6|t|6π

h

δ(x, t)
cos t

t
dt+

+
1

π

∫
|t|6 a

σ

δ(x, t)

∞∫
σ

ψ2(s) sin stdsdt+O(1)|ψ(σ)|ζ(N). (26)
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Далi знайдемо оцiнку доданка ∆σ,σ−h з правої частини спiввiдношення
(11). Розмiрковуючи як i при доведеннi леми 2 роботи [6, с. 166 – 168], маємо

||∆σ,σ−h||L̂ = E(fψ)L̂
∫
R
|d̂σ,σ−h|dt, (27)

де E(fψ)L̂ = inf
φ∈W 2

σ−h

∥fψ(·)− φ(·)∥L̂, W
2
σ = {φ ∈ εσ :

∫
R

|φ(t)|2
(1+|t|)2dt <∞},

∫
R
|d̂σ,σ−h|dt 6 K

2∑
i=1

(ψi(σ − h)− ψi(σ)). (28)

Оскiльки ∀ψ ∈ A0 за умови Θ ∈ [0, 1) справедлива нерiвнiсть ψ(σ−h) 6
6 Kψ(σ), то, згiдно зi спiввiдношеннями (27), (28) та нерiвностями Джексона
E(fψ)L̂ 6 1, якщо f ∈ L̂ψŜL i E(fψ)L̂ 6 ω( 1

σ−h), ∀f ∈ L̂ψĤωL , знаходимо:

∥∆σ,σ−h(f, x)∥L̂ = O(1)|ψ(σ)|ζ(N), ∀f ∈ L̂ψN. (29)

Згiдно до рiвностi −a sinα+ b cosα = −
√
a2 + b2 sin(α− γ), γ = arctg ba i

спiввiдношень (11), (26) та (29), отримуємо

ρσ,σ−h(f, x) =
−|ψ(σ)|

π

∫
a/σ6|t|6π/h

δ(x, t)
sin(σt− γσ)

t
dt+

+
1

π

∫
|t|6a/σ

δ(x, t)

∞∫
0

ψ2(s) sin stdsdt+O(1)|ψ(σ)|ζ(N), γσ = arctg
ψ1(σ)

ψ2(σ)
. (30)

Спираючись на (30) знайдемо асимптотичнi рiвностi для величин (5).
Нехай

xk =
kπ+γσ
σ , tk = xk − π

2σ , k = 0,±1,±2, . . . , γσ ∈ R, σ > 0. (31)

Через k0 позначимо те значення k , для якого tk0 є найближча справа
вiд точки (a + π)/σ точка, в якiй sin(σt− γσ) = 1, а через k1 — найбiльше
зi значень k таких, що tk < π/h. Далi, через k2 позначимо таке число,
що точка tk2 буде найближча злiва вiд точки −(a + π)/σ серед тих, в яких
sin(σt − γσ) = −1, а через k3 — найменше зi значень k , що задовольняють
умову tk > −π/h, i покладемо lσ,h(t) = xk, t ∈ [tk, tk+1], k = k0, . . . , k1 − 1,
k = k3, k3 + 1, . . . , k2 − 1,

i3,1 = [tk3, tk2] ∪ [tk0, tk1]. (32)
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Далi, повторюючи мiркування з монографiї [2, с. 232 – 234] та використо-
вуючи замiсть леми 5.1.3 лему 1, отримуємо, що для довiльного числа a > 0,
γσ ∈ R i обраних згiдно до умови теореми дiйсних чисел σ та h∫

a
σ6|t|6π

h

δ(x, t)
sin(σt− γσ)

t
dt =

∫
i3,1

δ(x, t)
sin(σt− γσ)

lσ,h(t)
dt+O(1)ζ(N). (33)

Тому, згiдно до спiввiдношень (30) i (33), маємо

ρσ,σ−h(f, x) =
−|ψ(σ)|

π

∫
i3,1

δ(x, t)
sin(σt− γσ)

lσ,h(t)
dt+

+
1

π

∫
|t|6 a

σ

δ(x, t)

∞∫
σ

ψ2(s) sin st dsdt+O(1)|ψ(σ)|ζ(N). (34)

Перейдемо безпосередньо до одержання рiвностей (6) та (7). Розглянемо
спочатку випадок f ∈ L̂ψŜL . Застосовуючи нерiвнiсть (16) до спiввiдношення
(34), отримуємо

E(L̂ψŜL, Vσ,σ−h) 6
|ψ(σ)|
π

∫
i3,1

∣∣∣∣sin(σt− γσ)

lσ,h(t)

∣∣∣∣ dt+

+

∫
|t|6 a

σ

1

π

∣∣∣∣∣∣
∞∫
σ

ψ2(s) sin stds

∣∣∣∣∣∣ dt+O(1)|ψ(σ)|. (35)

Покажемо, що останнє спiввiдношення насправдi є рiвнiстю. Для цього
використаємо наступне твердження з роботи [10].
Лема А ([10, лема 3, с. 29]). Нехай K ∈ L[a, b] . Тодi

E(K)
df
= supφ∈ŜL

b∫
a

∣∣∣∣∣ b∫a φ(x− t)K(t)dt

∣∣∣∣∣ dx >
b∫
a

|K(t)| dt. (36)

Покладемо

K(t) =


∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds dt, |t| < a
σ ,

sin(σt−γσ)
lσ,h(t)

, t ∈ i3,1,

0, t /∈ (−a/σ, a/σ)
∪
i3,1.

(37)
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Тодi зi спiввiдношень (35) – (37) отримуємо

E(L̂ψŜL, Vσ,σ−h) =
|ψ(σ)|
π

∫
i3,1

∣∣∣∣sin(σt− γσ)

lσ,h(t)

∣∣∣∣ dt+

+

∫
|t|6 a

σ

1

π

∣∣∣∣∣∣
∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds

∣∣∣∣∣∣ dt+O(1)|ψ(σ)|. (38)

В роботi [5, с. 397] показано, що∫
i3,1

∣∣∣ sin(σt−γσ)lσ,h(t)

∣∣∣ dt = 4
π ln

σ
h +O(1). (39)

1
π

∫
|t|6 a

σ

∣∣∣∣∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds

∣∣∣∣ dt = 2
π

∞∫
σ

|ψ2(t)|
t dt+O(1), (40)

Поєднуючи спiввiдношення (38) – (40), завершуємо доведення рiвностi (6).
Розглянемо випадок f ∈ L̂ψĤωL . Згiдно зi спiввiдношенням (34)

E(L̂ψĤωL, Vσ,σ−h) 6 sup
φ∈ĤωL

∥∥∥∥∥∥∥
|ψ(σ)|
π

∫
i3,1

(φ(t)− φ(0))
sin(σt− γσ)

lσ,h(t)
dt

∥∥∥∥∥∥∥
L̂

+

+ sup
φ∈ĤωL

∥∥∥∥∥∥∥
1

π

a
σ∫

− a
σ

(φ(t)− φ(0))

∞∫
σ

ψ2(s) sin stdsdt

∥∥∥∥∥∥∥
L̂

+O(1)|ψ(σ)|ω
(
1

σ

)
.

Тому, виходячи iз побудови функцiї lσ,h(t), маємо

E(L̂ψĤωL, Vσ,σ−h) 6
(

k2−1∑
k=k3

1

|xk|
sup
φ∈ĤωL

∣∣∣∣∣∣
tk+1∫
tk

φ(t) sin(σt− γσ) dt

∣∣∣∣∣∣+

+

k1−1∑
k=k0

1

xk
sup
φ∈ĤωL

∣∣∣∣∣∣
tk+1∫
tk

φ(t) sin(σt− γσ) dt

∣∣∣∣∣∣
)
|ψ(σ)|
π

+

+
1

π
sup
φ∈ĤωL

a
σ∫

− a
σ

(φ(t)− φ(0))

∞∫
σ

ψ2(s) sin st dsdt+O(1)|ψ(σ)|ω
(
1

σ

)
.
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Повторюючи мiркування роботи [2, с. 239 – 240], знаходимо

E(L̂ψĤωL, Vσ,σ−h) 6
|ψ(σ)|
π

π/2σ∫
0

ω(2t) sin σt dt

(
k2−1∑
k=k3

1

|xk|
+

k1−1∑
k=k0

1

xk

)
+

+
1

π

∣∣∣∣∣∣∣
a
σ∫

0

ω(2t)

∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds dt

∣∣∣∣∣∣∣+O(1)|ψ(σ)|ω
(
1

σ

)
. (41)

Покажемо, що у випадку, коли ω(t) опуклий модуль неперервностi
∃ φ∗(t) ∈ ĤωL для якої нерiвнiсть (41) обертається на рiвнiсть. Покладемо

φ1(t) =


1
4ω(2t), t ∈ [0, π2σ),

−1
4ω(2|t|), t ∈ (− π

2σ , 0],
0, t /∈ (−π/2σ, π/2σ).

(42)

Тодi шукана функцiя φ∗(t) визначається рiвнiстю φ∗(t) = φ′
1(t) . Корис-

туючись схемою доведення роботи [2, стор. 258 – 259], переконуємося, що
функцiя φ∗(t) ∈ ĤωL i для неї має мiсце (41). Якщо ж ω(t) — довiльний
(не обов’язково опуклий) модуль неперервностi, то спiввiдношення (41) буде
рiвнiстю, якщо його праву частину помножити на деяку величину Θω ∈ [12 , 1].

Оскiльки
k2−1∑
k=k3

1
|xk| +

k1−1∑
k=k0

1
xk

= σ
(
2
π ln

σ
h +O(1)

)
,∣∣∣∣ 1∫

a

ω

(
2t
σ

)∞∫
1

ψ2(σs) sin st ds dt

∣∣∣∣ = O(1)ψ2(σ)ω
(
1
σ

)
, то згiдно зi спiввiдношен-

ням (41) рiвнiсть (7), а з нею i теорема 1 доведенi.
2
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СКIНЧЕННI ЛАНЦЮГОВI КIЛЬЦЯ

Розглядається поняття узагальненого кiльця Галуа. Доведена теорема, яка показує ана-
логiю мiж кiльцями Галуа i полями Галуа.

Ключовi слова: скiнченнi кiльця, кiльця Галуа, ланцюговi кiльця.

Вступ
Теорiя кiлець Галуа була розвинена в роботах [1], [5] i [9]. Пiзнiше, в [10]

вивчалось застосування цих кiлець в теорiї кодування i криптографiї [8] (псев-
довипадковi послiдовностi, заснованi на лiнiйних рекурентних послiдовностях
над кiльцями Галуа). Розвиток теорiї неасоцiативних кiлець Галуа є достат-
ньо цiкавим, головним чином з точки зору можливостi нових застосувань в
цих областях.

Кiльце A називається ланцюговим справа (злiва), якщо правий (лiвий)
регулярний модуль AA (AA) є ланцюговим. Кiльце називається ланцюговим,
якщо воно ланцюгове справа i злiва.

Кiльце A називається напiвланцюговим справа (злiва), якщо правий (лi-
вий) регулярний модуль AA (AA) є напiвланцюговим. Кiльце називається
напiвланцюговим, якщо воно напiвланцюгове справа i злiва.

Модуль M називається дистрибутивним, якщо всi його пiдмодулi
K,L,N K ∩ (L+N) = K ∩ L+K ∩N.

Отже, пiдмодуль та фактормодуль дистрибутивного модуля є дистри-
бутивними. Модуль називається напiвдистрибутивним якщо вiн є прямою
сумою дистрибутивних модулiв.

Кiльце A називається напiвдистрибутивним справа (злiва), якщо правий
(лiвий) регулярний модуль AA (AA) є напiвдистрибутивним. Напiвдистри-
бутивне справа (злiва) кiльце називається напiвдистрибутивним.

Таким чином, кожний ланцюговий модуль є дистрибутивним модулем i
кожний напiвланцюговий модуль є напiвдистрибутивним. [7]

c⃝Кайдан Н.В., Щенсневич Ю.Ю.,2014
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Теорема 1. Нехай A – артiнове слабопервинне напiвдистрибутивне кiль-
це, R – його радикал Джекобсона.

Наступнi умови рiвносильнi для кiльця A
(1) кiльце A скiнченне;
(2) факторкiльце A/R скiнченне;
(3) iснує локальний iдемпотент e ∈ A кiльця A такий, що кiльце eAe

скiнченне.

Отже, найбiльш вивченими i найбiльш важливими в теорiї i застосуваннi
скiнченних ланцюгових кiлець є кiльця Галуа.

Про одну конструкцiю в теорiї кiлець.
Основнi вiдомостi з теорiї кiлець мiстяться в [2]. Нехай A — асоцiативне

кiльце з 1 ̸= 0 , σ : A→ A автоморфiзм кiльця A . Розглянемо множину пар
(a, b) , де (a, b) ∈ A i задамо на цiй множинi додавання i множення за такими
правилами:

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)

(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, a1b2 + b1a
σ
2)

Це кiльце будемо позначати через H(A) . Нехай A – асоцiативне кiльце з
1 ̸= 0 , тодi елемент (0, 0) є нулем цього кiльця, а одиницею цього кiльця є
елемент (1, 0) . Покажемо, що якщо A — комутативне кiльце i σ тотожнiй
автоморфiзм, то кiльце H(A) — комутативне, тобто

(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, a1b2 + b1a2)

(a2, b2)(a1, b1) = (a2a1, a2b2 + b2a1)

Якщо A – комутативне кiльце, а σ автоморфiзм кiльця A , який не є тотож-
нiм, то кiльце H(A) некомутативне.

Нехай кiльце A буде полем. Розглянемо випадок, коли A = K , де K є до-
вiльним полем i σ : K → K – автоморфiзм цього поля. Нехай (α, β) ∈ H(K)
довiльний елемент кiльця H(K), α, β ∈ K.

Знайдемо всi оборотнi елементи. Нехай елемент (α1, β1) має правий обер-
нений, тобто
(α1, β1) · (α2, β2) = (α1α2, α1β2 + β1α

σ
2 ) = (1, 0);

α1α2 = 1; α1β2 + β1α
σ
2 = 0;

α2 = α−1
1 , α1β2 + β1(α

−1
1 )σ = 0

β2 = −β1(α
−1
1 )σ

α1
.

Оборотнiй елемент до елементу (α1, β1) буде (α−1
1 ,−β1(α

−1
1 )σ

α1
) , тобто вiн

iснує тодi i тiльки тодi, коли α1 ̸= 0 .
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(α1, β1)(α
−1
1 ,−β1(α

−1
1 )σ

α1
) = (1,−α1β1(α

−1
1 )σ

α1
+ β1(α

−1
1 )σ) = (1, 0)

(α−1
1 ,−β1(α

−1
1 )σ

α1
)(α1, β1) = (1, α−1

1 β1 −
β1(α

−1
1 )σ

α1
ασ1 ) = (1, 0)

Таким чином, елементи якi є оборотнiми мають першу ненульову коорди-
нату i тiльки вони. Значить, всi необоротнi елементи мають першу координату
нульову.

R – двостороннiй iдеал, який складається зi всiх необоротних елементiв
кiльця A :

R = {(0, 0), (0, 1), (0, x), (0, x+ 1)}
(α, β)R ⊆ R; R(α, β) ⊆ R.

Елементи (0, β) ∈ H(K) утворюють двостороннiй iдеал R . Дiйсно,
(α1, β1)(0, β) = (0, α1β) i (0, β)(α1, β1) = (0, βασ1 ) утворюють двостороннiй
iдеал. Таким чином R є радикалом кiльця H(K) i R2 = 0 , тобто для будь-
яких (0, β1), (0, β2) ∈ R маємо, що (0, β2), (0, β2) = (0, 0)

Таким чином ми отримали, що H(K) ⊃ R ⊃ 0 є ланцюговим кiльцем. [6]

Кiльця Галуа.
Кiльцем Галуа називається скiнченне комутативне кiльце R з одиницею

e , в якому множина всiх дiльникiв нуля має вид p · R для деякого простого
числа p . [10]

Позначення: R = GR(qn, pn) (iнодi R = GR(r, pn) ) [9].
Найпростiшi приклади: GF (q) = GR(q, p), Zpn = GR(pn, pn) .

Теорема 2. [10] Нехай R – кiльце Галуа з множиною дiльникiв нуля
N = pR . Тодi виконуються наступнi твердження:
R∗ - мультипликативна група (група оборотних елементiв) кiльця R ,
R∗ = R \N .
N – єдиний максимальний iдеал кiльця R , R/N = GF (q),
q = pr, r ∈ N.
Характеристика кiльця R має наступний вигляд: charR = pn, n ∈ N .
Гратка всiх iдеалiв кiльця R утворює ланцюг:

R = N0 ⊃ N1 = pR ⊃ ... ⊃ Nn−1 = pn−1R ⊃ Nn = pnR = 0

Для t ∈ 0, n виконуються рiвностi: |Nt| = qn−t , зокрема

|R| = qn, |R∗| = qn−1(q − 1).
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Для кiльця Галуа R характеристики pn поле R = R/pR називається
полем лишкiв. Вочевидь, що природний епiморфiзм кiлець R → R iндукує
епiморфiзм кiлець полiномiв R[x] → R[x] ∼= R[x]/pR[x]. Вiдображення полi-
нома A(x) =

∑
aix

i ∈ R[x] при цьому епiморфiзмi будемо позначати через
A(x) : A(x) =

∑
aix

i ∈ R[x] . Унiтарний полiном F (x) ∈ R[x] називається
полiномом Галуа над R , якщо F (x) – незведений полiном над полем R .
Вочевидь, що в R[x] iснує полiном Галуа будь-якого степеня.

Теорема 3. [10] Нехай R – кiльце Галуа характеристики pn , яке склада-
ється з qn елементiв, F (x) – полiном Галуа над R степеня m . Тодi кiльце
S = R[x]/F (x) , є кiльцем Галуа с параметрами charS = pn, |S| = qmn .

В позначеннях теореми 3 можна вважати, що вихiдне кiльце Галуа R з
qn елементiв є пiдкiльце побудованого кiльця Галуа S з qmn елементiв. Тодi
будемо казати, що S — розширення Галуа степеня m кiльця R .

Наслiдок 1. Для будь-якого кiльця Галуа R i будь-якого натурального m
iснує розширення Галуа S кiльця R степеня m .

Наслiдок 2. Для будь-якого простого p i m,n ∈ N iснує кiльце Галуа S з
pmn елементiв характеристики pn .

Лема 1. Нехай полiном A(x) ∈ R[x] i елемент α ∈ S такi, що A(α) = 0

i A′
(α) ̸= 0 . Тодi в кiльце S iснує єдиний корiнь β полiнома A(x) , такий,

що β = α .

Лема 2. Для будь-якого елемента α ∈ S , якщо S = R[α] , то S = R[α] i

S = {A(α) : A(x) ∈ R[x], degA(x) < m}. (1)

Доведення лем представлено в [10].
Наступна теорема показує, що iснує глибока аналогiя мiж кiльцями Галуа

i полями Галуа.

Теорема 4. [10] Нехай S – розширення Галуа степеня m кiльця Галуа
R i F (x) – полiном Галуа над R степеня k . Тодi виконуються наступнi
твердження:
(а) Полiном F (x) має корiнь в S в тому i лише в тому випадку, якщо
k|m .
(б) Якщо k|m , то F (x) має в S рiвно k рiзних коренiв α1, ..., αk, цi корнi
попарно не порiвнянi по модулю iдеалу pS i F (x) = (x− α1) · ... · (x− αk) .
(в) Для будь-якого елементу α ∈ S рiвнiсть S = R[α] виконується тодi i
тiльки тодi, коли α – корiнь полiному Галуа над R степеня m .
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Доведення. (а) Поле S = S/pS розглянемо як розширення степеня m
поля R = R/pR . Якщо α ∈ S i F (α) = 0 , то F (α) = 0 . Отже, α – корiнь в
S незвiдного полiнома F (x) ∈ R[x], i тому k|m. Зворотне твердження слiдує
з (б).
(б) Так як F (x) – незвiдний полiном над полем R i [S : R] = m , то за умови
k|m полiном F (x) має в полi S рiвно k рiзних коренiв: a1, ..., ak. Так як
F

′
(as) ̸= 0 для s ∈ 1, k , то за лемою 1 в кiльцi S iснують корнi α1, ..., αk,

полiнома F (x) , такi, що αs = as, s ∈ 1, k . Отже, цi коренi попарно рiзнi за
модулем pS . Тому F (x) = (x− α1) · ... · (x− αk) i в кiльцi S полiном F (x)
не має iнших коренiв.
(в) Нехай α ∈ S i α – корiнь полiному Галуа G(x) ∈ R[x] степеня m . То-
дi α – корiнь в S незвiдного полiному G(x) ∈ R[x] степеня m = [S : R] ,
i тому S = R[α] . Рiвнiсть S = R[α] випливає з леми 2 i виконується рiв-
нiсть 1. Це означає, що елемент αm виглядає наступним чином: αm = A(α) ,
де A(x) ∈ R[x], degA(x) < m . Тодi α – корiнь унiтарного полiнома
G(x) = xm−A(x) степеня m . G(x) – полiном Галуа, так як G(x) незвiдний
над R , оскiльки α – його корiнь в S i [S : R] = m . 2

Наслiдок 3. Якщо S – кiльце Галуа характеристики pn , яке складається
з pmn елементiв, тодi S ∼= Zpn[x]/F (x) , де F (x) – довiльний полiном Галуа
степеня m над Zpn .

Наслiдок 4. Два кiльця Галуа iзоморфнi тодi i тiльки тодi, коли їх
потужностi i характеристики рiвнi.

Наслiдки 3 i 4 виводяться з теореми 4 таким самим чином, яким доводять-
ся аналогiчнi теореми для полiв Галуа, якщо вiдмiтити, що в кiльцi Галуа S , з
наслiдку 3, пiдкiльце S0 , яке породжене одиницею, є кiльце Галуа, iзоморфне
Zpn , та S – розширення Галуа кiльця S0 степеня m .

Наслiдок 4 робить коректним позначення S = GR(qn, pn) для кiль-
ця Галуа S з qn елементiв, яке має характеристику pn . Зокрема,
GF (pr) = GR(pr, p), Zpn = GR(pn, pn).

Висновки
Скiнченнi кiльця є дуже важливою i цiкавою алгебраїчною структурою.

Найбiльш вивченими i найбiльш важливими в теорiї i застосуваннi скiн-
ченних ланцюгових кiлець є кiльця Галуа. Кiльце Галуа, як i поле Галуа,
визначається однозначно, з точнiсть до iзоморфiзму, кiлькiстю елементiв та
характеристикою. Для доведення цього факту та опису будови кiлець Галуа
використовується метод редукцiї до полiв Галуа. Нами було наведено доведен-
ня теореми, яка показує аналогiю мiж кiльцями Галуа i полями Галуа.
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СУПЕРРОЗ’ЯЗНIСТЬ I СИЛОВСЬКI СИСТЕМИ

В статтi описано властивостi силовських множин, розглядаються квазiнормальнi та супер-
розв’язнi пiдгрупи з силовськими системами. Одержано ознаки суперрозв’язностi груп.

Ключовi слова: силовськi пiдгрупи, квазiнормальнi пiдгрупи, супердодавання, су-
перрозв’язнi пiдгрупи, силовськi множини, силовськi системи.

Вступ
Вивчення групових операцiй або, iнакше, вивчення груп з точнiстю до iзо-

морфiзму, є задачею теорiї груп. Ця теорiя завершила б свiй розвиток, якщо
б вдалося скласти каталог усiх можливих груп з точнiстю до iзоморфiзму.
Але поки що такий каталог не скаладено i мало ймовiрно, що це практично
можливо. Хоча дана робота присвячена саме цьому напряму.

У теорiї скiнченних груп важливе мiсце займають результати, пов’я-
занi з дослiдженням iснування доповнень до видiлених систем пiдгруп. У
класичних роботах Шура, Цассенхауза, Гашюца, Л.А. Шеметкова встанов-
люються умови, при яких iснує доповнення до нормальної пiдгрупи. У 1978
роцi в роботi [4] для отримання iснування доповнень до нормальної пiдгрупи
Л.А. Шеметков почав розглядати додавання.

Вiдомо, що скiнченнi розв’язнi групи можна охарактеризувати як скiнчен-
нi групи, у яких доповнювальнi всi силовськi пiдгрупи. Ця теорема Ф. Хола
[6] стала джерелом розвитку одного з напрямiв теорiї груп, що полягає в
дослiдженнi будови груп з видiленими системами доповнюваних пiдгруп.

Проте умова iснування доповнень до окремих пiдгруп є достатньо силь-
ним обмеженням. Далеко не всi пiдгрупи володiють доповненнями. Разом з
тим кожна пiдгрупа володiє мiнiмальним додаванням. Тому для дослiджен-
ня будови скiнченних груп з системами пiдгруп, що додаються, необхiдно
вводити додатковi обмеження на мiнiмальнi додавання. Таким обмеженням
є iснування супердодавання.

c⃝Пащенко З.Д., Валюх К.В.,2014
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Важливим у класi розв’язних груп є пiдклас суперрозв’язних груп — груп,
якi володiють нормальним рядом з циклiчними факторами. Дослiдження су-
перрозв’язних груп, якi володiють супердодаванням, є метою даної статтi.

Основна частина
Квазiнормальною називають пiдгрупу K групи G , яка переставна зi всi-

ма пiдгрупами групи G . Ясно, що нормальнi пiдгрупи завжди квазiнормаль-
нi. Найменша пiдгрупа H називається мiнiмальним додаванням до пiдгрупи
K групи G , якщо G = HK .

Мiнiмальне додавання H до пiдгрупи K групи G назвемо супердода-
ванням, якщо H1K є пiдгрупою для довiльної пiдгрупи H1 iз H . Ясно, що
нормальнi i квазiнормальнi пiдгрупи володiють супердодаваннями. Пiдгрупу,
що володiє супердодаванням, називають напiвнормальною пiдгрупою.

Нехай p — просте число. Скiнченну групу, порядок якої є степiнь числа
p називають p -групою. Скiнченна група називається примарною, якщо вона
є p -групою для деякого простого p .

Елементи x, y групи G називаються спряженими, якщо iснує a ∈ G , що
y = a−1xa (позначається y = xa ). Пiдгрупа P a = {xa|x ∈ P} називається
спряженою до пiдгрупи P ⊂ G .

Силовською p–пiдгрупою скiнченної групи G називають таку
p–пiдгрупу, iндекс якої не дiлиться на p . Безпосередньо з теореми отримуємо

Теорема 1. (Теорема Силова) Нехай скiнченна група G має порядок
pms , де p – просте число i p не дiлить s . Тодi:

• iснує силовська p–пiдгрупа i її порядок дорiвнює pm ;
• кожна p–пiдгрупа мiститься в деякiй силовськiй p–пiдгрупi;
• будь-якi двi силовськi p–пiдгрупи спряженi;
• число силовських p–пiдгруп конгруентне одиницi за модулем p i дi-

лить s .

Теорема 2. Нехай p — найбiльший простий дiльник порядку групи G i P
— її силовська p -пiдгрупа. Якщо P володiє супердодаванням в G , то P —
нормальна пiдгрупа групи G . [3]

Наслiдок 1. Якщо в групi G всi силовськi пiдгрупи мають супердодавання,
то G суперрозв’язна.

Доведення. Нехай P — силовська p -пiдгрупа для найбiльшого про-
стого дiльника p порядка групи G i нехай π(G) = {p, q1, q2, . . . , qt} i
q1 < q2 < . . . < qt < p . За умовою G = Q1H1 , де Q1 — силовська q1 -
пiдгрупа в G , H1 — її супердодавання.
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Нехай Q2 — силовська q2 -пiдгрупа iз H1 . Так як Q2 — силовська q2 -
пiдгрупа в G , то Q2 напiвнормальна в G . За лемою 1 Q2 напiвнормальна
в H1 , тобто H1 = Q2H2 , де H2 – супердодавання Q2 в H1 . За лемою 2
добуток Q1Q2 є напiвнормальною в G пiдгрупо i G = (Q1Q2)H2 , при-
чому H2 є супердодавання до Q1Q2 в G . Через t крокiв одержимо, що
H = Q1Q2 . . . Qt — напiвнормальна в G пiдгрупа, де Qi — силовська qi -
пiдгрупа для i = 1, . . . , t . Ясно, що G = PH i P ∈ SG(H) .

Нехай P1 — пiдгрупа простого порядку iз P , нормальна в P . Iз того,
що H напiвнормальна в G випливає, що HP1 — пiдгрупа групи G . Так як
P �G , то P1�HP1 i P1�G . Отже, в групi G мiститься нормальна пiдгрупа
P1 простого порядку p . За лемою 1 умова твердження, яке доводиться, роз-
повсюджується i на факторгрупу G/P1 . За iндукцiєю G/P1 суперрозв’язна.
Тепер G суперрозв’язна. Наслiдок доведено. 2

Якщо G — група порядку pα1
1 p

α2
2 . . . pαnn , то прийнято позначати π(G) =

= {p1, p2, . . . , pn} . Множина Σ , що складається з попарно переставних си-
ловських p -пiдгруп з G , в точностi по однiй пiдгрупi для кожного p ∈ π(G) ,
разом з самою групою G , називається силовською системою групи G .

Силовською множиною групи назвемо множину силовських пiдгруп, узя-
тих по однiй для кожного простого дiльника порядку групи, разом з одини-
чною пiдгрупою.

Таким чином, якщо G — група порядку pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαnn , то множина
Σ = {E,Gp1, Gp2, . . . , Gpn} буде силовською множиною. Тут E — одинич-
на пiдгрупа групи G , Gpi — силовська pi -пiдгрупа групи G i всi числа
p1, p2, . . . , pn рiзнi.

З теореми Силова випливає, що кожна група G мiстить силовську множи-
ну Σ . Якщо додатково GpiGpj = GpjGpi для всiх пiдгруп з Σ , то силовська
множина перетворюється на силовську систему.

Вiдомо, що будь-яка розв’язна група має силовську систему, i навпаки,
якщо в групi є силовська система, то група розв’язна. Крiм того, якщо Σ i
Σ′ — силовськi системи розв’язної групи G , то Σg = Σ′ для деякого g ∈ G .

Нехай Ω — деяка множина пiдгруп групи G i N — нормальна пiдгрупа
групи G . Скористаємося наступними позначеннями:

ΩN = {XN |X ∈ Ω} ,
ΩN/N = {XN/N |X ∈ Ω} ,
Ω ∩N = {X ∩N |X ∈ Ω} ,

Ωθ = {Xθ|X ∈ Ω} ,

де θ — деякий гомоморфiзм групи G в деяку групу Gθ .
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Нехай Ω — деяка множина пiдгруп групи G . Пiдгрупа H групи G на-
зивається Ω -квазiнормальною, якщо HX = XH , для всiх X ∈ Ω . Якщо
Ω — множина всiх пiдгруп групи G , то Ω -квазiнормальна пiдгрупа є квазi-
нормальною.

Лема 1. Нехай Gp — силовська p -пiдгрупа групи G i N ▹G . Тодi Gp ∩N
— силовська p -пiдгрупа групи N , а GpN/N — силовська p -пiдгрупа фа-
кторгрупи G/N . [5]

Властивостi силовських множин описано в наступних лемах.

Лема 2. Нехай N — нормальна пiдгрупа групи G .

• Якщо Σ — силовська множина групи G , то ΣN/N є силовською мно-
жиною факторгрупи G/N .

• Якщо Σ — силовська множина групи G , то Σ∩N є силовською мно-
жиною пiдгрупи N .

• Якщо факторгрупа G/N має силовську множину Σ , то знайдеться в
групi G така силовська множина Σ , що Σ = ΣN/N .

• Якщо нормальна пiдгрупа H групи G має силовську множину ΣH , то
знайдеться в групi G така силовська множина Σ , що ΣH = Σ ∩H .

• Якщо Σ — силовська множина групи G i θ — деякий гомоморфiзм
групи G в групу Gθ , то Σθ є силовською множиною групи Gθ . [5]

Лема 3. Нехай Σ — силовська множина групи G i H−Σ — квазiнормаль-
на пiдгрупа групи G . Тодi вiрнi наступнi твердження:

• якщо θ — гомоморфiзм групи G , тодi пiдгрупа Hθ є Σθ -
квазiнормальною в групi Gθ ;

• якщо G > K > H i K — нормальна пiдгрупа групи G , то пiдгрупа
HΣ ∩K — квазiнормальна в групi K ;

• якщо N – довiльна нормальна пiдгрупа групи G , то в факторгрупi
G/N пiдгрупа HN/N буде ΣN/N -квазiнормальною. [5]

Лема 4. Нехай група G з силовською множиною Σ , H — пiдгрупа групи
G . Якщо пiдгрупа Hx є Σ -квазiнормальна, то сама пiдгрупа H буде Σx−1

— квазiнормальною для будь-якого елемента x групи G . [5]

Нехай Σ — силовська множина групи G . Вище перетин Σ∩N визначався
для нормальної пiдгрупи N групи G . У цьому випадку за лемою 2 перетин
є силовськиою множиною групи N . Якщо H — довiльна, не обов’язково
нормальна, пiдгрупа групи G , то припустимо Σ ∩ H = {X ∩ H|X ∈ Σ} .
Вiдзначимо, що в цьому випадку Σ∩H може не бути силовською множиною
групи H .
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Лема 5. Нехай G — група, Σ — її силовська множина. Якщо H − Σ —
квазiнормальна пiдгрупа групи G , причому H∩Σ = {E} i iндекс H в групi
G примарний, то G — примарна група. [5]

Лема 6. Нехай N — нормальна пiдгрупа групи G . Якщо A/N — циклiчна
p -пiдгрупа факторгрупи G/N , то iснує елемент h ∈ A такий, що ⟨h⟩−p -
пiдгрупа i ⟨h⟩N = A . [5]

Будемо використовувати запис ΣG для позначення деякої силовської мно-
жини групи G . Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3. Нехай H , K — надрозв’язнi пiдгрупи групи G . I нехай ΣH

i ΣK — силовськi системи пiдгруп H i K , i G = HK . Якщо циклiчнi
примарнi пiдгрупи з H є ΣK — квазiнормальнi i циклiчнi примарнi пiдгрупи
з K є ΣH -квазiнормальнi, то група G суперрозв’яна.

Так як квазiнормальна пiдгрупа переставна зi всiма iншими пiдгрупами, то
iз лем 2-6 та теореми 3 випливають наступнi твердження.

Наслiдок 2. Нехай H i K — суперрозв’янi пiдгрупи групи G такi, що
G = HK . I нехай H квазiнормальна в K i K квазiнормальна в H . Тодi
G суперрозв’яна.

Наслiдок 3. Нехай група G = HK , де H , K — суперрозв’янi пiгрупи
групи G взаємно простих порядкiв з силовськими системами ΣH i ΣK

вiдповiдно. Якщо H i циклiчнi пiдгрупи з H є ΣK — квазiнормальнi, K i
циклiчнi пiдгрупи з K є ΣH -квазiнормальнi, то група G суперрозв’яна.

Наслiдок 4. Нехай група G = HK , де H , K — суперрозв’янi пiдгрупи
групи G з силовськими системами ΣH i ΣK вiдповiдно. Якщо елементи
силовських систем ΣH i ΣK попарно переставнi, циклiчнi пiдгрупи з H є
ΣK -квазiнормальнi, циклiчнi пiдгрупи з K є ΣH -квазiнормальнi, то група
G суперрозв’яна.

Висновки
В статтi дослiджено суперрозв’язнiсть групи, у якої силовськi пiдгру-

пи володiють супердодаванням. За допомогою введеного поняття силовська
множина розглянуто ознаку суперрозв’язностi факторизовних груп з пе-
реставними циклiчними пiдгрупами з факторiв. Одержано наслiдки цього
твердження, що можуть вважатися самостiйними ознаками суперрозв’язно-
стi групи.

56 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Пащенко З.Д., Валюх К.В. Суперроз’язнiсть i силовськi системи

Лiтература
1. Каргаполов М.И. Основы теории групп / М.И. Каргаполов, Ю.И. Мер-

зляков // М.: Наука, 1977. — 238 с.
2. Курносенко Н.М. О факторизации конечных групп сверхразрешимыми

и нильпотентными подгруппами / Н.М. Курносенко // Вопросы алгеб-
ры. — Гомель: Изд-во ГГУ им. Ф. Скорины. Вып. 12, 1998. — С. 113–122.

3. Подгорная В.В. Минимальные добавления к подгруппам конечных
групп. Курс лекций — Гомель: Гомельский государственный универси-
тет им. Ф. Скорины, 2003. — 65 с.

4. Шеметков Л.А. Формации конечных групп / Л.А. Шеметков // М.: На-
ука, 1978. — 272 с.

5. Doerk K., Hawkes T. Finite soluble groups Walter de Gruyter. — Berlin –
New York, 1992. — 889 р.

6. Hall P. A characteristic property of soluble groups / P. Hall // J. London
Math. Soc. — 1937. — №12. — P. 198–200.

Випуск №4, 2014 57



УДК 512.33

Рябухо О.М., Турка Т.В., Судiна К.О., Плюшко Г.В.

1 кандидат фiзико-математичних наук, доцент кафедри алгебри, ДВНЗ «ДДПУ»
2 кандидат фiзико-математичних наук, старший викладач кафедри алгебри, ДВНЗ «ДДПУ»
3 студентка 4 курсу фiзико-математичного факультету, ДВНЗ «ДДПУ»
4 студентка 4 курсу фiзико-математичного факультету, ДВНЗ «ДДПУ»

e-mail: tvturka@mail.ru

НАПIВГРУПИ ВIДПОВIДНОСТЕЙ ГРУП ТА НАПIВГРУП

Описано умови iдемпотентностi елементiв i максимальнi пiдгрупи D –класу напiвгрупи
вiдповiдностей скiнченної групи. Доведена теорема про регулярнiсть напiвгрупи вiдповiд-
ностей.

Ключовi слова: напiвгрупа вiдповiдностей, iдемпотентнiсть, максимальна пiд-
група, регулярнiсть.

Вступ
Нехай G — унiверсальна алгебра. Якщо пiдалгебру з G×G розглядати

як бiнарне вiдношення на G , то множина S(G) всiх пiдалгебр з G × G є
напiвгрупою вiдносно деморганiвського добутку вiдношень. Напiвгрупа S(G)
називається напiвгрупою вiдповiдностей алгебри G .

Задачу вивчення напiвгруп вiдповiдностей свого часу ставив Ку-
рош (див. [1]).

У роботi [3] показано, що коли G — група, то елементи напiвгрупи S(G)
можна ототожнити з п’ятiрками вигляду (H1, G1, H2, G2, φ) , де H1�G1 < G ,
H2�G2 < G , а φ — iзоморфiзм факторгрупи G1/H1 на факторгрупу G2/H2 .
При цьому вiдповiдний елемент напiвгрупи S(G) — як пiдмножина iз G×G

— має вигляд
(H1, G1, H2, G2, φ) =

∪
a∈G1

(aH1 × φ(aH1)).

Множини вигляду aH1 × bH2 , де bH2 = φ(aH1) , будемо називати блоками
елемента A = (H1, G1, H2, G2, φ) .

1. Iдемпотентнiсть та регулярнiсть
Лема 1. Для довiльного iдемпотента A = (H1, G1, H2, G2, φ) напiвгрупи
S(G) i довiльного елемента b ∈ G2 iснує тiльки один клас сумiжностi
групи G1 за пiдгрупою H1 , який має непорожнiй перетин з bH2 .

c⃝Рябухо О.М., Турка Т.В., Судiна К.О., Плюшко Г.В.,2014
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Доведення. Справдi, нехай bH2∩a′H1 ̸= ∅ i bH2∩a′′H1 ̸= ∅ . Розглянемо
пiдмножини aH1 × bH2 , a′H1 × b′H2 , a′′H1 × b′′H2 з A . Тодi

(aH1 × bH2) ◦ (a′H1 × b′H2) = aH1 × b′H2

(aH1 × bH2) ◦ (a′′H1 × b′′H2) = aH1 × b′′H2

звiдки b′H2 = b′′H2 . Але тодi a′H1 = a′′H1 . 2

Теорема 1. Нехай G — група. Якщо елемент (H1, G1, H2, G2, φ) напiвгру-
пи вiдповiдностей S(G) є iдемпотентом, то виконуються такi умови:

1) H1(G1 ∩G2) = G1 , H2(G1 ∩G2) = G2 ;
2) для довiльного g ∈ G1 ∩G2 φ(gH1) = gH2 .

Доведення. Нехай елемент A = (H1, G1, H2, G2, φ) є iдемпотентом.
Тодi для довiльного блоку aH1 × bH2 iз A маємо:

(aH1 × bH2) ◦ (aH1 × bH2) = (aH1 × bH2).

Звiдси випливає, що bH2 ∩ aH1 = ∅ . Отже, для кожного
класу сумiжностi aH1 групи G1 за пiдгрупою H1 знайдеться та-
кий елемент c ∈ aH1 ∩ bH2 ⊆ G1 ∩G2 , що aH1 = cH . Але тодi
H1(G1 ∩G2) ⊆ H1G1 = G1 . Аналогiчно доводиться, що H2(G1 ∩G2) = G2 .
Це доводить умову 1).

Для довiльного g ∈ G1∩G2 елемент A мiстить блоки вигляду aH1×gH2

i gH1 × bH2 . Оскiльки g ∈ gH1 × gH2 , то gH1 ∩ gH2 ̸= ∅ , а тому

(aH1 × gH2) ◦ (gH1 × bH2) = (aH1 × bH2).

З iншого боку, з iдемпотентностi елемента A маємо:

(aH1 × gH2) ◦ (aH1 × gH2) = aH1 × gH2.

Отже, A мiстить блоки aH1×bH2 i aH1×gH2 . Оскiльки, першi компоненти
блокiв однаковi, то bH2 = gH2 . Аналогiчно доводиться, що aH1 = gH1 . Але
тодi φ(gH1) = φ(aH1) = bH2 = gH2 , що доводить умову 2).

Умови теореми 1 не є достатнiми. Розглянемо такий приклад:
G = G1 = G2 = Z2 ⊕ Z2 , H1 = {(0, 0), (1, 0)} , H2 = {(0, 0), (0, 1)} . То-
дi G1/H1 ≃ G2/H2 ≃ Z2 . Група Z2 має тiльки тотожнiй автоморфiзм,
тому iзоморфiзм φ : G1/H1 → G2/H2 визначений однозначно. Для
елемента A = (H1, G1, H2, G2, φ) умови теореми виконуються, бо
H1(G1 ∩ G2) = H1G = G , H2(G1 ∩ G2) = G , φ((0, 0)H1) = (0, 0)H2 ,
φ((1, 1)H1) = (1, 1)H2 . Але A ̸= G × G , а A ◦ A = G × G . Тому A не є
iдемпотентом. 2
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Теорема 2. Напiвгрупа вiдповiдностей S(G) — регулярна.

Доведення. Нехай елемент A напiвгрупи S(G) має вигляд:

A = a1H1 × b1H2 + a2H1 × b2H2 + ...+ akH1 × bkH2.

Розглянемо елемент

B = b1H2 × a1H1 + b2H2 × b2H1 + ...+ bkH2 × akH1.

Для довiльного i маємо:

(aiH1 × biH2) ◦ (biH2 × aiH1) ◦ (aiH1 × biH2) = (1)

= (aiH1 × aiH1) ◦ (aiH1 × biH2) = aiH1 × biH2 = S(G).

Iз рiвностi 1 та леми 1 випливає, що A ◦ B ◦ A = A . Отже, елемент
A є регулярним. Оскiльки елемент A — довiльний, то напiвгрупа S(G) є
регулярною. 2

Нагадаємо, що напiвгрупа називається iдемпотентною (або зв’язкою),
якщо всi її елементи є iдемпотентами.

Наслiдок 1. Якщо G — група, то напiвгрупа вiдповiдностей S(G) буде
зв’язкою тодi i тiльки тодi, коли |G| 6 2 .

Доведення. Якщо |G| > 2 , то група G має нетривiальний авто-
морфiзм φ . Виберемо такий елемент g ∈ G , що φ(g) ̸= g . Розглянемо в
S(G) елемент A = {(g, φ(g))|g ∈ G} . Для цього елемента H1 = H2 = E ,
G1 = G2 = G . Позаяк φ(gH1) = φ(g) ̸= g = gH2 , то для A не виконується
умова 2 теореми 1. Тому A не є iдемпотентом.

Якщо |G| 6 2 , то легко перевiряється, що S(G) є звязкою. 2

Наступне твердження стосується довiльних унiверсальних алгебр.

Твердження 1. Якщо алгебра G має власну пiдалгебру H , то напiвгрупа
вiдповiдностей S(G) не є iнверсною.

Доведення. Нехай H — власна пiдалгебра алгебри G . Тодi кожен iз
елементiв H ×H та G×G є iдемпотентом напiвгрупи S(G) . Але

(H ×H) ◦ (G×G) = H ×G ̸= G×H = (G×G) ◦ (H ×H).

Отже, в S(G) є iдемпотентти, якi не комутують, а тому S(G) не є iнвер-
сною. 2
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Наслiдок 2. Нехай G — напiвгрупа. Напiвгрупа вiдповiдностей S(G) буде
iнверсною тодi i тiльки тодi, коли |G| = 1 .

Доведення. Нехай |G| > 1 . Якщо в G є iдемпотент e , то в G є
власна пiднапiвгрупа {e} . Якщо в G немає iдемпотента, то всi елементи
мають нескiченний порядок. Тодi для довiльного елемента a ∈ G циклiчна
пiднапiвгрупа ⟨a⟩ = {a2, a4, . . .} є власною. 2

2. Максимальнi пiдгрупи D -класу напiвгрупи вiдповiд-
ностей

Для довiльного iдемпотетна e ∈ S через Ge позначимо максимальну
пiдгрупу з S , для якої e є одиницею.

Теорема 3. Нехай G — скiнченна група, а елемент e = (H1, G1, H2, G2, φ)
напiвгрупи вiдповiдностей S(G) є iдемпотентом. Тодi

Ge = {(H1, G1, H2, G2, ψφ)|ψ ∈ Aut(G1/H1)} =

= {(H1, G1, H2, G2, φψ)|ψ ∈ Aut(G2/H2)}.

Зокрема, якщо G1 = G2 = G , H1 = H2 = H , φ = ε — тотожний автомор-
фiзм, то

Ge = {(G,H,G,H, ψ)|ψ ∈ Aut(G/H)}.

Доведення. Легко перевiряється, що елемент f = (H1, G1, H1, G1, ε) ,
де ε — тотожний автоморфiзм факторгрупи G1/H1 , буде iдемпотентом.

В [4] показано, що елементи A′ = (H ′
1, G

′
1, H

′
2, G

′
2, φ

′) i
A′′ = (H ′′

1 , G
′′
1, H

′′
2 , G

′′
2, φ

′′) належать одному D –класу напiвгрупи S(G) тодi
i тiльки тодi, коли G′

1/H
′
1 ≃ G′

2/H
′
2 ≃ G′′

1/H
′′
1 ≃ G′′

2/H
′′
2 . Якщо G′

1/H
′
1 ≃ F ,

то будемо казати, що вiдповiдний D –клас визначається фактором F .
Тому iдемпотенти e i f будуть D –еквiвалентнi. За теоремою Грiна

(див. [2], теор. 2.20) максимальнi пiдгрупи Ge i Gf iзоморфнi. Тому має
сенс спочатку розiбратися iз заключною частиною теореми.

Отже, нехай e = (G,H,G,H, ε) , де ε — тотожний автоморфiзм фактор-
групи G/H . За наслiдком 1 iз теореми 1 з [4] H –клас H(e) , який збiгається
з Ge , мiстить |Aut(G/H)| елементiв. Тому для доведення заключної частини
теореми досить показати, що кожен елемент вигляду A = (G,H,G,H, φ) , де
φ ∈ Aut(G/H) , належить Ge . Маємо:

(gH, φ(gH)) ◦ (φ(gH), gH) = (gH, gH). (2)
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З iншого боку, якщо gH ̸= g′H , то gH ∩ g′H = ∅ , звiдки
φ(gH) ∩ φ(g′H) = ∅ i

(gH, φ(gH)) ◦ (φ(g′H), g′H) = ∅. (3)

Iз рiвностей 2 i 3 випливає, що для елемента A−1 = (G,H,G,H, φ−1) буде
A ◦ A−1 = e . Тому A ∈ Ge .

Нехай тепер e = (G1, H1, G2, H2, φ) — довiльний iдемпотент. Iз уже дове-
деного випливає, що

|Ge| = |{(G1, H1, G2, H2, φψ)|ψ ∈ Aut(G2/H2)}|. (4)

З iншого боку, оскiльки для елемента A = (G1, H1, G2, H2, φψ) та iдемпотента
e = (G1, H1, G2, H2, φ) четвiрка (G1, H1, G2, H2) одна i та ж, то за наслiдком
1 iз теореми 1 з [4] A ∈ H(e) . Оскiльки H(e) = Ge , то разом iз 4 це завершує
доведення теореми. 2

Наслiдок 3. Якщо в напiвгрупi вiдповiдностей S(G) iдемпотент e нале-
жить D -класу, який визначається фактором F , то Ge = Aut F .
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РОЗВИТОК ТЕОРIЇ ҐАЛУА В РОБОТАХ М.Г. ЧЕБОТАРЬОВА

В статтi наведений огляд основних робiт М.Г. Чеботарьова з теорiї Ґалуа, зроблений аналiз
його дослiджень та описанi перспективи застосувань.

Ключовi слова: теорiя Ґалуа, група Ґалуа, незвiдний многочлен, рiвняння з напе-
ред заданою групою.

Вступ
15 червня 2014 року науковий математичний свiт вiдзначає 130 -ту рiч-

ницю з дня народження видатного математика i педагога, вихованця Київ-
ського Унiверситету св. Володимира М.Г.Чеботарьова.

Миколай Григорович Чеботарьов народився 15 червня 1894 року в
Кам’янець-Подiльську. У 1912 роцi вiн закiнчив мiсцеву гiмназiю i разом
з батьками переїхав до Києва. В цьому ж роцi вiн був прийнятий у Київ-
ського унiверситету на фiзико-математичний факультет. Це був рiк розквiту
наукового алгебраїчного семiнару Д.О. Граве, у роботi якого вже приймали
участь О.Ю. Шмiдт, М.Ф. Кравчук, Б.М. Делоне та iншi. До роботи семiна-
ру активно долучився i М.Г. Чеботарьов. Влiтку, 1913 року, пiсля закiнчення
першого курсу вiн переклав з нiмецької мови на росiйську велику частину
пiдручника Вебера з алгебри. Це було знайомство з теорiю Галуа, яку про-
фесор Д.О.Граве на той час читав студентам третього курсу.

У 1916 роцi пiсля закiнчення унiверситету М.Г. Чеботарьов був залише-
ний для пiдготовки до професорського звання, готувався до магiстерських
екзаменiв, якi складав у 1918р.

Наукову дiяльнiсть М.Г. Чеботарьова можна роздiлити на три перiоди: ки-
ївський (1918-1921рр.), одеський (1921-1927рр.) i казанський (1927-1947рр.).
До київського перiоду вiдносяться дослiдження питань з рiзних роздiлiв ма-
тематики: видiлення алгебраїчної частини в абелевих iнтегралах, задача,
обернена задачi Чiрнгаузена, про поверхнi переносiв, визначення щiльностi
множин простих чисел, якi належать до заданого класу пiдстановок та iншi.

c⃝Рябухо О.М., Мазнiва Н.С.,2014
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У кiнцi 1921р. Чеботарьов переїхав до Одеси. Там вiн працював секрета-
рем науково-дослiдницької кафедри при Одеському iнститутi народної освiти
та продовжив науковi дослiдження, над якими почав роботу ще в Києвi.

Вагомим алгебраїчним дослiдженням М.Г. Чеботарьова київського i по-
чатку одеського перiоду його творчостi є робота, яка присвячена вирiшенню
проблеми Фробенiуса [1]. Цю роботу в 1926р. Чеботарьов представив в Укра-
їнську академiю наук як докторську дисертацiю, яку захистив у 1927 р. Його
опонентами були Д.О. Граве, М.Ф. Кравчук i Г.В. Пфейффер. Пiсля захисту
дисертацiї Чеботарьов був запрошений в Казанський унiверситет, де працю-
вав до кiнця життя.

Найбiльш плiдною i багатогранною була науково-педагогiчна дiяльнiсть
М.Г. Чеботарьова в казанський перiод. У Казанi вiн створив першокласну ма-
тематичну школу, яка розвивалася за рiзними напрямками. Чеботарьов, як i
його вчитель Граве, вимагав самостiйної творчої роботи вiд студентiв, почи-
наючи з молодших курсiв. Його учнi працювали в усiх напрямках, за якими
працював вiн сам. Бiльшiсть iз них стали видатними радянськими вченими:
Д.I. Адо, М.М. Мейман, Л.I. Гаврiлов та iншi. Вони з великим успiхом роз-
робили iдеї свого вчителя в областi теорiї безперервних груп, напiвпростих
алгебр Лi, теорiї полiномiв, що продовжуються та iншi. До приїзду Чебота-
рьова в Казань цими питаннями там нiхто не займався.

У Казанi М.Г.Чеботарьов був беззмiнним директором науково-
дослiдницького iнституту математики i механiки, а з 1943 р. — головою
Казанського фiзико-математичного суспiльства. В 1929 р. М.Г. Чеботарьов
був обраний членом-кореспондентом АН СРСР, а у 1943 р. йому було при-
своєно звання заслуженого дiяча науки РРФСР. М.Г. Чеботарьов лауреат
Державної премiї СРСР, нагороджений орденом Ленiна, двома орденами
Трудового Червоного Прапору i медалями. Помер М.Г. Чеботарьов 24 червня
1947 р. в Москвi у зенiтi своєї творчої дiяльностi.

У 1947 р. президiям АН СРСР заснував премiю iм. М.Г.Чеботарьова, яка
«присуджується» один раз в три роки за кращу роботу з математики. Його
iменем названо науково-дослiдницький iнститут математики i механiки при
Казанському унiверситетi.

Дана робота присвячена дослiдженню наукової спадщини М.Г. Чебота-
рьова.

Мета дослiдження полягає у вивченнi основних положень теорiї Ґалуа в
роботах Чоботарьова, зокрема, дослiдженню задачi про знаходження рiвнянь
з наперед заданою групою Ґалуа.
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Рiвняння з наперед заданою групою
Задача про знаходження рiвнянь з наперед заданою групою Ґалуа вперше

була поставлена в загальному виглядi Д. Гiльбертом [2] в кiнцi ХIХ ст. Ним
же у 1892р. вона була розв’язана для випадку симетричних i знакозмiнних
груп. Розв’язання Гiльберта базується на його ж теоремi про незвiднiсть,
згiдно з якою, якщо одночлен вiд декiлькох змiнних незвiдний над даним
полем, то можна для одних iз цих змiнних пiдiбрати такi значення, що пiсля
пiдстановки їх многочлен залишається незвiдним вiдповiдно останнiх змiнних
над тим же полем.

Ця теорема є типовою теоремою «iснування», тому розв’язання Гiльберта
не давало практичного способу знаходження шуканих рiвнянь.

М. Бауер (1907р.) розв’язав задачу для симетричних груп в такий спосiб,
який дiйсно виконується на практицi. Для свого розв’язання даної задачi вiн
використав теорему Дедекiнда про зв’язки мiж розкладанням лiвої частини
рiвняння на незвiднi за простим модулем множники i циклами пiдстановок
його групи Ґалуа.

Важливi результати у цьому напрямку були отриманi Е.Нетер (1918р.)
для випадку, коли деяка система функцiй, якi залежать вiд заданої групи,
має так названий рацiональний базис. Метод Нетер також заснований на
вживаннi теореми Гiльберта про незвiднiсть многочлена вiдповiдно деяких
змiнних.

Незалежно вiд Бауера Чеботарьов для розв’язання задачi знаходження
рiвнянь з наперед заданою групою Ґалуа використовує теорему Дедекiнда.
В першiй своїй роботi [3] (1926р.), присвяченої знаходженню алгебраїчних
рiвнянь з наперед заданою групою Ґалуа, вiн показав, що для випадку си-
метричної групи, якщо тiльки можна знайти циклiчнi групи пiдстановок, якi
мiстяться в симетричнiй групi, але не мiстяться в жоднiй з її пiдгруп, то
можна так скорегувати спосiб Бауера, що з його допомогою одержати всi
можливi рiвняння з симетричною групою, а також розв’язати задачу для
груп, якi допускають рацiональний базис. При цьому побудова шуканих рiв-
нянь виконується за скiнченну кiлькiсть дiй.

Крiм того в цiй же роботi [3] Чеботарьов довiв теорему Дедекiнда без
використання теорiї iдеалiв. Нагадаємо теорему Дедекiнда.

Якщо незвiдний многочлен n -ого степеня

f(x) = xn + p1x
n−1 + . . .+ pn−1x+ pn (1)

має розклад на k незвiдних множникiв за модулем p , (p не належить
p дискримiнантуp многочлена)

Випуск №4, 2014 65



Математика

f(x) ≡ f1(x) · f2(x) · . . . · fk(x) (mod p) (2)

з вiдповiдними степенями n1, n2, . . . , nk(n1+n2+. . .+nk = n) то в групi Ґалуа
цього рiвняння мiститься пiдстановка, яка складається iз циклiв порядкiв
n1, n2, . . . , nk.

Доведення цiєї теореми у Чеботарьова складається з двох частин: спо-
чатку доводиться iснування в групi Ґалуа пiдстановки циклiв n1, . . . , nk, а
потiм можливiсть такого способу нумерувати коренi рiвняння (1) i конгруен-
цiї (2), щоб група конгруенцiї була дiльником групи рiвняння.

Метод Чеботарьова на вiдмiну вiд методу Бауера дає можливiсть по-
будувати всi рiвняння з симетричною групою. Згiдно способу Чеботарьова
необхiдно взяти пiдстановку циклу n -ого порядку, n− 1 -ого i транспозицiю.
Подальшi мiркування основанi на теоремi Фробенiуса, оберненiй теоремi Де-
декiнда. Якщо група Галуа рiвняння (1) мiстить пiдстановку, яка складається
iз циклiв порядкiв n1, . . . , nk, то iснує нескiнченна множина таких простих
чисел, що вiдповiдна конгруенцiя (2) розкладається в добуток незвiдних за
модулем p множникiв степенiв n1, n2, . . . , nk. Будь-яке рiвняння без афекту,
тобто з симетричною групою, мiстить пiдстановки трьох вказаних Чебота-
рьовим циклiчних типiв, отже, iснує нескiнченна множина простих модулiв,
за якими лiва частина рiвняння або залишається незвiдною, або розклада-
ється на лiнiйний множник i множник (n− 1) -го степеня, або на квадратний
множник i n − 2 лiнiйних. Труднощi побудови рiвнянь з наперед заданою
несиметричною групою, як показав Чеботарьов, полягають в тому, що при
побудовi рiвнянь, до групи яких входили б пiдстановки заданих циклiчних
типiв, можливий випадок, коли в цю групу входять i пiдстановки циклiчного
типу, якi не мiстяться в заданiй групi.

У роботi [3] Чеботарьов формулює задачу таким чином. Нехай
P = p1 · p2 · . . . · pm — добуток вибраних простих модулiв, a1, a2, . . . , an —
вирахування класiв за модулем p, якi пiдiбранi так, щоб рiвняння

f(x) = xn + anx
n−1 + . . .+ an−1x+ a0 = 0 (3)

мало групу, яка мiстить пiдстановки заданих циклiчних типiв.
z(x1, x2, . . . , xn) — функцiя, яка належить до заданої групи i задоволь-
няє рiвняння

F (z) = zk + b1z
k−1 + . . .+ bk−1z + bk = 0 (4)

коефiцiєнти якого b1, b2, . . . , bk є цiлими рацiональними функцiями вiд
a1, a2, . . . , an. Конгруенцiя F (z) ≡ 0 за кожним з модулiв p1, p2, . . . , pk , а
отже, i за модулем P має рацiональний корiнь.
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Якщо замiсть a1, a2, . . . , an взяти A1 = a1 + α1P , A2 = a2 + α2P ,
. . . , An = an + αnP , то коефiцiєнти b1, b2, . . . , bk рiвняння (4) будуть ра-
цiональними функцiями вiд α1, α2, . . . , αn . Позначимо їх β1, β2, . . . , βk i тодi
конгруенцiя

F (z) = zk + β1z
k−1 + . . .+ βk−1z + βk ≡ 0 (mod p)

буде мати рацiональнi коренi при всiх значеннях α1, α2, . . . , αk. Розв’язан-
ня задачi зводиться до знаходження чисел α1, α2, . . . , αk так, щоб рiвняння
F (z) = 0 мало рацiональнi коренi. Остання задача в загальному випадку не
розв’язана. Чеботарьов показав, що задача легко розв’язується в окремому
випадку, коли функцiї

a1(x1, x2, . . . , xn), . . . , an(x1, x2, . . . , xn), z(x1, x2, . . . , xn)

володiють рацiональним базисом, тобто коли iснують такi рацiональнi фун-
кцiї ξ1, ξ2, . . . , ξn, через якi рацiонально виражаються всi рацiональнi функцiї
a1, a2, . . . , an, z . Такi функцiї знайденi лише для n = 1 i n = 2. Чеботарьов
розглядає тiльки той випадок, коли рацiональний базис iснує. Тодi необхi-
дною i достатньою умовою того, що група рiвнянь (3) була заданою групою
або її дiльником, є рацiональнiсть величин ξ1, ξ2, . . . , ξn.

У 1934 р. М.Г. Чеботарьов у великiй статтi [4], яка присвячена пробле-
мам сучасної теорiї Галуа, зробив глибокий аналiз iснуючих розв’язкiв задачi
про знаходження алгебраїчних рiвнянь з наперед заданою групою Галуа. Вiн
встановив зв’язки мiж розв’язками описаної задачi i питанням вивчення по-
лiв рацiональних функцiй; сформулював задачу в бiльш загальнiй формi —
у виглядi трьох задач:

1. Знайти будь-якi рiвняння, група яких була б iзоморфною групi Галуа;
2. Знайти загальну параметричну форму коефiцiєнтiв рiвняння, група

якого була б iзоморфною групi G або її пiдгрупi. Подання коефiцiєнтiв в цiй
формi має бути необхiдною i достатньою умовою того, щоб група рiвняння
була iзоморфною групi G або її пiдгрупi.

3. Знайти спосiб для визначення рiвнянь, група яких iзоморфна групi
G , причому цей спосiб повинен охоплювати всi рiвняння цього роду, якщо
його достатньо продовжити.

Висновки
У результатi проведених iсторично-математичних дослiджень можна

стверджувати, що наукова спадщина М.Г. Чеботарьова збагатила вiтчизняну
i свiтову науку.
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Роботи знаного математика вiдрiзнялися чiткiстю постановки проблеми,
пошуками нових методiв розв’язання задач, доведенням розв’язкiв до повного
алгоритму.

У своєму вiдгуку про М.Г. Чеботарьова у зв’язку з висуненням його кан-
дидатури у члени АН УРСР у 1938 р. Д.О. Граве писав: «...Знаменитый
французский математик Э. Галуа был убит на дуэли в возрасте 21 года, и,
несмотря на это, ему удалось создать теорию, которая в продолжении бо-
лее 100 лет занимает умы лучших представителей математики. Начиная с
вопросов алгебры, она постепенно вошла в новые части математики. Чебо-
тарев посвящает теории Ґалуа книги. Этим он показал глубокое понимание
исторических перспектив хода развития математики....»

Теорiя Ґалуа беззаперечно не втратила своєї актуальностi i має широке ко-
ло застосувань. Зокрема в сучасних системах захисту iнформацiї використо-
вуються алгоритми, що ґрунтуються на властивостях груп точок елiптичних
кривих у полях Ґалуа [8]. Саме з їх допомогою будуються найефективнiшi на
сьогоднi алгоритми тестування простоти i розкладу чисел на множники.
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ДВОКОЛЬОРОВI ХОРДОВI n -ДIАГРАМИ МIНIМАЛЬНОГО
РОДУ З k = 9 ЦИКЛАМИ ПЕВНОГО КОЛЬОРУ

В роботi розглядається клас планарних двокольорових хордових дiаграм з n хордами, що
мають точно k 6 n циклiв певного кольору. Для k = 9 i натуральних n > 9 встановлено
формули пiдрахунку числа нееквiвалентних таких дiаграм вiдносно дiї циклiчної групи.

Ключовi слова: двокольорова хордова дiаграма мiнiмального роду, цикл, циклiчна
група.

Вступ
Конструкцiї, схожi до кола з вiдмiченими точками, зокрема хордовi дiаг-

рами, ефективно використовують в багатьох галузях науки, зокрема матема-
тицi, фiзицi, бiологiї.

Нагадаємо, що хордовою дiаграмою порядку n або, коротко, n -дiаграмою
називають конфiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на
ньому (якi є вершинами правильного 2n -кутника) та n хорд, що сполучають
вказанi точки. Хордовi дiаграми називають iзоморфними, якщо одну можна
одержати з iншої в результатi повороту. Дiаграми називають еквiвалентними,
якщо їх можна сумiстити за допомогою повороту, дзеркального вiдбиття, або
ж їх композицiї.

Питаннями перелiку певних класiв хордових дiаграм займалась цiла низ-
ка вiдомих математикiв, зокрема автори робiт [1–6]. Задачi про пiдрахунок
числа неiзоморфних та нееквiвалентних n -дiаграм були повнiстю розв’язанi
в роботах [4], [5]. Формули для пiдрахунку числа неiзоморфних планарних
(роду 0 ), тороїдальних (роду 1 ) n -дiаграм та 2m -дiаграм максимального
роду m встановлено в [4].

Пiдрахунок числа неiзоморфних, зокрема двокольорових, n -дiаграм фiк-
сованого роду є досить складною i в загальному випадку до сьогоднi не
розв’язаною задачею.

c⃝Кадубовський О.А., Хабарова К.В., Сапсай Ю.В,2014
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Добре вiдомо (напр. [11], [12]), що двокольоровi хордовi O - i N -дiаграми
знаходять своє застосування в топологiї, зокрема при топологiчнiй класи-
фiкацiї функцiй певного класу на замкнених орiєнтовних та вiдповiдно не
орiєнтовних поверхнях фiксованого роду.

Формули пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних двокольо-
рових O - i N -дiаграм вiдповiдно встановлено в роботi [9]. В [10] встановлено
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -дiаграм,
якi мають один чорний (або ж бiлий) цикл. Задача про пiдрахунок числа не-
iзоморфних O -дiаграм максимального роду (з одним чорним та одним бiлим
циклом) повнiстю розв’язана в [8].

Задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних планарних
O -дiаграм (мiнiмального роду 0 ) з n хордами повнiстю розв’язанi в робо-
тi [6]. Проте, до сьогоднi залишається нерозв’язаною задача про пiдрахунок
числа неiзоморфних двокольорових O -дiаграм роду 0 з фiксованим числом
1 6 k 6 n циклiв певного кольору.

Першi результати, повязанi з пiдрахунком числа неiзоморфних O -дiаг-
рам мiнмального роду (з n хордами) для випадкiв натуральних 1 6 k 6 8 i
n > k одержано в роботах [11, 12, 13].

В данiй роботi для випадку k = 9 i натуральних n > 9 встановлено
формули пiдрахунку числа неiзоморфних таких дiаграм.

Крiм того, бiльш пильнi спостереження за величинами p(n; k) (для на-
туральних k 6 9 i n > k ), дозволили виявити закономiрнiсть та висунути
гiпотезу на випадок довiльних натуральних n > k > 2 .

Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Означення 1. Коло з 2n точками на ньому, що є вершинами правильного
2n кутника, дуги якого почергово розфарбованi у два кольори (чорний i бi-
лий) та фiксованою нумерацiєю вершин за годинниковою стрiлкою, будемо
називати двокольоровим 2n -шаблоном – рис. 1 a) .

2-кольоровою хордовою n -дiаграмою будемо називати n -дiаграму, побу-
довану на основi двокольорового 2n -шаблону.

Означення 2. 2-кольорову n -дiаграму, яка не мiстить (мiстить) хорди,
що сполучають вершини з номерами однакової парностi, називають O -
дiаграмою (N -дiаграмою) – рис. 1 b), c) .

Означення 3. O -дiаграму з n хордами, яка не має хорд, що перетинаю-
ться, будемо називати дiаграмою мiнiмального роду (роду 0) або ж планар-
ною O -дiаграмою – рис. 1 d) .
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Рис. 1:
a) двокольоровий 20 -шаблон;
b) N -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 бiлих та 3 чорних циклiв;
c) O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 6 бiлих та 3 чорних циклiв;
d) планарна O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 бiлих та 4 чорних циклiв

Означення 4. «Чорним» («бiлим») циклом 2 -кольорової дiаграми назива-
тимемо послiдовнiсть хорд та чорних (бiлих) дуг, якi утворюють гомео-
морфний образ (орiєнтованого) кола — рис. 1 b)− d) .

Означення 5. Множину планарних O -дiаграм з n хордами, якi мають
точно k (1 6 k 6 n ) бiлих (n−k+1 чорних) циклiв позначатимемо ℑk,n .

Як з’ясувалось (див. напр. [12]), число дiаграм з класу ℑk,n дорiвнює
числу Нараяна

|ℑk,n| = N (n; k) =
1

n
Ck
n · Ck−1

n .

Бiльше того, в [11] показано, що число неiзоморфних дiаграм з класу ℑk,n

спiвпадає з числом нееквiвалентних (вiдносно дiї циклiчної групи порядку
n ) комбiнаторних об’єктiв з класу NCn(k) , добре вiдомих як «non-crossing
partition of [n] with k blocks» [6]. Зауважимо також, що з огляду на природну
бiєкцiю мiж елементами множин ℑk,n та NCn(k) , дiаграму з класу ℑk,n та
вiдповiдне їй розбиття взагалi доцiльно ототожнювати.

Основна частина
Теорема 1. Для довiльного натурального n > 9 число неiзоморфних дiа-
грам з класу ℑ9,n можна обчислити за допомогою спiввiдношень

P ∗
9,n =

1

n

(
1

n
C9
n · C8

n +
∑

j|(n;9), j ̸=1

ϕ(j) · n− 9 + j

n
· C

9
j
n
j
· C

9
j−1
n
j

+

+
∑

j|(n;8), j ̸=1

ϕ(j) · 8 + j

n
· C

8
j+1
n
j

· C
8
j
n
j

)
, (1)
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де (a; b) – найбiльший спiльний дiльник натуральних a i b ; ϕ(q) – фун-
кцiя Ейлера; а пiдсумовування у другому i третьому доданках ведеться за
всiма дiльниками (за винятком 1-цi) чисел (n; 9) i (n; 8) вiдповiдно.

Доведення. Всi типи дiаграм з класу ℑ9,n , якi самосумiщаються при пово-
ротi (в напрямку за годинниковою стрiлкою) на певний кут ωi,n = 2π

2n · 2i,
i = 1, . . . , n− 1 наведено на рис. 2, 3.
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Рис. 2: 25 з 39 можливих типiв дiаграм з класу ℑ9,n , якi самосумiщаються при
поворотi на певний кут
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Рис. 3: 14 з 39 можливих типiв дiаграм з класу ℑ9,n , якi самосумiщаються при
поворотi на певний кут

Позначимо через Aj(n) число дiаграм j -го типу, а через A∗
j,n — число

неiзоморфних дiаграм j -го типу ( j = 1, ..., 39 ). Тодi

P ∗
9,n =

1

n

(1
n
C9
n · C8

n −
39∑
j=1

Ai(n)
)
+

39∑
j=1

A∗
j,n (2)

З iншого боку, якщо позначити

p(n; 9) = n ·
39∑
j=1

A∗
j,n −

39∑
j=1

Ai(n), (3)

то (2) можна подати у виглядi

P ∗
9,n =

1

n

(1
n
C9
n · C8

n + p(n; 9)
)
. (4)

Число неiзоморфних дiаграм для кожного з 39 зазначених типiв обчисли-
мо за лемою Бернсайда.

В подальшому через aj(n, i) будемо позначати число дiаграм j -го ти-
пу, якi самосумiщаються при поворотi на кут ωi,n = 2π·i

n , j = 1, ..., 39 ,
i = 1, . . . , n− 1 .
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1) Дiаграми 1 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Оскiльки

a1(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
1,n =

{
1
nA1(n), n ̸= 2k
1
n

(
A1(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(5)

2) Дiаграми 2 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 3 або на 9, а поворот здiйснюється на
кут, кратний куту ω = 2π

3 або куту ω = 2π
9 . Оскiльки

a2(n, 3) =

{
0, n ̸= 3k
C3

n
3
, n = 3k,

a2(n, 9) =

{
0, n ̸= 9k
C1

n
9
, n = 9k, то

A∗
2,n =


1
nA2(n), n ̸= 3k
1
n

(
A2(n) + ϕ(3)C3

n
3

)
, n = 3k

1
n

(
A2(n) + ϕ(3)C3

n
3
+ ϕ(9)C1

n
9

)
, n = 9k

(6)

3) Дiаграми 3 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, на 4 або на 8, а поворот здiйснюється
на кут, кратний куту ω = π (при i = n

2 ), куту ω = π
2 (при i = n

4 ), куту
ω = π

4 (при i = n
8 ). Оскiльки

a3(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
2C8

n
2
, n = 2k,

a3(n, 4) =

{
0, n ̸= 4k
2C4

n
4
, n = 4k,

a3(n, 8) =

{
0, n ̸= 8k
2C2

n
8
, n = 8k, то

A∗
3,n =



1
nA3(n), n ̸= 2k
1
n

(
A3(n) + 2C8

n
2

)
, n = 2k

1
n

(
A3(n) + 2C8

n
2
+ ϕ(4)2C4

n
4

)
, n = 4k

1
n

(
A3(n) + 2C8

n
2
+ ϕ(4)2C4

n
4
+ ϕ(8)2C2

n
8

)
, n = 8k

(7)

4) Дiаграми 4 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Оскiльки

a4(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
4,n =

{
1
nA4(n), n ̸= 2k
1
n

(
A4(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(8)
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5) Дiаграми 5 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Оскiльки

a5(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
5,n =

{
1
nA5(n), n ̸= 2k
1
n

(
A5(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(9)

6) Дiаграми 6 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a6(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
5C5

n
2
, n = 2k,

то A∗
6,n =

{
1
nA6(n), n ̸= 2k
1
n

(
A6(n) + 5C5

n
2

)
, n = 2k

(10)

7) Дiаграми 7 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a7(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
7,n =

{
1
nA7(n), n ̸= 2k
1
n

(
A7(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(11)

8) Дiаграми 8 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a8(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
8,n =

{
1
nA8(n), n ̸= 2k
1
n

(
A8(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(12)

9) Дiаграми 9 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a9(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

тоA∗
9,n =

{
1
nA9(n), n ̸= 2k
1
n

(
A9(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(13)

10) Дiаграми 10 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a10(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

тоA∗
10,n =

{
1
nA10(n), n ̸= 2k
1
n

(
A10(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(14)
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11) Дiаграми 11 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a11(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
11,n =

{
1
nA11(n), n ̸= 2k
1
n

(
A11(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(15)

12) Дiаграми 12 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a12(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
12,n =

{
1
nA12(n), n ̸= 2k
1
n

(
A12(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(16)

13) Дiаграми 13 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a13(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
13,n =

{
1
nA13(n), n ̸= 2k
1
n

(
A13(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(17)

14) Дiаграми 14 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a14(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
14,n =

{
1
nA14(n), n ̸= 2k
1
n

(
A14(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(18)

15) Дiаграми 15 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2 або на 4, а поворот здiйснюється на
кут, кратний куту ω = π або кут, кратний куту ω = π

2 . Оскiльки

a15(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
4C8

n
2
, n = 2k,

a15(n, 4) =

{
0, n ̸= 4k
4C4

n
4
, n = 4k, то

A∗
15,n =


1
nA15(n), n ̸= 2k
1
n

(
A15(n) + 4C8

n
2

)
, n = 2k

1
n

(
A15(n) + 4C8

n
2
+ ϕ(4)4C4

n
4

)
, n = 4k

(19)

16) Дiаграми 16 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2 або на 4, а поворот здiйснюється на
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кут, кратний куту ω = π або кут, кратний куту ω = π
2 . Оскiльки

a16(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
3C6

n
2
, n = 2k,

a16(n, 4) =

{
0, n ̸= 4k
3C3

n
4
, n = 4k, то

A∗
16,n =


1
nA16(n), n ̸= 2k
1
n

(
A16(n) + 3C6

n
2

)
, n = 2k

1
n

(
A16(n) + 3C6

n
2
+ ϕ(4)3C3

n
4

)
, n = 4k

(20)

17) Дiаграми 17 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a17(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
17,n =

{
1
nA17(n), n ̸= 2k
1
n

(
A17(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(21)

18) Дiаграми 18 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a18(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
18,n =

{
1
nA18(n), n ̸= 2k
1
n

(
A18(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(22)

19) Дiаграми 19 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a19(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
19,n =

{
1
nA19(n), n ̸= 2k
1
n

(
A19(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(23)

20) Дiаграми 20 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a20(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
20,n =

{
1
nA20(n), n ̸= 2k
1
n

(
A20(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(24)

21) Дiаграми 21 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a21(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
21,n =

{
1
nA21(n), n ̸= 2k
1
n

(
A21(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(25)
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22) Дiаграми 22 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a22(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
22,n =

{
1
nA22(n), n ̸= 2k
1
n

(
A22(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(26)

23) Дiаграми 23 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a23(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
23,n =

{
1
nA23(n), n ̸= 2k
1
n

(
A23(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(27)

24) Дiаграми 24 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a24(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
24,n =

{
1
nA24(n), n ̸= 2k
1
n

(
A24(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(28)

25) Дiаграми 25 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a25(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
25,n =

{
1
nA25(n), n ̸= 2k
1
n

(
A25(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(29)

26) Дiаграми 26 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a26(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
26,n =

{
1
nA26(n), n ̸= 2k
1
n

(
A26(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(30)

27) Дiаграми 27 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a27(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
27,n =

{
1
nA27(n), n ̸= 2k
1
n

(
A27(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(31)
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28) Дiаграми 28 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a28(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
28,n =

{
1
nA28(n), n ̸= 2k
1
n

(
A28(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(32)

29) Дiаграми 29 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a29(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
29,n =

{
1
nA29(n), n ̸= 2k
1
n

(
A29(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(33)

30) Дiаграми 30 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a30(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
30,n =

{
1
nA30(n), n ̸= 2k
1
n

(
A30(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(34)

31) Дiаграми 31 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a31(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
31,n =

{
1
nA31(n), n ̸= 2k
1
n

(
A31(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(35)

32) Дiаграми 32 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a32(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
32,n =

{
1
nA32(n), n ̸= 2k
1
n

(
A32(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(36)

33) Дiаграми 33 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a33(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
33,n =

{
1
nA33(n), n ̸= 2k
1
n

(
A33(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(37)
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34) Дiаграми 34 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 3, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = 2π

3 (при i = n
3 ). Оскiльки

a34(n, 3) =

{
0, n ̸= 3k
4C4

n
3
, n = 3k,

то A∗
34,n =

{
1
nA34(n), n ̸= 3k
1
n

(
A34(n) + ϕ(3)4C4

n
3

)
, n = 3k

(38)
35) Дiаграми 35 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут

ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 3, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = 2π

3 . Оскiльки

a35(n, 3) =

{
0, n ̸= 3k
4C4

n
3
, n = 3k,

то A∗
35,n =

{
1
nA35(n), n ̸= 3k
1
n

(
A35(n) + ϕ(3)4C4

n
3

)
, n = 3k

(39)
36) Дiаграми 36 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут

ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 3, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = 2π

3 . Оскiльки

a36(n, 3) =

{
0, n ̸= 3k
5C5

n
3
, n = 3k,

то A∗
36,n =

{
1
nA36(n), n ̸= 3k
1
n

(
A36(n) + ϕ(3)5C5

n
3

)
, n = 3k

(40)
37) Дiаграми 37 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут

ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 3, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = 2π

3 . Оскiльки

a37(n, 3) =

{
0, n ̸= 3k
5C5

n
3
, n = 3k,

то A∗
37,n =

{
1
nA37(n), n ̸= 2k
1
n

(
A37(n) + ϕ(3)5C5

n
3

)
, n = 3k

(41)
38) Дiаграми 38 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут

ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Оскiльки

a38(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
38,n =

{
1
nA38(n), n ̸= 2k
1
n

(
A38(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(42)

39) Дiаграми 39 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a39(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
39,n =

{
1
nA39(n), n ̸= 2k
1
n

(
A39(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(43)
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З урахуванням спiввiдношень (5) – (43) маємо справедливiсть спiввiд-
ношення (44) .

p(n; 9) =

=



0, n ̸= 2k ̸= 3p
5C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
, n = 2k ̸= 3p

ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
), n = 3k ̸= 2p

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+ ϕ(4)(6C4

n
4
+ 3C3

n
4
), n = 4k ̸= 3p

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+

+ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
), n = 6k

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+

+ϕ(4)(6C4
n
4
+ 3C3

n
4
) + ϕ(8)2C2

n
8
, n = 8k ̸= 3p

ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
) + ϕ(9)C1

n
9
, n = 9k ̸= 2p

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+

+ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
) + ϕ(4)(6C4

n
4
+ 3C3

n
4
), n = 12k

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+

+ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
) + ϕ(9)C1

n
9
, n = 18k

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+

+ϕ(3)C3
n
3
+ ϕ(4)(6C4

n
4
+ 3C3

n
4
) + ϕ(8)2C2

n
8
, n = 24k

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+ ϕ(4)(6C4

n
4
+ 3C3

n
4
)+

+ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
) + ϕ(9)C1

n
9
, n = 36k

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+ ϕ(4)(6C4

n
4
+ 3C3

n
4
)+

+ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
) + ϕ(8)2C2

n
8
+ ϕ(9)C1

n
9
, n = 72k

(44)

За допомогою безпосередньої перевiрки не важко встановити справедли-
вiсть наступних тотожностей

C1
n
9

= n−9+9
n · C

9
9
n
9
· C

9
9−1
n
9

, k = 9, j|(n; 9), j = 9

C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3

= n−9+3
n · C

9
3
n
9
· C

9
3−1
n
9

, k = 9, j|(n; 9), j = 3

2C2
n
8

= 9−1+8
n · C

9−1
8 +1

n
8

· C
9−1
8

n
8
, k = 9, j|(n; 8), j = 8

6C4
n
4
+ 3C3

n
4

= 9−1+4
n · C

9−1
4 +1

n
4

· C
9−1
4

n
4
, k = 9, j|(n; 8), j = 4

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2

= 9−1+2
n · C

9−1
2 +1

n
2

· C
9−1
2

n
2
, k = 9, j|(n; 8), j = 2

(45)
З урахуванням спiввiдношень (4) , (44) , (45) має мiсце формула (1) .
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З урахуванням результатiв, одержаних в роботах [11] – [13] (для випадкiв
k = 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 ) та справедливостi наступних рiвностей

C1
n
8

= n−8+8
n · C

8
8
n
8
· C

8
8−1
n
8

, k = 8, j|(n; 8), j = 8

C2
n
4
+ 3C3

n
4

= n−8+4
n · C

8
4
n
8
· C

8
4−1
n
8

, k = 8, j|(n; 8), j = 4

C4
n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2

= n−8+2
n · C

8
2
n
8
· C

8
2−1
n
8

, k = 8, j|(n; 8), j = 2

2C2
n
7

= 8−1+7
n · C

8−1
7 +1

n
7

· C
8−1
7

n
7
, k = 8, j|(n; 7), j = 7

(46)

C1
n
7

= n−7+7
n · C

7
7
n
7
· C

7
7−1
n
7

, k = 7, j|(n; 7), j = 7

2C2
n
6

= 7−1+6
n · C

7−1
6 +1

n
6

· C
7−1
6

n
6
, k = 7, j|(n; 6), j = 6

3C3
n
3
+ 6C4

n
3

= 7−1+3
n · C

7−1
3 +1

n
6

· C
7−1
3

n
6
, k = 7, j|(n; 6), j = 3

4C4
n
2
+ 20C5

n
2
+ 20C6

n
2

= 7−1+2
n · C

7−1
2 +1

n
6

· C
7−1
2

n
6
, k = 7, j|(n; 6), j = 2

(47)

C1
n
6

= n−6+6
n · C

6
6
n
6
· C

6
6−1
n
6

, k = 6, j|(n; 6), j = 6

C2
n
3
+ 3C3

n
3

= n−6+3
n · C

6
3
n
6
· C

6
3−1
n
6

, k = 6, j|(n; 6), j = 3

C3
n
2
+ 8C4

n
2
+ 10C5

n
2

= n−6+2
n · C

6
2
n
6
· C

6
2−1
n
6

, k = 6, j|(n; 6), j = 2

2C2
n
5

= 6−1+5
n · C

6−1
5 +1

n
5

· C
6−1
5

n
5
, k = 6, j|(n; 5), j = 5

(48)

C1
n
5

= n−5+5
n · C

5
5
n
5
· C

5
5−1
n
5
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(52)
справедливим є твердження

Теорема 2. Для натуральних 1 < k 6 9 i n > k число неiзоморфних
дiаграм з класу ℑk,n можна обчислити за допомогою спiввiдношень
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j

n
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)
, (53)

де (a; b) – найбiльший спiльний дiльник натуральних a i b ; ϕ(q) – функцiя
Ейлера (кiлькiсть натуральних чисел, якi меншi за q та є взаємнопрости-
ми з q ) а пiдсумовування у другому i третьому доданках ведеться за всiма
дiльниками (за винятком 1-цi) чисел (n; k) i (n; k − 1) вiдповiдно.

Таким чином є всi пiдстави висунути гiпотезу стосовно узагальненої фор-
мули пiдрахунку числа неiзоморфних дiаграм з класу ℑk,n . А саме
Теорема 3. (Гiпотеза на випадок натуральних n > k > 2 )
Для натуральних n > k > 2 число неiзоморфних дiаграм з класу ℑk,n мож-
на обчислити за допомогою спiввiдношень
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+
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;
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j
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) , (54)

де N(p; q) — числа Нараяна, що визначаються за формулою

N(p; q) =
1

p
Cq
pC

q−1
p . (55)

Висновки
З урахуванням спiвпадiння початкових значень величини P ∗

n,k (при
11 > n > k > 1 ) з членами вiдповiдної послiдовностi A209805 [7], одержа-
них автором виключно програмним шляхом, висунута нами гiпотеза є доволi
небезпiдставно.

На нашу думку, цiлком досяжним здається одержання й строгого дове-
дення висунутої гiпотези (для загального випадку n > k > 2 ).
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СВОЙСТВА НАНОСТРУКТУР, СФОРМИРОВАННЫХ НА
ПОВЕРХНОСТИ Ge ДИФФУЗИОННЫМ МАССОПЕРЕНОСОМ

В работе показана возможность создания наноструктур на поверхности Ge в темпера-
турном интервале 300− 400К, свойства которых изучены методами оптической, атомно-
силовой микроскопии (АСМ) и рамановской спектроскопии комбинационного рассеяния
света (КРС). Использование КРС позволило установить, что после снятия внешнего де-
формирующего кристалл давления остаточные напряжения в вырощеных наноструктурах
не обнаруживаются, что способствует сохранению их длительной стабильности в процессе
испытаний и хранения.

Ключевые слова: наноструктура, дефекты, дислокации, напряжение, релаксация.

Введение
Еще сравнительно недавно [1] существовало широко распространенное

мнение о свойствах германия и кремния как о чрезвычайно хрупких ма-
териалах при температурах ниже 700К. Испытание указаных кристаллов
деформированием в температурном интервале 300-400К на стандартных ма-
шинах кинематического типа не позволяло обнаружить сколь-либо заметную
микропластичность даже при разрушающих напряжениях, что теоретически
объяснялось невозможностью преодаления высоких потенциальных барьеров
Пайерлса кристаллической решетки для движения дислокаций. Еще более
удивительным является проявление диффузии при низких температурах, по-
казаной экспериментально в ряде работ [2,3]. Было установлено в [2,3], что
микропластическая деформация имеет диффузионно-дислокационную при-
роду и проявляется при малых и средних напряжениях исключительно в
тонких приповерхностных слоях кристаллов. Эти первые основополагающие
работы дали возможность в дальнейшем использовать низкотемпературную

c⃝Уколов А.И., Надточий В.А., Винокурова А.С., Калимбет А.З.,2014
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поверхностную диффузию, стимулированную градиентами напряжений, для
модификации приповерхностных слоев и создания низкоразмерных атомных
струкур [4], в которых могут проявляться квантовые эффекты.

Основная часть
В данной работе диффузионный массоперенос в монокристаллах Ge обес-

печивали созданием градиентов напряжения как вдоль поверхности, так и
вдоль дислокаций из приповерхностного слоя на поверхность. В результате
атомной диффузии были получены массивы островков нанометровых раз-
меров, свойства которых изучены методами атомно-силовой микроскопии и
рамановской спектроскопии комбинационного рассеяния света.

В экспериментах использовали монокристаллы германия марки ГЭ –
45г3. Образцы имели форму прямоугольных параллелепипедов с размера-
ми 3 × 4 × 10мм. После вырезания проводили их химико-механическое и
химическое полирование и тем самым удаляли дефектный слой толщиной
100 мкм. Образцы устанавливали на наконечнике ультразвукового (УЗ) об-
лучателя и деформировали одноосным сжатием. Структурные исследования
деформированных образцов выполняли на оптическом микроскопе МЕТАМ-
Р1 и зондовом микроскопе Nano Scope IIIa Demension 3000TM (Veeco Inc).

Для измерения остаточных напряжений в образованных на поверхно-
сти трехмерных атомных структурах использовали методику КРС. Спектры
микро-КРС были получены при комнатной температуре в геометрии обрат-
ного рассеяния с использованием спектрометра Horiba Jobin Yvon T64000
с конфокальным микроскопом UV-Visible-NIR Olympus BX41. Возбуждение
спектров КРС осуществлялось Ar-Kr лазером (длина волны возбуждения
λexc=488нм). При измерениях КРС лазерный луч фокусировался на образце
в пятно диаметром < 1 мкм.

Структуры на рис. 1 свидетельствуют о проявлении атомной диффузии
при создании градиента напряжений в направлении от бокового ребра об-
разца к средней части боковой поверхности. Первые признаки проявления
диффузионного процесса проявляются в виде «языков» вблизи микроско-
лов (концентраторов) на стыке двух боковых поверхностей (рис.1,а). При
повышении температуры образуется своеобразная система полос из точечных
дефектов (рис.1,б), которая распространяется в поверхностном слое в направ-
лении спада напряжения. Одновременное со сжатием УЗ облучение интенси-
фицирует диффузионный процесс (рис.1,в), так что при увеличении числа
циклов нагружения и времени деформирования дефекты распространяются
на всю боковую поверхность. Сканирование зондом АСМ перпендикулярно
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дефектным полосам обнаруживает волновой рельеф на поверхности из подъ-
емов и впадин относительно среднего уровня [4]. Растровая микроскопия [5]
показывает, что массоперенос вещества от ребра в очень тонком приповерх-
ностном слое (десятки нанометров) приводит к повышению концентрации
вакансий у ребра, объединяющихся в поры, а также микросколов. С помо-
щью оптической микроскопии при больших увеличениях в диффузионных
зонах обнаруживаются также вакансионно-приместные кластеры, упрочня-
ющие приповерхностный слой и блокирующие рост дислокационных петель.
Увеличение длительности силового воздействия на образец Ge может выз-
вать зарождение новых дислокаций в приповерхностном слое, а также рост
уже имеющихся после выращивания кристалла коротких дислокационных пе-
тель (А-кластеров). Зарождение дислокаций при низких температурах в Ge
происходит по гетерогенному механизму [3]. Наиболее вероятными их источ-
никами являются включения типа GexOy . Роль точечных дефектов для за-
рождения и роста межузельных петель может быть двоякая: петли могут за-
рождаться и увеличиваться в размерах, или уменьшаться и растворяться [6].

 

Рис. 1: Структуры, снятые на боковой поверхности (111) образцов Ge , деформированных
циклами сжатия вдоль [110] до σm =12 кгс/мм 2 со скоростью έ = 10−4 c−1 : а – 3 цикла
сжатия-разгрузки при 300К; б,в – 3 цикла деформирования при 400К без УЗ облучения и
с одновременным УЗ облучением соответственно при мощности облучения 5 Вт, частоте
22,5кГц; г – дислокационная структура на боковой поверхности (111) у торца Ge после
программного нагружения при 300К; д – наноостровки на поверхности Ge в местах выхода
дислокационной полупетли; е – гребни, сформированные из совокупности островков на
стадии созревания, источниками которых являются дислокационные полупетли, линейно
ориентированные вдоль полосы с пересыщением по межузлиям; ж – массив наноостровков

На рис. 1,г представлен оптический снимок дислокаций при указанных
условиях деформирования. Наблюдаются дислокационные петли, которые
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использовались как каналы ускоренной атомной диффузии из напряженной
области, окружающей дислокацию, на поверхность. Этому диффузионному
процессу способствовал действующий градиент напряжения, как результат
деформирования кристалла с защемленными торцами, и одновременное УЗ
– облучение. Массоперенос вещества из прилегающей к дислокации напря-
женной области на поверхность и одновременно вдоль нее приводит к об-
разованию островков (рис.1,д ) вблизи выходов дислокационной полупетли
[4]. Обнаруженное явление — формирование островков на деформированной
поверхности (111) во многом аналогично явлению островковой эпитаксии,
которое в последнее время интенсивно изучается экспериментально и теоре-
тически. Чередующиеся полосы бугорков и впадин на поверхности можно
рассматривать как области растягивающих и сжимающих напряжений, где
происходит пересыщение по межузлиям и вакансиям. В таком случае дисло-
кационная петля межузельного типа будет иметь возможность достраиваться
атомами и удлиняться вдоль полосы растяжения. Таким образом возника-
ет преимущественная ориентация полупетель вдоль одного направления, на
основе которых могут зарождаться островки, а при их росте и объедине-
нии – организовываться в гребни (рис.1,е). Если же группирование точечных
дефектов в полосы не происходит, то зарождение островков носит неупоря-
доченный характер. В результате такого процесса роста образуются массивы
островков, представленные на рис.1,ж.

При создании массивов наноразмерных структур типа квантовых точек
для приборного применения рассматривают важные параметры, определяю-
щие качество изделий, таких как размеры, форма, плотность, однородность
и наличие упругих напряжений в составе островка [7]. Наличие остаточных
механических напряжений после деформирования кристаллов, а также воз-
можное формирование различных кристаллических, нанокристаллических
или аморфных фаз на поверхности деформированных образцов Ge исследу-
ют при помощи методики КРС [8]. Из результатов, полученных в [8] следует,
что под действием сосредоточенной нагрузки в области отпечатка инденто-
ра на полученных спектрах КРС появляются дополнительные максимумы
(рис.2,а), которые не наблюдаются на спектре не деформированного Ge на
графике (1) рис.2,а. Фазовые переходы, которые вызвали появление пиков
(148, 177, 189, 211, 227,244, и 271 см−1 ) на графике (3) в спектрах КРС, полу-
ченных из центральной части отпечатка индентора, возникают при высоком
давлении от 10 до 2,7 ГПа и соответствуют различным металлическим состо-
яниям. Проявление новой полосы интенсивности в спектре КРС на частоте
ω = 293 см−1 (график (2) рис. 2,а), полученном из области модифицирован-
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ной структуры в более совершенной части отпечатка, может быть вызвано
двумя причинами [8].

Во-первых, этот пик может соответствовать гексагональной алмазной фа-
зе. С другой стороны этот пик можно интерпретировать как смещение и
асимметричное расширение рамановской полосы стабильной кубической ал-
мазной фазы. Это может указывать на присутствие нанокристаллической
кубической алмазной структуры материала. Таким образом, переход матери-
ала в ближайшее метастабильное состояние под действием механического на-
пряжения должен проявляться появлением полосы интенсивности на частоте
ω = 293 см−1 в спектре КРС. Кроме того, напряженное состояние в островке
Ge должно сопровождаться наблюдением пика на частоте ω = 316 см−1 [9].

 

Рис. 2: а - рамановские спектры Ge на недеформированной поверхности (1), в окрестно-
сти (2) и в центре (3) отпечатка от индентора Виккерса; б - спектр микро-КРС из области

гребня на поверхности Ge

Нами снимались спектры КРС для наноструктур типа гребня. Спек-
тры записывали в точках на отрезке длиной 5 мкм по поверхности поперек
гребней с шагом 0,1мкм, то-есть было выполнено 50 измерений. На всех по-
лученных графиках наблюдался только один пик интенсивности на частоте
ω = 300 см−1 (рис.2,б), что соответствует типичной кубической алмазной
структуре Ge . Этот факт свидетельствует о том, что уровни напряжений,
способные вызвать активные процессы самодиффузии в основании нано-
структуры в виде гребня Ge (рис. 1,e), не вызывают фазовых переходов
материала. Нет проявлений также напряжений на частоте ω = 293 см−1

слева от пика ω = 300 см−1 и справа от него при ω=316 см−1 . Отсутствие
напряжений в гребне дает возможность ожидать сохранения стабильности
его структурного состояния длительное время.
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Выводы
Таким образом, в результате экспериментальных исследований получен

новый вид наноструктурных образований типа массивов островков и гребней
нанометровой высоты на поверхности монокристаллического Ge при созда-
нии диффузионного массопереноса, стимулированного действием деформа-
ции и одновременного УЗ облучения в температурном интервале 300−400К.
С помощью спектроскопии комбинационного рассеяния света показано отсут-
ствие остаточных напряжений в наноструктуре типа гребня на поверхности
Ge . При отсутствии остаточных напряжений свойства наноструктуры могут
сохраняться длительное время. Выращенные таким образом наноструктуры
могут представлять интерес для создания перспективных микроэлектронных
приборов с использованием квантовых эффектов.
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ИЗМЕРЕНИЕ ДИФФУЗИОННОЙ ДЛИНЫ НОСИТЕЛЕЙ
ЗАРЯДА В ПРИПОВЕРХНОСТНЫХ СЛОЯХ

МОНОКРИСТАЛЛА ГЕРМАНИЯ

В работе показана возможность практического использования фотоэлектрического метода
для определения диффузионной длины неосновных носителей заряда в приповерхностных
слоях полупроводников. Выполнены теоретические расчеты концентрации нерановесных
носителей заряда за пределами области их генерации.

Ключевые слова: германий, дефекты, дислокации, диффузионная длина.

Введение
Дефекты структуры в полупроводниковых кристаллах (дислокации,

кластеры из точечных дефектов, границы раздела), являясь эффективными
центрами рекомбинации, могут существенно изменять концентрацию носи-
телей заряда и их основные характеристики — время жизни τ , диффузи-
онную длину пробега LD , подвижность µ и коэффициент диффузии D .
Указанные дефекты могут создаваться при различных видах обработки по-
верхности: при резании, шлифовании и полировании, облучении частицами
высоких энергий (ионами, протонами, электронами). Поскольку большинство
полупроводниковых приборных структур реализуется именно в тонких при-
поверхностных слоях, важным представляется вопрос контроля их степени
дефектности.

c⃝Уколов А.И., Надточий В.А., Сысоев Д.В.,2014
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Основная часть
В данной работе для измерения диффузионной длины неосновных но-

сителей заряда LD использован фотоэлектрический метод, основанный на
облучении поверхности кристалла сфокусированным световым лучом в уз-
кую полосу или круглое пятно. В качестве источников света использовали
лампу накаливания или твердотельньный лазер. Известно [1], что излуче-
ние вольфрамовой нити накаливания можно считать слабопоглощающимся
в кристалле Ge и поэтому проникает вглубь образца до 5 мм, поскольку
большая часть спектра находится в инфракрасном диапазоне. Излучение от
лазерного источника происходит на длине волны λ=640 нм и глубина генера-
ции неравновесных носителей заряда составляет всего 0, 5мкм. Эти данные
важны для анализа области генерации этими источниками неравновесных
носителей заряда (рис.1).

 

Рис. 1: Геометрия области генерации неравновесных носителей заряда в полупроводни-
ковом образце Ge : а,б — от нити накаливания; в — от полупроводникового гетеролазера

на основе AlGaAs

В случае (рис.1,а), теория которого описана в [2], очень узкая область
полупроводника освещается световой полосой, так что во всем объеме осве-
щенной области происходит равномерная генерация электронов и дырок. При
этом на геометрические размеры освещенной области накладываются огра-
ничения l >> w и x >> LD , где l — длина, а w – ширина световой полосы
на поверхности кристалла, x — расстояние от световой полосы до коллек-
торного зонда. Эти ограничения затрудняют применение данного метода для
малых по площади структур или тонких дефектных слоев на поверхности
кристаллов. Однако этот вопрос можно решить, сфокусировав поток освеще-
ния в пятно очень малого диаметра. В таком случае изменится зависимость
распределения концентрации неосновных носителей заряда, например ∆ n
для p−Ge от расстояния x .
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Определим концентрацию избыточных электронов ∆ n в результате то-
чечного освещения полупроводника из решения уравнения непрерывности

∂∆n

∂t
= −∆n

τn
+

1

e
divjn + g, (1)

где ∆ n/ τn – слагаемое, учитывающее рекомбинацию носителей; divj/e –
дивергенция потока неосновных носителей; g – скорость генерации носителей
светом. В стационарном случае ∂∆n/∂t = 0 и распределение концентрации
неосновных носителей вдоль оси x в неосвещенной части образца (g=0),
сводится к уравнению

−∆n

τn
+

1

e
divjn = 0. (2)

Так как
divjn = eµnEgrad∆n+ eDndiv(grad∆n), (3)

div(grad∆n) +
LE
L2
D

grad∆n− ∆n

L2
D

= 0, (4)

где LE - дрейфовая длина неосновных носителей заряда. Тогда распределе-
ние концентрации неравновесных носителей заряда по плоскости:

∂2∆n

∂x2
+
∂2∆n

∂y2
+
LE
L2
D

(
∂∆n

∂x
+
∂∆n

∂y
)− ∆n

L2
D

= 0. (5)

В случае, когда носители заряда генерируются круглым световым пятном
(x = y ), уравнение (5) преобразуется к виду:

2
∂2∆n

∂x2
+ 2

∂∆n

∂x
− ∆n

L2
D

= 0, (6)

∂2∆n

∂x2
+
∂∆n

∂x
− 2

∆n

L2
D

= 0. (7)

Общим решением этого уравнения является

∆n = C1 exp
α1x+C2 exp

α2x, (8)

при x > 0 и LE → 0

∆n = C exp
x√
2LD . (9)

Полученное выражение (9) использовали для определения LD для примеров
(б,в), а для примера (а) формулу [2]

∆n = C exp
x
LD . (10)
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Уменьшение величины ∆n вблизи поверхности в результате создания де-
фектов структуры и увеличения скорости рекомбинации в приповерхностном
слое [3] сказывается только на расстоянии не более LD вдоль поверхности от
области генерации, что учитывалось выбором величины x при измерениях.
Экспериментальную проверку выполнения равенства (9) проводили на образ-
цах p−Ge с удельным сопротивлением ρ=40 Ом · см, размерами 3×4×10мм
с введенными в приповерхностный слой деформационными дефектами по
методике [3]. Измерения выполнены при различной геометрии области ге-
нерации неравновесных носителей заряда на разработанном устройстве [4],
позволяющем определять основные параметры рекомбинации носителей за-
ряда на одном измерительном столике, используя необходимые методики.
В отличие от [2], в устройстве измерения LD (рис.2) применен изготовлен-
ный авторами высокостабильный по частоте модулятор интенсивности света
(рис.2,в) на основе камертонного генератора. Использован камертон (1) с соб-
ственной частотой колебаний f0 = 294 Гц.

 

Рис. 2: Используемые приборы для оптических измерений LD : а – осветитель с кон-
денсором, щелевой диафрагмой и объективом; б – усилитель УНЧ-5; в – камертонный

прерыватель
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На концах его вибраторов были напаяны тонкие пластинки (2), между
которыми создавался узкий зазор в виде щели. По обеим сторонам вбли-
зи вибраторов крепились малогабаритный динамический микрофон (3) и
электромагнит (4); микрофон включали на вход низкочастотного усилите-
ля (рис.2,б), а к его выходу — в цепь обратной связи - электромагнит, чем
обеспечивали самовозбуждение генератора. При соблюдении определенных
условий [5] в подобного вида автогенераторах [5] можно добиться практиче-
ски реализуемой стабильности частоты на порядок более высокий, чем в LC
— и RC — генераторах. При узкой полосе пропускания усилителя существен-
но повышается соотношение сигнал/шум.

По полученным данным построены графики зависимостей логарифма
напряжения в коллекторной цепи lgU от координаты x (рис.3). Для опреде-
ления изменений концентрации неосновных носителей ∆n ∼ lgU , связанной
с рекомбинацией в приповерхностном слое, измерения проводили в интервале
0 < x < LD .

На рис.3 наблюдаются небольшие разбросы значений lgU при различных
условиях генерации неравновесных носителей заряда.

 

Рис. 3: График зависимости lgU(x) при различной геометрии области генерации нерав-
новесных носителей заряда: � – освещение тонкой полосой света ω=0,1мм с плоской
областью генерации неравновесных носителей заряда, × – освещение малым световым
пятном с цилиндрической областью генерации по всей толщине образца, N – освещение
малым световым пятном с цилиндрической областью генерации на глубине до 0, 5 мкм
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Выводы
Таким образом, в работе показана возможность применения фотоэлектри-

ческого метода для измерения параметров неравновесных носителей заряда
в тонких приповерхностных слоях с повешенной концентрацией структур-
ных дефектов. Переход к точечному освещению образца позволяет получать
такую информацию на малых по площади структурах, таких как полупро-
водниковые интегральные схемы.

Литература
1. Козелкин В.В. Основы инфракрасной техники / В.В. Козелкин,

И.Ф. Усольцев. — М.: Высшая школа, 1985. — 463 с.
2. Павлов Л. П. Методы измерения параметров полупроводниковых мате-

риалов / Л.П. Павлов. — М.: Высшая школа, 1987. — 239 с.
3. Nadtochiy V. Microplasticity and electrical properties of subsurface layers of

diamond-like semiconductors strained at low temperatures / V. Nadtochiy,
N. Golodenko, N. Nechvolod // Functional Materials. — 2003. — V.10, №4. —
P. 702–706.

4. Надточий В.А.Устройство для измерения параметров рекомбинации
неравновесных носителей заряда в приповерхностных слоях монокри-
сталлов Ge / В.А. Надточий, А.И. Уколов // Вiсник Харкiвського на-
цiонального ун-ту, серiя «Фiзика». — 2012. — №1020, в.17. — С. 87–90.

5. Лугвин В. Г. Элементы современной низкочастотной электроники /
В.Г. Лугвин. — М.: Энергия, 1970. — 88 с.

96 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



УДК 512.562

Шурыгина Л.С., Шурыгин Е.Г.

1 кандидат педагогических наук, доцент кафедры физики, ГУВЗ «ДГПУ»
2 ассистент кафедри математики, ГВУЗ «ДГПУ»

e-mail: fiziksgpu@yandex.ru

ПАРАДОКСЫ ВРЕМЕНИ В СОВРЕМЕННОЙ НАУКЕ

В работе анализируются понятия «стрелы времени» и необратимости. Показано, что на
всех уровнях структурной организации материи необратимость процессов связана со свой-
ством неустойчивости соответствующих систем и процессов. Приведены материалы для
создания проблемных ситуаций при изучений этих понятий.

Ключевые слова: асимметрия времени, необратимость, стрела времени, второй
закон термодинамики.

Итак, что же в конце концов есть время,
это неуловимое понятие, которое озадачивало
Св. Августина, ввело в заблуждение Ньютона,
вдохновляло Эйнштейна, мучило Хайдеггера?

М. Кастельс

Введение
В Нобелевской лекции академика В.Л. Гинзбурга в списке особенно важ-

ных и интересных проблем физики и астрофизики начала XXI века выделены
три «великие» проблемы [1]. Одна из них — возрастание энтропии, необ-
ратимость и «стрела времени», т.е. вопрос, связанный со вторым началом
термодинамики. В другой Нобелевской лекции один из отцов–основателей
синергетики И.Р. Пригожин утверждает: «В истории науки второй закон
термодинамики сыграл выдающуюся роль, далеко выходящую за рамки яв-
лений, для объяснения сущности которых он был предназначен» [2].

«Увеличение энтропии отличает будущее от прошлого, поэтому существу-
ет стрела времени» [3, 92]. В школьном курсе и в общем курсе физики для
высших учебных заведений содержание понятий необратимости и второго на-
чала соответствует классической (равновесной) термодинамике. Появление
во второй половине XX века неравновесной термодинамики и синергетики
не учитывается, в то время как анализ понятия времени и необратимости
пронизывает творчество И.Р. Пригожина.

c⃝Шурыгина Л.С., Шурыгин Е.Г.,2014
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Анализ противоречия мировоззренческих представлений классической
механики и классической (равновесной) термодинамики может стать источ-
ником проблемных ситуаций при изучении данного материала. Это активизи-
рует познавательную деятельность учащихся и повысит интерес к изучению
физики.

Основная часть
Фундаментальные законы физики, законы классической, квантовой ме-

ханики, теории относительности, обратимы во времени. Например, второй
закон Ньютона

m
d2r⃗

dt2
= F⃗

инвариантен относительно обращения времени t → −t . Структура уравне-
ний механики такова, что при обращении скорости всех точек системы она
будет эволюционировать назад во времени, проходя через все состояния в
которых побывала в прошлом. Обратимые законы таковы, что по извест-
ным одному состоянию и действующим силам можно предсказать будущее
и полностью восстановить прошлое. Т.е. в классической механике будущее и
прошлое эквивалентны. Время является просто параметром.

Квантовая механика в этом отношении ситуацию не изменила. Обращая
ход времени в уравнении Шредингера и в комплексно-сопряженном ему по-
лучаем

~
i

∂Ψ

∂t
= ĤΨ, −

~
i

∂Ψ∗

∂t
= ĤΨ∗

Отсюда следует, что плотность вероятности |Ψ|2 = ΨΨ∗ возможных состо-
яний при изменении знака времени не меняется. Необратимость в квантовой
механике появляется лишь при измерении, а оно уравнением Шредингера не
описывается.

Но, теории в которых время обратимо, не могут описывать процессы
эволюции, процессы возникновения качественно новых состояний. В то вре-
мя как процессы развития, эволюции мы наблюдаем на всех структурных
уровнях организации материи. Как согласовать обратимость фундаменталь-
ных законов с наблюдаемой повсюду необратимостью природных процессов?
Это противоречие И.Р. Пригожин назвал парадоксом времени. С ним тесно
связаны квантовый и космологический парадоксы. «Задано ли будущее или
находится в процессе непрестанного становления? В этом вопросе заключена
глубокая дилемма для всего человечества, поскольку время — фундаменталь-
ное измерение нашего существования» [4, 9].
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Согласованием обратимости законов механики с необратимостью наше-
го окружения в конце XIX века занимался Людвиг Больцман. Рассматривая
совокупность движущихся и сталкивающихся молекул он показал, что столк-
новения приводят к установлению равновесия, т.е. являются механизмом,
ответственным за выполнение второго начала. Но в то время его работа
подверглась ожесточенной критике. Одно из самых важных возражений —
поскольку движение по траектории обратимо во времени, то при изменении
знака скорости молекул система должна вернуться в свое прошлое, в первона-
чальное состояние. Под напором критики Л. Больцман заменил предложен-
ную им микроскопическую интерпретацию второго начала статистической.
Изолированная система самопроизвольно переходит в равновесное состояние
потому, что оно более вероятно. Т.е. необратимые процессы всего лишь более
вероятны, чем обратимые.

Однако такая интерпретация не вносит полной ясности. Например, малая
вероятность состояния не означает, что оно вообще невозможно. Усовершен-
ствовав технику измерений можно было бы фиксировать все менее и менее
вероятные события, что обесценило бы второе начало. Р. Смолуховский пи-
сал: «Если бы мы могли продолжить наблюдения неограниченно долго, то
все процессы казались бы нам обратимыми» (Цитируется по [4, 26]). Кро-
ме того, если можно было бы наблюдать за движением каждой молекулы
системы, то, в соответствии с обратимостью законов динамики, состояние
системы менялось бы обратимо. Из вышеизложенного следует, как подчер-
кивал М. Борн, что необратимость является результатом введения нашего
незнания в фундаментальные законы физики, она объясняется тем, что мы
вносим приближения в описание природы. «Время — это иллюзия» — говорил
А. Эйнштейн.

Существовала и другая точка зрения. М. Планк считал абсурдным пола-
гать, что справедливость второго начала зависит от нашего искусства про-
водить наблюдения или эксперименты. Но сторонников такого мнения было
меньше.

Осознание того, что существование необратимых процессов не связано с
точностью экспериментов и полнотой имеющейся у нас инфомации, пришло
лишь во второй половине XX века вместе с появлением физики неустойчивых
систем и теории хаоса. Причина необратимости — неустойчивость динами-
ческих процессов. Столкновение молекул в системе, которую рассматривал
Л. Больцман, — неустойчивый процесс. Анализ устойчивости (неустойчиво-
сти) траекторий, стационарных состояний основан на исследовании поведе-
ния малых отклонений от анализируемого решения.
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Рис. 1:

Рассмотрим роль неустойчивости в развитии системы на примере столк-
новения шаров (рис. 1).

Пусть направление движения одного из шаров отклонилось от заданного
на маленький угол φ0 ∼ 10−7 . Выясним как будет меняться угол отклоне-
ния при последующих соударениях. Шар с радиусом r между соударениями
проходит путь l >> r . За время между двумя последовательными столкно-
венимя центр шара сместится на расстояние OO′ ≈ lφ0 . Того же порядка и

смещение точки соприкосновения шаров при ударе: φ ≈
AA′

r
≈
lφ0

r
. После z

столкновений

φz ∼

(
l

r

)z

φ0 (1)

(Здесь φ и φ0 радианные меры соответствующих углов). Если
l

r
∼ 10 , то

после нескольких соударений направление движения шара не будет иметь
ничего общего с невозмущенным, малейшее возмущение быстро нарастает.

Пусть s = vt — длина пути, который проходит шар за время t , v —
скорость движения. Если z — число столкновений за время t , l — сред-
нее растояние. между столкновениями, то s = zl . Следовательно, vt = zl

и z =
vt

l
. Подставляя это выражение в соотношение (1) и логарифмируя,
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получаем
ln
φ

φ0
≈
vt

l
ln
l

r
.

Если ввести обозначение K =
v

l
ln
l

r
, то данное выражение можно пере-

писать следующим образом: φ ≈ φ0e
Kt . Если K < 0 — движение устойчиво,

начальное отклонение быстро затухает. Если K > 0 — движение неустойчи-
во. Устойчивость (неустойчивость) — внутреннее свойство системы. Однако
проявляется оно при наличии малых внешних воздействий.

Совокупность сталкивающихся молекул, находящихся в ограниченном
объеме, — неустойчивая система. Движение молекул в таких системах очень
чувствительно к малейшим возмущениям — со временем они (возмущения)
экспоненциально нарастают. Если система находится в ограниченном прос-
транстве, неустойчивые траектории не могут разойтись больше, чем на раз-
мер этой области и начинают перемешиваться. Описание системы с использо-
ванием понятия траектории становится бессмысленным, неадекватным. Что-
бы траекторное описание имело смысл, она должна оставаться «почти одной
и той же» при незначительном изменении начальных условий. Для глобаль-
но неустойчивых систем траекторное описание — недопустимая идеализация.
Для таких систем имеет смысл говорить лишь о вероятности нахождения
частицы в том или ином элементе объема. Вероятностное описание нарушает
симметрию во времени. Обратимость в классической механике — следствие
траекторного описания.

Но, поскольку в глобально неустойчивых системах траектории невоспро-
изводимы, обратимость в механическом смысле не имеет места. В таких
системах устойчивыми могут быть средние значения. Обратимые термодина-
мические процессы, при которых система в любой момент времени находится
в равновесии, возможны.

Таким образом, для неустойчивых систем процессы необратимы и на
микро- и на макроскопическом уровне. Необратимость не зависит от возмож-
ностей наблюдателя. В устойчивых системах при устойчивых траекториях
частиц процессы были бы обратимы как на микро-, так и на макроуровне.

При описании неустойчивых систем вероятность приобретает объектив-
ный смысл. «Субъективная интерпретация соответствует случаю, когда от-
дельные траектории неизвестны. Вероятность (и в конечном счете связанная
с ней необратимость) при таком подходе имеет своим истоком наше незнание.
К счастью, существует другая, объективная интерпретация: вероятность воз-
никает в результате альтернативного описания, возможного лишь для сильно
неустойчивых динамических систем.
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При таком подходе вероятность становится объективным свойством, по-
рождаемым, так сказать, внутри динамики и отражающим фундаменталь-
ную структуру динамической системы» [5, 343]. Т.е. необратимость не вызва-
на какими-либо приближениями, которые добавляются к фундаментальным
законам.

Кроме того, необратимые процессы в неравновесных нелинейных сис-
темах могут быть конструктивными. Если в равновесной термодинамике
необратимые процессы (диффузия, вязкость и т.п.) приводили систему в
равновесие, то в ситуации далекой от равновесия они могут вызывать по-
явление когерентности, появление упорядоченных структур-процессов. На-
пример, термодиффузия, ячейки Бенара, генерация лазерного излучения.
Необратимый поток тепла через смесь газов при термодиффузии приводит
к разделению смеси, т.е. к упорядочению. Концентрация одной компоненты
становится выше у горячей стенки сосуда, концентрация другой – у холодной.

Ячейки Бенара можно наблюдать в слое жидкости, налитой в плоский
сосуд. Жидкость подогревают снизу. Пока разность температур верхнего и
нижнего слоя меньше некоторого значения, определенного для данной систе-
мы, механизм передачи тепла — теплопроводность. При увеличении разности
температур внезапно, при некотором критическом значении ∆Tk , поведе-
ние жидкости резко меняется. Возникает структура в виде совокупности
шестиуголных конвективных образований, структур-процессов, которые на-
зываются ячейками Бенара. Структуры возникают после того как однородное
состояние жидкости становится неустойчивым. Причина потери устойчивос-
ти: вследствии теплового расширения плотность жидкости в нижних слоях
становится меньше, чем в верхних, а сила тяжести направлена сверху вниз.
Если у нижней поверхности капелька жидкости немного сместится вверх,
она попадет в более холодный слой с большей плотностью. Поэтому Ар-
химедова выталкивающая сила увеличится, она будет больше веса капли.
Начнется восходящее движение. От верхней поверхности по аналогичной при-
чине начнется движение нисходящее. Возникают нисходящие и восходящие
самосогласованные потоки. По сравнению с однородным равновесным состоя-
нием это — более высокоорганизованная структура. Отдельная конвективная
ячейка содержит не менее 1020 молекул, которые движутся согласованно, ко-
герентно, несмотря на хаотичное тепловое движение.

Таким образом, в природе существует два вида необратимых процессов:
— разрушение структур вблизи состояния равновесия;
— возникновение структур вдали от положения равновесия в открытых

нелинейных системах.
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Значит, стрелу времени нельзя ассоциировать только с увеличением бес-
порядка и переходом в равновесие. При определенных условиях она обеспе-
чивает возможность спонтанного возникновения упорядоченных структур-
процессов, переход в качественно новое состояние.

Выводы
Для снятия противоречия между фундаментальными законами физики

и необратимостью природных процессов в учебные курсы следует ввести по-
нятие неустойчивости динамических систем. По мнению Д.С. Чернавского
это понятие будет одним из основных в науке XXI века. Кроме того, для
современного мировоззрения важным является представление о том, что в
открытых системах или их частях идут как необратимые процессы уста-
новления равновесия, так и необратимая самоорганизация с усложнением
структур. «Для полного понимания необратимости следует учитывать сразу
оба процесса: самоорганизацию с небольшим уменьшением энтропии и дегра-
дацию порядка с термализацией энергии и рождением энтропии в гораздо
более мощном темпе. Полное понимание необратимости невозможно без по-
нимания как разрушения, так и упорядочения» [6, 467].
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ПРОГРАМНА РЕАЛIЗАЦIЯ АЛГОРИТМIВ АСИМЕТРИЧНИХ
МЕТОДIВ ШИФРУВАННЯ IНФОРМАЦIЇ ЗАСОБАМИ

СЕРЕДОВИЩА ПРОГРАМУВАННЯ LAZARUS

Дана робота присвячена вивченню проблеми практичної реалiзацiї алгоритмiв крипто-
графiчних систем з вiдкритим ключем та побудови програм реалiзацiй алгоритмiв та-
ких криптосистем засобами середовища програмування Lazarus. Об’єктом дослiдження
є криптографiчнi системи з вiдкритим ключем. Предметом дослiдження виступають
криптографiчнi протоколи та математичний апарат, якi дозволяють реалiзовувати крип-
тографiчнi системи з вiдкритим ключем на основi поняття однонаправленої функцiї.
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iнформацiї.

Вступ
Iнформацiю, яка має певну цiннiсть, треба захищати вiд двох небезбек —

природних (iнформацiя може бути пошкоджена або знищена при поломках
апаратури, внаслiдок шумiв у каналах зв’язку, i т.п.) i вiд зловмисникiв. За-
хистом вiд першої небезбеки — головним чином, вiд пошкодження iнформацiї
при передачi — займається теорiя кодування. Тут головний метод захисту —
ще до передачi таким чином перетворити (закодувати) текст, ввiвши в нього
додатковi символи, щоб навiть у разi пошкодження не дуже великої части-
ни символiв можна було з великою ймовiрнiстю вiдновити початковий текст.
Найпростiший спосiб — продублювати кожен символ кiлька разiв. Таким чи-
ном, iз можливими втратами iнформацiї борються за рахунок надлишковостi
тексту, що передається.

Головна проблема теорiї кодування — як поєднати надiйнiсть, швидкiсть
передачi i зручнiсть кодування. Iншими словами, як передавати iнформацiю
швидко, дешево i надiйно.

c⃝Пiрус Є.М., Дiкарєв С.С.,2014
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Захист iнформацiї вiд зловмисникiв розпадається на 2 проблеми: захист
вiд пiдмiни або несанкцiонованої модифiкацiї (охорона аутентичностi або
iнтегральностi iнформацiї) i захист вiд несанкцiонованого доступу або вiд-
творення (охорона конфiденцiйностi, таємностi, секретностi iнформацiї або
прав власностi). Обидвi проблеми виникають як при зберiганнi iнформацiї,
так i при її передачi, i мають багато дуже рiзних аспектiв — органiзацiйних,
технiчних, юридичних, тощо.

Є дуже багато рiзних пасивних методiв захисту при зберiганнi, коли сама
iнформацiя не змiнюється, а лише робиться бiльш складним несанкцiоно-
ваний доступ до неї: грифи, сейфи, ключi i т.п. Один iз методiв пасивного
захисту iнформацiї при передачi — приховування самого факту передачi.

Предметом криптографiї є активнi методи захисту аутентичностi i кон-
фiденцiйностi iнформацiї при її зберiганнi чи передачi вiдкритими каналами
зв’язку. Це робиться за допомогою перетворення (шифрування) iнформацiї
для унеможливлення як несанкцiонованого доступ до неї, так i незаконної її
модифiкацiї. При цьому вважається, що хоча у перетвореному виглядi повi-
домлення i може стати доступним зловмиснику, але вiн не зможе витягти з
нього захищену iнформацiю.

Протягом тисячолiть криптографiя була мистецтвом засекречування
важливої державної iнформацiї при передачi її по захищених каналах зв’язку,
а криптоаналiз був двоїстим криптографiї мистецтвом розкриття такої iн-
формацiї. Тому криптологiя, що об’єднує в собi криптологiю та криптоаналiз
iсторично ранiше перебували майже виключно у вiйськових i дипломатичних
вiдомств. Однак у нинiшнiй перiод здiйснення у всьому свiтi комп’ютерної ре-
волюцiї , коли величезна кiлькiсть персональної, фiнансової, комерцiйної та
технологiчної iнформацiї зберiгається на комп’ютерних банках даних i пере-
силається по iнформацiйних комп’ютерних мережах, надзвичайно важливим
є те обставина, що в суспiльствi з’являється найгострiша потреба у грома-
дянськiй криптографiї.

Серед вимог, якi висуваються до шифрiв, головними є ефективнiсть
(шифрування i дешифрування повиннi вiдбуватися швидко) i надiйнiсть
(зловмисник не повинен встигнути зламати шифр за той час, доки заши-
фрована iнформацiя має лишатися таємною). Позаяк одночасно i повнiстю
цi вимоги задовольнити не вдається, при виборi конкретного шифру доводи-
ться шукати компромiсу. В одних випадках термiн засекреченостi iнформацiї
(наприклад, бiржової) вимiрюється кiлькома годинами чи навiть хвилинами,
тому на шифрування i передачу вiдводяться лiченi секунди. У той же час де-
якi державнi чи комерцiйнi таємницi повиннi зберiгатися десятилiттями, зате
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можна не поспiшати при шифруваннi.
Криптографiя — це галузь, яка вивчає тайнопис (криптографiю) та мето-

ди її розкриття (криптоаналiз), яка за влучним висловом Рональда Ривеста,
професора — Массачусетського технологiчного iнституту — i одного з авторiв
знаменитої криптосистеми RSA, є повитухою всiєї «computer science» взагалi.

Побудова сучасної криптологiї як науки грунтується на сукупностi фун-
даментальних понять i фактiв математики, фiзики, теорiї iнформацiї та
складностi обчислень, природно дуже складних для всебiчного i глибокого
осмислення навiть професiоналами. Однак, незважаючи на органiчно прита-
манну їй складнiсть, багато теоритичних досягнень криптологiї, зараз широко
використовуються в нашому насиченому iнформацiйними технологiями жит-
тi, наприклад: в пластикових smart-картки, в електроннiй поштi, в системах
банкiвських платежiв, при електроннiй торгiвлi через Internet, в системах
електронного документообiгу, при веденнi баз даних, системах електронного
голосування та iн.

З iншого боку, саме загальна потреба i широкий спектр можливостей
практичного використання стимулюють теоретичнi та прикладнi дослiджен-
ня не тiльки в цiй галузi знань i у вiдповiдних галузях математики, фiзики,
теорiї iнформацiї та теорiї обчислень, але також наполегливо спонукають
до вдосконалення юридичних та правових норм i механiзмiв на державно-
му, мiжнародному i загальнолюдському рiвнi, що часто породжує вiдкритi
обговорення в пресi або палкi дебати в парламентах рiзних країн, i навiть
змушують обговорювати пов’язанi з цим питання на наради глав великих
держав.

Дана робота присвячена вивченню проблеми практичної реалiзацiї алго-
ритмiв криптосистем з вiдкритим ключем та побудови програм реалiзацiй ал-
горитмiв таких криптосистем засобами середовища програмування Lazarus.

Об’єкт дослiдження — криптографiчнi системи з вiдкритим ключем.
Предмет дослiдження — криптографiчнi протоколи та математичний

апарат, якi дозволяють реалiзовувати криптографiчнi алгоритми з вiдкри-
тим ключем на основi поняття однонаправленої функцiї.

Мета дослiдження полягає у вивченнi криптографiчних систем з вiд-
критим ключем та реалiзацiя навчальних варiантiв таких систем засобами
середовища програмування Lazarus.

У 1976 роцi американцi Уiтфiлд Дiффi та Мартiн Геллман (Diffi W.,
Hellman M.) в статтi «Новi напрямки в криптографiї» запропонували новий
принцип побудови криптосистем, якi не вимагають не тiльки передачi ключа
приймаючому сповiщення, але й збереження в тайнi методу шифрування. Цi
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шифри дозволяють легко зашифрувати та дешифрувати текст i їх дозволя-
ється використовувати багато разiв.

В 1974 роцi Меркл (Merkle) винайшов механiзм узгодження криптогра-
фiчного ключа шляхом явних асиметричних обчислень, якi отримали назву
головоломка Меркла. Асиметричнiсть головоломки Меркла полягає в тому,
що її обчислювальна складнiсть для законних учасникiв протоколу узгод-
ження ключа i для перехоплювачiв зовсiм рiзна: легальнi учасники легко
проробляють обчислення, а нелегальнi — нi. Головоломка Меркла представ-
ляє собою першу ефективну реалiзацiю однонаправленої функцiї з секретом.

Тiльки зараз стало вiдомо, що Кокс (Cocks), британський криптограф,
винайшов першу криптосистему з вiдкритим ключем в 1973 роцi. Алгоритм
щифрування Кокса, який отримав назву алгоритму з несекретним ключем
шифрування, використовує складнiсть розкладу цiлого числа на простi множ-
ники i cпiвпадає з системою RSA. Тiльки в 1997 роцi група з електронного
захисту засобiв зв’язку розсекретила алгоритм Кокса.

В 1978 роцi Р. Рiвест, А. Шамiр и Л. Адлеман (R.L.Rivest, A.Shamir,
L.Adleman) запропонували приклад функцiї, яка має ряд гарних властивос-
тей. На її основi була побудована реально використовувана система шифру-
вання, ця криптоситсема отримала назву RSA (по першим лiтерам прiзвищ
авторiв).

Основнi означення та зауваження
Поняття однобiчної функцiї введене в 1975 Дiффi i Геллманом. Пiд цим

розумiється таке бiєктивне вiдображення f : X → Y , що значення f(x)
обчислюються «легко», а для випадково вибраного y значення оберненої
функцiї f−1(y) обчислюється «важко». Iншими словами, однобiчною нази-
вається функцiя f : X → Y , яка задовольняє такi двi умови:

a) iснує полiномiальний алгоритм обчислення f(x) ;
б) не iснує полiномiального алгоритму iнвертування функцiї f(x) (тобто

знаходження якого–небудь розв’язку рiвняння f(x) = y вiдносно x ).
Часом вимагають бiльше: для майже всiх випадково вибраних y «важко»

знайти навiть яку-небудь часткову характеризацiю x = f−1(y) .
Бiльш строге означення виглядає наступним чином. Нехай Σ — скiнчен-

ний алфавiт. Для довiльної функцiї f : Σ∗ → Σ∗ через m(n) позначимо
найменше m , для якого f(Σn) ⊆

∪m
i=1Σ

i . Функцiя f називається чесною,
якщо iснує такий полiном p(n) , що p(m(n)) > n для всiх n .

Чесна функцiя f називається однобiчною, якщо
a) iснує полiномiальний алгоритм обчислення f(x) ;
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б) якi б полiном p(n) i полiномiальну ймовiрносну машину Тьюрiнґа A
ми не взяли, для всiх достатньо великих n i випадково вибраного слова
x ∈ Σn виконується нерiвнiсть

P{f(A(f(x))) = f(x)} < 1/p(n) .

Друга умова означає, що кожна полiномiальна ймовiрносна машина Тью-
рiнґа може знайти який–небудь розв’язок рiвняння f(x) = y лише iз знико-
мою ймовiрнiстю. А «чеснiсть» потрiбна, щоб функцiя f не занадто «стиска-
ла» вхiднi данi (якщо y набагато коротше за x , то машинi може просто не
вистачити часу, щоб виписати розв’язок x ).

До нинiшнього часу для жодної функцiї немає строгого доведення її одно-
бiчностi.

1–й конкретний приклад «практично» однобiчної функцiї запропону-
вав Purdy в 1974 р. — це функцiя f : Zp → Zp , де p = 264 − 59 , а f(x) має
вигляд

f(x) = x2
24+17 + a1x

224+3 + a2x
3 + a3x

2 + a4x+ a5,

де a1, . . . , a5 — довiльнi 19-цифровi числа.
Для iснування стiйких (з обчислювальної точки зору) криптосистем з

вiдкритим ключем необхiдне iснування однобiчних функцiй.
Пiд шифром (або криптосистемою) будемо розумiти сукупнiсть алго-

ритму шифрування E i алгоритму дешифрування D разом iз певною роди-
ною (простором) так званих ключiв. Алгоритми шифрування i дешифрування
визначають загальну структуру шифру, а ключ задає конкретнi параметри
цiєї структури. Наприклад, у шифрi циклiчного зсуву ключем є величина
зсуву.

Ключ k складається з двох компонент: ключа шифрування k1 i ключа
дешифрування k2 . У симетричних криптосистемах зв’язок мiж компонента-
ми настiльки простий (наприклад, у шифрах перестановки це двi взаємно
оберненi пiдстановки), що зазвичай вказують лише першу з них. Однак в
асиметричних криптосистемах вiдновлення однiєї компоненти за iншою є
складною математичною задачею.

Якщо криптотекст c одержується в результатi застосування до вiдкри-
того повiдомлення m алгоритму шифрування E з ключем k , то пишемо
c = Ek(m) . Аналогiчно запис m = Dk(c) означає, що повiдомлення m
одержане з криптограми c за допомогою алгоритму дешифрування D з клю-
чем k .

Асиметричними називаються криптосистеми, в яких для шифрування i
дешифрування використовуються рiзнi ключi, причому ключi пов’язанi та-
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ким чином, що визначення одного з них за вiдомим iншим є з обчислювальної
точки зору дуже важкою задачею. Тому один iз ключiв можна не тримати в
таємницi i зробити загальнодоступним (звiдси — iнша назва таких криптоси-
стем: криптосистеми з вiдкритим ключем). Системи з вiдкритим ключем
шифрування використовуються головним чином для передачi секретної iн-
формацiї, а з вiдкритим ключем дешифрування — для рiзних протоколiв
iдентифiкацiї абонентiв i пiдтвердження аутотентичностi повiдомлень.

Асиметрична криптосистема визначається трьома алгоритмами. Це

a) алгоритм K генерацiї ключiв (на вхiд подається випадкове число або
набiр символiв r , на виходi одержуємо пару (k1, k2) = K(r) , яка скла-
дається з ключа шифрування k1 i ключа дешифрування k2 ). Один з цих
ключiв розголошується i є вiдкритим, iнший є секретним i тримається в
таємницi;

б) алгоритм шифрування Ek1 i
в) алгоритм дешифрування Dk2 .

Очевидно, що для будь–якого вiдкритого тексту m має виконуватися
рiвнiсть Dk2(Ek1(m)) = m . Усi три алгоритми є вiдкритими i загальнодос-
тупними.

Недолiком асиметричних систем є набагато менша, нiж у симетричних,
швидкiсть шифрування–дешифрування. Тому у випадках великих об’ємiв
конфiденцiйної iнформацiї вони часто використовуються лише для створен-
ня чи шифрування перед передачею вiдкритим каналом зв’язку секретних
ключiв, якi потiм використовуються в симетричних системах.

Основна частина
Основнi задачi, для розв’язання яких використовуються криптосистеми з

вiдкритим ключем:

1. Забезпечення конфiденцiйностi iнформацiї при її пересиланнi.
2. Пiдтвердження цiлiсностi або аутентичностi (тобто що повiдомлення

не було пiдмiнене чи сфальшоване пiд час пересилання).
3. Iдентифiкацiя (пiдтвердження, що повiдомлення було вислане саме вка-

заним адресатом).
4. Запобiгання можливостi вiдмови учасника iнформацiйного обмiну вiд пе-

реданого повiдомлення.
5. Обмiн секретними ключами (зокрема, для користування криптосистема-

ми iз секретними ключами).
6. Жеребкування на вiдстанi.
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7. Подiл таємницi (наприклад, стартового коду балiстичної ракети).
8. Доведення без розголошення.
9. Створення систем гасел для контролю повноважень при доступi до да-

них.

Цi завдання розв’язуються за допомогою спецiальних протоколiв, тобто
процедур, якi вказують послiдовнiсть i тип повiдомлень, якими обмiнюються
мiж собою адресати.

Основною метою дослiдження є побудова учбових протоколiв криптоси-
стем з вiдкритим ключем (асиметричних систем) та програмна реалiзацiя
цих протоколiв криптосистем засобами середовища програмування Lazarus.
Основною задачею була побудова бiблiотеки обробки цiлих чисел великої роз-
мiрностi, побудова арифметичних процедур обробки цiлих чисел, в записi
яких використовується досить значна кiлькiсть цифр.

В якостi учбових протоколiв криптосистем з вiдкритим ключем для їх
вивчення були вибранi:

a) протокол обмiну ключами Дiффi-Геллмана;
б) протокол RSA;
в) протокол Ель-Гамаля;
г) протокол Рабiна.

Опишемо бiльш досконало тiльки RSA – протокол.
Cпецiалiсти-комп’ютерщики iз Массачусетського технологiчного iнститу-

ту Рональд Л. Райвест, Адi Шамiр i Леонард Адлеман (R.L.Rivest, A.Shamir,
L.Adleman) розробили метод, який дозволяє реалiзувати систему Дiффi –
Геллмена на основi використання простих чисел – метод отримання цифро-
вих пiдписiв i комерцiйних криптографiчних систем – RSA шифр.

Розглянемо основнi кроки протоколу криптосистеми RSA.
Алгоритм генерування ключiв. Вибирають два досить великi простi

числа p i q . Тодi для n = p · q значення функцiї Ойлера дорiвнює
φ(n) = (p − 1) · (q − 1) = n − p − q + 1 . Далi випадковим чином вибирають
число e , яке не перевищує φ(n) i взаємно просте з ним. Для e , викори-
стовуючи алгоритм Евклiда, знаходять елемент d такий, що d < φ(n) i
ed ≡ 1(mod φ(n)) , тобто елемент d – обернений до елемента e в мультиплi-
кативнiй групi Z∗

φ(n) .
Вiдкритим ключем є числа n та e .
Таємним ключем є d , p , q .
Алгоритм шифрування. Шифрування вiдбувається блоками так, щоб ко-

жен блок позначав число, яке не перевищує n . Алгоритм шифрування E по-
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лягає у пiднесеннi M до степеня e за модулем n : C = E(M) =M e (mod n) .
Алгоритм дешифрування D полягає у пiднесеннi C до степеня d за

модулем n , тобто M = D(C) = Cd (mod n) .
Для iлюстрацiї свого методу Райвест, Шамiр i Адлеман зашифрували де-

яку фразу, для чого спочатку перетворили її у цифрову форму x , замiнюючи
букву a англiйського алфавiту на 01, букву b – на 02 i т.д., букву z – на 26,
пропуск мiж словами – на 00, а потiм зашифрували описаним алгоритмом з

n = 1143816257578888676693257799761466120102182967212423625625618429

35706935245733897830597123563958705058989075147599290026879543541

i e = 9007 , причому було вiдомо, що простi числа p i q були, вiдповiдно, 64
i 65-цифровими. Першому, хто дешифрує криптотекст

C = 968696137546220614771409222543558829057599911245743198746951209

30816298225145708356931476622883989628013391990551829945157815154

було обiцяно винагороду в 100 доларiв США. Тiльки через 17 рокiв у
1994 р. Аткiнс, Графф Ленстра i Лейленд (D.Atkins, M.Graff, A.K.Lenstra,
P.C.Leyland) дешифрували цю фразу (числа p та q виявилися таким:

p = 3490529510847650949147849619903898133417764638493387843990820577,

q = 32769132993266709549961988190834461413177642967992942539798288533,

а вихiдне повiдомлення було досить безглуздою фразою «the magic words are
squeamish ossifrade». Дешифрування зайняло 220 днiв i задiяно було близько
1600 комп’ютерiв, об’єднаних сiткою Internet.

Проаналiзуємо питання стiйкостi системи RSA. У процесi зламання RSA
шифру криптоаналiтику необхiдно розв’язувати наступну задачу: вiдомо чи-
сла e , n , C , де n є добутком двох невiдомих простих чисел p та q , i
НСД (e, φ(n)) = 1 . Потрiбно знайти таке число x , що xe ≡ C (mod n) . На
даний момент не iснує ефективного алгоритму для розв’язання цiєї задачi,
але i не доведено, що такого алгоритму не iснує. Цю задачу можна звести до
наступної: за вiдомими e , n , де n = pq (p та q невiдомi) i НСД (e, φ(n)) = 1 ,
знайти таке d , що для всiх цiлих x виконується xed ≡ x (mod n) , яка, у свою
чергу, призводиться до обчислювання φ(n) . Останню задачу можна розв’я-
зувати або використовуючи факторизацiю модуля n = pq , або спробувати
обiйтися без розкладу на простi множники.

Задача розкладу натурального числа на простi множники (задача факто-
ризацiї) еквiвалентна задачi пошуку хоча б одного простого дiльника числа n
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i такого ефективного алгоритму також так i не знайдено. Звичайно можна пе-
ребирати всi простi множники числа до

√
n . Але, наприклад, для числа, яке

записується 100 десятковими цифрами, знайдеться не менше 4 · 1042 простих
чисел, що не перевищують

√
n . Комп’ютеру, що виконує мiльйон дiлень за

секунду (при навiть дуже грубiй оцiнцi) потрiбно буде не менше, нiж 1035 ро-
кiв. Вiдомi i бiльш ефективнi способи розкладу цiлих чисел на множники, але
i вони працюють дуже повiльно. Так, на сьогоднi найефективнiшi алгоритми
факторизацiї потребують часу exp c

√
lnn ln lnn . На межi сучасних можли-

востей є факторизацiя чисел iз 150 десятковими цифрами. Серед останнiх
досягнень у цiй областi можна згадати про успiх Ленстра та Монассi, якi
розклали 155-значне число на три простих числа. Для цього вони викорис-
тали 1000 об’єднаних ЕОМ та шiсть тижнiв їх машинного часу. Обчислення
здiйснювалися за допомогою алгоритму англiйського математика Дж. Пол-
ларда. Факторизацiя чисел iз бiльшою кiлькiстю цифр – задача майбутнього.
Тому числа p та q вибирають:

1) достатньо великими (не менше 100 десяткових знакiв), не дуже близь-
кими одне до одного, але, у той же час, щоб вони не дуже вiдрiзнялися
одне вiд одного;

2) p i q повиннi бути такими, щоб найбiльший спiльний дiльник чисел p−1
i q − 1 був невеликим, наприклад, 2;

3) p та q повиннi бути сильно простими числами (натуральне число нази-
вається сильно простим, якщо число, яке бiльше за нього на одиницю,
має великий простий дiльник, число, яке менше за нього на одиницю,
також має великий простий дiльник, причому, якщо вiд цього останньо-
го простого дiльника вiдняти одиницю, то отримаємо число, яке також
має великий простий дiльник.

Якщо хоча б одна iз умов не зберiгається, то iснують досить ефективнi
алгоритми факторизацiї числа n .

Спроби обiйтись без факторизацiї призводять до наступної задачi: за вi-
домими e , n , де n = pq (p та q невiдомi) i НСД (e, φ(n)) = 1 , знайти таке
число d , що ed − 1 дiлиться на ψ(n) , де ψ(n) =НСК (p − 1, q − 1) . Еквi-
валентнiсть цiєї i вихiдної задач випливає iз того, що якщо n = pq , де p , q
– рiзнi простi числа, то xt ≡ x (mod n) для всiх цiлих x тодi i тiльки тодi,
коли t ≡ 1 (mod ψ(n)) . При знаходженнi такого d , що ed − 1 дiлиться на
ψ(n) , число m = ed− 1 використовується для факторизацiї n за допомогою
так званої ймовiрнiсної процедури. I знову приходимо до такої ж складної
обрахункової задачi, як i факторизацiя числа.
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Висновки
Дослiджено алгоритми побудови учбових протоколiв криптосистем з вiд-

критим ключем, також дослiджено криптостiйкiсть таких протоколiв. Дослi-
джено проблеми реалiзацiї алгоритмiв обробки чисел зi значною кiлькiстю
цифр в записi.
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УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ

НА СВОБОДНОЕ ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ

В работе рассматриваются вопросы внедрения свободного ПО в учебный процесс, слож-
ности в использовании, адаптации учеников и преподавателей. Приведены основные шаги
для перехода на свободное ПО с минимальными потерями.

Ключевые слова: программное обеспечение, свободное программное обеспечение,
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Вступление
За более чем полувековую историю развития вычислительной техники

программное обеспечение развилось от вспомогательного компонента до са-
мостоятельной индустрии, способной направлять развитие не только науки и
техники, но и человеческой цивилизации в целом.

В современных условиях программное обеспечение является неотделимой
частью и одной из наиболее важных опор для построения глобального ин-
формационного общества, поэтому в современном мире появились и активно
развиваются такие феномены, как «свободное программное обеспечение» и
«программное обеспечение с открытым исходным кодом».

Свободное программное обеспечение (далее СПО) является лицензион-
ным так же, как любые коммерческие продукты, распространяемые под
несвободной лицензией. Законность использования СПО подтверждается
присоединением пользователя к публичному лицензионному соглашению, ко-
торое доступно в сети Интернет. На сегодняшний день существуют полноцен-
ные аналоги практически всех закрытых платных программ: операционные
системы, пакет офисных приложений, антивирусное программное обеспече-
ние, архиваторы, средства разработки, графические редакторы, программное
обеспечение для обработки фотоизображений, продукты для автоматизации
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процесса управления организацией и многое другое. Разработкой СПО за-
нимаются как крупные компании-разработчики, так и отдельные группы
программистов по всему миру.

Свободное программное обеспечение, в любом случае, может свободно
устанавливаться и использоваться на любых компьютерах. Использование
такого ПО свободно везде: в школах, офисах, вузах, на личных компьютерах
и во всех организациях и учреждениях, оно может использоваться в любых
целях, включая коммерческие, совершенно безвозмездно, его использование
регулируется лицензионными соглашениями, устанавливающими объем прав
и обязанностей правомочного пользователя программы. Условия так назы-
ваемой свободной лицензии действуют по всему миру и дают пользователю
значительный объем прав, но при этом могут вступать в противоречие с дей-
ствующим законодательством в каждой отдельной стране.

Основная часть
Использование СПО расширяет информационное пространство образова-

тельного учреждения свободного от лицензий и других отчислений, и ориен-
тировано для создания динамической учебной среды между преподавателем
и учеником.

Но имеются причины, касающиеся непосредственно школ. Во-первых,
свободное программное обеспечение позволяет сохранять бюджетные деньги.
Кроме того, все программное обеспечение, установленное в школе, должно
быть доступно для копирования ученикам, чтобы они могли брать его домой
и передавать другим.

Приобщение учеников к использованию свободного программного обеспе-
чения и участию в жизни сообщества свободного программного обеспечения
— практический урок общественной жизни.

Грамотное и эффективное внедрение СПО — комплексный процесс, ко-
торый заключается не только в самой установке дистрибутивов. Прежде
всего, необходимо провести анализ IТ-инфраструктуры школы, инвентари-
зацию имеющихся лицензий на программное обеспечение, перераспределение
аппаратного обеспечения и бессрочных лицензий на проприетарные (полусво-
бодные) программы в зависимости от потребностей школы, выбрать наиболее
подходящий дистрибутив СПО, учитывая задачи и специфику конкретного
учреждения, а также особенности оборудования.

При этом необходимо понимать, что после установки и настройки СПО
школе необходима поддержка.
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На сегодня в школе, как и в некоторых других сегментах рынка, преобла-
дают закрытые операционные системы и платформы (MS-DOS, Windows), и
прикладные программные продукты (Microsoft Office, Photoshop, CorelDraw
и др.) Школьные программы и учебники разработаны с учетом платного ПО,
однако денежных средств для школ на их приобретение не предусмотрено.

Если учитывать, что во многих офисах различных фирм из платного
ПО используется только ОС Windows и антивирусные программы, а осталь-
ные заменяются свободно-распространяемыми, то обучение школьников этим
программам становится актуальным.

При установке Linux-систем не возникает никаких сложностей, она уста-
навливается без проблем и нареканий. В некоторых сборках вместе с про-
граммным обеспечением.

Огромным преимуществом является практическое отсутствие компью-
терных вирусов для этой операционной системы. Но существует несколько
сложностей при переходе на операционную систему Linux, с которыми мож-
но столкнуться в процессе перехода на СПО:

• проблемное подключение интерактивных досок, установка для них про-
граммного обеспечения под ОС Linux;

• большое количество образовательных учебных ресурсов на оптических
носителях, выпущенных специально под различные версии операцион-
ных систем Windows, которые требуют обращения к диску;

• условная сложность при настройке периферийного оборудования;
• неготовность некоторых преподавателей переучиваться к применению

новой операционной системы, разорвать стереотипы, хотя меню этих
альтернативных программ с платными версиями практически идентич-
ны.

Переходить или не переходить на свободное программное обеспечение, это
самостоятельное решение администрации образовательного учреждения или
каждого гражданина, но использовать в качестве альтернативного вариан-
та другую операционную систему, кроме Windows, в современном обществе
просто необходимо.

В настоящее время переход на свободное и открытое программное обес-
печение является не только «идеей» и методом экономии денежных средств,
но и насущной необходимостью. Аналитики разного уровня признали свою
ошибку в недооценивании масштаба использования такого ПО и вынуждены
констатировать его бурный рост.

Для решения поставленной задачи необходимо следовать определенной
методике, которая позволит осуществить переход с минимальными потерями.
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Вот ее основные шаги:
1. Обследование существующего положения в учебном заведении.
2. Выработка концепции перехода.
3. Специализированные структуры по внедрению и поддержке СПО.
4. Проведение обучения преподавателей и сотрудников.
5. Составление плана поэтапного внедрения СПО в учебный процесс.
6. Переход.

Свободное программное обеспечение целесообразно использовать на уро-
ках информатики, в профильном обучении, на занятиях по программам
дополнительного образования. Анализ учебных программ профильного обу-
чения показывает, что одним из распространенных направлений является
программирование.

Как правило, учитель стремится использовать современные языки и си-
стемы программирования, при этом возникает необходимость выбора и при-
обретения ПО. И поскольку о финансировании со стороны государства во-
обще и отделов образования в частности пока речи не идет, то проблема
приобретения лицензионного ПО остается открытой. Использование СПО
позволяет снять указанную проблему.

В пакете СПО поставляются несколько систем программирования (в том
числе Kdevelop, Lazarus, Gambas на языках C++, Pascal, BASIC соответ-
ственно), что дает положительный эффект в использовании СПО при воз-
можности выбора языка программирования.

Второй момент, СПО позволяют ученикам узнать, как работает про-
граммное обеспечение потому, что исходный код у него является открытым, в
отличие от ОС Windows и ПО Microsoft, где исходный код закрыт. Ученикам
предоставляется возможность читать исходный код программ, которые они
используют каждый день.

Все это может способствовать правильному определению дальнейших
жизненных планов и выбору профессии.

Все вышеперечисленное дает положительный эффект применения СПО
в образовании.

Выводы
Анализ литературы показал, что в последние годы актуальными стано-

вятся вопросы применения свободного программного обеспечения в обра-
зовании. Свободное программное обеспечение становится распространенной
моделью бизнеса, инструментом для проведения научных исследований и
поддержки учебного процесса, носителем передовых технологий и экспери-
ментальной площадкой для инноваций.
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На наш взгляд, использование свободного программного обеспечения яв-
ляется прекрасной альтернативой, значительно расширяющей не только воз-
можности преподавания информатики в школе, но и использование этого ПО
в профессиональной деятельности педагогов.
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КОМП’ЮТЕРНА МЕРЕЖA НАВЧАЛЬНОГО ЗАКЛАДУ ЯК
ЗАСIБ ПIДВИЩЕННЯ ЕФЕКТИВНОСТI ЙОГО ДIЯЛЬНОСТI

У статтi дослiджується вибiр пiдходiв для впровадження та використання комп’ютерної
мережi i програмного забезпечення в навчальний процес в загальноосвiтнiй школi для до-
сягнення ефективного навчання школярiв та взаємної спiвпрацi мiж учителями та учнями
для бiльш ефективного викладання матерiалу.

Ключовi слова: мережа, комп’ютерна мережа, програмне забезпечення, навчаль-
ний процес, загальноосвiтня школа.

Вступ
Галузь iнформацiйних технологiй є однiєю з багатьох у свiтi, що динамiч-

но розвиваються. Розвиток i широке застосування iнформацiйних технологiй
будь-якими прошарками суспiльства є глoбaльнoю тенденцiєю свiтового роз-
витку. Їх використання має рiшуче значення для пiдвищення рiвня життя
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громадян i конкурентноздатної нацiональної економiки, розширення можли-
востей її iнтеграцiї в свiтову економiчну систему, зростання ефективностi
державного управлiння i мiсцевого самоврядування.

Разом з тим, iнформацiйнi технологiї мають велике значення i в життi
звичайної людини, заперечувати це вже нiхто не буде. Iнформацiйнi техно-
логiї стимулюють розвиток рiзноманiтних галузей дiяльностi людини.

На цей час iнформацiйнi технологiї — це засоби обмiну iнформацiєю, отри-
мання останнiх новин в сучасному свiтi, так саме потоки iнформацiї та їх
технiчне виснаження, якi використовуються для роботи та навчання. Основ-
ними засобами iнформацiйних технологiй на сьогоднiшнiй день є iнтернет,
телебачення, радiомовлення i, звичайно, мобiльний зв’язок.

Однак, унiкальним явищем сучасностi виступає всесвiтня мережа Iнтер-
нет, до основних функцiй якої належать пiзнавальна, розважальна i комунi-
кативна.

Слiд зазначити той факт, що широке входження iнтернету в життя i побут
людини вiдбувалося набагато швидше масового засвоєння таких засобiв як
телебачення, радiо, мобiльний зв’язок.

Значення роботи полягає в тому, щоб показати корисний вплив комп’ю-
теризацiї на якiсть навчання дiтей в школi, легкостi доступу до iнформацiї
у вчителiв i пiдтримання зв’язку через комп’ютерну мережу мiж викладача-
ми, дирекцiєю для контролю над процесом навчання i виховання учнiв, що є
важливим фактом для формування знань у пiдростаючого поколiння.

Основна частина
Досвiд проведення впровадження мережевого програмного забезпечення

в ЗОШ №10 м. Слов’янська. Проект по введенню локальної мережi в школi
був затверджений i почав дiяти у 2013 роцi.

Для початку була зiбрана педагогiчна рада, на якiй було проведено бе-
сiду з учителями щодо впровадження мережевого забезпечення у школi, де
педагогам пояснили переваги i можливостi мережевого програмного забезпе-
чення. Вони були готовi до таких змiн, бо нещодавно пiдтвердили володiння
комп’ютерною технiкою на високому рiвнi, прийнявши активну участь у дер-
жавнiй цiльовiй програмi впровадження IКТ у навчально-виховний процес
«100 вiдсоткiв».

Педагогiчному колективу було поясненi цiлi i задачi даного впроваджен-
ня. Було зазначено, що шкiльнi комп’ютери будуть знаходитись по всiй школi:
у кабiнетi директора, заступникiв директора з НВР та АГЧ, практичного
психолога, в учительськiй, бiблiотецi та предметних кабiнетах. Всi вони бу-
дуть поєднанi локальною мережею, за допомогою якої буде здiйснюватись
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технiчна пiдтримка навчальної, виховної та господарчої дiяльностi школи, в
такому випадку мережа буде технiчною основою iнформацiйної бази школи.

Взагалi-то в шкiльних комп’ютерних класах найчастiше за все викори-
стовується органiзацiя локальної мережi за допомогою сервера. Його фун-
кцiя — зберiгання i розсилка файлiв з програмним забезпеченням, з даними,
необхiдними для органiзацiї навчального процесу. У сервера будуть обме-
женi варiанти доступу: для директора та адмiнiстратора — повний доступ
до iнформацiї, для всiх iнших — звичайний. Доступ обмежений паролем. У
школярiв — вiльний доступ без пароля до ще бiльш обмеженого об’єму iнфор-
мацiї. Учнi працюють за робочими станцiями. Плюс в тому, що звичайно, всi
учнi можуть обмiнюватись файлами, але всi вони будуть проходити через
сервер.

Наступним кроком був iнструктаж щодо користування мережею. Всьому
персоналу запропоновано програмне забезпечення, за допомогою якого мож-
ливо проводити онлайн-конференцiї, сеанси чату, зберiгати всю iнформацiю
у серверi-сховищi. Це, як показує практика, дуже зручно для використання
мережi великою кiлькiстю людей. За деякий час вся iнформацiя була внесена
до бази i запропонована для користування пiд особливим варiантом досту-
пу — обмежений паролем та iменний доступ кожного з користувачiв. В цю
електронну базу увiйшли як всi методичнi матерiали, вiдомостi про всiх пра-
цiвникiв школи, так i нормативно-правова база, основнi накази та документи.

Чати будуть кориснi, щоб повiдомити про пригоди i рiзнi ситуацiї ди-
ректора та адмiнiстрацiї. Це ж набагато швидше вiдправити повiдомлення:
«Шановний пане директор, зайдiть, будь ласка до 10-Б», не покидаючи клас,
нiж покидати аудиторiю i йти в кабiнет до директора. Взагалi то даний пiдхiд
є дуже корисним для економiї часу i бiльш ефективного виховання та навчан-
ня учнiв. Ще позитивним моментом є легкiсть звiтування перед батьками
щодо успiшностi та навчання учнiв.

Висновки
В ходi проведених дослiджень ми з’ясували, що мережа Iнтернет дозволяє

найбiльш широко використовувати iнформацiю наукового, дiлового, пiзна-
вального i розважального характеру. Передача даних за допомогою мережi
Iнтернет можлива на будь-якi вiдстанi i з вiдмiнною якiстю.

Розглянули переваги i недолiки локальної мережi. Вона об’єднує комп’ю-
тери, встановленнi в одному примiщеннi або в однiй будiвлi. I з’ясували, що
встановлена в школi локальна мережа є дуже зручною i вигiдною, не потребує
щомiсячної оплати i є теж дуже функцiональною для шкiльних потреб.
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Локальна мережа може об’єднувати декiлька комп’ютерiв i давати мож-
ливiсть користувачам спiльно використовувати ресурси комп’ютерiв, а також
пiдключених до мережi периферiйних пристроїв.

Встановлена локальна мережа дає змогу використовувати спецiальне про-
грамне забезпечення для органiзацiї чатiв, вiдеоконференцiй. Створення еле-
ктронного сховища iнформацiї дозволяє всiм комп’ютерам мати доступ до
iнформацiї закладу. Чати дозволяють мати зв’язок мiж педагогами в рiзних
кабiнетах. За допомогою вiдеоконференцiй у локальнiй мережi з’являється
можливiсть проведення педагогiчної ради, коли вчителi знаходяться у рiзних
кабiнетах.

Виконуючи цю роботу, ми з’ясували, як i яке потрiбно використовува-
ти програмне забезпечення для локальної мережi i як можливо покращити
навчання та виховання дiтей в школi за допомогою комп’ютерної мережi.

Використовуючи досвiд введення комп’ютерної мережi в загальноосвiтнiй
школi, ми зробили висновок, що введення комп’ютерної мережi в користу-
вання педагогiчного колективу школи покращує, дисциплiнує i органiзовує
взаємну дiяльнiсть педагогiв, результатом якої є саме те, до чого ми прагне-
мо, а саме — якiснi знання учнiв. Бо якiснi знання учнiв — найбiльша нагорода
для будь-якого вчителя-патрiота своєї справи!
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ВИКОРИСТАННЯ ХМАРНИХ ТЕХНОЛОГIЙ ДЛЯ
ОРГАНIЗАЦIЇ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ МАЙБУТНIХ

ВЧИТЕЛIВ

В роботi визначено основнi напрямки органiзацiї самостiйної роботи майбутнiх вчителiв з
використанням iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй. Зокрема розглядаються хмарнi
технологiї, їх переваги та недолiки при використаннi в навчальному процесi взагалi i при
органiзацiї самостiйної роботи зокрема.

Ключовi слова: самоосвiтня компетентнiсть, хмарнi технологiї.

Вступ
Сучасний свiт неможливо уявити без iнформацiйної пiдтримки будь-якої

сфери людської дiяльностi. Iнформацiйнi технологiї привнесли в наше життя
не тiльки зручнiсть, динамiзм та обiзнанiсть, але й вимагають вiд нас пере-
будови нашої дiяльностi задля їх ефективного та гармонiйного використан-
ня. А тому, проблема пiдготовки всiх без виняткiв суб’єктiв iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй є однiєю з головних завдань сучасної освiти на
будь-якому рiвнi. Поява в початковiй освiтi такого навчального предмету як
«Сходинки до iнформатики», перш за все, несе в собi мету розумiння учнями
основ самої iнформатики та основ iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй
(IКТ). IКТ — це тi технологiї, якi будуть допомагати їм в подальшому навчан-
нi на будь-якому освiтньо-квалiфiкацiйному рiвнi. А отже, наступна задача
полягає в тому, щоб пiдготувати до професiйної дiяльностi майбутнiх учи-
телiв, яким необхiдно буде навчати вже iнформацiйно обiзнаних учнiв. Для
розв’язку цiєї проблеми iснує велика кiлькiсть пiдходiв методичного характе-
ру, якi тим чи iншим способом формують у майбутнiх учителiв iнформацiйно-
комунiкацiйну компетентнiсть.

Велика кiлькiсть методiв формування iнформацiйно-комунiкацiйної
компетентностi пов’язана з широким використанням в навчаннi саме
iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй. Використання їх в аудиторнiй,
позааудиторнiй, дистанцiйнiй, а особливо, самостiйнiй формi навчання, дозво-
ляє сформувати не тiльки iнформацiйно-комунiкацiйну компетентнiсть май-

c⃝Федоренко О.Г.,2014

122



Федоренко О.Г. Використання хмарних технологiй ...

бутнiх вчителiв, а й самоосвiтню компетентнiсть, яка є необхiдною складовою
майбутнього фахiвця.

Широке застосування iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй пiд час
навчального процесу надає наочнi приклади їх використання, викриває їх
позитивнi та негативнi моменти, перебудовує саму форму навчання.

Яскравим прикладом IКТ є хмарнi технологiї. Розвиток комп’ютерних
мереж, їх ресурсiв та сервiсiв дозволяє створювати не тiльки довiдковi сис-
теми, системи збереження iнформацiї та її пошуку, а також iнформацiйнi
системи, якi можна використовувати як в професiйнiй, так й в навчальнiй
дiяльностi. Поява хмарних технологiй видозмiнила не тiльки iнформацiйно-
освiтнiй простiр, а й форми подання iнформацiї, до мультимедiйних можли-
востей комп’ютерiв додалась масовiсть iнформацiї, її швидкозмiннiсть та
актуальнiсть. Всi наведенi якостi дозволяють розглядати хмарнi технологiї
як суттєвий крок до створення iнформацiйно-освiтнього середовища на будь
якому освiтньо-квалiфiкацiйному рiвнi.

Дослiдження форм, методiв та задач самостiйної роботи розглядали в сво-
їх роботах В. Андрєєва, О. Гавришиної, В. Догонової, С.Єлканова, М. Забор-
щикової, Е. Мiрошниченко, О. Федорової та iн. Питання використання ком-
п’ютерних технологiй в навчальному процесi вiдображено у великiй кiлькостi
дослiджень як вiтчизняних так i закордонних фахiвцiв. Зокрема в працях
В. Бикова, М. Жалдака, О. Жильцова, Ю. Жука, В. Iзвозчикова, В. Клочко,
А. Коломiєць, О. Кузнєцова, В. Монахова, Н. Морзе, О. Муковiз, Л. Панчен-
ко та iн. розглядається питання використання iнформацiйно-комунiкацiйних
технологiй в навчаннi, а в роботах О. Адаменко [4], Г. Алексанян, Л. Панчен-
ко та iн. питання використання хмарних технологiй в освiтi.

Тим не менш, залишається невисвiтленим проблема формування само-
освiтньої компетентностi засобами iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй
взагалi та хмарних технологiй зокрема.

Мета дослiдження полягає у визначеннi ролi хмарних технологiй для фор-
мування самоосвiтньої компетентностi майбутнiх вчителiв.

Основна частина
Розвиток комп’ютерних комунiкацiй дозволив створити з великої кiль-

костi розрiзнених обчислювальних ресурсiв спiльну, динамiчну, наукомiстку
систему. Ця система здатна надати не тiльки бiзнесовiй частинi користува-
чiв сучаснi, потужнi та надiйнi засоби створення iнформацiйного середовища
комерцiйної дiяльностi, але й для освiтнього сегменту надає сервiси, на осно-
вi яких можна створювати iнформацiйно-освiтнє середовище. Поява термiну
«хмарнi технологiї» вiдбулася набагато пiзнiше створення саме цих техно-
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логiй. Розрiзнену систему послуг, якi базувались на технологiї клiєнт-сервер
i якi використовували в своїй основi гiпертекстовий формат представлення
даних, необхiдно було об’єднати з маркетингової точки зору та з точки зору
стандартизацiї. Користуючись цими чинниками компанiя Google у особi гене-
рального директора Ерiка Шмiдта проголосила концепцiю «cloud computing»,
в основi якої лежить iдея перенесення основного навантаження по створенню,
пiдтримцi, безпецi та обробцi ресурсiв, якi використовуються користувачами,
в iнформацiйну iнфраструктуру дата-центрiв виробникiв мережевих сервiсiв.
Хоча першi дослiдження з цього питання виконувались ще в 60-тi роки XX ст.

Видiляють п’ять основних характеристик хмарних технологiй:
• самообслуговування за вимогою (користувач може отримувати в необхiд-

ному об’ємi та керувати необхiдними обчислювальними ресурсами без
допомоги адмiнiстратора);

• мережева доступнiсть (хмарний сервiс повинен бути доступним з будь-
якого пристрою в будь-якiй точцi свiту та в будь-який час);

• вимiрюванi сервiси (оплачується тiльки та обчислювальна потужнiсть,
яку користувач дiйсно використовує);

• еластичнiсть (можливiсть моментальної змiни кiлькостi й часу викорис-
тання обчислювальних ресурсiв);

• незалежнiсть вiд апаратного забезпечення (надання хмарних послуг не
повинно залежати вiд працездатностi конкретного апаратного вузла).

Наведенi характеристики не тiльки визначають, якi з технологiй можна
вiднести до хмарних, а якi нi, та пiдкреслюють переваги хмарних техноло-
гiй. По-перше, це економiчна вигода, що випливає з вiдсутностi необхiдностi
пiдтримувати працездатнiсть власних обчислювальних ресурсiв та сервiсного
обслуговування й оплачувати невикористанi ресурси. По-друге, це iнформа-
цiйна безпека ваших даних, адже для їх збереження використовуються не
локальнi пристрої збереження даних, а цiлi технологiї безпечного збережен-
ня даних. По-третє, це безперебiйна доступнiсть, яка виражається не тiльки
в тому, що хмарнi сервiси працюють постiйно, а й в тому, що доступ до них
виконується на базi будь-якої платформи без обмежень. Таким чином, хмарнi
технологiї постають у якостi нової платформи для побудови як загальнодо-
ступного так i iндивiдуального iнформацiйного навчального середовища.

Початок 21 столiття характеризується збiльшенням можливостей для
навчання. Американський вчений К.Бонк в своїй книзi «Свiт вiдкрито: як
веб-технологiї революцiонують освiту» надав 10 ключових трендiв вiдкрито-
го свiту, що впливають на освiту [1]. Одним з цих трендiв є девiз «Студенти як
викладачi», який характеризується тим, що вiд студентiв вимагається бiльша
iнiцiатива, вони повиннi вмiти самостiйно вивчати матерiал, який буде корис-
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ний для їх освiти. Iншими словами, самоосвiтня компетентнiсть являє собою
той фундамент, що дозволить не тiльки пiдготувати майбутнього фахiвця в
своїй професiйнiй сферi, а й змiнити сутнiсть та форми навчання.

Аналiз дослiджень Н. Воропай [2] та О. Ножовнiка [3], присвячених
аналiзу структури самоосвiтньої компетентностi фахiвцiв рiзних напрямiв
дозволяє стверджувати, що процес професiйного становлення та самовдоско-
налення майбутнiх фахiвцiв розглядається в єдностi чотирьох етапiв, а саме:

• мотивацiйного (усвiдомлення професiйної спрямованостi процесу само-
розвитку);

• когнiтивного (оволодiння необхiдними знаннями);
• процесуального (планування й реалiзацiя самоосвiтньої дiяльностi);
• контролюючого (оцiнка отриманих результатiв).
На основi аналiзу дослiджень вчених стає зрозумiлим, що самоос-

вiтня компетентнiсть майбутнiх учителiв виявляється в процесi взаємо-
дiї структурних компонентiв: мотивацiйно-стимулюючого, iнформацiйно-
змiстовного, планово-органiзацiйного та рефлексивного-контролюючого.

Ефективнiсть органiзацiї самоосвiтньої дiяльностi майбутнiх вчителiв з
урахуванням змiсту навчального матерiалу залежить вiд наявностi умов:

• пiдготовка викладача (аналiз змiсту iнформацiї, вивчення iндивiдуаль-
них реальних навчальних можливостей, створення динамiчних навчаль-
них груп, розробка системи завдань);

• пiдготовка майбутнiх вчителiв (сприйняття мети дiяльностi, позитивне
ставлення до неї, оволодiння базисними знаннями з навчального пред-
мету, засвоєння вмiнь самоосвiтньої дiяльностi, аналiз i структуруван-
ня навчального матерiалу, використання адекватних до нього способiв
дiяльностi);

• органiзацiя самоосвiтньої дiяльностi як системи, що характеризується
контролем за процесом та результатами дiяльностi; взаємодiєю мiж
суб’єктами навчання, спрямованими на перетворення майбутнього фа-
хiвця iз об’єкта в суб’єкт навчального процесу.

Для вирiшення питання органiзацiї самоосвiтньої дiяльностi майбутнiх
учителiв трудового навчання технологiчного факультету ДВНЗ «Донбаський
державний педагогiчний унiверситет» в рамках навчальної дисциплiни «Су-
часнi iнформацiйнi технологiї» були розробленi завдання для самостiйної
роботи, що передбачають використання хмарних технологiй в якостi предме-
ту та засобу навчання. Завдання передбачали виконання загальнодоступними
засобами вiд Google (система пошуку, електронна пошта, контакти, календар,
диск, блог) певної низки завдань, якi були пов’язанi мiж собою та створюва-
ли певне iнформацiйно-освiтнє середовище iз заздалегiдь вибраної теми, яка
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стосувалась майбутньої професiї.
Слiд зазначити, що така форма органiзацiї самостiйної роботи викликала

цiкавiсть не тiльки з точки зору вивчення сучасних iнформацiйних техноло-
гiй, але й з професiйної точки зору, адже студенти створювали для майбутньої
професiйної дiяльностi навчальнi матерiали. Їх впевненiсть у тому, що нав-
чальнi матерiали, якi пiдготовленi таким чином, будуть бiльш цiкавими, нiж
традицiйнi наочнi та пiдготовленi на паперовiй основi, була пiдкрiплена пiд
час проходження навчальної педагогiчної практики.

Висновки
Самоосвiтня дiяльнiсть та, як результат, самоосвiтня компетентнiсть є

однiєю з ключових компетентностей майбутнього фахiвця. Структура само-
освiтньої компетентностi передбачає рiзносторонню дiяльнiсть для її фор-
мування, а тому будь-який з видiв самоосвiтньої дiяльностi пiдвищує рiвень
самоосвiтньої компетентностi. Слiд зазначити, що хмарнi технологiї дозволя-
ють з невеликими затратами сформувати iнформацiйно-освiтнє середовище,
яке спонукає майбутнiх учителiв до плiдного, цiкавого та результативного
навчання.

До подальших дослiджень слiд вiднести питання визначення ефектив-
ностi використання хмарних технологiй для органiзацiї самостiйної роботи
майбутнiх учителiв, а також розробки методичних вказiвок з використання
хмарних технологiй для органiзацiї самостiйної роботи.
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ВИКОРИСТАННЯ СОЦIАЛЬНИХ МЕРЕЖ В
УНIВЕРСИТЕТСЬКIЙ ОСВIТI

В роботi визначено основнi напрямки використання соцiальних мереж в унiверситетськiй
освiтi. Наведенi основнi переваги використання соцiальних мереж та проблеми переосми-
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Вступ
У 90-тi роки ХХ столiття розвиток Iнтернету перетворився на фактор

глобального значення. Важливiсть використання ресурсiв i технологiй мере-
жi Iнтернет в освiтi сьогоднi не потребує спецiальних доказiв. Всi розвиненi
країни свiту мають бiльш-менш великi програми використання ресурсiв ме-
режi Iнтернет в сферi освiти. Переважна бiльшiсть країн, що розвиваються,
незважаючи на труднощi, проблеми i побоювання, прагнуть взяти посильну
участь у формуваннi свiтового освiтнього спiвтовариства, що є, по сутi, ексте-
риторiальним завданням, i скористатися їхнiми можливостями для власного
розвитку. При цьому актуальним завданням для кожної країни, i свiтової
спiльноти в цiлому, стає систематизацiя та аналiз досвiду використання Iн-
тернету в освiтi, як у його позитивному значеннi, так i по вiдношенню до
труднощiв i небажаних наслiдкiв.

Пiд загальнодоступними соцiальними мережами розумiють спiльноти в
Iнтернетi, якi не мають обмежень нi за якими параметрами i не мають
нiякої тематичної спецiалiзацiї. Такi соцiальнi мережi дають можливiсть до-
сить швидко встановити неформальний контакт. У соцiальних мережах люди
виявляються бiльш вiдкритими, нiж в реальному життi, бiльшою мiрою го-
товими дiлитися iнформацiєю.

У сучасному свiтi iнформацiйних технологiй способи роботи швидко змi-
нюються, надiляючи великою конкурентною перевагою тих, хто використовує
новi iнструменти, якi пропонують контекстний, швидкий i спрощений обмiн

c⃝Гордєєва Н.Л., Величко В.Є.,2014
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iнформацiєю та спосiб спiвпрацi. В освiтi одним з таких пiдходiв є E–Learning
2.0. Технологiя створення соцiальної мережi як моделi навчання [1].

Основна частина
E–Learning 2.0 вiдноситься до концепцiї впровадження iнструментiв i тех-

нологiй Web 2.0. E–Learning 2.0 – це сукупнiсть технологiй i практичних
рiшень для навчального процесу, яка здатна еволюцiонувати разом з навчаль-
ним закладом. Завдяки своїй простотi та вiдкритостi пiдхiд E–Learning 2.0
допомагає сфокусувати колективний розум на вирiшеннi навчальних завдань
через компетенцiї, впорядкувати i оптимiзувати створення каналiв комунiка-
цiї викладача зi слухачами та середовища спiлкування для студентiв.

Вiдомо, що середньостатистичний студент проводить в онлайнових соцi-
альних мережах вiд 5 хвилин до 2 годин на день, кожен п’ятий користувач
таких мереж витрачає на це бiльше однiєї години на день [2]. Забезпече-
на зручними iнструментами для розмiщення, пошуку, класифiкацiї даних i
зв’язкiв мiж слухачами та об’єктами, соцiальна мережа, створена на основi
технологiї E–Learning 2.0 дозволяє вирiшувати цiлий комплекс завдань, по-
в’язаних з навчальним процесом i навчанням. А отже постає питання щодо
продуктивного використання всiх можливостей соцiальних мереж.

Дослiдження використання iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй в
новiтнiх формах органiзацiї навчального процесу, зокрема дистанцiйнiй фор-
мi навчання, присвяченi дослiдження О. Андреєва, С. Архангельского, Т.
Гусакової, Н. Кузнецової, В. Кухаренка, В. Олiйника, Є. Полат, П. Стефа-
ненка, П. Таланчука, А. Хуторського, Б. Шуневича та iн. Можливостями
використання соцiальних сервiсiв в освiтньому процесi та їх ролi в формуван-
нi сучасного свiтогляду дослiдженi в роботах Є. Бондаренка, М. Григорян,
С. Дауна, Е. Диких, Н. Дубової, В. Кухаренка, Г. Можаєвої, Н. Морзе, Є. Па-
таракiна, Л. Рулиєне, Дж. Сiменса, А. Фещенко, Б. Ярмахова та iн.

Розглянемо основнi пiдходи до використання соцiальних мереж при
навчаннi. Дистанцiйне навчання сьогоднi набуває особливої актуальностi,
оскiльки з розвитком Iнтернету i забезпеченiстю студентiв персональними
комп’ютерами та мобiльними пристроями полiпшується обмiн iнформацiєю
як мiж викладачем i студентами, так i студентiв мiж собою. Все це сприяє
активiзацiї та модернiзацiї процесу навчання, а розробка та супровiд особис-
тих навчальних ресурсiв викладачiв або вузiвських порталiв тiльки покращує
навчальну дiяльнiсть.

У той же час при використаннi соцiальних мереж у окремих викладачiв
практично не виникають технiчнi труднощi з органiзацiї навчальної дiяль-
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ностi, а навiть навпаки, працювати в мережi iнтуїтивно зрозумiлiше нiж
в корпоративнiй системi. Викладач, будучи фахiвцем у своїй галузi знань,
може вiдчувати труднощi при створеннi або використаннi спецiалiзованого
сайту. Друга складнiсть не завжди сайт для навчання є цiкавим i вiдвiдува-
ним студентами. Практика показує, що студентiв дуже важко привчити до
використання навчального сайту. Тому iснує пропозицiя використання як iн-
струменту електронних освiтнiх технологiй вже створенi i працюючi соцiальнi
мережi. Якi ж переваги дає студентам i викладачам використання соцiальних
мереж з навчальною метою:

• Сьогоднi молодi люди значний час проводять в соцiальних мережах, а
отже i спiлкування в них (а також i отримання знань) для них стає
не нудним вивченням предмета, а звичним i приємним заняттям, що
призводить до бiльш ефективного освоєння матерiалу.

• Студент, спiлкуючись у соцiальнiй мережi з викладачем, веде себе менш
скуто, що дозволяє йому ставити запитання по предмету, не боячись для
оточуючих виглядати не освiченим чи смiшним.

• Студенти мають можливiсть спiлкуватися в реальному часi не тiльки з
викладачем, але i мiж собою. Можуть органiзовувати своєрiднi конфе-
ренцiї, особливо перед здачею залiку або iспиту.

• Викладач для студента психологiчно стає не тiльки викладачем, а й
просто учасником соцiальної мережi взаємодiя на вертикальному рiвнi
змiнюється на взаємодiю на горизонтальному рiвнi. Це викликає бiльшу
довiру з боку студента, пiдвищує довiру до викладача i покращує процес
засвоєння iнформацiї.

• У викладача значно розширюється час спiлкування з аудиторiєю, так
як можна швидко оповiщати про подiї в навчальному процесi. При цьо-
му з’являється можливiсть проведення виховної роботи з вiдстаючими
студентами, та тими, хто не вiдвiдує занять.

Системи мережевого спiлкування, такi як Facebook, ВКонтакте, Одно-
классники; мiкроблоги на кшталт Twitter; ресурси Wiki, MSN, YouTube
i Flickr, є загальнодоступними. Аналогiчно тому, як це вiдбувалося з
iнформацiйно-комунiкацiйними технологiями, якi були впровадженi в освiт-
нiй процес протягом останнiх чотирьох десятилiть. Необхiдно впустити со-
цiальне спiвробiтництво в аудиторiї для вивчення переваг i недолiкiв нового
способу взаємодiї. Новi проекти, такi як спiльноти для вчителiв, показали, що
соцiальна спiвпраця може використовуватись не тiльки для обмiну дидак-
тичними методами та iдеями. Вони також дозволяють обговорювати деякi
питання приватного характеру.
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Наведенi мiркування допоможуть видiлити питання про те, який досвiд
мiг би бути корисний для навчання з точки зору студента, необхiдно менше
придiляти увагу звичайнiй публiкацiї матерiалiв i наступним їх оцiнюванням.
Це допоможе переосмислити значення i роль кожного з суб’єктiв навчальної
дiяльностi, кожен учасник курсу може бути настiльки ж викладачем, наскiль-
ки i студентом. Викладач зможе перестати бути просто «джерелом знань» i
перетворитися на наставника. Використовуючи рольову модель культури ау-
диторiї, зв’язуючись з студентами в iндивiдуальному порядку i працюючи з
їх особистими потребами, одночасно з цим направляючи дискусiї i дiяльнiсть
всiєї групи студентiв до досягнення загальних навчальних цiлей.

Безумовно, система не нав’язує такий тип поведiнки, але все ж саме цей
тип поведiнки вона пiдтримує найкраще. У майбутньому, по мiрi стабiлiза-
цiї технiчної iнфраструктури, подальшi нововведення в областi «педагогiчної
пiдтримки» стануть основним напрямком у розвитку навчальної електронної
системи яка основана на соцiальних сервiсах.

Висновки
Соцiальнi мережi охоплюють переважну бiльшiсть людей, що навчаються.

Участь у рiзноманiтних групах за вподобаннями, дозволяє згуртувати певне
коло однодумцiв, якi не тiльки обмiнюються iнформацiєю, досвiдом та iн., а
й будують навколо себе певне навчальне середовище. Освiта не може бути
осторонь цих процесiв, i якщо вже неможливо викреслити iз сьогодення таке
соцiальне явище, як соцiальнi мережi, то необхiдно в повнiй мiрi використо-
вувати як технiчнi можливостi, що надає технологiя Web 2.0 так i соцiальний
феномен їх iснування та органiзованостi.
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ФОРМУВАННЯ ПIЗНАВАЛЬНОЇ САМОСТIЙНОСТI УЧНIВ
ПРИ ВИВЧЕННI ГЕОМЕТРIЇ З ВИКОРИСТАННЯМ

КОМП’ЮТЕРНО-ОРIЄНТОВАНИХ ЗАСОБIВ НАВЧАННЯ

У статтi розглядається проблема формування пiзнавальної самостiйностi учнiв старшої
школи. Особливу увагу придiлено використанню iнформацiйних технологiй для заохо-
чення до навчання. В статтi аналiзуються комп’ютерно-орiєнтованi засоби, затвердженi
Мiнiстерством освiти i науки України, та їх практичне застосування для навчання геомет-
рiї у старшiй школi.

Ключовi слова: Iнформацiйно-комунiкацiйнi технологiї, геометрiя, засiб навчан-
ня, старша школа, пiзнавальний iнтерес.

Вступ
Сучасна реформа освiти України передбачає модернiзацiю самого змiс-

ту освiти, а також методiв i засобiв навчання. Проте, як свiдчить шкiльна
практика, iснують певнi протирiччя мiж ростом об’єму навчальної iнфор-
мацiї та способами її засвоєння; iнтелектуалiзацiєю роботи та недостатнiм
рiвнем пiзнавальної самостiйностi. Школа не завжди вчить школярiв само-
стiйно розмiрковувати, знаходити вихiд iз проблемних ситуацiй, приймати
особистiснi рiшення та дiяти вiдповiдно до прийнятих рiшень. Саме цим
пояснюється низький рiвень самостiйностi мислення, нездатнiсть учнiв ор-
ганiзувати своїми силами самостiйну пiзнавальну дiяльнiсть, а як наслiдок
цього недостатнiй рiвень їх пiзнавальної самостiйностi при оволодiннi шкiль-
ною програмою в цiлому та математики конкретно.

Це говорить про актуальнiсть проблеми розвитку пiзнавальних iнтересiв
школярiв для сучасної побудови навчального процесу. Звiсно, ця проблема
не нова, над нею працювало багато вчених, серед них Н.Бiбiк, В.Лозова,

c⃝Чуйко О.В., Астахова Н.С.,2014
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О.Киричук, А.Кульчицька, Н.Морозова, З.Огороднiйчук, Г.Щукiна та iншi.
Проблема формування пiзнавального iнтересу i органiзацiя цього процесу
вiдображена в роботах М.Скаткiна, Г.Щукiної, A.Матюшкiна, Л.Аристової,
B.Бiблера, А.Брушлинського, Г.Давидової.

Математика в школi традицiйно вважається складним для вивчення пред-
метом, вона служить опорним предметом для вивчення сумiжних дисциплiн.
I, нарештi, все бiльше спецiальностей, що вимагають високого рiвня освi-
ти, пов’язанi з безпосереднiм застосуванням математики (економiка, фiнанси,
хiмiя, iнформатика, технiка, бiологiя). Таким чином, зростає роль математич-
ної пiдготовки в загальнiй освiтi сучасної людини. Одним з найскладнiших в
шкiльному курсi математики (серед усього шкiльного курсу) завжди вважа-
лась геометрiя.

Одним iз потужних засобiв вирiшення завдань сучасної освiти виступають
сучаснi iнформацiйно-комунiкацiйнi технологiї (IКТ).

Питанням впровадження засобiв нових IКТ у навчання математики зай-
маються Є.Вiнниченко, М.Головань, Ю.Горошко, М.Жалдак, зокрема, гео-
метрiї: Т.Архiпова, О.Вiтюк, Н.Кульчицька та iн.

Вiдповiдно до Нацiональної доктрини розвитку освiти [1], одним iз основ-
них напрямкiв оновлення змiсту шкiльної освiти є особистiсна орiєнтацiя
освiти, основною метою якої є розвиток всiх форм самостiйностi учнiв. Тому
в нашiй роботi розглядається актуальнiсть використання педагогiчних прог-
рамних засобiв (ППЗ) в навчальнiй дiяльностi учнiв старшої школи. Зокрема
при вивченнi геометрiї та дослiдження рiвня пiзнавальної самостiйностi учнiв
при навчаннi з використанням ППЗ.

Основна частина
Однiєю з головних умов успiшного перебiгу навчального процесу i

свiдченням його правильної органiзацiї є наявнiсть iнтересу. Пiзнавальний
iнтерес не є чимось зовнiшнiм, додатковим стосовно навчання. Пiзнавальний
iнтерес — це глибинний внутрiшнiй мотив, заснований на властивiй людинi
вродженiй пiзнавальнiй потребi [3]. Вiдсутнiсть iнтересу у школярiв є показ-
ником серйозних недолiкiв в органiзацiї навчання.

Пiзнавальну самостiйнiсть науковцi розглядають як один iз видiв само-
стiйностi, що характеризується вмiнням сприймати й самостiйно ставити нове
запитання, створювати нову проблему та розв’язувати її власними силами
(П.Блонський, Д.Богоявленська, М.Махмутов, О.Савченко та iн.), а також
як свiдому вмотивованiсть дiй, їх обґрунтованiсть, здатнiсть людини бачити
об’єктивнi пiдстави для того, щоб дiяти вiдповiдно до власних переконань
(А.Матюшкiн, А.Смирнов, С.Рубiнштейн та iн.).
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В дослiдженнях М.Жалдака розглядається проблема пiдвищення
ефективностi навчання геометрiї за допомогою iнформацiйно-комунiкацiйних
технологiй. Iнформацiйно-комунiкацiйнi технологiї — це узагальнююче
поняття, що описує рiзнi методи, способи i алгоритми збору, зберiгання,
обробки, подання та передачi iнформацiї.

Можна застосовувати найрiзноманiтнiшi форми роботи з використанням
IКТ. Це вiртуальнi пiдручники, програми для формування практичних умiнь
та навичок, iнтерактивнi навчаючi системi, навчальнi програми iмiтацiйно-
моделюючого типу. Переваги розроблених вiдповiдно до Державних стандар-
тiв освiти навчальних програм очевиднi.

Слiд зазначити, що коли говорять про необхiднiсть застосування IКТ в
навчально-виховному процесi, то передбачають застосування основних пе-
дагогiчних програмних засобiв, якi доцiльно використовувати саме на уро-
ках математики. Програми GRAN1, GRAN-2D, GRAN-3D вiдносяться до
iмiтацiйно-моделюючих програм. Використання цих ППЗ дає можливiсть
учням вирiшувати окремi завдання, не знаючи вiдповiдного аналiтичного
апарату та iн. Учень може розв’язувати рiвняння, нерiвностi та їх системи,
не знаючи формул для знаходження коренiв, методу виключення змiнних,
методу iнтервалiв та iн.; обчислювати похiднi й iнтеграли, не пам’ятаючи таб-
лиць; дослiджувати функцiї, не знаючи алгоритмiв їх дослiдження. Разом з
тим, завдяки можливостям графiчного супроводу комп’ютерного розв’язан-
ня завдання, учень чiтко й легко розв’яже досить складнi завдання, впевнено
буде володiти вiдповiдною системою понять i правил. Використання подiбних
програм дає можливiсть у багатьох випадках зробити розв’язання завдання
настiльки доступним, як простий розгляд рисункiв або графiчних зображень.
Вiдповiднi програми роблять окремi роздiли й методи математики доступ-
ними, зрозумiлими, легкими i зручними для використання. Як вiдзначає
М.Жалдак, програма GRAN1 розроблялась спецiально для пiдтримки шкiль-
ного курсу математики, вона призначена для графiчного аналiзу функцiй.
Педагогiчний програмний засiб GRAN-2D вiдноситься до розряду програм
динамiчної геометрiї. Програма GRAN-2D використовується для графiчного
аналiзу геометричних об’єктiв на площинi. Також GRAN-2D дозволяє ство-
рювати макроконструкцiї — сукупнiсть об’єктiв базового типу, що призначенi
для спрощення комбiнацiй об’єктiв, якi часто використовуються.

Програма GRAN-3D дає змогу оперувати моделями просторових об’єктiв,
якi вивчаються в курсi стереометрiї, а також забезпечує засобами аналiзу й
ефективного отримання вiдповiдних чисельних характеристик рiзних об’єктiв
у тривимiрному просторi [2].
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Пiд час педагогiчного експерименту, що проходив на базi Донецької за-
гальноосвiтньої школи I-III ступенiв №120 були використанi саме такi про-
грамнi педагогiчнi засоби. Це дало змогу проводити дослiдження геомет-
ричних об’єктiв iз вiзуалiзацiєю отриманих чи прогнозованих результатiв,
розв’язувати задачi на побудову в площинi, дослiджувати властивостi гео-
метричних фiгур, перетворювати i редагувати зображення, перемiщувати
креслення тощо. Та головна практична значимiсть дослiдження в тому, що
використання засобiв IКТ дозволило пiдвищити якiсть процесу навчання гео-
метрiї, формувати вмiння самостiйної пiзнавальної дiяльностi учнiв, творчий
взаємозв’язок вчителя з учнем i оптимальне керування навчанням.

Завданням цього експерименту було визначити чи справдi використання
IКТ може вплинути на розвиток та формування пiзнавальної самостiйнос-
тi. На початку проведення експерименту були визначенi рiвень успiшностi
учнiв, прагнення i мотиви навчання, зокрема у вивченнi математики взага-
лi. Наступним етапом було спостереження та порiвняння успiхiв на уроках
алгебри та геометрiї. Було виявлено, що завдання на уроках геометрiї викли-
кали бiльше утруднень нiж на уроках алгебри. Наступним етапом проведення
експерименту було впровадження комп’ютерно-орiєнтованих засобiв на уро-
ках геометрiї. При вивченнi геометрiї за допомогою програми GRAN-3D та
програми GRAN-2D учнi проявляли стiйкий iнтерес до використання описа-
них програмних засобiв, що вiдкрили для них широкi можливостi не лише
для побудови геометричних тiл, розгляду їх зображень у динамiцi, розгля-
ду зсередини, але й вивiльнили їх час для зосередження уваги на з’ясуваннi
проблеми, дали поштовх до розвитку мотивацiї вивчення окремих роздiлiв
геометрiї та до глибокого, осмисленого засвоєння навчального матерiалу в
цiлому. Користь використання саме цих програм була досить значною.

У той же час можна видiлити i декiлька негативних сторiн використання
ППЗ. Так, застосування цих програм дає змогу учням, не знаючи та не запа-
м’ятовуючи формул, правильно розв’язувати задачi. Проте застосовуючи їх,
учитель не тiльки дає знання, але й вказує їх межi.

Висновки
На практицi було виявлено, що використання педагогiчних програмних

засобiв дiйсно впливає на формування та рiвень пiзнавальної самостiйностi
учнiв при вивченнi геометрiї.

Треба опановувати цi програми i активно впроваджувати їх при вивченнi
математики.
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ВИКОРИСТАННЯ КОМП’ЮТЕРНИХ ТЕХНОЛОГIЙ В
ЕВРИСТИЧНОМУ НАВЧАННI МАТЕМАТИКИ

У статтi розглядаються особливостi використання комп’ютерних технологiй в евристич-
ному навчаннi математики. Визначено специфiку формування в учнiв математичних
творчих здiбностей, обґрунтовано важливiсть використання iнформацiйно-комунiкацiйних
технологiй у навчаннi математики, розглянуто принципи застосування програмних засобiв
в загальноосвiтнiх школах на уроках математики.

Ключовi слова: евристичне навчання, комп’ютернi технологiї, методика навчан-
ня, математика.

Вступ
На сьогоднiшнiй день головною задачею методики навчання математики

є пошук нових методiв та концепцiй побудови навчального процесу, якi б доз-
волили зорiєнтувати учня на спiльну дiяльнiсть з вчителем. Ведеться пошук
педагогiчних технологiй, якi б змогли призвести до змiн у навчальному про-
цесi, а саме переорiєнтувати навчання на особистiсть учня i дозволити йому
творчо розвиватися. Одним з таких пiдходiв є метод евристичного навчан-
ня математики з використанням iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй

c⃝Глазова В.В., Каун В.В.,2014
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(IКТ). Спираючись на те, що базою евристичного навчання є творче мислен-
ня, а комп’ютернi технологiї виступають у ролi допомiжної платформи, то
цей пiдхiд може активно використовуватись пiд час навчання математики,
що дасть змогу учням розвивати свої математичнi творчi здiбностi.

На сучасному етапi дослiдженням, розробкою евристичних прийомiв та
методiв як психолого-педагогiчною проблемою займалися В. Андрєєв, Ю. Ку-
люткiн, О. Скафа, А. Хуторський та iншi. В своїх дослiдженнях Ю. Кулюткiн
засвiдчив всю значущiсть використання евристичних методiв i прийомiв у
навчальнiй роботi, яка передбачає самостiйне виведення учнями формул i
закономiрностей, розв’язування нестандартних задач з математики, виконан-
ня практичних i лабораторних робiт [4]. О. Скафа розробила класифiкацiю
евристик, в основу якої було покладено рiвень узагальнення прийому та рi-
вень узагальнення мети (прийоми досягнення визначених цiлей). Також були
розробленi засоби евристичного навчання у виглядi евристико-дидактичних
конструкцiй [3, с. 70].

Використанню IКТ в евристичному навчаннi математики були присвяченi
дослiдження: Н. Апатової, Н. Балик, А. Верланя, К. Власенко, А. Єршова,
М. Жалдака, Н. Морзе, О. Скафи та iнших.

Основна частина
Евристика — це наука про творчiсть, про творчу дiяльнiсть людей з метою

отримання нових результатiв у дослiджуваних ними галузях [1, с. 676].
Евристичнi форми та методи навчання математики сприяють самостiйно-

му створенню нових гiпотез та припущень учнями, якi базуються на вмiннi
будувати означення понять i використовувати їх, висловлювати та обґрун-
товувати судження, розв’язувати математичнi задачi. Отриманi гiпотези та
припущення, обов’язково повиннi бути пiдтвердженi або спростованi згiдно
вже вiдомих теорем i загальнонаукових методiв пiзнання. Форми та методи
евристичного навчання збiльшують можливостi у використаннi дидактичних
засобiв, що є дуже важливим аспектом у пiдготовчiй та супровiднiй для твор-
чостi дiяльностi.

Форми та методи евристичного навчання математики не можуть дати
оптимального результату без допомiжних засобiв. Найбiльш ефективними за-
собами є комп’ютернi технологiї.

Якщо розглядати евристичне навчання математики як комп’ютерно-
зорiєнтовану систему, то треба врахувати те, що учень самостiйно обирає
основнi складовi, за допомогою яких вiн будуватиме освiтнiй продукт. Тоб-
то, при виборi навчальної комп’ютерної програми повиннi бути врахованi
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наступнi аспекти: можливiсть вибору завдання, власного шляху та можли-
вих варiантiв його розв’язання. Основу програмного забезпечення повиннi
складати запрограмованi ситуацiї, що спонукало б учнiв до використання ев-
ристичних пiдходiв, якi дають основу для самостiйного винаходу прийомiв,
методiв розв’язання задач. Важливо, щоб ця робота була проведена до того,
як вiдповiднi питання будуть розглянутi вчителем. По завершенню роботи
учень повинен сам оцiнити результати, якi вiн отримав, спираючись на вимо-
ги, що були висунутi. Таким чином, в учнiв формуються евристичнi прийоми,
що сприяє розширенню та поглибленню змiсту матерiалу, який вивчається [2].

На сьогоднiшнiй день розроблена значна кiлькiсть програмних засо-
бiв, якi за допомогою комп’ютера, дозволяють розв’язувати рiзноманiтнi
математичнi задачi з рiзними рiвнями складностi. Це такi програми, як
Derive,Gran1, Gran2D,Gran3D,DG i iн. В середнiх загальноосвiтнiх на-
вчальних закладах для вивчення курсу математики використовуються ком-
плекти програм GRAN,DG . Вони мають найбiльш зручний та зрозумiлий
iнтерфейс у використаннi для учнiв, не потребують спецiальних знань з курсу
iнформатики.

Результат експерименту, який проводився в загальноосвiтнiй школi №13
м. Слов’янськ на базi 10–11 класiв, засвiдчив, що учнi за допомогою програм
Gran1, Gran2D з легкiстю розв’язують окремi задачi без знання формул,
правил розкладу, алгоритмiв тощо. Сприятливим фактором у засвоєннi сис-
теми понять i правил є графiчний супровiд при розв’язаннi задач. Саме вiн у
багатьох випадках надав учням можливiсть зрозумiти задачу на рiвнi прос-
того розгляду рисункiв або графiчних зображень. Як показала практика,
математика може стати доступною для всiх.

При такому вивченнi математики стало можливим наочне представлення
поняття, яке вивчається. Вiдтак, розвивається образне мислення, просторова
уява, бiльш глибоко розумiється сутнiсть дослiджуваного явища [4].

Використання зазначених програмних засобiв, також є актуальним i при
поглибленому вивченнi математики. Вони надають можливiсть проводити
необхiднi чисельнi експерименти, швидко виконати потрiбнi обчислення або
графiчнi побудови, перевiрити iстиннiсть або хибу гiпотези, використати той
або той метод розв’язання задачi [2].

Висновки
Проведена дослiдницька робота показала, що на результат засвоєння i

отримання знань учнями на уроках математики, впливає не лише змiст ма-
терiалу, а й метод його безпосереднього вивчення та засвоєння.
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Тобто, головним завданням було зробити навчальний процес не лише
ефективним, а й цiкавим, зорiєнтувати мислення учнiв у творчому напрямку.
Для цього на уроках математики був використаний евристичний метод на-
вчання iз застосуванням комп’ютерних технологiй. Запропонований метод,
у комплексi з IКТ, на уроцi дозволив не лише засвоїти готовий навчальний
матерiал, а й сприяв творчому розвитку учнiв у математичному напрямку,
самостiйному проведенню експериментiв, створенню власних теорiй та вне-
сенню своїх пропозицiї щодо побудови освiтнього процесу.
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Вступ
Суттєвi змiни у суспiльствi кiнця ХХ – початку ХХI ст. спричинили змiну

освiтньої парадигми. Трансформацiя загальних цiлей освiти, зумовлена гло-
бальною метою забезпечення входження людини у соцiум i її продуктивною
адаптацiєю у ньому, породжує необхiднiсть вирiшення питання про забезпече-
ння освiтою бiльш повного особистiсно та соцiально орiєнтованого результату.

Проблеми якостi освiти та управлiння якiстю пiдготовки фахiвцiв остан-
нiм часом активно розробляються. Нацiональна доктрина розвитку освiти до
прiоритетних напрямiв державної полiтики щодо розвитку освiти вiдносить
«пiдготовку квалiфiкованих кадрiв, здатних до творчої працi, професiйного
розвитку, освоєння та впровадження наукоємних та iнформацiйних техноло-
гiй, конкурентоспроможних на ринку працi; забезпечення високої якостi ви-
щої освiти . . . шляхом . . . запровадження гнучких освiтнiх програм та iнфор-
мацiйних технологiй навчання» [4].

Результатом фахової пiдготовки майбутнього вчителя мають стати не
окремi знання, навички й умiння, а спроможнiсть i готовнiсть молодих фа-
хiвцiв до ефективної, продуктивної, самостiйної професiйної дiяльностi, до
активного надбання досвiду такої дiяльностi. На цих аспектах пiдготовки
концентрується увага при компетентнiсному пiдходi в освiтi.

Людина стає спецiалiстом внаслiдок оволодiння соцiально-особистiсними,
загальнонауковими, iнструментальними та фаховими компетенцiями, що пе-

c⃝Сергєєва А. С., Труш Н. I.,2014
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редбачають здатнiсть i готовнiсть використовувати знання для вирiшення
проблем у власнiй професiйнiй дiяльностi в умовах невизначеностi [5, с. 5].

Категорiальний апарат i теоретичне обґрунтування компетентнiс-
ного пiдходу в освiтi нинi розробляються росiйськими (А.Маркова,
Л.Митiна, Н.Кузьмiна, А.Хуторський та iн.), вiтчизняними (Н. Бiбiк,
Л.Ващенко, I. Єрмаков, О. Локшина, О. Овчарук, Л.Паращенко, О.Пометун,
О.Савченко та iн.), зарубiжними науковцями (Дж. Рамен, Р.Уайт, Д. Хаймс,
I. Блауберг та iн.).

Слiд зазначити, що однозначнiсть вiдсутня навiть у визначеннi основних
категорiй. Аналiз наукових дослiджень iз проблеми формування компетен-
тностей i компетенцiй фахiвця виявив розходження в їхньому розумiннi. У
представленiй роботi пiд компетентнiстю будемо розумiти здатнiсть особисто-
стi до виконання професiйних обов’язкiв через сформованi знання, вмiння,
навички, досвiд дiяльностi, а пiд компетенцiєю — iнтегровану характеристи-
ку фахiвця, виражену через потенцiйну готовнiсть до застосування набутих
у процесi навчання знань, умiнь, навичок, досвiду дiяльностi. Аналiз кон-
тексту вживання поняття «компетенцiї» дозволяє розумiти його як соцiально
закрiплений освiтнiй результат. Тобто компетенцiї можуть бути виведенi як
реальнi вимоги до засвоєння сукупностi знань, способiв дiяльностi, досвiду,
якостей особистостi, яка дiє в соцiумi.

Одним iз найбiльш важливих питань фахової пiдготовки майбутнього
вчителя математики є питання його методичної пiдготовки. Останнiм часом
науковою спiльнотою активно вивчаються проблеми компетентнiсного пiдхо-
ду у вирiшеннi даного питання.

Окремим аспектам формування методичної компетентностi майбутнього
вчителя математики присвячена значна кiлькiсть дослiджень (I. Акулен-
ко,О. Ларiонова, О. Лебедєва, I. Малова, В. Моторiна, О. Скафа, С. Сквор-
цова, Н. Стефанова, Н. Тарасенкова та iн.).

Однак аналiз реального навчального процесу засвiдчує, що змiст освi-
ти залишається недостатньо спрямованим на набуття учнями та студентами
ключових компетентностей, якi мають стати основою процесу оцiнювання
навчальних досягнень у системi освiти.

Проведена нами дiагностика й аналiз результатiв рiзних видiв дiяльностi
студентiв математичних спецiальностей продемонстрували, що в основному
процес навчання здiйснюється традицiйно, що забезпечує студентiв значним
багажем предметних знань, але не сприяє розвитку у них вмiнь виходити за
межi навчальних ситуацiй, у яких формуються цi знання.
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Виходячи iз вище сказаного, можна констатувати iснування суперечностi
мiж рiвнем теоретичних дослiджень питань компетентнiсного пiдходу в освiтi
та рiвнем розробки механiзмiв упровадження його у реальний навчальний
процес.

Стаття присвячена аналiзу механiзмiв упровадження компетентнiсного
пiдходу у процес фахової пiдготовки майбутнiх вчителiв математики.

Основна частина
Реалiзацiя цiлей i завдань якiсної пiдготовки майбутнього вчителя мате-

матики зумовлює необхiднiсть пошуку шляхiв i засобiв удосконалення його
методичної пiдготовки, яка є важливою ланкою в структурi його професiйно-
педагогiчного становлення й розвитку.

Основною метою методичної пiдготовки майбутнього вчителя є форму-
вання методичної компетентностi. Компетентнiсть як характеристика осо-
бистостi, що формується в процесi навчальної дiяльностi, є iнтегрованим
результатом набуття компетенцiй – таких «вiдчужених вiд суб’єкта, соцiально
заданих норм до освiтньої пiдготовки того, хто навчається, що є необхiдними
для його якiсної дiяльностi в певнiй сферi» [2, с. 409]. Змiст поняття «ме-
тодична компетентнiсть» може бути розкритим через систему методичних
компетенцiй з урахуванням їх компонентiв та можливостей дiагностики їх
сформованостi.

Напевно, впровадження компетентнiсно-орiєнтованого пiдходу потребує
одночасної перебудови як змiсту так i форм органiзацiї навчального процесу.
Причому його суб’єкти та об’єкт мають задовольняти ряду вимог.

• Педагог зобов’язаний глибоко розумiти важливiсть обраного пiдходу,
мати мотивацiю i бажання до нововведень (не секрет, що значна кiлькiсть ву-
зiвських викладачiв негативно ставляться до iнновацiй) та бути спроможним
спроектувати нову технологiю навчання.

• Студент повинен мати внутрiшню мотивацiю й ставитись вiдповiдаль-
но до навчання, прагнути досягнення особистiсно значимих результатiв (не
тiльки хороших оцiнки, якi дають право на отримання стипендiї), розумiти
специфiку майбутньої професiйної дiяльностi, бути налаштованим на активну
взаємодiю з викладачем та iншими студентами.

• Навчальний матерiал повинен являти собою системне, узагальнене,
можливо, мiждисциплiнарне знання, представлене у рiзноманiтних формах
пошукової, мислительної дiяльностi, продуктивного творчого процесу. Кате-
горiя «знання» має тлумачитись як накопиченi передумови до виконання дiй,
як «процедурнi знання».
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• Форми органiзацiї навчального процесу мають бути поповненими та-
кими видами, якi дозволяють залучити студентiв до спiвробiтництва та сумi-
сної творчостi, до рiзноманiтних форм вiдносин та спiлкування.

Традицiйно формування методичної компетентностi вважається прерога-
тивою курсу «Методика навчання математики». Однак досвiд проектування
процесу пiдготовки майбутнiх вчителiв математики дозволяє зробити виснов-
ки про певну обмеженiсть можливостей даного курсу. Процес формування
методичних компетенцiй, як необхiдну умову, передбачає володiння студен-
тами системою математичних, психологiчних, педагогiчних знань, умiнь i
особистого досвiду в їхньому застосуваннi пiд час викладання шкiльної ма-
тематики.

Аналiз вiдомого досвiду [1] та результати власного дослiдження свiдчать
про можливостi прилучати студентiв до дiяльностi методичного характеру не
тiльки у процесi опрацювання вiдповiдного навчального курсу. Робота може
здiйснюватись у кiлька етапiв.

• Пiд час вивчення основних математичних курсiв окремi методичнi
компетенцiї можуть формуватись у фоновому режимi. Це стає можливим за
умови включення у систему задач вiдповiдного курсу спецiальних завдань
(за своєю суттю, методичних), якi дозволяють студентам навчитись бачити
шкiльну математику з висоти наукових та прикладних iнтересiв. Авторами
статтi започаткована сумiсна робота з викладачами курсу «Алгебра i теорiя
чисел», спрямована на органiзацiю дiяльностi студентiв з використання ка-
тегорiй та алгоритмiв курсу алгебри до розв’язання шкiльних задач та до
залучання студентiв до створення систем задач, що можуть використовува-
тись у роботi з учнями.

• Вже з першого-другого курсiв студенти залучаються до пiдготовки
та проведення математичних конкурсiв та олiмпiад, заохочується їх участь
у проведеннi контролюючих заходiв у педагогiчному лiцеї. Подiбнi заходи
дозволяють сформувати у студентiв досвiд використання у процесi навчання
так званої «вертикальної» педагогiки (Р. Г. Хазанкiн).

• Особлива роль вiдводиться курсу «Елементарна математика». Викла-
дачi придiляють увагу не тiльки узагальненим прийомам розв’язання класiв
задач, а й аналiзу можливих прийомiв побудови системи задач, способiв уза-
гальнення тощо. Комплекси для самостiйної та iндивiдуальної роботи мiстять
завдання аналiтико-синтетичного характеру, завдання на конструювання сис-
тем задач з заданими характеристиками, вибiр опорних чи ключових задач
до заданої теми.
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• Формування методичної компетентностi майбутнього вчителя мате-
матики виступає однiєю з провiдних цiлей та активно вiдбувається у процесi
опанування курсу «Методика навчання математики» та курсiв за вибором
методичного спрямування. Основою для визначення методичних компетенцiй
учителя математики є основнi фаховi й вiдповiднi їм типовi задачi методичної
дiяльностi вчителя математики. У монографiї [3] вводяться наступнi групи
методичних компетентностей (у нашому розумiннi «компетенцiй») майбутнiх
вчителiв математики, що забезпечують реалiзацiю функцiї:

1) з аналiтико-синтетичної дiяльностi;
2) з планування й конструювання;
3) з органiзацiї й керування дiяльнiстю учнiв у процесi навчання матема-

тики;
4) з оцiнювання власної дiяльностi й дiяльностi учнiв.

У кожнiй групi видiляємо конкретнi види компетенцiй, якi слугують орiєн-
тиром у роботi над курсом, дозволяють студентам ознайомитись з перспек-
тивами своєї дiяльностi, виступають основою при здiйсненнi монiторингу
досягнень студентiв.

Одним iз основних засобiв, що дозволяють формувати методичнi компе-
тенцiї є система методичних завдання. Методичнi завдання — це такi завдан-
ня, якi спрямованi на оволодiння прийомами методичної роботи iз запропо-
нованим математичним навчальним змiстом (поняттям, теоремою, задачею
тощо). Авторами розроблено систему методичних завдань для кожної з наз-
ваних чотирьох груп методичних компетенцiй. Використання таких завдань
дозволяє сформувати цiннiсне ставлення до категорiй методики математики;
виробити у студентiв критичне ставлення до результатiв попередньої роботи
та мотивувати вдосконалення своєї професiйної дiяльностi.

Сучасний процес навчання важко уявити без використання iнформа-
цiйних технологiй. Використовуючи блоково-модульне структурування про-
грамового матерiалу курсу «Методика навчання математики», розроблене
проектне середовище, для якого додана електронна оболонка навчально-
методичного комплексу дисциплiни. Отримана модель дозволяє перейти на
рiвень технологiї навчання, яку коротко охарактеризуємо.

Перш за все студенти ознайомлюються iз загальними цiлями i завдання-
ми курсу, ключовими, загальноосвiтнiми та предметними компетенцiями, якi
будуть розвиватись впродовж навчання.

Вiдбувається також знайомство студентiв з особливостями структури
електронного навчально-методичного комплексу, можливостями сайту, на
якому вiн розмiщений.
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Наступним етапом є сумiсна робота викладача та студентiв над окремими
навчальними та змiстовими модулями. До кожного модуля студент отримує
розроблену викладачами матрицю, у якiй в рядках подаються компетенцiї,
що мають бути сформованими, а у стовпцях пiзнавальнi рiвнi навченостi за
Б. Блумом (знання, розумiння, використання, аналiз, синтез, оцiнювання),
кожний студент отримує також таблицю з розширеними i уточненими харак-
теристиками категорiй навчальних цiлей. До кiнця вивчення модуля студент
для кожної компетенцiї вiдмiчає вiдповiдну клiтинку у матрицi, на основi
самооцiнки дає розгорнуту характеристику своїх навчальних досягнень. У
результатi рiзних планових контролюючих заходiв викладач заносить у ма-
трицю свою оцiнку та порiвнює її з самооцiнкою студента. Якщо виявляється
неспiвпадiння, то викладач пояснює студенту свою позицiю. Це сприяє ви-
явленню наявного обсягу й рiвня засвоєння сукупностi методичних знань,
навичок, умiнь, цiннiсних орiєнтацiй та досвiду виконання молодим фахiвцем
рiзних видiв методичної дiяльностi. Тим самим пiдвищується оцiнна культура
студента, що для майбутнього вчителя є особливо важливим.

Виходячи з об’єктивної необхiдностi використання iнновацiйних форм ор-
ганiзацiї навчального процесу у майбутнiй професiйнiй дiяльностi, залучаємо
студентiв до створення рiзного роду методичних моделей: вiд моделюван-
ня окремого виду дiяльностi на уроцi до створення предметно-математичної
моделi випускника загальноосвiтньої школи. Студенти беруть участь у роз-
робцi проектiв, якi у майбутньому можуть запропонувати i своїм учням. На
практичних та лабораторних заняттях з методики навчання математики ви-
користовуються iнтерактивнi методи, дискусiї, дiловi iгри, перегляд та аналiз
вiдео презентацiй урокiв рiзних вчителiв та iн.

Поєднання теоретичної та практичної пiдготовки забезпечують макси-
мiзацiю суб’єктного досвiду студентiв у здiйсненнi рiзних видiв методичної
дiяльностi.

Висновки
Компетентнiсний пiдхiд на сьогоднiшнiй день є однiєю iз актуальних проб-

лем освiти i може розглядатися як вихiд iз проблемної ситуацiї, що виникла
через протирiччя мiж необхiднiстю забезпечити якiсть освiти та неможливiс-
тю вирiшити цю проблему традицiйним шляхом.

Акценти в методичнiй пiдготовцi вчителя математики мають бути пере-
несенi з вивчення стандартних, iнварiантних станiв на механiзми оволодiння
новими, прилучення до перспективних моделей педагогiчного досвiду й го-
товностi до набуття власного в широкiй i рiзноманiтнiй практицi.
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ПРО ЗМIСТОВЕ НАПОВНЕННЯ ТЕМИ «ВЗАЄМНЕ
РОЗТАШУВАННЯ ПРЯМИХ I ПЛОЩИН У ПРОСТОРI»

ЗАДАЧАМИ КЛАСИФIКАЦIЙНОГО ХАРАКТЕРУ

Висвiтлюється авторський досвiд впровадження дослiдницьких задач на прикладi вив-
чення «Теорiї прямих i площин у просторi» шляхом змiстового її наповнення задачами
класифiкацiйного характеру. В якостi таких задач в роботi вперше наведена класифiка-
цiя прямих простору за ознакою взаємного розташування вiдносно координатних осей i
площин декартової системи координат.

Ключовi слова: науково-дослiдницька дiяльнiсть, задачi класифiкацiйного харак-
теру, класифiкацiя прямих простору.

Вступ
Постановка проблеми. Загально визнано, що всебiчний розвиток

майбутнiх вчителiв ЗОШ та викладачiв ВНЗ, зокрема формування профе-
сiйних компетентностей, є одними з головних завдань, якi сьогоднi стоять
перед вiтчизняними педагогiчними ВНЗ. Тому вiдповiдними програмами пiд-
готовки фахiвцiв передбачається формування унiверсальних знань, умiнь
i навичок, якi будуть необхiдними для адаптацiї випускникiв педагогiчних
ВНЗ до нових суспiльних умов та повноцiнної їх самореалiзацiї.

На превеликий жаль, результати дiагностик рiвня залишкових знань (за
результатами ККР) свiдчать про те, що значна частина студентiв, зокрема
математичних спецiальностей педагогiчних ВНЗ, мають труднощi з виконан-
ням саме творчих завдань та розв’язанням нетипових i дослiдницьких задач.

Одна з причин, на думку А.I. Савенкова, полягає у тому, що «... тради-
цiйне навчання у вишах будується не так на методах самостiйного, творчого
i дослiдницького пошуку, як на репродуктивнiй дiяльностi, спрямованiй на
засвоєння готових, ранiше добутих iстин. I саме тому навчання студентiв
втрачає головну рису дослiдницької поведiнки — пошукової активностi. Як
результат — втрата допитливостi, здiбностi самостiйно мислити, що практич-
но унеможливлює процеси самонавчання, самовиховання, а отже, i самороз-
витку.» [11]

c⃝Кадубовський О.А., Алдошина А.В.,2014
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Незважаючи на тривалий i поширений досвiд викладання аналiтичної
геометрiї у ВНЗ та «елементiв аналiтичної геометрiї» i «методу координат»
в ЗОШ, слiд також визнати, що на сьогоднi ще залишається ряд актуаль-
них проблем (зокрема й зазначена «традицiйнiсть у навчаннi»), пов’язаних
iз навчанням та викладанням цього роздiлу математики.

Однiєю з таких проблем, яка особливо гостро постала останнiм часом, є
значне зменшення тижневого аудиторного навантаження студентiв. У зв’язку
з цим — зменшення аудиторних годин, що вiдводяться навчальними планами
на лекцiйнi та практичнi заняття. I як наслiдок — «аудиторне озброєння»
теоретичним «мiнiмумом» та навичками розв’язання переважно типових за-
дач. Таким чином, викладач вимушений «передавати» досвiд з розв’язування
дослiдницьких задач у позааудиторний час. Такий вид роботи, як правило, ре-
алiзується пiд час iндивiдуальних консультацiй, пов’язаних iз виконанням (в
iдеалi — захистом) iндивiдуальних довгострокових завдань, якi крiм типових
задач передбачають i задачi дослiдницького характеру. Проте, як свiдчить
досвiд, наявнiсть розв’язкiв необхiдної кiлькостi задач стає самоцiллю i да-
леко не завжди на користь дослiдницьких задач.

Але ж «дослiдницькi задачi кориснi тим, що не мiстять алгоритмiчних
пiдходiв i завжди потребують пошуку нових iдей, якi стимулюють пiзнаваль-
нi iнтереси студентiв, формують навички проведення аналiзу, систематизацiї,
висунення гiпотез, допомагають оволодiти дедуктивним методом, активiзу-
ють самостiйну пошукову дiяльнiсть.» [12]

Таким чином, проблема вибору методiв навчання у контекстi розвитку
дослiдницької компетентностi при вивченнi геометрiї є як нiколи актуальною.

Спробi вирiшення (принаймнi частково) зазначеної проблеми й присвя-
чена дана стаття, в якiй висвiтлюється досвiд впровадження дослiдницьких
задач на прикладi вивчення теми «Взаємне розташування прямих i площин
у просторi».

Аналiз актуальних дослiджень, присвячених рiзним аспектам органiзацiї
науково-дослiдної дiяльностi студентiв; проблемам формування дослiдниць-
ких умiнь студентiв; спiвробiтництву викладачiв i студентiв у наукових
дослiдженнях, достатньо повно висвiтлений в [13].

Особливу нашу увагу привернула до себе монографiя [5], в якiй висвiт-
лено теоретико-методологiчнi засади узагальнення та систематизацiї знань
студентiв з аналiтичної геометрiї.

Бiльш детально зупинимося на аналiзi дидактичного забезпечення теми.
Традицiйно, вивчення та виклад тем «Пряма у просторi», «Взаємне розта-
шування прямих у просторi» та «Взаємне розташування прямих i площин
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у просторi» супроводжується розглядом частинних випадкiв розташування
прямої вiдносно фiксованої декартової системи координат (ДСК).
Якiсний та кiлькiсний аналiз теоретичного i дидактичного матерiалу, який
мiститься в бiльшостi розповсюджених та рекомендованих пiдручниках i збiр-
никах задач, дозволяє констатувати наступне:

1) Задачi, якi вiдносяться до суттєво рiзних положень прямої у просторi
(за ознакою взаємного розташування вiдносно координатних осей i площин
ДСК), здебiльшого, вичерпуються розглядом лише тих випадкiв, коли пряма
є паралельною (спiвпадає) до певної координатної осi або ж є паралельною
(належить) до певної координатної площини [1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 10].

2) Прямим загального положення майже не придiляється увага. Винят-
ком, частково позбавленим зазначеної вади, є наприклад збiрники [2, 7, 8, 14],
в яких у загальному виглядi пропонуються й задачi на дослiдження критерiїв
взаємного розташування прямих i площин простору.

3) Загалом, в тому чи iншому виглядi, зустрiчаються щонайбiльше 85 iз
133 суттєво рiзних (у зазначеному вище контекстi) типiв прямих. Проте сам
факт типiзацiї прямих, як правило, затушовується.

Класифiкацiя прямих простору за вказаною ознакою в явному виглядi до
сьогоднi залишалась не висвiтленим питанням навiть в теоретичному аспектi.

Отже, метою статтi є висвiтлення авторського досвiду щодо впроваджен-
ня дослiдницьких задач на прикладi вивчення теми «Пряма i площина у
просторi» шляхом змiстовного її наповнення класифiкацiєю прямих за озна-
кою взаємного розташування вiдносно координатних осей i площин ДСК.

Основна частина
Перш нiж викласти суть класифiкацiї прямих простору за ознакою вза-

ємного розташування вiдносно координатних осей i площин ДСК наведемо
загальнi рекомендацiї стосовно впровадження вiдповiдних типiв прямих
пiд час вивчення тем «Взаємне розташування прямих у просторi» та «Вза-
ємне розташування прямих i площин у просторi», якi вiдноситься до обов’яз-
кового змiстового модуля «Теорiя прямих i площин у просторi»:

1. З основними класами прямих (їх всього 7) пропонованої класифiкацiї
студентiв необхiдно ознайомити вже на перших заняттях теми (можливо на-
вiть пiд час лекцiйного заняття). Ознайомлення з певними iз суттєво рiзних
типiв прямих пропонованої класифiкацiї (надалi – типи прямих) також може
вiдбуватись з перших практичних занять, присвячених вивченню зазначених
тем. Рiзноманiття тематичних задач повинно досягатися не за рахунок роз-
гляду аналогiчних задач з рiзними числовими даними або ж рiзних способiв
заданя прямих i площин, а за рахунок розгляду вiдповiдних типiв прямих.
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2. Безпосереднє ознайомлення з певним типом прямих доцiльно роз-
починати iз задач на побудову прямої, заданої канонiчним рiвнянням iз
числовими даними; а вже потiм запропонувати виявити залежностi або зако-
номiрностi у розташуваннi однотипових прямих.

3. Далi необхiдно розглянути типовi задачi про особливостi розташуван-
ня прямих (заданих канонiчними рiвнянням з числовими даними): з’ясування
питань щодо їх спiвпадiння, паралельностi, перетину або ж мимобiжностi.
Пiсля чого, в якостi частинних випадкiв, слiд розглянути випадки, коли однi-
єю iз таких прямих є координатна вiсь.

Потiм для прямої l : x−x0
l1

= y−y0
l2

= z−z0
l3

(заданої канонiчним рiвнянням в
загальному виглядi) встановити вiдповiднi (необхiднi та/або достатнi) умови
її спiвпадiння, паралельностi, перетину або ж мимобiжностi з координатною
вiссю OX (OY,OZ ). Так, наприклад, необхiдними i достатнiми умовами
спiвпадiння прямої l з вiссю OX (яка «є представником» типу прямих a1,1 )
є наступнi

l ≡ OX ∼= a1,1 ⇔
{
x0 ∈ R, y0 = z0 = 0
l1 ̸= 0, l2 = l3 = 0.

Здiбним студентам слiд запропонувати отримання вiдповiдних аналiтич-
них умов для решти типiв таких прямих у виглядi iндивiдуальних завдань.

4. Деталiзовану класифiкацiю прямих (з усiма 133 суттєво рiзними ти-
пами) доцiльно навести на останньому практичному заняттi, присвяченому
систематизацiї, узагальненням та конкретизацiї набутих знань.

5. Коло задач на встановлення критерiїв приналежностi прямої (заданої
канонiчним рiвнянням в загальному виглядi) до певного типу прямих можна
значно розширити, за рахунок отримання аналогiчних критерiїв на випадок
прямої, заданої як перетин площин (заданих загальними рiвняннями).

6. Наведену класифiкацiю прямих доцiльно доповнити (або ж принайм-
нi запропонувати на самостiйне опрацювання) аналогiчною класифiкацiєю
площин простору (за такою ж самою ознакою).

7. Найбiльш здiбним студентам можна запропонувати й одержання вiд-
повiдних аналiтичних умов для кожного iз суттєво рiзних типiв площин.

Класифiкацiя прямих простору за ознакою взаємного розташування
вiдносно координатних осей i площин ДСК

Пропонована нижче класифiкацiя представлена за допомогою наочної
схеми 1 з подальшою деталiзацiєю в термiнах введених позначень.

I. P – множина прямих, паралельних до координатних площин
1.1) A – клас прямих, паралельних до координатних осей: A1 , A2 , A3 –

пiдкласи прямих, що є паралельними до координатних осей OX , OY i OZ
вiдповiдно;
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1.2) B – клас прямих, що перетинають двi пiввiсi рiзних координатних
осей: B1 , B2 , B3 – пiдкласи прямих, що перетинають пiввiсi осей OY i OZ ,
пiввiсi осей OZ i OX та пiввiсi осей OX i OY вiдповiдно;

1.3) C – клас прямих, що паралельнi однiй з координатних площин, не
є паралельними до вiдповiдних координатних осей та не перетинають третю
вiсь: C1 , C2 , C3 – пiдкласи прямих, що є паралельними до площин Y OZ ,
ZOX та XOY вiдповiдно;

1.4) D – клас прямих, що перетинають координатну пiввiсь (початок
координат), є паралельними (належать) вiдповiднiй площинi та не є пара-
лельними до жодної з двох iнших координатних осей: D1 , D2 , D3 — пiдкласи
прямих, що перетинають осi OX , OY i OZ вiдповiдно.

II. Q — множина прямих, що не є паралельними до жодної з
координатних площин

2.1) E — клас прямих, що проходять через початок координат, не спiвпа-
дають з жодною iз координатних осей та не належать жоднiй з координатних
площин;

2.2) F — клас прямих, що перетинають координатну пiввiсь та є мимо-
бiжними до двох iнших координатних осей: F1 , F2 , F3 — пiдкласи прямих,
що перетинають пiввiсь осей OX , OY i OZ вiдповiдно;

2.3) G — клас прямих, що не є паралельними до жодної з координатних
площин та не проходять через початок координат: G1 , G2 , G3 , G4 — пiд-
класи прямих, що перетинають чверть площини X+OY+ , Y+OX− , X−OY−
i Y−OX+ вiдповiдно.
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Схема 1: до класифiкацiї прямих простору за ознакою взаємного
розташування вiдносно координатних осей i площин АСК

В подальшому без додаткових пояснень для наведених типiв прямих бу-
дуть наведенi графiчнi iлюстрацiї iз зображенням вiдповiдних положень їх
представникiв вiдносно фiксованої ДСК.
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Рис. 1: прямi з класу A

a1,i — представники 9 можливих типiв прямих пiдкласу A1 (що є паралель-
ними до осi OX ) — рис. 1 a) ;
a2,i — представники 9 можливих типiв прямих пiдкласу A2 (що є паралель-
ними до осi OY ) — рис. 1 b) ;
a3,i — представники 9 можливих типiв прямих пiдкласу A3 (що є паралель-
ними до осi OZ ) — рис. 1 c) .
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Рис. 2: прямi з класу B

b1,i — представники 4 можливих типiв прямих пiдкласу B1 (що перетинають
пiввiсi осей OY i OZ ) — рис. 2 a) ;
b2,i — представники 4 можливих типiв прямих пiдкласу B2 (що перетинають
пiввiсi осей OZ i OX ) — рис. 2 b) ;
b3,i — представники 4 можливих типiв прямих пiдкласу B3 (що перетинають
пiввiсi осей OX i OY ) — рис. 2 c) .
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Рис. 3: прямi з класу C

c1,i — представники 8 можливих типiв прямих пiдкласу C1 (що є паралель-
ними до площини Y OZ ) — рис. 3 a) ;
c2,i — представники 8 можливих типiв прямих пiдкласу C2 (що є паралель-
ними до площини ZOX ) — рис. 3 b) ;
c3,i — представники 8 можливих типiв прямих пiдкласу C3 (що є паралель-
ними до площини XOY ) — рис. 3 c) .
 

   

)a  )b  )c  
 

O  

X  

Z  

Y  

3,1
d  

3,2
d  

3,3
d  

3,4
d  

3,5
d  

3,6
d  

O  

X  

Z  

Y

1,1
d  

1,2
d  

1,3
d  

1,5
d  

1,6
d  

1,4
d  

O  

X  

Y  

Z  

2,1
d  

2,2
d  

2,3
d  

2,4
d  

2,5
d  

2,6
d  

Рис. 4: прямi з класу D

d1,i — представники 6 можливих типiв прямих пiдкласу D1 (що перетинають
вiсь OX ) — рис. 4 a) ;
d2,i — представники 6 можливих типiв прямих пiдкласу D2 (що перетинають
вiсь OY ) — рис. 4 b) ;
d3,i — представники 6 можливих типiв прямих пiдкласу D3 (що перетинають
вiсь OZ ) — рис. 4 c) .
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Рис. 5: прямi з класу E

ei — представники 4 можливих типiв прямих, що проходять через початок
координат, не спiвпадають з жодною iз координатних осей та не належать
жоднiй з координатних площин (цiлком розташованi у двох протилежних
октантах)
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Рис. 6: прямi з класу F

f1,i — представники 8 можливих типiв прямих пiдкласу F1 (що перетинають
пiввiсь осi OX ) — рис. 6 a) ;
f2,i — представники 8 можливих типiв прямих пiдкласу F2 (що перетинають
пiввiсь осi OY ) — рис. 6 b) ;
f3,i — представники 8 можливих типiв прямих пiдкласу F3 (що перетинають
пiввiсь осi OZ ) — рис. 6 c) .
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Рис. 7: g1,i — представники 6 можливих типiв прямих пiдкласу G1 (що пере-
тинають чверть площину X+OY+ ) 
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Рис. 8: g2,i — представники 6 можливих типiв прямих пiдкласу G2 (що пере-
тинають чверть площину Y+OX− )
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Рис. 9: g3,i — представники 6 можливих типiв прямих пiдкласу G3 (що пере-
тинають чверть площину X−OY− ) 
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Рис. 10: g4,i — представники 6 можливих типiв прямих пiдкласу G4 (що пе-
ретинають чверть площину Y−OX+ )
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Висновки
Апробацiя запропонованого змiстового наповнення теми «Пряма i пло-

щина у просторi» вiдбувалась пiд час викладання протягом першого семе-
стру 2013–2014 н.р. спецкурсу (варiативної дисциплiни за вибором студентiв)
«Вибранi питання математики» для студентiв 5 курсу фiзико-математичного
факультету ДВНЗ «Донбаський державний педагогiчний унiверситет», що
навчаються за освiтньо-професiйною програмою пiдготовки магiстра, спецi-
альнiсть 8.04020101 Математика*.

Результати апробацiї дозволяють стверджувати, що залучення студен-
тiв до розв’язування класифiкацiйних задач є саме тим видом навчально-
наукової дiяльностi, який сприяє:

— розвитку вiдповiдних практичних навичок;
— бiльш свiдомому засвоєнню базових понять та геометричних властивос-

тей i ознак, а не перетворюється у формальну їх перевiрку шляхом пiдста-
новки вихiдних даних у необхiднi аналiтичнi рiвностi.

Проте слiд констатувати, що отримання критерiїв (необхiдних i достатнiх
умов у виглядi вiдповiдної системи аналiтичних рiвностей та/або нерiвнос-
тей) на початковому етапi викликали неабиякi труднощi навiть у сильних
студентiв.

На нашу думку подальша розробка теми може бути пов’язана з виявлен-
ням i систематизацiєю задач класифiкацiйного характеру в курсi аналiтичної
геометрiї, зокрема що вiдносяться до «Теорiї прямих i площин у просторi».
Однак слiд розумiти, що задачi класифiкацiйного характеру не повиннi стати
самоцiллю. Для викладача будь-яка класифiкацiя повинна мати практичний
сенс, причому у тiй мiрi, в якiй вона допоможе йому здiйснювати цiлеспря-
мований вибiр вiдповiдного методу навчання для розв’язання конкретних
дидактичних задач.

Крiм того, цiкавим, навiть з математичної точки зору, здається з’ясування
питання про задання в явному виглядi вiдношення еквiвалентностi, яке роз-
шаровує множину прямих тривимiрного простору з фiксованою ДСК на шари
(класи еквiвалентностi), кожен з яких мiстить лише тi прямi, що вiдносяться
до одного зi 133 суттєво рiзних типiв прямих за наведеною класифiкацiєю.

Автори переконанi у тому, що дослiдницька дiяльнiсть, пов’язана iз
розв’язанням класифiкацiйних задач, має стати одним з основних видiв ро-
боти не лише пiд час викладання спецкурсiв (з фундаментальних та фахових
дисциплiн за вибором студентiв), але й пiд час проведення курсiв пiдвищення
квалiфiкацiї вчителiв математики.
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ПРО МЕТРИЧНI ЗАДАЧI «ТЕОРIЇ ПРЯМИХ I ПЛОЩИН У
ПРОСТОРI» В АФIННИХ КООРДИНАТАХ

В статтi висвiтлюється один iз можливих пiдходiв до вивчення змiстового модуля
«Метричнi задачi теорiї прямих i площини у просторi» за хронологiєю, що базується на
найбiльш доцiльнiй послiдовностi ключових задач та їх викладi саме в афiнних координа-
тах, на вiдмiну вiд традицiйного викладу в прямокутних декартових координатах.

Ключовi слова: афiнна система координат у просторi, матриця Грама, метричнi
задачi на пряму та площину, систематизацiя.

Вступ
Тема «Метричнi задачi на ... в афiнних координатах» (надалi – «МЗвАК»)

є невiд’ємною змiстовою складовою об’єднаного курсу лiнiйної алгебри та
аналiтичної геометрiї для студентiв фiзико-математичних спецiальностей
«класичних» унiверситетiв [6, 1].

Дисциплiни «Лiнiйна алгебра та аналiтична геометрiя» i «Аналiтична гео-
метрiя» є нормативними дисциплiнами освiтньо-професiйних програм (ОПП)
пiдготовки майбутнiх викладачiв фiзики та математики. Проте, на превели-
кий жаль, вiдповiдними ОПП пiдготовки зазначених фахiвцiв для наведених
дисциплiн не передбачено вивчення змiстових модулiв «МЗвАК». Можли-
во тому, в бiльшостi рекомендованих пiдручникiв, методичних посiбникiв та
збiрникiв задач з аналiтичної геометрiї для студентiв педагогiчних ВНЗ ме-
тричнi задачi розглядають виключно в прямокутних координатах.

Оскiльки подальша викладацька дiяльнiсть випускникiв магiстратури
(педагогiчних ВНЗ) за фiзико-математичними спецiальностями передбачає
готовнiсть до навчання спецiалiстiв рiзного профiлю, то сьогоднi перед вiт-
чизняними ВНЗ, що готують майбутнiх викладачiв, постало надважливе
завдання — формувати фахiвцiв iз високим рiвнем професiйної компетентно-
стi [7]. Необхiднiсть отримання студентами бiльш фундаментальних знань,
зокрема iз зазначеної теми, й визначає проблему вибору можливих пiдходiв
до вирiшення поставленого завдання.

c⃝Кадубовський О.А., Чиркова Н.О.,2014

158



Кадубовський О.А., Чиркова Н.О. Метричнi задачi «теорiї прямих i площин у просторi»

Результати кiлькiсного та якiсного аналiзу дидактичного забезпечення
«Метричної теорiї прямих i площин у просторi» за найбiльш розповсюдже-
ними i рекомендованими пiдручниками та збiрниками задач [6]–[10], [9]–[1]
дозволяють констатувати, що:
— систематизацiя та виокремлення ключових метричних задач «Теорiї пря-
мих i площин у просторi» в явному виглядi, навiть для випадку прямокутних
координат, залишаються недостатньо висвiтленими питаннями;
— «рiзноманiття» задач, здебiльшого, досягається за рахунок розгляду рiзних
способiв задання прямої та площини, несуттєвих додаткових умов або ж за
рахунок розгляду аналогiчних задач з iншими числовими даними;
— задачам без числових даних та задачам дослiдницького характеру також
придiляється недостатня увага, а їх роль взагалi затушовується;
— в бiльшостi iснуючих збiрниках вiдсутнi деякi досить важливi задачi,
знання та навички розв’язання яких безсумнiвно сприятимуть формуванню
належного рiвня професiйної компетентностi майбутнiх викладачiв ВНЗ.

Втiшає те, що зазначених вад, принаймнi частково, позбавленi збiрники
задач [6, 4, 9].

Однак окреслений ряд iснуючих проблемних питань свiдчить про акту-
альнiсть та необхiднiсть проведення додаткових розвiдок, пов’язаних iз систе-
матизацiєю та виокремленням ключових метричних задач «Теорiї прямих i
площин у просторi», зокрема в афiнних координатах. У зв’язку з цим основнi
завдання нашого дослiдження полягали у:
— розв’язуваннi наявних задач з обраної теми саме в афiнних координатах;
— їх систематизацiї за найбiльш доцiльним та ефективним (на думку авторiв)
для вивчення i засвоєння хронологiчним порядком;
— виокремленнi з них «ключових».

Як з’ясувалося, роздiли «МЗвАК» вперше було запропоновано П.С. Мо-
деновим i О.С. Пархоменком у 1976 р. у збiрнику задач [9]. Причому всi
задачi таких роздiлiв авторами було вiднесено до задач теоретичного харак-
теру та пiдвищеної складностi. Один з можливих пiдходiв до систематизацiї
та виокремлення ключових метричних задач «Теорiї прямих на площинi» в
афiнних координатах викладено у роботi [5]. Представлену статтю можна
вважати її логiчним продовженням.

Отже, мета даної статтi полягає у висвiтленнi авторського досвiду iз
систематизацiї та виокремлення «ключових» задач, їх доповненнi вправами-
наслiдками та задачами-наслiдками теоретичного характеру, якi б (у певному
розумiннi) «повно» охоплювали метричнi задачi «Теорiї прямих i площин у
просторi».
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Основна частина
Досвiд спiлкування зi студентами фiзико-математичних спецiальностей,

на превеликий жаль, свiдчить про невисокий рiвень геометричної культури.
На нашу думку, основна причина — хаотичне нагромадження в пам’ятi сту-
дентiв сукупностi понять i фактiв з фундаментальних дисциплiн та невисокий
рiвень усвiдомлення взаємозв’язкiв мiж ними.

Психологи О.В. Скрипченко, Т.М. Лисянська та iн. зазначають, що зна-
ння вважаються засвоєними лише тодi, коли вони зберiгаються в пам’ятi в
узагальненому, згорнутому виглядi як вибудованi, усвiдомленi, гнучкi теоре-
тичнi положення, якi виражають свiтогляд та систему переконань.

Як вiдомо, особливiстю курсу аналiтична геометрiя є його (майже без-
прецедентна) геометрична наочнiсть. I тому, саме через цю обставину, для
розвитку бiльш фундаментальних математичних уявлень, та з метою досяг-
нення наочностi алгебраїчних абстракцiй i лаконiчностi геометричних до-
ведень необхiдно здiйснювати цiлеспрямоване навчання взаємопов’язаному
використанню i «взаємоперекладам» мiж природними для лiнiйної алгебри
та аналiтичної геометрiї формами iнформацiї: геометричною наочнiстю i сим-
вольними образами.

На нашу думку, вивчення змiстових модулiв «МЗвАК» в курсi аналiти-
чної геометрiї сприятиме бiльш свiдомому розумiнню студентами наукових
iдей та методiв аналiтичної геометрiї взагалi, її мiсця серед iнших матема-
тичних дисциплiн та взаємозв’язку з ними. Зазначимо, що ще Б.Н. Делоне
наголошував на необхiдностi широкого розвитку афiнної точки зору, бо зв’я-
зок аналiтичної геометрiї з такими важливими роздiлами математики, як
аналiз i алгебра, вiдбувається саме через афiнну i метричну геометрiю [3].

Непоодинокий досвiд використання (адаптацiї) технологiї навчання ма-
тематицi за Р.Г. Хазанкiним дозволяє стверджувати, що робота викладача
з вибору ключових задач до певного змiстового модуля математичної дис-
циплiни дає можливiсть забезпечити необхiдний фундамент для навчання
студентiв розв’язувати бiльш складнi задачi з вiдповiдної теми.

У зв’язку з цим, пропонований нами пiдхiд базується на використаннi кон-
кретної системи «ключових» задач (саме в афiнних координатах). Причому,
кожну з них «оснащено» вправами-наслiдками та задачами-наслiдками, якi
«традицiйно» вiдносять до так званих «типових» задач.

Пiд ключовою задачею ми будемо розумiти задачу, в результатi розв’я-
зання якої встановлюється математичний факт, що часто використовується
при розв’язаннi iнших задач.
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Пiд вправою-наслiдком — задачу «iлюстративного» характеру, яка є три-
вiальним тлумаченням вiдповiдної ключової задачi у частинних її проявах
та /або iнтерпретацiях.

Пiд задачею-наслiдком — ту, яка надає зразок застосування (отриманого
у вiдповiднiй(их) ключовiй(их) задачi(ах)) результату чи способу її розв’язу-
вання (розкриває суть прийому).

Одна iз особливостей пiдходу полягає в тому, що всi пропонованi задачi
сформульовано у загальному виглядi (без числових даних). Останнє зовсiм не
означає, що головною метою є одержання кiнцевої формули, як формальне
її узагальнення на випадок афiнних координат. Навпаки — вона повинна бу-
ти результатом свiдомого, по-крокового розв’язування, кiнцевим продуктом
якого є вiдповiдний алгоритм.

Крiм того, розв’язання зазначених задач в афiнних координатах при-
пускають алгоритми, що майже позбавленi необхiдностi в апелюваннi до
геометричної наочностi (як вихiдного пункту мiркувань), якi без змiн (проте
з очевидними значними спрощеннями) доцiльно використовувати при розв’я-
зуваннi цих задач в косокутних та прямокутних координатах.

На нашу думку, такий спосiб подачi матерiалу сприятиме формуванню у
студентiв саме систематизованих знань, якi слiд розглядати i як засiб, i як
мету вивчення змiстового модуля «МЗвАК» iз зазначеної теми.

Одержанi в роботi результати можуть бути теоретичною та дидактичною
основою викладання змiстового модуля «Метричнi задачi теорiї прямих i пло-
щин у просторi» об’єднаного курсу з аналiтичної геометрiї та лiнiйної алгебри
для студентiв фiзико-математичних спецiальностей. Розв’язки запропонова-
них задач (у загальному виглядi) доцiльно використовувати у двох аспектах:

з одного боку — пiд час добору задач iз новими числовими даними,
з iншого боку — як самостiйний iнструментарiй для розв’язування ши-

рокого кола метричних задач на многогранники з вiдомими довжинами
(трьох) ребер зi спiльною вершиною та кутами мiж ними.

Перш нiж перейти до ознайомлення iз результатами систематизацiї та ви-
окремлення ключових метричних задач «Теорiї прямих i площин у просторi»
в афiнних координатах, зазначимо, що студентам, пiсля вивчення змiстового
модуля «Елементи векторної алгебри», достатньо усвiдомлювати базовi по-
няття «Методу координат» та факти, що вичерпуються наступними

Означення 1. Узагальненою декартовою (або ж афiнною) системою коор-
динат у просторi називають впорядковану сукупнiсть трьох осей коорди-
нат, що не лежать в однiй площинi та проходять через одну точку O ,
яка є початком координат на кожнiй з осей.
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Iншими словами — афiнна система координат у просторi цiлком визначається
точкою O (початок координат) та впорядкованою трiйкою некомпланарних
векторiв −→e1 ,−→e2 ,−→e3 зi спiльним початком у точцi O . Напрями цих векторiв ви-
значають додатнi напрями координатних осей OX (абсцис), OY (ординат)
та OZ (аплiкат) вiдповiдно.
Означення 2. Простiр з фiксованою узагальненою декартовою (афiнною)
системою координат називають (афiнним) координатним простором.

Означення 3. Метричними коефiцiєнтами gij базису {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} (в прос-
торi) називають наступнi скалярнi добутки

gij = ⟨−→ei ,−→ej ⟩ = |−→ei | · |−→ej | · cos∠ (−→ei ,−→ej ) ∀i, j ∈ {1, 2, 3}. (1)

Матрицю G = (gij) , елементами якої є зазначенi добутки, називають матри-
цею Грама метричних коефiцiєнтiв базису {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} . Оскiльки gij = gji ,
то GT = G , де GT — матриця, транспонована до матрицi G .

Добре вiдомо, що якщо два вектори вiдносно базису {−→e1 ,−→e2 ,−→e3} задано
координатами −→a = {a1, a2, a3} ,

−→
b = {b1, b2, b3} , то їх скалярний добуток

можна обчислити за формулою⟨−→a ,−→b ⟩ =
3∑
i=1

3∑
j=1

gijaibj =
(
a1 a2 a3

)
◦G ◦

 b1
b2
b3

 = AT ◦G ◦B, (2)

де A i B – матрицi-стовпцi, елементами яких є координати векторiв −→a i
−→
b

вiдповiдно, AT – матриця-рядок, що є транспонованою до матрицi A [1].
Оскiльки ⟨−→a ,−→a ⟩ = |−→a |2 , то

|−→a | =
√
AT ◦G ◦ A. (3)

Площу паралелограма, побудованого на двох неколiнеарних векторах
−→p = {p1; p2; p3} i −→q = {q1; q2; q3} можна обчислити за формулою

S� =

√∣∣∣∣ P T ◦G ◦ P P T ◦G ◦Q
P T ◦G ◦Q QT ◦G ◦Q

∣∣∣∣, (4)

де P T =
(
p1 p2 p3

)
, QT =

(
q1 q2 q3

)
, а об’єм паралелепiпеда, побудо-

ваного на трьох некомпланарних векторах −→p = {p1; p2; p3} , −→q = {q1; q2; q3}
i −→r = {r1; r2; r3} — за формулою

V =
√
|G| ·mod

∣∣∣∣∣∣
p1 p2 p3
q1 q2 q3
r1 r2 r3

∣∣∣∣∣∣ . (5)

Бiльш детально з наведеними поняттями та фактами можна ознайоми-
тись, наприклад в [6]–[11], [12], [10], [9]–[1].

162 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Кадубовський О.А., Чиркова Н.О. Метричнi задачi «теорiї прямих i площин у просторi»

Нижче, без додаткових пояснень, представлено результат систематиза-
цiї та виокремлення «ключових» метричних задач теорiї прямих i площин у
просторi в афiнних координатах. Також наведено вправи-наслiдки та задачi-
наслiдки теоретичного i дослiдницького характеру, якi, по сутi, й складають
основу авторського пiдходу до вивчення та викладання змiстового модуля
«МЗвАК» з вiдповiдної теми у курсi лiнiйної алгебри та/або аналiтичної гео-
метрiї для студентiв фiзико-математичних спецiальностей.

В умовах всiх наведених нижче задач координати даних точок i векторiв
та рiвняння прямих i площин задано вiдносно фiксованої афiнної системи
координат з матрицею Грама G = (gij) .

Ключова задача 1. Знайти рiвняння площини, яка проходить через дану
точку та має даний нормальний вектор.

Вправа-наслiдок 1-1. Знайти рiвняння площини, яка проходить через
дану точку перпендикулярно прямiй, заданiй канонiчним рiвнянням.

Вправа-наслiдок 1-2. Знайти рiвняння площини, яка проходить через
дану точку перпендикулярно прямiй, заданiй як перетин двох площин.

Ключова задача 2. Знайти координати нормального вектора площини,
заданої параметричним рiвнянням.

Задача-наслiдок 2.1. Знайти координати нормального вектора площи-
ни, заданої загальним рiвнянням.

Ключова задача 3. Знайти необхiдну та достатню умову перпендику-
лярностi
1) прямих, заданих канонiчними рiвняннями;
2) площин, заданих загальними рiвняннями;
3) прямої i площини, заданих канонiчним та загальним рiвняннями вiд-
повiдно.

Вправа-наслiдок 3-1. Знайти необхiдну та достатню умову перпенди-
кулярностi
1.1) прямої, заданої як перетин двох площин, та прямої, заданої канонiчним
рiвнянням;
1.2) прямих, що є перетином вiдповiдних пар площин, заданих загальними
рiвняннями;
2.1) площин, заданих параметричним та загальним рiвняннями вiдповiдно;
2.2) площин, заданих параметричними рiвняннями;
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3.1) прямої i площини, заданих канонiчним та параметричним рiвняннями
вiдповiдно;
3.2) прямої, заданої як перетин двох площин, i площини, заданої парамет-
ричним рiвнянням.

Задача-наслiдок 3.1. Знайти рiвняння прямої, що проходить через дану
точку перпендикулярно до площини, заданої загальним рiвнянням.

Задача-наслiдок 3.2. Знайти рiвняння площини, що проходить через
дану точку перпендикулярно до кожної з двох непаралельних площин, зада-
них загальними рiвняннями.

Задача-наслiдок 3.3. Знайти рiвняння площини, що мiстить пряму, за-
дану канонiчним рiвнянням, та є перпендикулярною до площини, заданої
загальним рiвнянням.

Ключова задача 4. Знайти косинус (синус) гострого кута мiж
1) прямими, заданими канонiчними рiвняннями;
2) площинами, заданими загальними рiвняннями;
3) прямою, заданою канонiчним рiвнянням, та площиною, заданою за-
гальним рiвнянням.

Вправа-наслiдок 4-1. Знайти косинус (синус) гострого кута мiж
1) прямою, заданою канонiчним рiвнянням, та координатними осями;
2) площиною, заданою загальним рiвнянням, та координатними осями;
3) координатною вiссю та координатною площиною, яка її не мiстить;
4) координатними осями та координатними площинами вiдповiдно;
5) координатними площинами

5.1) ZOX та XOY ; 5.2) XOY та Y OZ ; 5.3) Y OZ та ZOX ;
6) координатними осями

6.1) OX та OY ; 6.2) OY та OZ ; 6.3) OZ та OX .

Ключова задача 5. Знайти рiвняння прямих, якi проходять через дану
точку та перетинають пряму, задану канонiчним рiвнянням, пiд даним
гострим кутом.

Вправа-наслiдок 5-1. Знайти рiвняння прямих, що проходять через
дану точку та утворюють даний кут з координатною вiссю
1) OX ; 2) OY ; 3) OZ .

Задача-наслiдок 5.1. Знайти рiвняння прямої, яка проходить через да-
ну точку перпендикулярно до прямої, заданої канонiчним рiвнянням.

Ключова задача 6. Знайти вiдстань вiд даної точки до
1) площини, заданої загальним рiвнянням;
2) прямої, заданої канонiчним рiвнянням.
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Вправа-наслiдок 6-1. Обчислити вiдстань
1.1) вiд даної точки до площини, заданої загальним рiвнянням;
1.2) вiд даної точки до координатних площин;
1.3) вiд початку координат до площини, заданої загальним рiвнянням;
1.4) мiж паралельними площинами, заданими загальними рiвняннями;
1.5) мiж мимобiжними прямими, заданими канонiчними рiвняннями;
1.6) мiж паралельними прямими, заданими канонiчними рiвняннями;
1.7) вiд даної точки до певної координатної осi.

Задача-наслiдок 6.1. Знайти рiвняння бiсекторних площин двогранних
кутiв, утворених площинами, заданими загальними рiвняннями.

Задача-наслiдок 6.2. Знайти рiвняння бiсекторних площин двогранних
кутiв, утворених координатними площинами

1) Y OZ та ZOX ; 2) ZOX та XOY ; 3) XOY та Y OZ .

Ключова задача 7. Визначити координати ортогональної проекцiї даної
точки на
1) площину, задану загальним рiвнянням;
2) пряму, задану канонiчним рiвнянням.

Вправа-наслiдок 7-1. Знайти координати ортогональної проекцiї точки
1) на координатнi площини;
2) на координатнi вiсi.

Задача-наслiдок 7.1. Знайти координати точки, симетричної данiй точ-
цi вiдносно
1) площини, заданої загальним рiвнянням;
2) прямої, заданої канонiчним рiвнянням.

Задача-наслiдок 7.2. Знайти рiвняння ортогональної проекцiї прямої,
заданої канонiчним рiвнянням, на площину, задану загальним рiвнянням.

Задача-наслiдок 7.3. Знайти рiвняння площини, симетричної до пло-
щини, заданої загальним рiвнянням, вiдносно площини, заданої загальним
рiвнянням.

Ключова задача 8. Знайти координати основ спiльного перпендикуляра
до двох мимобiжних прямих.

Задача-наслiдок 8.1. Знайти рiвняння прямої, яка мiстить спiльний
перпендикуляр двох мимобiжних прямих, заданих канонiчними рiвняннями.
Ключова задача 9. Знайти рiвняння прямої, симетричної прямiй, зада-
нiй канонiчним рiвнянням, вiдносно
1) площини, заданої загальним рiвнянням;
2) прямої, заданої канонiчним рiвнянням.
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Вправа-наслiдок 9-1. Знайти рiвняння прямої, симетричної прямiй, за-
данiй канонiчним рiвнянням, вiдносно координатних площин.

Вправа-наслiдок 9-2. Знайти рiвняння прямої, симетричної прямiй, за-
данiй канонiчним рiвнянням вiдносно певної координатної осi.
Ключова задача 10. Знайти рiвняння площини, яка вiдстоїть вiд поча-
тку координат на вiдстанi p та утворює з осями координат кути ψ1 , ψ2

i ψ3 вiдповiдно.
Задача-наслiдок 10.1. Звести загальне рiвняння площини до нормаль-

ного виду.
Задача-наслiдок 10.2. Знайти синуси кутiв мiж площиною, заданою

загальним рiвнянням, та координатними осями.
Задача-наслiдок 10.3. Знайти необхiднi та достатнi умови, яким по-

виннi задовольняти кути ψ1 , ψ2 i ψ3 iз задачi 10.

Ключова задача 11. Знайти рiвняння площин, якi мiстять пряму, зада-
ну канонiчним рiвнянням, та утворюють даний гострий кут з площиною,
заданою загальним рiвнянням.

Ключова задача 12. Знайти рiвняння площини, яка мiстить пряму, за-
дану канонiчним рiвнянням, i вiдстоїть вiд даної точки на данiй вiдстанi.

Зауважимо, що вправи- i задачi-наслiдки повиннi добиратися викладачем
з урахуванням не лише суб’єктивних чинникiв а й реального бюджету часу.
Висновки

В представленiй роботi запропоновано один iз можливих пiдходiв до ви-
вчення метричних задач «Теорiї прямих та площини в просторi». Зокрема,
наведено 12 ключових задач, 44 вправ-наслiдкiв та 21 задач-наслiдкiв теоре-
тичного характеру, якi (в певному розумiннi) «повно» охоплюють метричнi
задачi на пряму i площину в просторi в афiнних координатах.

Одержанi авторами алгоритми до розв’язання наведених задач без змiн,
проте з очевидними значними спрощеннями, доцiльно i зручно використову-
вати при розв’язуваннi цих задач в косокутних та прямокутних координатах.
Тому запропонований пiдхiд, безсумнiвно, можна i доцiльно використовувати
й при традицiйному вивченнi вiдповiдної теми в прямокутних координатах.

Апробацiя запропонованого пiдходу вiдбувалась пiд час викладання
спецкурсу «Вибранi питання математики» для студентiв 5 курсу фiзико-
математичного факультету ДДПУ. Результати впровадження наведеної сис-
теми задач дозволяють констатувати, що ознайомлення студентiв з метри-
чними задачами в афiнних координатах викликало iнтерес, спонукало їх до
творчої дiяльностi та посилювало розумiння ними мiжпредметних зв’язкiв.
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Студенти (за порiвняно нетривалий час) опанували необхiднi навички та по-
казали достатнiй рiвень залишкових знань.

На нашу думку, цiкавим i цiлком досяжним здається проведення дослiд-
жень, присвячених оберненим задачам — «на знаходження метричних коефi-
цiєнтiв». Маємо надiю, що наведений матерiал буде корисний студентам ВНЗ
пiд час вивчення вiдповiдної теми курсу «Аналiтична геометрiя» та зацiка-
вить викладачiв, якi викладають цю дисциплiну, як довiдково-дидактичний
матерiал, який значно доповнює вiдповiднi параграфи [8], [7]–[1].
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ПСИХОЛОГО-ПЕДАГОГIЧНI ОСОБЛИВОСТI
КРЕАТИВНОСТI ОСОБИСТОСТI СТУДЕНТIВ

ПЕДАГОГIЧНИХ ТА ЕКОНОМIЧНИХ СПЕЦIАЛЬНОСТЕЙ

Дане дослiдження присвячене вивченню психолого-педагогiчних особливостей креативно-
стi особистостi студентiв педагогiчних та економiчних спецiальностей, уточнюється по-
няття емоцiйних та мотивацiйних складових креативностi, встановлюються психологiчнi
характеристики емоцiйно-мотивацiйних складових креативностi в залежностi вiд профiлю
професiйної пiдготовки.

Ключовi слова: особистiсть, креативнiсть, студент, складова, характеристика.

Вступ
Постановка проблеми. У психологiчнiй науцi видiляють три основнi

види креативностi: соцiальна креативнiсть (В. Н. Кунiцина, К. М. Романова,
Н. П. Фетiскiна), особистiсна креативнiсть (Н. Ф. Вишнякова, А. Маслоу,
О. П. Саннiкова), iнтелектуальна креативнiсть (О. М. Грек, Е. I. Кульчицька,
С. М. Симоненко).

Але на сьогоднi у доступнiй нам лiтературi вiдкритим залишилося питан-
ня цiлiсного погляду на креативнiсть студента з позицiї теорiї особистостi,
видiлення та системного аналiзу основних її складових, перш за все, емо-
цiйних та мотивацiйних складових креативностi особистостi, в тому числi у
навчальнiй дiяльностi.

Мета i задачi дослiдження. Мета роботи — визначення емоцiйно-
мотивацiйних складових креативностi особистостi студента. Задачi дослiдже-
ння: 1) здiйснити аналiз теоретико-методологiчних дослiджень, спрямованих
на вивчення креативностi та її емоцiйно-мотивацiйних складових; 2) уточ-
нити поняття емоцiйних та мотивацiйних складових креативностi, визна-
чити їх психологiчний змiст та структуру; 3) побудувати процедуру емпi-
ричного дослiдження; 4) визначити психологiчнi характеристики емоцiйно-
мотивацiйних складових креативностi в залежностi вiд профiлю професiйної
пiдготовки.
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Аналiз основних дослiджень i публiкацiй. С. Д. Максименко роз-
глядає креативнiсть як один з принципiв побудови генетико-моделюючого
методу дослiдження особистостi. Вiн зазначає, що «... вже сама по собi дана
особистiсть є результатом та продуктом творчостi. I нужда, втiлена у нiй,
має величезний креативний потенцiал» [3, c. 65]. Автор веде мову про те,
що «... креативнiсть є глибинною, первiсною i абсолютно природною озна-
кою особистостi — це є вища форма активностi, яка створює i залишає слiд,
втiлюється. З iншого боку, креативнiсть означає прагнення виразити свiй
внутрiшнiй свiт» [3, c. 67].

Р. Мiлграм та Є. Хонга, вивчаючи залежнiсть креативностi вiд iнтелекту-
альних здiбностей, етнiчної приналежностi, освiтнього статусу та статi для
представникiв дошкiльного вiку, школярiв та студентiв коледжу, приходять
до висновку про те, що з вiком вiдбувається зростання впливу соцiально-
культурних детермiнант на креативнiсть, натомiсть зв’язок мiж креативнiстю
та iнтелектуальними здiбностями у бiльш дорослому вiцi втрачається [8].

У дослiдженнях, виконаних О. М. Воронiним та спiвробiтниками на
дорослих опитуваних (студентах економiчного коледжу та менеджерах),
отриманi результати про незалежнiсть факторiв iнтелекту та креативностi
[1].

О. М. Харцiй стверджує, що креативнiсть майбутнiх менеджерiв значно
впливає на ефективнiсть їх професiйної дiяльностi, забезпечує успiшнiсть їх
професiйної пiдготовки, сприяє їх особистiснiй самореалiзацiї, нестандартно-
стi, самостiйностi та iнiцiативностi [6].

На думку О. С. Шила, розвиток креативностi майбутнього педагога мо-
же знайти свої мiсце у процесi його професiйної пiдготовки, шляхом розвитку
спрямованостi особистостi на цiнностi професiйної та особистiсної самореалi-
зацiї, системи цiннiсних орiєнтацiй особистостi [7].

Дослiдження М. Сарзанiя, що було присвячене з’ясуванню спiввiдноше-
ння мiж спецiалiзацiєю пiзнавальних потреб та креативнiстю особистостi
студента, призвело до результатiв, що свiдчать про схильнiсть до природни-
чих наук студентiв з високою креативнiстю, в той час як низько креативнi
та середньо креативнi студенти виявляли схильнiсть до гуманiтарних дисци-
плiн. Крiм того, було встановлено, що низьку схильнiсть до суспiльних наук
мають усi експериментальнi групи, незалежно вiд рiвня креативностi респон-
дентiв, а студенти з високою креативнiстю мали бiльш гармонiйнi стосунки
iз викладачами [9].

Дослiджуючи функцiї змiнної вiку у структурi креативностi студентiв ко-
леджу та унiверситету, колектив авторiв на чолi з Ч. Ву дiйшов висновкiв,
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що студенти бiльш дорослого вiку демонструють достовiрно вищi результа-
ти за вербальною шкалою креативностi. Натомiсть, студенти молодшого вiку
демонстрували кiлькiсну та якiсну перевагу за шкалою фiгуральної креа-
тивностi. Крiм того, виявлено, що бiльш вагомий iнформацiйний тезаурус
позитивно впливає на творчi досягнення у складних iнформацiйних системах,
у той час як у творчих задачах зображувального характеру iнформацiйний
тезаурус не має позитивного впливу на креативнiсть [10].

Т. А. Тернавська, дослiджуючи розвиток невербальної креативностi сту-
дентiв як складової їх пiзнавальної активностi, стверджує, що розвиток креа-
тивностi особистостi студента залежить вiд успiшностi поєднання у навчаль-
нiй дiяльностi у вищiй школi принципiв практичностi, проблемностi, творчого
пiдходу з боку викладача та навчальної мотивацiї студентiв [4].

Як вважає О. А. Кривопишина, дослiдження проблеми розвитку креа-
тивностi, особливо у перiод юнацького вiку, знаходяться на Українi на недо-
статньо високому рiвнi, як у теоретичному, так i у методологiчному аспектах
та пропонує використовувати для цього метод аналiзу лiтературної творчостi
юнакiв [2].

Є. В. Фролова в процесi дослiдження креативностi як чинника успiшностi
навчальної дiяльностi студентiв, приходить до висновкiв про те, що вербальна
та невербальна креативнiсть, а насамперед iндекси розробленостi, унiкально-
стi та оригiнальностi пов’язанi з високим рiвнем навчальної успiшностi сту-
дентiв, у студентiв, що мають низький рiвень навчальних досягнень, креатив-
нiсть вiдносно чiтко видiляється за невербальною та вербальною ознакою [5].
Основна частина

Основним у структурi креативностi студентiв педагогiчного профiлю є
перший фактор (iнтроверсiя), що достовiрно сполучає на одному полюсi по-
казники iнтелектуальної, комунiкативної та загальної емоцiйностi, мотивацiї
спiлкування, дiяльнiсної спрямованостi, внутрiшньої мотивацiї майбутньої
професiйної дiяльностi, мотивацiї творчої активностi, потреби активно дiя-
ти та досягати успiху, соцiального самоконтролю, сили волi, iндекси оригi-
нальностi та унiкальностi за тестом С. Меднiка, iндекси оригiнальностi та
розробленостi за тестом Є. Торренса. На iншому його полюсi розташова-
ний показник смутку. Другий фактор (вплив невербального iнтелекту на
майбутнє) мiстить змiннi iнтелекту за тестом Дж. Равена, що увiйшли на
статистично достовiрному рiвнi, та показник потреби у перспективi та надiях
на краще. Третiй фактор (когнiтивний компонент креативностi) мiстить на
достовiрному рiвнi показник когнiтивного iндекс за авторською методикою
та на недостовiрному рiвнi такi показники мотивацiйної сфери особистостi,
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як творча активнiсть та дiяльнiсна спрямованiсть.
Можна стверджувати, що до складу єдиної психiчної структури iз по-

казниками невербальної креативностi входять показники iнтелектуальної,
комунiкативної та загальної емоцiйностi, мотивацiї спiлкування, дiяльнiс-
ної спрямованостi, внутрiшньої мотивацiї майбутньої професiйної дiяльностi,
творчої активностi, потреби активно дiяти та досягати успiху, соцiального
самоконтролю. В той же час, протилежним показником виступає показник
смутку, тобто його високий рiвень розвитку ускладнює прояви креативностi
особистостi.

Як можна бачити, основним у структурi креативностi майбутнiх фахiвцiв
економiчного профiлю є перший фактор (суспiльно-професiйний контроль),
що достовiрно сполучає на одному полюсi показники iнтелектуальної, кому-
нiкативної та загальної емоцiйностi, дiяльнiсної спрямованостi, внутрiшньої
мотивацiї майбутньої професiйної дiяльностi, творчої активностi, потреби
активно дiяти та досягати успiху, соцiального самоконтролю, iндекси ори-
гiнальностi та унiкальностi за тестом С. Меднiка, iндекси оригiнальностi та
розробленостi за тестом Є. Торренса. На другому його полюсi розташованi
показники смутку, мотивацiї спiлкування та зовнiшньої негативної мотивацiї
майбутньої професiйної дiяльностi. Другий фактор (вербалiзацiя творчого
пошуку) мiстить на недостовiрному рiвнi змiннi iнтелекту за тестом Дж.
Равена та показник унiкальностi за тестом С. Меднiка. Третiй фактор (невер-
бальний iнтелект) мiстить показники iнтелекту за тестом Дж. Равена. Таким
чином, до єдиної структури з показниками креативностi входять показники
iнтелектуальної, комунiкативної та загальної емоцiйностi, дiяльнiсної спря-
мованостi, внутрiшньої мотивацiї майбутньої професiйної дiяльностi, творчої
активностi, потреби активно дiяти та досягати успiху, соцiального самокон-
тролю. Протилежними по вiдношенню до креативностi та компонентiв її
структури виступають показники смутку, мотивацiї спiлкування та зовнiш-
ньої негативної мотивацiї майбутньої професiйної дiяльностi.

Спостерiгаємо, що наявнi суттєвi розбiжностi у факторнiй структурi кре-
ативностi студентiв педагогiчного та економiчного профiлю. А саме, всере-
динi першого фактору (iнтроверсiя) студентiв-економiстiв бiльшу роль вi-
дiграють показники мотивацiйної природи, а всерединi першого фактору
(суспiльно-професiйний контроль) студентiв-педагогiв бiльшою є вага компо-
нент мотивацiйної природи. Одночасно, у студентiв-педагогiв спостерiгається
модифiкацiя явища негативних проявiв спiлкування (наявних i у студентiв-
економiстiв) у явище суспiльної залежностi, коли вони не можуть ефективно
виконувати майбутнi професiйнi обов’язки за вiдсутностi негативного впливу
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зовнi.
Другий фактор у структурi креативностi студентiв-економiстiв (вплив

невербального iнтелекту на майбутнє) та студентiв-педагогiв (вербалiзацiя
творчого пошуку) суттєво рiзняться мiж собою за психологiчним змiстом,
оскiльки для майбутнiх педагогiв вiн вiдображає вiру у значення невер-
бального iнтелекту у майбутнiй професiйнiй дiяльностi, в той час як для
майбутнiх педагогiв вiн означає вербалiзацiю вже наявних результатiв твор-
чих пошукiв, в тому числi у процесi навчальної дiяльностi та побудовi планiв
майбутнє.

Третiй фактор у структурi креативностi студентiв-економiстiв (когнiтив-
ний компонент креативностi) та студентiв-педагогiв (невербальний iнтелект)
рiзниться як за змiстом, так i за психологiчним сенсом.

Таким чином, в незалежностi вiд профiлю професiйної пiдготовки (педа-
гогiчний та економiчний профiль), структура креативностi студента мiстить
показники iнтелектуальної, комунiкативної та загальної емоцiйностi, смутку,
мотивацiї спiлкування, внутрiшньої мотивацiї майбутньої професiйної дiяль-
ностi, потреби активно дiяти та досягати успiху, соцiального самоконтролю,
сили волi, iндекси оригiнальностi та унiкальностi за тестом С. Меднiка, iн-
дексу оригiнальностi та унiкальностi за тестом Є. Торренса.

Показники-критерiї креативностi студента (оригiнальнiсть, унiкальнiсть
та самооцiнка креативностi) утворюють факторну єднiсть з такими показ-
никами емоцiйної та мотивацiйної сфери особистостi як iнтелектуальна, кому-
нiкативна та загальна емоцiйнiсть, смуток, мотивацiя спiлкування, внутрiш-
ньої мотивацiї майбутньої професiйної дiяльностi, потреби активно дiяти та
досягати успiху. Останнi власне i виступають емоцiйно-мотивацiйними скла-
довими креативностi студента незалежно вiд профiлю навчання у ВНЗ.

Суттєвою вiдмiннiстю у структурi креативностi виступає наявнiсть у сту-
дентiв педагогiчного профiлю зовнiшньої негативної мотивацiї майбутньої
професiйної дiяльностi, та вiдсутнiсть у їх структурi креативностi дiяльнiсної
спрямованостi та iнтегрального iндексу за авторською методикою.

Висновки
На пiдставi одержаних результатiв можна зробити наступнi висновки:

1) креативнiсть виступає як рiвень творчої обдарованостi, здiбностей до
творчостi, якi проявляються у мисленнi, спiлкуваннi, окремих видах дiяль-
ностi i становлять вiдносно стiйку характеристику особистостi. Креативнiсть
розглядається як незвiдна до iнтелекту функцiя цiлiсної особистостi, яка
включає комплекс її психологiчних характеристик. Психологiчну структу-
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ру креативностi особистостi складають: регулюючий компонент (емоцiйна
складова), стимулюючий компонент (мотивацiйна складова) та змiстовний
компонент (iнтелектуальна складова). Виявлено, що креативнiсть особистостi
в цiлому характеризується показниками оригiнальностi, унiкальностi, розроб-
леностi та самооцiнки креативностi;
2) регулюючий компонент креативностi (емоцiйна та вольова складова) ха-
рактеризується показниками емоцiйностi та емоцiйних станiв особистостi,
сили волi, терплячостi, стiйкостi, наполегливостi, готовностi до ризику, ор-
ганiзованостi, самоконтролю; стимулюючий компонент (мотивацiйна складо-
ва) характеризується показниками елементiв мотивацiйної структури особи-
стостi, внутрiшньою та зовнiшньою мотивацiєю навчальної та професiйної
дiяльностi, мотивацiєю до успiху, мотивацiєю до запобiгання невдач, спрямо-
ванiстю особистостi; змiстовий компонент (iнтелектуальна складова) харак-
теризується показниками вербального та невербального iнтелекту;
3) особливостi прояву емоцiйно-мотивацiйних складових креативностi осо-
бистостi в залежностi вiд профiлю професiйної пiдготовки полягають у на-
ступному: наявнiсть у студентiв педагогiчного профiлю в порiвняннi зi сту-
дентами економiчного профiлю зовнiшньої негативної мотивацiї майбутньої
професiйної дiяльностi, та вiдсутнiсть у структурi їх креативностi дiяльнiсної
спрямованостi.

Виконане дослiдження не вичерпує усiх теоретичних та прикладних пи-
тань проблеми психологiчних характеристик креативностi особистостi, та
iснує нагальна необхiднiсть подальших розробок у напрямках: зв’язку про-
фiлю навчання iз динамiкою креативностi студента та школяра у рiзних
системах навчання, зв’язку статево-рольових особливостей iз динамiкою кре-
ативностi студента-педагога, створення та оптимiзацiї умов ефективного роз-
витку креативностi особистостi на рiзних етапах професiоналiзацiї, у рiзних
системах навчання тощо.
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ВИКОРИСТАННЯ НЕСТАНДАРТНИХ МЕТОДIВ
ОРГАНIЗАЦIЇ УЧБОВОГО ПРОЦЕСУ З ФIЗИКИ

В статтi розглянутi нестандартнi методи i прийоми, якi необхiдно впроваджувати в уч-
бовий процес з метою активiзацiї пiзнавальної дiяльностi учнiв. Результати проведеного
евсерименту показали доцiльнiсть цього напрямку роботи.

Ключовi слова: нестандартнi методи i прийоми, навчальна дiяльнiсть, пiзнаваль-
на дiяльнiсть.

Вступ
Нацiональна доктрина розвитку освiти України в ХХI столiттi передбачає

реалiзацiю принципу гуманiзацiї освiти, методологiчну переорiєнтацiю проце-
су навчання з iнформативної форми на розвиток особистостi, iндивiдуально-
диференцiйований i особистiсно орiєнтований пiдходи до навчання. У цьому
процесi найважливiше мiсце належить уроку – основнiй формi навчання, а
також його рiзновиду — нестандартному уроку. Удосконалення методики про-
ведення нестандартного уроку розглядається як один iз найважливiших на-
прямкiв пiдвищення пiзнавального iнтересу учнiв до вивчення фiзики, якостi
їх знань, умiнь та навичок. У свою чергу вдосконалення методики проведення
нестандартного уроку передбачає знання вчителем педагогiчної науки i його
спроможнiсть оцiнювати свою роботу. Змiни в навчальному процесi ставлять
новi вимоги до дiяльностi вчителя, яка орiєнтована на учня, i це викликає
необхiднiсть по-новому пiдiйти до проблеми нестандартного уроку.

Розробкою методики проведення нестандартних урокiв навчання займа-
лись Ю. Мальований, О. Дорошенко, С. Нiколаєва, I. Пiдласий, О.Бiляєва,
Е.Голанд, Л.Гордон, О.Синиця, В.Сухомлинський, В.Онищук, О.Савченко та
iншi.

c⃝Овчаренко В.П., Челик К.Т.,2014
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Однак через багатоплановiсть ця проблема не пiдпадає пiд однозначне ви-
рiшення. Формування стiйких i глибоких iнтересiв у школярiв, є завданням
першорядної важливостi. Актуальнiсть проблеми полягає в тому, щоб через
упровадження нестандартних форм навчання виховувати в учнiв пiзнаваль-
ний iнтерес до вивчення фiзики.

Основна частина
Нестандартний урок — це iмпровiзоване навчальне заняття, що має не-

традицiйну структуру. Назви урокiв дають деяке уявлення про цiлi, завдання
i методику проведення таких занять.

Нестандартнi уроки спрямованi на активiзацiю навчально-пiзнавальної
дiяльностi учнiв, бо вони глибоко зачiпають емоцiйно-мотивацiйну сферу,
формують дух змагальностi, збуджують творчi сили, розвивають творче
мислення, формують мотивацiю навчально-пiзнавальної та майбутньої про-
фесiйної дiяльностi. Тому такi уроки найбiльше подобаються учням, викли-
кають у них творчий iнтерес.

У посiбнику Н.П. Волкової «Педагогiка» наведена спроба певної класи-
фiкацiї нестандартних урокiв. Автор називає 12 типiв нестандартних урокiв,
але кожний тип має свої параметри, за якими окремi уроки вiдносяться до
певного типу. До нестандартних урокiв автор вiдносить такi уроки:

1. Уроки змiстовної спрямованостi.
2. Уроки на iнтегративнiй основi (уроки-комплекси, уроки-панорами).
3. Уроки мiжпредметнi.
4. Уроки-змагання.
5. Уроки суспiльного огляду знань.
6. Уроки театралiзованi (уроки-спектаклi, уроки-концерти, кiно-уроки, ди-

дактичний театр).
7. Уроки подорожування, уроки дослiдження.
8. Уроки з рiзновiковим складом учнiв.
9. Уроки дiловi, рольовi iгри.

10. Уроки драматизацiї. [1]

До iнших, нестандартних, форм органiзацiї навчального процесу в межах
класно-урочної системи деякi вченi вiдносять: практикуми; лабораторнi за-
няття; навчальнi екскурсiї на природу, в музей, на виставку, пiдприємство;
iндивiдуальнi чи груповi додатковi заняття за окремими навчальними темами
або питаннями; факультативи; предметнi гуртки тощо.

Розглянемо детальнiше специфiчнi можливостi кожного типу нестандар-
тних урокiв в реалiзацiї цiлей навчання та методичнi аспекти їх проведення.
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Бiнарнi уроки. Бiнарними ми називаємо заняття, на яких матерiал даної
теми уроку подається блоками рiзних предметiв. При цьому такий нестан-
дартний урок готують учителi-предметники, кожний iз яких проводить етап
(блок) уроку стосовно того предмета, який викладає. Проведенню таких за-
нять передують наступнi етапи пiдготовки:

• ознайомлення вчителiв-предметникiв з чинними програмами;
• знаходження сумiжних тем у програмах з рiзних предметiв;
• складання структури майбутнього уроку;
• написання спiльного плану-конспекту.

Вiршованi (римованi) уроки. Це такi нестандартнi уроки, що проводяться
у вiршованiй формi. Всi етапи такого уроку, всi завдання, задачi, поясне-
ння — римованi тексти. Як правило, цi уроки пiдсумовують вивченi теми,
тобто є узагальнюючими (систематизуючими), їх структура подiбна до стру-
ктури урокiв узагальнення знань. Важливо зазначити, що римованi уроки
максимально зосереджують, увагу школярiв, бо матерiал подається стисло
— вiршами, i не можна пропустити основне, треба зумiти його чiтко видiлити
й зробити певнi висновки. Такi нестандартнi уроки стають справжнiм святом
для учнiв i вчителя.

Iнтегрованi уроки та уроки змагання. У сучасному педагогiчному процесi
значного розвитку набула iдея мiжпредметної iнтеграцiї. Iнтегрованi уроки
ставлять за мету спресувати спорiднений матерiал кiлькох предметiв навколо
однiєї теми. Дiти розглядають якесь явище, поняття з рiзних бокiв. Пiдготов-
ка iнтегрованих урокiв передбачає: аналiз рiчного календарного планування;
зiставлення матерiалу рiзних предметiв для видiлення тем, близьких за змiс-
том або метою використання; визначення завдань уроку; «конструювання»
уроку.

Об’єднання змiсту навчальних дисциплiн значно скорочує час на їх опа-
нування i забезпечує рiзнобiчне сприймання предметiв чи явищ, що є безпе-
речною перевагою iнтеграцiї.

Уроки-дискусiї. Проводяться пiсля вивчення певної теми, роздiлу про-
грами. Мета таких урокiв — поглиблення й систематизацiя знань школярiв
з предмета. Уроки-дискусiї дають прекрасну нагоду виявити рiзнi позицiї
з певної проблеми або зi складного питання та залучити дiтей до актив-
ної роботи, сприяють розвитку пiзнавальних iнтересiв школярiв, збагаченню
лексичного запасу, необхiдного для висловлення своїх думок як усно, так i
письмово. Уроки групи «уроки-дискусiї» розширюють також досвiд спiлкува-
ння, бо особлива увага пiд час їх проведення придiляється саме формуванню
вмiнь запитувати й вiдповiдати. «Школа повинна вчити дитину не лише вiд-
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повiдати, вона має навчити учня запитувати, оскiльки вмiння запитувати —
це здатнiсть вiддiляти вiдоме вiд невiдомого, визначати об’єкт пошуку; це
iнструмент, за допомогою якого малий «дослiдник» пiзнає свiт» [2]. Активi-
зацiї пiзнавальної дiяльностi учнiв сприяють нестандартнi методи та прийоми
навчання.

Метод — спосiб дiяльностi, який використовують вчитель i учнi в їх
спiльнiй роботi, спрямованi на досягнення мети навчання. Кожен метод реа-
лiзують через систему прийомiв. Методичний прийом — це елемент методу,
його деталь. Методи реалiзуються в педагогiчнiй дiйсностi в рiзних формах: у
конкретних дiях, прийомах, органiзацiйних формах. При цьому методи i при-
йоми жорстко не прив’язанi один до одного. Наприклад , в таких прийомах,
як бесiда або робота з книгою, можуть знайти втiлення рiзнi методи навчан-
ня. Бесiда може бути евристичної i проводити в життя частково-пошуковий
метод, а може носити репродуктивний характер, реалiзувати вiдповiдний ме-
тод i бути нацiленою на запам’ятовування i закрiплення. При цьому число
прийомiв навчання може нескiнченно збiльшуватися залежно вiд змiсту на-
вчального матерiалу, нових цiлей i, звичайно, вiд творчостi вчителя, його
педагогiчної майстерностi i тим самим надавати iндивiдуальнiсть манерi йо-
го педагогiчної дiяльностi. Iснує багато нестандартних прийомiв навчання. У
реальнiй педагогiчнiй дiйсностi прийоми навчання здiйснюються рiзними за-
собами навчання. Цими засобами є рiзнi види дiяльностi (навчальна, iгрова,
трудова).

Для фiзики характерним серед прийомiв i методiв є широке застосуван-
ня у навчаннi фiзичного експерименту у рiзних формах — демонстрацiйного,
фронтальних лабораторних робiт, практикумiв, розв’язування експеримен-
тальних задач, що вимагає вiд учнiв умiння застосовувати у навчаннi фiзики
знання з математики та iнших предметiв [3]. Нами була розроблена система
урокiв для учнiв 11 класу з використанням нестандартних методiв i прийо-
мiв. Вони пiдбирались спираючись на характер навчального матерiалу, цiлей
навчання. На етапi актуалiзацiї опорних знань це були рiзного виду впра-
ви, опитування, фiзичнi диктанти, дослiди, висунення проблеми, проведенi
в нестандартнiй формi; на етапi вивчення нових знань — рiзнi види нестан-
дартних словесних методiв у поєднаннi з демонстрацiйним експериментом.
Пiсля проведення цих урокiв були пiдведенi пiдсумки учнiвських досягнень
з вивченої теми. Вони показали, що учнi чiтко формулюють i обґрунтовують
свою точку зору, вмiють знаходити компромiснi варiанти вирiшення постав-
леної перед ними проблеми, активно спiлкують мiж собою на доброзичливiй
основi, проявляють пiдвищений iнтерес до уроку.
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Висновки
Грунтовний аналiз лiтератури та проведений експеримент дозволив зро-

бити такий висновок, що нестандартнi уроки незвичнi за задумом, методикою
проведення, бiльше подобаються учням, нiж учбовi заняття з витриманою
структурою i усталеним режимом роботи. Тому вмiти проводити такi уроки
повиннi всi вчителi, але перетворювати нестандартнi уроки в головну форму
роботи та вводити їх в систему не варто, тому що така робота багато в чому
залежить вiд вчителя, як генератора iдей в класi. Учнi ж, у великiй мiрi,
пiдтримують такi прагнення вчителя, допомагають йому в органiзацiї таких
занять.

Корисним для педагога в пiдготовцi та аналiзу уроку буде, розроблений
автором «Конструктор уроку», елементами якого є нестандартнi прийоми
активiзацiї пiзнавальної дiяльностi учнiв.

Переваги нестандартних урокiв в порiвняннi iз звичними структурами
урокiв в тому, що пiдвищується iнтерес учнiв до навчання, їх активнiсть в
пiзнаннi i творчостi, самостiйнiсть пошукiв знань, переживання успiху до-
сягнень, iнiцiативнiсть, можливiсть iндивiдуального пiдходу до учнiв, вико-
ристання iнновацiйних та iнформацiйних педагогiчних технологiй, розвиток
культури спiлкування, взаємовiдповiдальностi i таке iнше.

Але є деякi складностi i недолiки використання нестандартних урокiв: за-
трати бiльшого часу на пiдготовку i проведення таких урокiв; не всi учнi в
рiвнiй мiрi активнi; органiзацiйнi труднощi (дисциплiна, правила поведiнки);
ускладнюється система оцiнювання, аналiзу результатiв навчання; забезпече-
ння науково-методичної i матерiально-технiчної бази навчання; знаходження
певного мiсця таких урокiв в навчально-виховному процесi тощо.
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МЕТОДИКА ФОРМУВАННЯ IНФОРМАЦIЙНОЇ
КОМПЕТЕНТНОСТI НА УРОКАХ ФIЗИКИ

Дана стаття розкриває поняття iнформацiйної компетентностi та її елементи. В статтi
нами були розглянутi рiвнi розвитку названої компетентностi, етапи, якi повинен пройти
учень у роботi з iнформацiєю, пiд час формування iнформацiйної компетентностi.

Ключовi слова: компетентнiсть, ключовi компетентностi, iнформацiйна компе-
тентнiсть.

Вступ
На даному етапi освiта стоїть на порозi значних змiн. Як показує пра-

ктика, сучасна система навчання недостатньо забезпечує високий рiвень пiд-
готовки школярiв, оскiльки орiєнтується, насамперед, на передачу певного
обсягу знань. У результатi цього зi стiн шкiл випускається особистiсть, яка
вiдповiдає початковому рiвню пiдготовки в освiтi, але в реальнiй профе-
сiйнiй дiяльностi, в бiльшостi випадкiв, не в змозi реалiзувати себе. Тому
мета сучасної освiти полягає не тiльки в тому, щоб навчати, але й розвивати
компетентнiсть, яка дає можливiсть справлятися з рiзними численними варi-
ативними ситуацiями i працювати в групi. Саме тому освiта має забезпечити
пiдготовку компетентних учнiв.

Актуальнiсть даної теми забезпечина тим, що сьогоднi iснує протирiч-
чя мiж постiйно зростаючим обсягом предметної iнформацiї i вiдсутнiстю
оптимальних способiв її використання для створення цiлiсної природничо-
наукової картини свiту. Одним iз головних завдань при викладаннi фiзики
у старшiй школi, ми вбачаємо завдання формування «iнформацiйної» осо-
бистостi, особистостi, що володiє iнформацiйною компетентнiстю, а, отже,
володiє такими якостями як iнформацiйна грамотнiсть, iнформацiйний стиль
мислення, iнформацiйна поведiнка, iнформацiйний свiтогляд. Iнформацiйна
компетентнiсть є найбiльш значущою компетентнiстю в сучасному свiтi, тому
що будь-яка дiяльнiсть передбачає роботу з iнформацiєю.

c⃝Олiйник Р.В., Головiна С.С.,2014
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Основна частина
Питання утримання i розвитку ключових компетентностей привертають

увагу багатьох вчених i практикiв. Даний напрямок розкрито в роботах О.В.
Великанової, Л.О. Петровської, Г.К. Селевко, А.В.Хуторського, проте про-
блема формування актуальної iнформацiйної компетентностi школярiв зали-
шається недостатньо розробленою.

Однiєю з головних задач сучасної освiти — створення умов для якiсного
навчання на уроках фiзики. Важливою умовою пiдвищення якостi освiти є
впровадження компетентнiсного пiдходу.

Дослiдники в галузi компетентнiсного пiдходу в освiтi (I.А. Зимова, А.Г.
Каспржак, А.В. Хуторський, М.А. Чошанов, С.Є. Шишов, Б.Д. Ельконiн та
iн) вiдзначають, що вiдмiннiсть компетентного фахiвця вiд квалiфiкованого
в тому, що перший не тiльки володiє певним рiвнем знань, умiнь, навичок,
але здатний реалiзувати i реалiзує їх в роботi. Компетентнiсний пiдхiд, на
думку О. Е. Лебедєва — це сукупнiсть загальних принципiв визначення цiлей
освiти, вiдбору змiсту освiти, органiзацiї освiтнього процесу та оцiнки освiтнiх
результатiв.

Розвиток компетентнiсного пiдходу в освiтi призвiв до появи поняття
«ключовi компетентностi», однiєю з яких багато дослiдникiв вважають iнфор-
мацiйну компетентнiсть (М.М. Абакумова, С.В. Трiшина, Л.В. Буриндина,
А.В. Хуторський та iншi).

В процесi навчання фiзики, в наш час, велика увага придiляється форму-
ванню навчально-пiзнавальних (ключових) i дослiдних (загальнопредметних)
компетенцiй. Однак для успiшної соцiалiзацiї дитини не менш важливим є
формування саме iнформацiйної компетентностi. Це пояснюється тим, що
людина почуває себе бiльш впевнено, коли володiє iнформацiєю; бiльш то-
го, дана компетентнiсть необхiдна учням i для успiшного освоєння досить
складного курсу фiзики у старшiй школi. I тому її формування необхiдно по-
чинати одночасно з навчанням предмету. Проблема полягає в тому, що дана
компетентнiсть формується тiльки в процесi активної пiзнавальної дiяльностi
учня, а для здiйснення такої дiяльностi потрiбен мотив, що породжує потребу
в її вдосконаленнi.

Для знаходження умов мотивацiї дiяльностi учнiв, сприятливих фор-
муванню iнформацiйної компетентностi, розглянемо поняття компетенцiї та
сутнiсть означеної компетенцiї [1].

Компетенцiя — це сукупнiсть взаємозалежних якостей особистостi (знань,
умiнь, навичок, способiв дiяльностi), що є заданими для вiдповiдного кола
предметiв i процесiв, необхiдних для продуктивної дiї щодо них [2].
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Компетентнiсть — це володiння людиною вiдповiдною компетенцiєю, яка
мiстить його особистiсне ставлення до предмета дiяльностi [2].

Освiтня компетенцiя — це сукупнiсть смислових орiєнтацiй, знань, умiнь,
навичок i досвiду дiяльностi учня вiдносно певного кола об’єктiв реальної
дiйсностi, необхiдних для здiйснення особистiсно i соцiально значущої проду-
ктивної дiяльностi [3].

Таким чином, видiляючи якусь компетенцiю, необхiдно визначити той
обсяг знань, який входить до її складу, перелiк умiнь, через якi вона про-
являється. При формуваннi компетенцiї необхiдно створювати ситуацiї для її
прояву. Володiння iнформацiйною компетенцiєю передбачає, що учень вмiє
самостiйно шукати, аналiзувати i вiдбирати необхiдну iнформацiю, органi-
зовувати, перетворювати, зберiгати i передавати її. Бiльш високий рiвень
iнформацiйних умiнь припускає, що учень вмiє створювати нову, значущу
для себе та iнших iнформацiю в рiзних доступних для сприйняття видах;
вмiє вiдокремлювати корисне вiд марного, бiльш цiнне вiд менш цiнного, уни-
кає неповної, недостовiрної i застарiлої iнформацiї. Важливо i те, як учень
може подати знайдену або оброблену iнформацiю самостiйно, наскiльки во-
на буде зрозумiлою iншим. Крiм того, учень повинен вмiти користуватися
пристроями, за допомогою яких можна отримувати iнформацiю володiти iн-
формацiйними технологiями.

Бiльшiсть дослiдникiв сходиться в думцi про те, що iнформацiйна компе-
тентнiсть — це багаторiвнева категорiя.

Iнформацiйна компетентнiсть у широкому значеннi пов’язана з умiнням
переосмислювати iнформацiю, розв’язувати iнформацiйно-пошуковi задачi,
використовуючи бiблiотечнi та електроннi iнформацiйно-пошуковi системи,
тобто здiйснювати iнформацiйну дiяльнiсть iз використанням як традицiй-
них, так i нових технологiй. У вузькому значеннi — з умiнням використо-
вувати iнформацiйнi технологiї, засоби i методи, тобто це компетентнiсть у
сферi iнформаiйно-комунiкативних технологiй (А.А. Ахаян, О.О. Кiзiк).

Iнформацiйна компетентнiсть включає в себе такi елементи, як:

• мотивацiя, потреба й iнтерес до отримання знань, умiнь i навичок у га-
лузi технiчних, програмних засобiв та iнформацiї;

• сукупнiсть суспiльних, природничих i технiчних знань, що вiдображають
систему сучасного iнформацiйного суспiльства;

• знання, що складають iнформацiйну основу пошукової пiзнавальної дi-
яльностi;

• способи i дiї, що визначають операцiйну основу пошукової пiзнавальної
дiяльностi;
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• досвiд пошукової дiяльностi у сферi програмного забезпечення та технiч-
них ресурсiв;

• досвiд вiдносин «людина-комп’ютер» [4].

Формування iнформацiйної компетентностi в школi проходить три рiвня
розвитку:

— пропедевтичний рiвень (розумiння, володiння основними поняттями);
— базовий рiвень (застосування за зразком, виконання завдань за зразком);
— профiльний рiвень (творче застосування, виконання завдань, для яких

треба продемонструвати нестандартне рiшення) [5].

Формування iнформацiйної компетентностi є процесом переходу до такого
стану, коли учень стає здатним знаходити, розумiти, оцiнювати i застосову-
вати iнформацiю в рiзних формах для вирiшення проблем. Для формування
iнформацiйної компетентностi в учнiв на уроках фiзики необхiдно:

— сформувати мiцнi базовi знання;
— розвинути вмiння вiдфiльтровувати вторинну та залишати тiльки акту-

альну та корисну iнформацiю;
— сформувати вмiння аналiзувати iнформацiю, прогнозувати й робити вис-

новки;
— сформувати вмiння на основi аналiзу попередньої iнформацiї формувати

власну точку зору;

Пiд час формування iнформацiйної компетентностi у роботi з iнформацi-
єю, учень має пройти такi етапи:

— ознайомлення — учень визначає кiлькiсть iнформацiї та можливiсть її
опрацювання;

— репродукцiя — учень вивчає масив iнформацiї, накопичує її;
— перетворення — критичне осмислення масиву iнформацiї;
— творчий етап — створення власного iнтелектуального продукту на основi

отриманої та перетвореної iнформацiї.

Практична значимiсть нашого дослiдження полягає в тому, щоб на осно-
вi розглянутого теоретичного обґрунтування розробити проект викладання
фiзики, що стимулює розвиток iнформацiйної компетентностi у школярiв;
сприяє пiдвищенню iнтересу до предмету, отже, пiдсиленню мотивацiї до нав-
чання й покращенню пiзнавальної активностi учнiв.

З урахуванням викладеного, ми визначили за мету нашого дослiдження
розвиток iнформацiйної компетентностi учнiв при вивченнi фiзики. Експери-
ментальною базою був обраний 10 клас Краматорської ЗОШ № 30. Спочатку
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за допомогою психологiчних методик було визначено рiвень розвитку нав-
чальної мотивацiї школярiв. Первинний контроль констатував у пiдлiткiв
низький рiвень шкiльної мотивацiї з предмету.

Для пiдвищення рiвня мотивацiї на уроках фiзики ми здiйснили наступне:

— пiсля ознайомлення учнiв з цiлями та задачами майбутньої роботи про-
вели бесiди та пояснення, що сприяли психологiчнiй пiдготовцi учнiв;

— для навчального процесу ми обрали роздiл «Молекулярна фiзика», тема
«Властивостi газiв». В календарно-тематичне планування внесли змiни,
а саме проаналiзували можливiсть формування iнформацiйної компе-
тентностi при вивченнi понять та законiв роздiлу, при виборi прийомiв
та методiв роботи передбачили тi, що сприяють її розвитку: мотивацiю
досягнень учнiв, адекватну самооцiнку, вiдповiдальнiсть, тощо;

— розробили пам’ятки: як працювати з комп’ютером, як правильно
конспектувати параграф, працювати з додатковою лiтературою, пiдго-
тувати доповiдь i т. д.;

— при створеннi сценарiїв конспектiв урокiв розробили вiдповiдний змiст та
передбачили дiяльнiсть учнiв, ґрунтуючись на розвиток iнформацiйної
компетентностi, а саме: створення мультимедiйних презентацiй, ребусiв,
кросвордiв, електронних тестiв, використання моделей фiзичних дослi-
дiв, тощо;

— створений навчально-методичний проект реалiзували у практицi викла-
дання фiзики в 10 класi ЗОШ.

Тобто, ми спочатку розробили, а потiм впровадили етапи формування
iнформацiйної компетентностi учнiв з урахуванням рiвнiв розвитку: пропе-
девтичного, базового та профiльного.

Висновки
З урахуванням викладеного, можна зробити висновок, що формування

iнформацiйної компетентностi на уроках фiзики повинно здiйснюватися у
вiдповiдностi з її внутрiшньою структурою, представленими педагогiчними
складовими, пов’язаними з певними видами iнформацiйно-професiйної дi-
яльностi. Цi види iнформацiйно-професiйної дiяльностi у взаємозв’язку мiж
собою становлять суть поняття «iнформацiйна компетентнiсть» i зумовлю-
ють особливостi її виховання.

Як ми бачимо, iснує можливiсть формувати iнформацiйну компетентнiсть
при викладаннi фiзики, i вважаємо за потрiбне продовжувати роботу в дано-
му напрямку.
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ВИКОРИСТАННЯ ПРОБЛЕМНО-МОДУЛЬНОЇ ТЕХНОЛОГIЇ
НА УРОКАХ ФIЗИКИ

Стаття розкриває поняття проблемно-модульного навчання, його особливостi та компо-
ненти, в нiй показана можливiсть використання даної технологiї на уроках фiзики при
розвитку елементiв критичного мислення учнiв.

Ключовi слова: спроблемно-модульне навчання, проблемна ситуацiя, навчальний
модуль, критичне мислення.

Вступ
В наш час педагогiка з науки про виховання, освiту та навчання людини

повинна стати наукою про управлiння розвитком творчої iндивiдуальностi в
цiлiсному педагогiчному процесi, а вивчення шкiльних предметiв реалiзоване,
ґрунтуючись на принципi єдностi навчання, виховання та розвитку.

Неабияку роль у досягненнi цiєї мети вiдiграють такi дидакти як
М.А.Алексюк, В.В.Гузєєв, М.А.Чошанов, М.I.Махмутов, А.В.Фурман та iн-
шi, дослiдження яких вийшли на новий виток розвитку методичної думки, а
саме проблемне навчання вони зв’язують з принципово новою технологiєю.

Хоча означена тематика активно розглядається у психолого-педагогiчнiй
та методичнiй лiтературi, на практицi у загальноосвiтнiй школi великої уваги
вона не отримала. Мiж тим, актуальнiсть її сучасних форм, способiв i методiв
навчання визначається увагою до дiяльностi учнiв, що враховує їх iндивiду-
альнi особливостi, забезпечує iндивiдуальний темп просування за програмою.
Викладене обумовлює актуальнiсть для подальшої розробки та впроваджен-
ня у шкiльному навчальному процесi.

Ми вважаємо, що в результатi використання трьох провiдних факторiв:
«стиснення», модульностi та проблемностi i побудови на цiй основi проблемно-
модульного технологiї, з’являється можливiсть пiдвищити результативнiсть
процесу навчання фiзики. Застосування технологiї проблемно-модульного на-
вчання надасть можливостi забезпечення iндивiдуального темпу просування
за програмою «слабкому, середньому та сильному учням», а упровадження

c⃝Олiйник Р.В., Степанян М.С.,2014
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проблемно-модульної технологiї у процес навчання фiзики забезпечить бiльш
широкi можливостi для розвитку критичного мислення учнiв.

Основна частина
Основи проблемно-модульного навчання в Українi для загальноосвiтньої

школи розробленi пiд керiвництвом А. В. Фурмана.
За його ствердженням, проблемно-модульна технологiя передбачає наяв-

нiсть пакету програм для iндивiдуального навчання, що забезпечує навчальнi
досягнення учня з певним рiвнем попередньої пiдготовки. Воно здiйснюється
за окремими функцiональними вузлами вiдображеними у змiстi, органiзацiй-
них формах i методах — модулях, призначення яких — досягнення конкре-
тних педагогiчних цiлей. [1]

Складовою проблемно-модульного навчання є навчальний модуль, визна-
чення якого дидакти дають по-рiзному. Наприклад, за Фурманом: це вiдносно
самостiйна, цiлiсна частина реальної розвивальної взаємодiї педагога з учня-
ми, яка характеризується завершеною сукупнiстю взаємозалежних навчаль-
них, виховних та освiтнiх ритмiв, що оптимiзують психосоцiальний розвиток
кожного на певному вiдрiзку вивчення навчального курсу (роздiл, тема).[2]

Специфiку проблемно-модульного навчання вiдображають наступнi
основнi принципи її побудови:

— системне квантування. Даний принцип забезпечується вiдповiдним
структуруванням навчальної iнформацiї в проблемному модулi;

— проблемнiсть. Даний принцип вiдображає вимоги психолого-
педагогiчної закономiрностi, згiдно з якою введення таких стимулюючих
ланок, як проблемна ситуацiя та практична спрямованiсть, пiдвищує
ефективнiсть засвоєння навчального матерiалу;

— модульнiсть. Принцип модульностi визначає динамiчнiсть i мобiльнiсть
функцiонування системи. [3]

Складовою частиною будь-якого модуля в проблемно-модульному навчан-
нi є проблемна ситуацiя.

А.М.Матюшкин характеризує проблемну ситуацiю як «особливий вид ро-
зумової взаємодiї об’єкта i суб’єкта, що характеризується таким психiчним
станом суб’єкта (учня) при вирiшеннi ним завдань, що вимагає виявлення
(вiдкриття або засвоєння) нових, ранiше суб’єкту невiдомих знань чи спосо-
бiв дiяльностi». [4]

Iнакше кажучи, проблемна ситуацiя — це така ситуацiя, при якiй суб’єкт
хоче вирiшити якiсь важкi для себе задачi, але йому не вистачає даних i вiн
повинен сам їх знаходити.
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В процесi навчання на уроках створюються проблемнi ситуацiї, що дають
змогу активiзувати процес мислення учнiв. М.I. Махмутов вказує наступнi
способи створення проблемних ситуацiй:

— при зiткненнi учнiв з життєвими явищами, фактами;
— при органiзацiї практичної роботи учнiв та формулюваннi гiпотез;
— при спонуканнi учнiв до аналiзу життєвих явищ, якi приводять їх в зiт-

кнення з колишнiми життєвими уявленнями про загальнi явища;
— при спонуканнi учнiв до порiвняння, спiвставлення i протиставлення;
— при спонуканнi учнiв до попереднього узагальнення нових фактiв;
— при дослiдницьких завданнях. [5]

Керувати навчально-пiзнавальною дiяльнiстю в процесi вивчення фiзи-
ки за даною технологiєю допомагає система дидактичних засобiв навчання,
до яких ми вiдносимо постановку мети, планування, вiдбiр завдань репро-
дуктивного та пошуково-творчого характеру, демонстрацiй та фронтальний
експеримент, роботу з навчальною i додатковою лiтературою, рiзнi форми
рейтингового контролю. [6]

Велику роль в побудовi навчально-виховного процесу з означеної
технологiї вiдiграє система занять, яка повинна мiстити такi модулi:
установочно-мотивацiйний, змiстовно-пошуковий, контрольно-смисловий,
адаптивно-перетворювальний, системно-узагальнюючий та контрольно-
рефлексивний. [6]

Ефективне функцiонування проблемно-модульної технологiї може бути
забезпечене тiльки за умови цiлiсностi всiх цих компонентiв навчального мо-
дуля.

У технологiї проблемно-модульного навчання недостатня, на наш погляд,
придiляється увага такому малодослiдженому аспекту, як формування кри-
тичного мислення учнiв.

Критичне мислення є складовим елементом компетентностi учня. Кри-
тичнiсть передбачає вмiння дiяти в умовах вибору i прийняття альтерна-
тивних рiшень, вмiння спростовувати завiдомо неправдивi рiшення, нарештi,
вмiння просто сумнiватися. Формування критичностi у процесi проблемно-
модульного навчання ми вбачаємо, через пiдбiр змiсту, прийомiв навчання,
цiлеспрямоване створення спецiальних ситуацiй i т.д. [5]

При розвитку критичного мислення учень набуває таких вмiнь:
• з’ясування причинно-наслiдкових зв’язкiв, ґрунтовне доведення i розу-

мiння iдей;
• здiйснення вибору та ухвалення комплексних рiшень;
• розумiння взаємозв’язкiв мiж системами;
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• визначення та постановка суттєвих питань для прояснення рiзних пози-
цiй, що дозволяє ухвалювати кращi рiшення;

• оформлення, аналiз та синтез iнформацiї для розв’язання проблем i вiд-
повiдей на запитання.

Умiле, вiдповiдальне мислення дозволяє людинi формулювати надiйнi вi-
рогiднi судження для окреслення, аналiзу й розв’язання проблем за умови їх
систематичного залучення до активного свiдомого виконання розумових дiй.

В нашiй роботi ми проаналiзували теоретичний матерiал з даної теми, на
основi науково-методичної моделi з фiзики побудували навчально-виховний
процес. Для педагогiчного дослiдження ми обрали учнiв 11 кл. загальноос-
вiтньої школи № 30 м. Краматорська.

Перед впровадженням проблемно-модульного навчання ми виконали на-
ступне:

— розробили модульну програму роздiлу «Електродинамiка» (тема «Пос-
тiйний струм»);

— склали календарно-тематичний план роботи, де вказали методи та при-
йоми активiзацiї критичного мислення;

— розробили мiнi-пiдручник, в якому описаний теоретичний матерiал та
особливостi його викладання, а також методи та прийоми роботи;

— створили розгорнутi плани-конспекти вiдповiдно до нашої технологiї до
кожного уроку. При розробцi планiв-конспектiв ми використовували три
групи навчальних елементiв: iнформацiйнi, операцiйно-iнтелектуальнi та
операцiйно-практичнi.

Перед початком дослiдження ми дiагностували рiвень критичного
мислення учнiв в обох групах за допомогою психологiчних методик В.Н. Бу-
зiна, О.М. Воронiна та Г.В. Резапкiної. Його показники виявилися приблизно
на однакових рiвнях (переважно низькому).

 

Рис. 1: Початковий рiвень розвитку критичного мислення
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В однiй групi навчання ми проводили традицiйно, а в iншiй за проблемно-
модульною технологiєю.

Пiд час проведення занять за нашими розробками ми створювали проб-
лемнi ситуацiї, використовували рiзнi методи та прийоми активiзацiї критич-
ного мислення такi як «сенкан», «гронування», «асоцiативний кущ», метод
мозкового штурму i т.д. Всi цi методи направленi на розвиток таких компо-
нентiв критичного мислення, як гнучкостi, вмiння аналiзувати, систематизу-
вати, порiвнювати, робити висновки i т.д.

Пiсля використання проблемно-модульної технологiї навчання, яку ми
направляли на розвиток компонентiв критичного мислення, можна зроби-
ти висновок про те, що та група (друга), яка займалася за технологiєю
проблемно-модульного навчання отримала лiпшi результати (рис.2).

 

Рис. 2: Кiнцевi результати експерименту

Висновки
В результатi експериментального дослiдження було пiдтверджено ефек-

тивнiсть використання проблемно-модульного навчання на уроках фiзики, на
прикладi теми «Постiйний струм» в загальноосвiтнiй школi.

Дана технологiя дозволяє в комплексi вирiшувати всi три завдання нав-
чання: освiтню, виховну, розвиваючу. Вона сприяє формуванню в учнiв не
тiльки системи знань, умiнь i навичок, але i розвивати у школярiв елементи
критичного мислення, її гнучкiсть, сприяє розвитку їх здiбностей до самона-
вчання, самоосвiти.

Отже, ми робимо висновок, що наша гiпотеза отримала своє експеримен-
тальне пiдтвердження.
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