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ПРО ОДИН ВИД ПАРАЛЕЛОГРАМIВ
ТА ДЕЯКI СУМIЖНI ПИТАННЯ

В статтi розглядаються паралелограми, у яких кут мiж сторонами дорiвнює куту мiж
дiагоналями. Запропоновано один з можливих пiдходiв до ознайомлення учнiв iз зазначе-
ним видом паралелограмiв у шкiльному курсi геометрiї. Крiм низки сумiжних методичних
аспектiв, наведено класифiкацiї паралелограмiв за рiзними основами, зокрема авторський
пiдхiд до поетапної класифiкацiї паралелограмiв за п’ятьма основами.
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Вступ
Однiєю з важливих складових фахової пiдготовки студентiв педагогiчних

закладiв вищої освiти (ПЗВО) є саме методична пiдготовка, результатом якої
повинна стати сформованiсть комплексу компетентностей — «готовнiсть до
самостiйної методичної дiятельностi».

Не можна не погодитися iз Сарвановою Є.А., яка зазначає, що найбiльш
складним моментом напочатку методичної дiяльностi студентiв є перехiд вiд
теоретичної пiдготовки до виконання методичних дiй вчителя. Причому цей
перехiд вiдбувається успiшно лише за умов, коли в навчальнiй дiяльностi сту-
дентiв створюються умови для формування методичних вмiнь безпосередньо
на матерiалi шкiльного курсу [13]. Одним з можливих пiдходiв до вирiшення
зазначеного завдання є пiдвищення методичної спрямованостi «практикумiв
з розв’язування математичних задач» шляхом наближення їх змiсту до вимог
майбутньої педагогiчної дiяльностi.

У зв’язку з цим актуальним постає питання щодо розробки таких блокiв
задач (пов’язаних спiльним змiстом), аналiз методiв розв’язування (з ураху-
ванням хронологiї вивчення навчального матерiалу за дiючими програмами
з математики для закладiв загальної середньої освiти) та результати яких,
давали би можливiсть з’ясовувати iстотнi властивостi понять, що розгляда-
ються, та їх зв’язок з дослiджуваним теоретичним матерiалом.
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За дiючими програмами змiстова лiнiя «Паралелограми» передбачає вив-
чення основних властивостей i ознак паралелограма, основних властивостей i
ознак окремих його видiв (прямокутника, ромба, квадрата) та їх застосування
до розв’язування задач, зокрема на доведення.

Спiввiдношення (зв’язок) мiж окремими видами паралелограмiв зазвичай
супроводжують наочними рисунками, в яких перетином множини прямоку-
тникiв та множини ромбiв є множина квадратiв [4], [6].

При класифiкацiї ж паралелограмiв зазвичай дотримуються одного з двох
поширених пiдходiв, суть яких не змiнилися з часiв їх викладу в [1], [15].

Проте, незважаючи на добре висвiтленi в методичнiй лiтературi вимоги та
рекомендацiї щодо класифiкацiї математичних понять, зокрема геометричних
об’єктiв (напр., [2], [16]), навiть деякi студенти математичних спецiальностей
педагогiчних закладiв вищої освiти, а iнколи й молодi вчителi математики,
«класифiкуючi» паралелограми дозволяють собi наступну «класифiкацiю:
прямокутники, ромби, квадрати та iншi». Звiсно ж, що такий стан справ
не може не викликати занепокоєння. Зазначена плутанина мiж «класифi-
кацiєю» та «спiввiдношення мiж окремими видами», вiдбувається можливо
через те, що в навчально-методичнiй лiтературi класифiкацiям об’єктiв певної
множини A за рiзними основами та зв’язку мiж окремими їх видами (пiдмно-
жинами множини A ) придiляється досить поверхнева увага.

Друге питання (в контекстi вивчення паралелограмiв), яке автори не мо-
жуть залишити поза увагою, пов’язано з тим, що: серед метричних задач на
паралелограми загального виду (що не є ромбами або ж прямокутниками), в
дiючих пiдручниках пропонують паралелограми, гострий кут мiж сторонами
(або ж дiагоналями) яких переважно становить 300, 450 i 600 , або ж парале-
лограми з додатковою формальною «умовою – метричним спiввiдношенням»,
яке, зазвичай, не носить геометричної цiнностi. I хоча розгляд паралелограмiв
саме з такими кутами є однозначно виправданим, проте, нажаль, в дiючих
пiдручниках з геометрiї для 8 i 9 класiв (навiть з поглибленим вивченням
математики) не пропонується до розгляду паралелограм, (нетупий)
кут мiж сторонами якого дорiвнює куту мiж його дiагоналями.

З урахуванням задач №10.044 з [14], №83 з [3], №46 з [12], зазначений вид
паралелограмiв iснує та коректно визначений.

Першим з аспектiв, який привернув увагу авторiв до зазначеного виду па-
ралелограмiв (надалi називатимемо їх умовно рiвнокутними) є те, що множина
таких паралелограмiв не спiвпадає з множиною прямокутникiв, не спiвпадає
з множиною ромбiв, а її перетином з кожною iз зазначених множин є мно-
жина квадратiв.
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Другий з аспектiв пов’язано з ознаками окремих видiв паралелограма.
Вiдомо, що паралелограм є прямокутником (ромбом) тодi i лише тодi, коли
його паралелограм Варiньона є ромбом (вiдповiдно прямокутником); парале-
лограм є квадратом тодi i лише тодi, коли його паралелограм Варiньона є
квадратом. Як з’ясувалося, паралелограм є умовно рiвнокутним тодi i лише
тодi, коли його паралелограм Варiньона є умовно рiвнокутним.

Третiй аспект пов’язано iз «природою появи числа
√
2» для квадрату:

добре вiдомо, що дiагональ d квадрата зi стороною a становить d = a
√
2 ;

також вiдомо, що ця залежнiсть є безпосереднiм наслiдком з теореми Пiфаго-
ра та, зазвичай, цю рiвнiсть вiдносять до властивостей саме квадрата. Проте,
як з’ясувалося, поява зазначеної залежностi повинна завдячувати вiдповiд-
нiй властивостi паралелограма, яка має мiсце лише у випадку, коли кут мiж
сторонами паралелограма дорiвнює куту мiж його дiагоналями.

Четвертий аспект. Добре вiдомо, що характеристичною властивiстю-
ознакою, яка вирiзняє паралелограми з решти чотирикутникiв, є, так звана,
рiвнiсть паралелограма — «сума квадратiв дiагоналей паралелограма дорiвнює
сумi квадратiв всiх його сторiн», яку можна переформулювати в еквiвален-
тнiй формi — «сума квадратiв дiагоналей паралелограма дорiвнює подвоєнiй
сумi квадратiв непаралельних його сторiн». Як з’ясувалося, характеристи-
чною властивiстю-ознакою, яка вирiзняє умовно рiвнокутнi паралелограми з
решти паралелограмiв, є рiвнiсть умовно рiвнокутного паралелограма — «рiзни-
ця квадратiв дiагоналей паралелограма дорiвнює подвоєнiй рiзницi квадратiв
непаралельних його сторiн».

Середини сторiн довiльного (в тому числi неопуклого та просторового) чотирикутника є вершинами
паралелограма (який називають паралелограмом Варiньона)
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Третє питання (до якого природно призводить друге), пов’язано з тим,
що при вивченнi геометричних об’єктiв

крiм задач, якi складають основу обов’язкового теоретичного матерiалу,
результати яких використовуються в подальшому навчальному матерiалi
та знаходять застосування при розв’язуванi бiльш складних задач

досить важливi вiдомостi про об’єкти (що вивчаються) мiстяться серед цiлої
низки задач, але їх розв’язання (а тому й ознайомлення з вiдповiдними фак-
тами) не може проходити паралельно з вивченням певного об’єкту, оскiльки
для цього необхiдними є новi факти i методи, якi за програмою розгля-
даються значно пiзнiше. Ось чому уроки «узагальнення та систематизацiї
знань», особливо в кiнцi навчального року, є вкрай важливими для вивчення
геометричних об’єктiв (зокрема паралелограмiв) в шкiльному курсi геометрiї.

В контекстi зазначеного, вважаємо доцiльним звернути увагу на роботи
[11] i [8], якi присвячено систематизацiї та узагальненню фактiв про трапецiї.

Серед статей, присвячених систематизацiї та узагальненню фактiв про
паралелограми, слiд видiлити [9] i [10]. Зокрема в [9] наведено низку джерел:
присвячених дидактичному забезпеченню вивчення теми «паралелограми»;
навчальних посiбникiв з елементарної геометрiї, в яких наведено яскравi гео-
метричнi факти, що не ввiйшли до шкiльних пiдручникiв; збiрникiв задач, якi
мiстять доволi широке коло задач (на паралелограми) рiзного рiвня склад-
ностi, зокрема теоретичного характеру.

Представлену статтю можна вважати певним доповненням та логiчним
продовженням статтi [9]. Однак основною метою статтi є спроба вирiшення
завдання щодо розробки одного з блокiв задач (про якi зазначалося вище)
на прикладi рiвнокутного паралелограма та виклад можливого пiдходу до
ознайомлення учнiв в шкiльному курсi геометрiї з умовно рiвнокутними па-
ралелограмами.

Одним iз завдань статтi — привернути увагу вчителiв математики до
зазначеного виду паралелограмiв, як сировини для нових цiкавих задач,
зокрема для проведення олiмпiад.

Саму ж статтю умовно можна розбити на три частини: в першiй —
для зазначеного виду паралелограмiв наведено вiдповiдне визначення, при-
клад, найпростiшу властивiсть та найпростiшу ознаку; в другiй — викладена
авторська розробка щодо можливого впровадження зазначеного виду па-
ралелограмiв до шкiльного курсу геометрiї, зокрема найпростiшi метричнi
спiввiдношення та 12 властивостей-ознак; в третiй — можливi класифiкацiї
паралелограмiв за рiзними основами, зокрема авторський пiдхiд до поетапної
класифiкацiї паралелограмiв за п’ятьма основами.
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1. Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Означення 1. ([6]) Паралелограмом називають чотирикутник, у якого
кожнi двi протилежнi сторони паралельнi. Прямокутником — паралело-
грам, у якого всi кути прямi. Ромбом — паралелограм, у якого всi сторони
рiвнi. Квадратом — прямокутник, у якого всi сторони рiвнi.

Як вже зазначалося у вступi, мають мiсце наступнi твердження

Твердження 1. (задача №10.044 з [14]; задача №83 з [3])
«Длины диагоналей параллелограмма пропорционалны длинам его непарал-
лельных сторон. Доказать, что углы между диагоналями такого паралле-
лограмма равны его углам.»

Твердження 2. (задача №46 з [12])
«В параллелограмме ABCD AC = AB

√
2 . Докажите, что угол между

диагоналями равен углу между его сторонами.»

Тому цiлком коректно можна визначити наступний вид паралелограмiв

Означення 2. Паралелограм будемо називати умовно рiвнокутним,
якщо (нетупий) кут мiж сторонами дорiвнює куту мiж його дiагоналями.
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Рис. 1:

Приклад 1. Оскiльки у квадрата кут мiж (непаралельними) сторонами
та кут мiж дiагоналями становить 900 , то квадрат є прикладом умовно
рiвнокутного паралелограма.

Властивiсть 1. В умовно рiвнокутному паралелограмi кут мiж бiльшою
дiагоналлю та меншою стороною дорiвнює куту мiж меншою дiагоналлю
та бiльшою стороною (рис. 1 a) ).

Вправа 1. (ознака) Покажiть, що якщо в паралелограмi кут мiж бiль-
шою дiагоналлю та меншою стороною дорiвнює куту мiж меншою дiагона-
ллю та бiльшою стороною, то такий паралелограм є умовно рiвнокутним.
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2. Основна частина.
2.1. Допомiжнi позначення та домовленостi

Нехай в паралелограмi ABCD (рис. 1 b) ): O = AC ∩ BD , AD = a ,
AB = b , AC = d1 , BD = d2 , ∠ABD = δ , ∠ACD = γ , ∠BAD = α ,
∠COD = φ ; ha, hb — довжини висот, опущених на сторони довжин a i b
вiдповiдно; h1, h2 — довжини перпендикулярiв, опущених з вершин парале-
лограма на дiагоналi довжин d1 i d2 вiдповiдно.

В подальшому, заради визначеностi (та без втрати загальностi), будемо
вважати, що: 1) φ — нетупий кут мiж дiагоналями (0◦ < φ 6 90◦ ); 2) α —
нетупий кут мiж сторонами (0◦ < α 6 90◦ ); 3) a > b .

Зауважимо, що за наведених умов, справджуються нерiвностi: d1 > d2 ,
h1 6 h2 , ha 6 hb (їх легко встановити пiсля вивчення вiдповiдних питань).

2.2. Один з пiдходiв до реалiзацiї iдеї щодо ознайомлення учнiв з
«умовно рiвнокутними» паралелограмами

2.2.1. У 8 класi пiд час (пiсля) вивчення теми «Подiбнiсть
трикутникiв» можна запропонувати довести наступнi твердження

Властивiсть 2. («пропедевтична») Нехай O — точка перетину дiаго-
налей AC i BD умовно рiвнокутного паралелограма ABCD з нетупим
кутом ∠A , Q — середина сторони AD . Тодi:
1) трикутники DAB i COD є подiбними;
2) довжини дiагоналей пропорцiйнi довжинам непаралельних сторiн (а са-
ме справджується пропорцiя AC : AD = BD : AB );
3) трикутники COD i DQO є подiбними;
4) BD2 = 2CD2 , AC ·BD = 2AD · CD , AC2 = 2AD2 ;
5) AC = AD

√
2 , BD = CD

√
2 , AC2 −BD2 = 2

(
AD2 − CD2

)
.

Наслiдок 1. В умовно рiвнокутному паралелограмi вiдношення довжини
бiльшої (меншої) дiагоналi до довжини бiльшої (вiдповiдно меншої) сторони
становить

√
2 .

Задача 1. (ознака «з надлишковою умовою») В паралелограмi
ABCD AC = AD

√
2 , BD = AB

√
2 . Доведiть, що ABCD є умовно

рiвнокутним.
Розв’язання. Нехай AD = a , AB = b , тодi AC = a

√
2 , BD = b

√
2 .

1) В трикутнику DAB : DA = a , AB = b , BD = b
√
2 .

2) В трикутнику COD : CO = AC
2 = a√

2
, OD = BD

2 = b√
2
, DC = b .

Оскiльки
DA

CO
=

AB

OD
=

BD

DC
=

√
2,
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то за III ознакою подiбностi трикутники DAB i COD є подiбними. Звiдки
α = ∠DAB = ∠COD = φ . �

2.2.2. У 8 класi пiд час (пiсля) вивчення теми «Розв’язування
прямокутних трикутникiв» можна запропонувати (ключову) задачу

Задача 2. (ознака) Якщо у паралелограма довжини дiагоналей пропорцiй-
нi довжинам його непараллельних висот, то вiн є умовно рiвнокутним.
Розв’язання. Нехай ha, hb – довжини непаралельних висот (причому
hb > ha ), a d1, d2 – довжини дiагоналей (d1 > d2 ) паралелограма, нетупi
кути мiж сторонами та дiагоналями якого становлять α i β вiдповiдно.

Оскiльки d1 > d2 ⇔ d1
d2

> 1 i hb > ha ⇔ hb

ha
> 1 ⇔ ha

hb
6 1 , то, з

урахуванням умови, має мiсце одна з можливих пропорцiй:

1)
d1
d2

=
hb

ha
або ж 2)

d1
d2

=
ha

hb
.

1) Друга пропорцiя має мiсце лише за умов, коли
d1
d2

= 1 =
ha

hb
. Звiдки

ha = hb i d1 = d2 , тобто, паралелограм одночасно є i ромбом, i прямокутни-
ком, а тому — квадратом (умовно рiвнокутним паралелограмом).

 

 

 

A  

B  C  

D  

O  

a  

b  

α  

b  

γ  

γ  

δ  

δ  

'B  

'C  

a
h  

b
h  

γ  α γ−  

Рис. 2: до задачi 2.

2) З вершин B i C опустимо висоти BB′ та CC ′ на сторони AD = a
i AB = b вiдповiдно. Тодi першу пропорцiю можна подати у виглядi

BB′

BD
=

CC ′

AC
.

I тому прямокутнi трикутники DB′B i AC ′C є подiбними. Звiдки
∠BDA = ∠BAC . Але ж тодi за вправою 1 паралелограм є умовно рiвнокут-
ним. �
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2.2.3. У 8 класi пiд час (пiсля) вивчення теми «Многокутники
та їх площi» можна запропонувати довести наступнi твердження

Задача 3. (ознака) Якщо у паралелограма добуток дiагоналей вдвiчi бiль-
ший за добуток двох непаралельних сторiн, то вiн є умовно рiвнокутним.
Розв’язання. Оскiльки 1

2d1d2 = ab (за умовою), а площу пралалелограма
можна обчислити за формулами S = 1

2d1d2 sinφ = ab sinα , то маємо рiвнiсть
sinφ = sinα . З урахуванням зроблених ранiше домовленостей (00 < α 6 900 ,
00 < φ 6 900 ), остання рiвнiсть можлива лише коли φ = α . Звiдки й
випливає, що (нетупий) кут мiж сторонами дорiвнює (нетупому) куту мiж
дiагоналями такого паралелограма. �

Задача 4. (ознака) Якщо у паралелограма довжини дiагоналей пропорцiй-
нi довжинам непаралельних сторiн, то вiн є умовно рiвнокутним.
Розв’язання. Нехай a, b — довжини непаралельних сторiн (a > b ), a d1, d2
— довжини дiагоналей (причому d1 > d2 ) паралелограма, нетупi кути мiж
сторонами та дiагоналями якого становлять α i φ вiдповiдно.

Оскiльки d1 > d2 ⇔ d1
d2

> 1 i a > b ⇔ a
b > 1 ⇔ b

a 6 1 , то, з урахуванням
умови, має мiсце одна з можливих пропорцiй:

1)
d1
d2

=
a

b
або ж 2)

d1
d2

=
b

a
.

1) Друга пропорцiя має мiсце лише за умов, коли
d1
d2

= 1 =
b

a
. Звiдки

a = b i d1 = d2 , тобто, паралелограм одночасно є i ромбом, i прямокутником,
а тому — квадратом (умовно рiвнокутним паралелограмом).

2) Оскiльки S = aha = bhb , то першу пропорцiю
d1
d2

=
a

b
можна подати

у виглядi
d1
d2

=
a/S

b/S
=

hb

ha
або ж

ha

d2
=

hb

d1
. I тому, з урахуванням задачi 2,

такий паралелограм є також умовно рiвнокутним. �

Вправа 2. (ознака) Покажiть, що якщо у паралелограма довжини сторiн
пропорцiйнi довжинам непаралельних перпендикулярiв, опущених з вершин
на дiагоналi, то вiн є умовно рiвнокутним.

Зауваження 1. Нехай α — нетупий кут мiж (непаралельними) сторона-
ми (довжин a i b ), φ — нетупий кут мiж дiагоналями (довжин d1 i d2 )
паралелограма. Тодi справджуються умови:

1) α < φ ⇔ 2ab > d1d2 ;
2) α = φ ⇔ 2ab = d1d2 ;
3) α > φ ⇔ 2ab < d1d2 .
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2.2.4. У 9 класi пiсля вивчення теореми косинусiв ...
Як добре вiдомо, одним з наслiдкiв теореми косинусiв є «рiвнiсть па-

ралелограма», яка полягає у тому, що «сума квадратiв дiагоналей парале-
лограма дорiвнює сумi квадратiв всiх його сторiн». Тобто, згiдно введених
позначень, має мiсце рiвнiсть

d21 + d22 = 2
(
a2 + b2

)
. (1)

В якостi наслiдкiв з (1), можна запропонувати наступнi завдання

Вправа 3. Перевiрити, що d1 = a
√
2 тодi i лише тодi, коли d2 = b

√
2 .

Задача 5. (ознака «без надлишкової умови») Якщо у паралелограма
вiдношення довжини дiагоналi до довжини сторони становить

√
2 , то та-

кий паралелограм є умовно рiвнокутним.
Вказiвка. Справедливiсть твердження є наслiдком вправи 3 та задачi 4.

Задача 6. Якщо у паралелограма довжини дiагоналей пропорцiйнi довжи-
нам непаралельних сторiн, то коефiцiєнт пропорцiйностi становить

√
2 .

Розв’язання. Нехай a, b — довжини непаралельних сторiн, a d1, d2 — дов-
жини дiагоналей паралелограма, причому a > b , d1 > d2 .

Оскiльки d1 > d2 ⇔ d1
d2

> 1 i a > b ⇔ a
b > 1 ⇔ b

a 6 1 , то, з урахуванням
умови, має мiсце одна з можливих пропорцiй:

1)
d1
d2

=
a

b
або ж 2)

d1
d2

=
b

a
.

1) Друга пропорцiя має мiсце лише за умов, коли d1 : d2 = 1 = b : a .
Звiдки a = b i d1 = d2 = d , тобто, паралелограм одночасно є i ромбом, i
прямокутником, а тому — квадратом. Звiдки й маємо, що d = a

√
2 .

2) Першу пропорцiю можна подати у виглядi d1
a = d2

b = k , звiдки
d1 = ka , d2 = kb . I тому, з урахуванням (1), маємо рiвнiсть

d21 + d22 = k2a2 + k2b2 = k2
(
a2 + b2

)
= 2

(
a2 + b2

)
⇔ k2 = 2,

звiдки й випливає, що k =
√
2 . �

Наслiдком iз формули (1) та задачi 1 (або ж задачi 5) є ознака

Задача 7. Якщо рiзниця квадратiв довжин дiагоналей паралелограма дорiв-
нює подвоєнiй рiзницi квадратiв довжин двох його непаралельних сторiн,
то такий паралелограм є умовно рiвнокутним.

Таким чином характеристичною властивiстю-ознакою умовно рiвнокут-
ного паралелограма є «рiвнiсть умовно рiвнокутного паралелограма»,
яку (з урахуванням введених позначень) можна подати у виглядi

d21 − d22 = 2
(
a2 − b2

)
. (2)
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2.3. Деякi метричнi спiввiдношення для «умовно рiвнокутних»
паралелограмiв

З урахуванням рiвностi паралелограма та рiвностi умовно рiвнокутного
паралелограма, мають мiсце наступнi «формули-близнюки»:

1. d1 = a
√
2 ;

2. d2 = b
√
2 ;

3. d1d2 = 2ab ;
4. d21 − d22 = 2(a2 − b2) ;
5. 1

b2 −
1
a2 = 2

(
1
d22
− 1

d21

)
;

6. d41 − d42 = 4(a4 − b4) ;

7. cosα =
a2 − b2

2ab
;

8. sinα = 1
2ab

√
4a2b2 − (a2 − b2)2 ;

9. ha = h1

√
2 ;

10. hb = h2

√
2 ;

11. hahb = 2h1h2 ;
12. h2

b − h2
a = 2(h2

2 − h2
1) ;

13. 1
h2
1
− 1

h2
2
= 2

(
1
h2
a
− 1

h2
b

)
;

14. h4
b − h4

a = 4(h4
2 − h4

1) ;

15. cosα =
d21 − d22
2d1d2

;

16. sinα = 1
2d1d2

√
4d21d

2
2 − (d21 − d22)

2 ,

з яких не важко одержати наступнi формули

1. S = 1
2

√
4a2b2 − (a2 − b2)2 ;

2. ha =
1
2a

√
4a2b2 − (a2 − b2)2 ;

3. hb =
1
2b

√
4a2b2 − (a2 − b2)2 ;

4. S = 1
4

√
4d21d

2
2 − (d21 − d22)

2 ;

5. h1 =
1
4d1

√
4d21d

2
2 − (d21 − d22)

2 ;

6. h2 =
1
4d2

√
4d21d

2
2 − (d21 − d22)

2 ;

Твердження 3. (властивостi-ознаки) Паралелограм є умовно рiвно-
кутним тодi i лише тодi, коли виконується одна з наступних умов:
1) кут мiж бiльшою дiагоналлю та меншою стороною дорiвнює куту
мiж меншою дiагоналлю та бiльшою стороною;
2) кут мiж висотами, опущеними з вершини негострого кута, дорiвнює
куту мiж дiагоналями;
3) паралелограм Варiньона є умовно рiвнокутним;
4) довжини дiагоналей пропорцiйнi довжинам непаралельних сторiн;
5) довжини дiагоналей пропорцiйнi довжинам непаралельних висот;
6) довжини непаралельних сторiн пропорцiйнi довжинам непаралельних
перпендикулярiв, опущених з вершин на дiагоналi;
7) довжини непаралельних висот пропорцiйнi довжинам непаралельних
перпендикулярiв, опущених з вершин на дiагоналi;
8) d1 = a

√
2 (⇔ ha = h1

√
2 ); d2 = b

√
2 (⇔ hb = h2

√
2 );

9) 2ab = d1d2 (⇔ 2h1h2 = hahb );
10) d21 − d22 = 2

(
a2 − b2

)
(⇔ h2

b − h2
a = 2

(
h2
2 − h2

1

)
);

11) d41 − d42 = 4
(
a4 − b4

)
(⇔ h4

b − h4
a = 4

(
h4
2 − h4

1

)
);

12) P =
√
2 (d1 + d2) .
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Заради порiвняння з умовно рiвнокутним паралелограмом автори вважа-
ють доцiльним навести й деякi властивостi-ознаки прямокутника та ромба.

Твердження 4. Паралелограм є ромбом тодi i лише тодi, коли викону-
ється одна з наступних (еквiвалентних) умов:
1) двi непаралельнi сторони є рiвнi;
2) дiагоналi є бiсектрисами його кутiв;
3) дiагоналi є взаємно перпендикулярними;
4) можна вписати коло;
5) (непаралельнi) висоти є рiвними;
6) площа дорiвнює пiвдобутку дiагоналей;
7) перпендикуляри, опущенi з точки перетину дiагоналей на непаралельнi
сторони, є рiвними;
8) квадрат сторони дорiвнює сумi квадратiв половин дiагоналей;
9) пряма, що проходить через основи висот, опущених з однiєї вершини,
паралельна до вiдповiдної дiагоналi;
10) паралелограм Варiньона є прямокутником;
11) пряма, що мiстить дiагональ, є вiссю його симетрiї;
12) сума квадратiв дiагоналей у чотири рази бiльша за добуток двох його
непаралельних сторiн.

Твердження 5. Паралелограм є прямокутником тодi i лише тодi, коли
виконується одна з наступних (еквiвалентних) умов:
1) один з кутiв є прямим;
2) дiагоналi є рiвними;
3) (не тупий) кут мiж дiагоналями вдвiчi бiльший за (не тупий) кут
мiж дiагоналлю та стороною;
4) можна описати коло;
5) перпендикуляри, опущенi з вершин на дiагоналi є рiвними;
6) площа дорiвнює добутку (непаралельних) сторiн (висот);
7) (непаралельнi) бiсектриси є рiвними;
8) квадрат дiагоналi дорiвнює сумi квадратiв непаралельних сторiн;
9) пряма, що проходить через основи непаралельних перпендикулярiв, опу-
щених з вершин на дiагоналi, паралельна до вiдповiдної сторони;
10) паралелограм Варiньона є ромбом;
11) середня лiнiя (пряма, що сполучає середини двох протилежних сто-
рiн) є вiссю його симетрiї;
12) сума квадратiв двох непаралельних сторiн дорiвнює добутку його дiа-
гоналей.
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3. Класифiкацiї паралелограмiв
За Л.М. Фрiдманом дiлення об’єму деякого поняття на частини i є кла-

сифiкацiєю цього поняття. Якщо ж бiльш точно, то пiд класифiкацiєю слiд
розумiти розподiл об’єктiв деякого поняття на взаємозв’язанi класи (види, ти-
пи) за найбiльш суттєвими властивостями (ознаками). Ознаку (властивiсть),
за якою вiдбувається класифiкацiя (дiлення) поняття на класи (види), i на-
зивають основою класифiкацiї. Класифiкацiя поняття вiдбувається за однiєю
або декiлькома найбiльш суттєвими основами. [16]

3.1. Найбiльш поширенi пiдходи до класифiкацiї паралелограмiв
Крiм двох основних пiдходiв до класифiкацiї паралелограмiв, про якi вже

було зазначено у вступi (проiлюстровано нижче на рис. 3 i 4), досить пошире-
ними у навчальнiй лiтературi також є пiдходи, проiлюстрованi за допомогою
блок-схем на рис. 5 i 6 вiдповiдно.

 

 

ПАРАЛЕЛОГРАМИ 

Рівносторонні 

(РОМБИ) 

Не є рівносторонніми 
(не є ромбами) 

Прямокутні 

(КВАДРАТИ) 

Не є прямокутними 
(не є квадратами) 

Прямокутні 

(ПРЯМОКУТНИКИ) 

Не є прямокутними 
(не є прямокутниками) 

Рис. 3: Класифiкацiя паралелограмiв «за мiрами сторiн та кутiв»

 

 

 

 

ПАРАЛЕЛОГРАМИ 

Прямокутні 

(ПРЯМОКУТНИКИ) 

Не є прямокутним 
(не є прямокутниками) 

Рівносторонні 

(КВАДРАТИ) 

Не є рівносторонніми 
(не є квадратами) 

Рівносторонні 

(РОМБИ) 

Не є рівносторонніми 
(не є ромбами) 

Рис. 4: Класифiкацiя паралелограмiв «за мiрами кутiв та сторiн»

 

 

ПАРАЛЕЛОГРАМИ 

Вписані 

(ПРЯМОКУТНИКИ) 

Не є вписаними 

(не є прямокутниками) 

Описані 

(КВАДРАТИ) 

Не є описаними 

(не є квадратами) 
Описані 

(РОМБИ) 

Не є описаними 

(не є ромбами) 

Рис. 5: Класифiкацiя паралелограмiв за ознаками «вписаностi та описаностi»
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ПАРАЛЕЛОГРАМИ 

Описані 

(РОМБИ) 

Не є описаними 

(не є ромбами) 
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Рис. 6: Класифiкацiя паралелограмiв за ознаками «описаностi та вписаностi»

Слiд також вiдзначити, що в лiтературi зустрiчаються й iншi пiдходи,
пов’язанi з вибором альтернативних (або ж еквiвалентних) основ-ознак для
проведення класифiкацiї паралелограмiв. Наприклад: «дiагоналi перпенди-
кулярнi» («дiагоналi не є перпендикулярними»); «дiагоналi рiнi» («дiагоналi
не є рiвними») i т.п.. Спiльним для всiх них є те, що класифiкацiю проводять
у два етапи: спочатку за однiєю основою-ознакою, потiм кожен з одержаних
(двох) класiв (видiв) дiлять на пiдкласи (пiдвиди) за iншою основою.

З огляду на обставини, про якi зазначалося у вступi, автори вважають
за доцiльне та своїм приємним обов’язком навести загальнi рекомендацiї та
вимоги до класифiкацiї математичних понять, якi бiльш повно висвiтлено
Львом Моїсейовичем Фрiдманом в [16].

Правильно побудована класифiкацiя поняття повинна вiдображати най-
бiльш суттєвi ознаки i зв’язки мiж об’єктами поняття, допомагати краще
орiєнтуватися в множинi цих об’єктiв, давати можливiсть встановлювати та-
кi ознаки цих об’єктiв, якi є найбiльш важливими для застосування цього
поняття в iнших науках та практичнiй дiяльностi. Частiше доводиться кла-
сифiкувати поняття за декiлькома основами. Тодi класифiкацiю поняття слiд
проводити поетапно: спочатку за однiєю основою, потiм деякi види дiлити на
пiдвиди за iншою основою i т. д.

При класифiкацiї необхiдно дотримуватися наступних правил:
1. В якостi основи класифiкацiї можна обирати лише спiльну ознаку усiх
об’єктiв даного поняття.
2. Основою для класифiкацiї слiд обирати найбiльш суттєвi властивостi
(ознаки) понять.
3. На кожному етапi класифiкацiї можна застосовувати лише одну певну
основу (в результатi класифiкацiї на кожному етапi одержуванi класи (ви-
ди) не повиннi перетинатися!).
4. Класифiкацiя за певною основою повинна бути вичерпною, а кожен об’-
єкт поняття повинен потрапити в результатi класифiкацiї в один i тiльки один
клас.
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Не можна не погодитися iз тим, що в кожнiй з наведених у пiдпунктi 3.1.
класифiкацiй поза увагою залишаються паралелограми «загального виду»
(що не є прямокутниками або ромбами). Бiльше того, з урахуванням, при-
наймнi 2 частини представленої статтi (iснуванням доволi широкого класу
умовно рiвнокутних паралелограмiв), жодну з наведених у пiдпунктi 3.1. кла-
сифiкацiй за Л.М. Фрiдманом аж нiяк не можна вважати повною.

3.2. Класифiкацiя паралелограмiв за мiрами кутiв мiж сторонами
i дiагоналями та довжинами сторiн i дiагоналей

Якiсний аналiз задач на паралелограми (що не прямокутниками або ж
ромбами), якi пропонуються в дiючих пiдручниках, надихнув авторiв додат-
ково видiлити наступнi види паралелограмiв

Означення 3. Паралелограм будемо називати
умовно гострокутним (умовно прямокутним, умовно тупо-

кутним), якщо менша дiагональ утворює з меншою стороною гострий
кут (прямий i тупий кут вiдповiдно);

умовно рiвнобедреним, якщо менша дiагональ дорiвнює однiй з його
сторiн;

умовно правильним, якщо менша дiагональ утворює з його сторона-
ми два правильнi трикутники.

Зауваження 2. Умовно гострокутнi, прямокутнi та тупокутнi паралело-
грами характеризуються тим, що основа однiєї з висот, опущених з вер-
шини тупого кута, належить однiй зi сторiн, а основа другої з висот —
iншiй сторонi, спiвпадає з вершиною паралелограма (в цьому випадку висота
спiвпадає з дiагоналлю), належить продовженню iншої сторони вiдповiдно.

Очевидно також, що зазначену властивiсть впевнено можна обрати в
якостi основи для класифiкацiї паралелограмiв, зокрема й на певному етапi
будь-якої з можливих класифiкацiй.

На рисунку 7 нижче проiлюстровано авторський пiдхiд до поетапної кла-
сифiкацiї паралелограмiв за п’ятьма основами. Її особливiстю, на наш погляд,
є те, що на вiдмiну вiд iснуючих класифiкацiй, паралелограмам, якi не є пря-
мокутниками або ромбами, придiлено значно бiльшої уваги.

Також мусимо вiдзначити, що запропонована класифiкацiя паралелогра-
мiв в жодному разi не претендує на загальну визнанiсть або ж впровадження.
Пропонована або схожi класифiкацiї не повиннi стати самоцiллю. Навпаки,
вони повиннi бути результатом проведення дослiджень щодо виокремлення
певних видiв паралелограмiв (зокрема доцiльностi їх виокремлення) та вста-
новлення зв’язкiв мiж ними.
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Рис. 7: Блок-схема до класифiкацiї паралелограмiв
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Висновки
Автори мають надiю, що для шанувальникiв елементарної геометрiї озна-

йомлення з фактами для умовно рiвнокутного паралелограма буде дiйсно цi-
кавим. Бо навiть поверхневе ознайомлення з ними, на нашу думку, є яскравим
прикладом задач, як джерела естетичної привабливостi. Крiм того вважаємо,
що наведений теоретичний матерiал може стати поштовхом для подальшо-
го вивчення властивостей умовно рiвнокутного паралелограма та «гарною
сировиною» при вiдборi задач для 8–10 класiв на Всеукраїнську учнiвську
олiмпiаду з математики.

Також маємо сподiвання, що запропонований матерiал допоможе студен-
там математичних спецiальностей ПЗВО i молодим вчителям математики
при опануваннi практичними навичками видового розмежування та проведе-
ння класифiкацiй геометричних об’єктiв за декiлькома основами.

Лiтература
1. Бескин Н.М. Методика геометрии : учебник для педагогичских институ-

тов. — М.: Учпедгиз, 1947. — 276 c.
2. Болтянский В.Г. Четырехугольники // Квант. — 1974, №9. — C. 53–56.
3. Гусев В.А. Практикум по элементарной математике: Геометрия: Учеб.

пособие для студентов физ.-мат. спец. пед. ин-тов и учителей / В.А. Гу-
сев, В.Н. Литвиненко, А.Г Мордкович. — 2-е изд., перераб. и доп. — М.:
Просвещение, 1992. — 352 с.

4. Геометрiя : пiдруч. для 8 кл. загальноосвiт. навч. закл. / М.I. Бурда, Н.А.
Тарасенкова. — К. : УОВЦ «Орiон», 2016. — 224 с.

5. Геометрiя : пiдруч. для 9 кл. загальноосвiт. навч. закл. / М.I. Бурда, Н.А.
Тарасенкова. — К. : УОВЦ «Орiон», 2017. — 224 с.

6. Геометрiя для загальноосвiтнiх навчальних закладiв з поглибленим ви-
вченням математики : пiдруч. для 8 кл. загальноосвiт. навч. закладiв /
А.Г. Мерзляк, В.Б. Полонський, М.С. Якiр. — Х. : Гiмназiя, 2016. — 224 с.

7. Геометрiя для загальноосвiтнiх навчальних закладiв з поглибленим ви-
вченням математики : пiдруч. для 9 кл. загальноосвiт. навч. закладiв /
А.Г. Мерзляк, В.Б. Полонський, М.С. Якiр. — Х. : Гiмназiя, 2017. — 304 с.

8. Кадубовський О.А. До питань про систематизацiю фактiв геометрiї тра-
пецiй та їх класифiкацiю / О.А. Кадубовський, О.I. Цвєткова, М.I. Полю-
га // Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ.
— 2015. — Випуск 5. — С. 114–140.

9. Кадубовський О.А. Систематизацiя та узагальнення фактiв геометрiї
паралелограмiв / В.М. Кадубовська, О.А. Кадубовський // Збiрник нау-

160 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Лавренюк А.Ф., Кадубовська В.М.,... Про один вид паралелограмiв та сумiжнi питання

кових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ. — 2017. — Вип. 7.
— С. 136–170.

10. Кадубовський О.А. Про одну чудову властивiсть паралелограма // Збiр-
ник наукових праць за матерiалами дистанцiйної всеукраїнської наукової
конференцiї «Математика у технiчному унiверситетi XXI сторiччя», 15
— 16 травня, 2017 р., Донбаська державна машинобудiвна академiя,
м.Краматорськ. — Краматорськ : ДДМА, 2017. — С. 229–231. — 350 с.

11. Кушнiр I.А. Геометрiя трапецiї в задачах. — Х. : Вид. Группа «Основа»
2009. — 80 с. (Зб. журн. «Математика в школах України»; Вип. 9 (81)).

12. Понарин Я.П. Элементарная геометрия: В 2 т. — Т. 1: Планиметрия,
преобразования плоскости. — М.: МЦНМО, 2004. — 312 с.

13. Сарванова Ж.А. Методическая направленность обучения элементарной
математике студентов педагогического ВУЗа // Интеграция образова-
ния. — 2007, №3–4. — С. 169-172.

14. Сканави М.И. Сборник конкурсных задач по математике для поступаю-
щих во втузы. 3-е изд., доп. — М.: Высшая школа, 1978. — 519 с.

15. Чичигин В.Г. Методика преподавания геометрии. Планиметрия // Посо-
бие для учителей средней школы. — М.: Гос.-ное учебно-педагогическое
издательство Министерства просвещения РСФСР, 1959. — 391 с.

16. Фридман Л.Н. Учитесь учиться математике: книга для учащихся. — М.:
Просвещение, 1985. — 114 с.

Lavreniuk A.F., Kadubovska V.M., Kadubovskyi O.A.
Donbas State Pedagogical University, Sloviansk, Ukraine.

About the one kind of parallelograms and some related questions
In this article we consider parallelograms in which the angle between the sides

is equal to the angle between the diagonals. One of the possible approaches to
acquaintance of students with the specified type of parallelograms in the school
course of geometry is offered. Except a number of related methodological aspects,
the article presents classification of parallelograms based on various bases, in
particular the author’s approach to the gradual classification of parallelograms by
five bases.

Keywords: parallelograms, learning process of geometry, classification of
parallelograms.
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