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ГАУСОВI ЧИСЛА КАРМАЙКЛА

Узагальнене поняття псевдопростого числа на кiльце цiлих гаусових чисел. Сформульованi
вимоги до алгоритму знаходження гаусових чисел Кармайкла.
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Вступ
В серединi 70-х рокiв минулого столiття вiдбувся прорив в сучаснiй кри-

птографiї. В 1976 р. в роботi Вайтфiлда Дiффi та Мартiна Геллмена «Новi
напрямки в криптографiї» вперше були сформульованi принципи обмiну за-
шифрованою iнформацiєю без обмiну таємним ключем. Невдовзi Рон Рiвест,
Адi Шамiр i Леонард Адлеман побудували систему RSA, першу криптосисте-
му з вiдкритим ключем, стiйкiсть якої базувалась на проблемi факторизацiї
великих простих чисел.

Для перевiрки простоти найбiльш широко використовуються так званi
«ймовiрнiснi» алгоритми, якi майже точно розпiзнають простi числа, але ма-
ють певний недолiк. Пiсля позитивного проходження числом тесту, залишає-
ться iмовiрнiсть того, що воно насправдi складене. Такi складенi натуральнi
числа, що мають деякi властивостi простих чисел i успiшно проходять тести
на простоту називають псевдопростими числами. Iснування псевдопростих
чисел перешкоджає роботi алгоритмiв, якi використовують тi чи iншi вла-
стивостi простих чисел.

Майже всi вiдомi тести простоти базуються на наступнiй теоремi:

Теорема 1. (мала теорема Ферма) Якщо n ∈ N , просте, то

∀x < n, xn−1 ≡ 1(mod n)
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Якщо n не є простим, то умови теореми можуть виконуватись, хоча це
малоймовiрно.

Означення 1. Якщо n — непарне число, i n не є простим, x цiле число,
НСД (n, x) = 1 i виконуються умови малої теореми Ферма, то n називає-
ться псевдопростим числом за основою b .

Узагальнимо поняття псевдопростого числа на кiльце цiлих гаусових чисел.
Для довiльного z ∈ Z[i] можна визначити множину остач ri , яка будується
таким чином: всi цi залишки знаходяться всерединi квадрату, двi вершини
якого — т. (0, 0) i т. (a, b) . Якщо цiлi точки попадають на сторони квадрата,
то ми включаємо їх в множину, якщо вони попадають на «нижнi» сторони
квадрата. Кiлькiсть остач — a2+b2 . За допомогою переносу квадрата (множе-
ння на гаусове число) можна отримати довiльну точку площини, крiм точок
всерединi квадрата.

Множина остач є областю цiлостi, порядок кожного елемента a2 + b2 .
Тому малу теорему Ферма можна узагальнити:

Теорема 2. Якщо z ∈ Z[i] — просте в Z[i] , тo ∀ r ∈ R(z) (множина
остач)

ra
2+b2−1 ≡ 1(mod a+ bi)

Означення 2. Якщо z — цiле гаусове число, яке не є простим, r — цiле
гаусове число i виконуються умови теореми 5, то z називається гаусовим
псевдопростим числом за основою r .

Основна частина
Гаусовим числом Кармайкла називається таке не просте число

z = z1 + z2i ̸= 0 , z1, z2 ∈ Z , що

(∗) ∀a ∈ Z[i] az
2
1+z22−1 ≡ 1(mod z).

Зрозумiло, що для перевiрки виконання цiєї умови достатньо розглянути
всi числа a , що |a| < |z| , тобто тi, що на комплекснiй площинi нале-
жать внутрiшнiй частинi кола з центром в початку координат з радiусом
t = |z| =

√
z21 + z22 . Зауважимо, що найменшi за модулем гаусовi числа

2, 1+i, 1+2i, 2+i – простi. Тодi z ̸= 2, 1+i, 1+2i, 2+i ⇒ |z| >
√
12 + 22 > 2 .

Задача полягає в побудовi алгоритму знаходження гаусових чисел Кар-
майкла та його програмнiй реалiзацiї, яка повинна мiстити процедури пiд-
несення комплексного числа до натурального степеня та знаходження остачi
вiд дiлення на гаусовi числа.
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В результатi проведених дослiджень були сформульованi вимоги до алго-
ритму знаходження гаусових чисел Кармайкла.

По-перше, достатньо перевiряти числа z , що знаходяться в першiй чвертi
комплексної площини: z1 > 1, z2 > 0 , оскiльки всi iншi числа мають вигляд
– z , ±iz а остачi вiд дiлення на них не змiнюються:

∀b = zq + r, |r| < |z| ⇒ b = (−z)(−q) + r, b = (±zi)(∓qi) + r.

Тобто, якщо b ≡ 1(mod z) , то b ≡ 1(mod − z) , b ≡ 1(mod ± iz) . Маємо

Твердження 1. Якщо z ∈ Z задовольняє умову (*), то −z,±iz задоволь-
няє умову (*).

По-друге, достатньо розглянути всi гаусовi числа a , що належать вну-
трiшнiй частинi вказаного кола i знаходяться в першiй чвертi комплексної
площини: a = a1 + a2i, 0 < a1 < t, 0 6 a2 < t . Це пов’язано з тим, що
решту чисел iз iнших чвертей ми можемо одержати множенням a на −1 ,
±i . Тодi, якщо at

2−1 = az
2
1+z22−1 ≡ 1(mod z) , то (−a)t

2−1 ≡ (−1)t
2−1(mod z) ,

(±ia)t
2−1 ≡ (±i)t

2−1(mod z) . Тому числа −a,±ia задовольняють умову (*),
якщо степiнь t2 − 1 = z21 + z22 − 1 дiлиться на 4, а це можливо лише коли z1
i z2 мають рiзну парнiсть:

t2 − 1 = (2k1)
2 + (2k2 + 1)2 − 1 = 4k21 + 4k22 + 4k2 ≡ 0(mod 4).

Тодi (−a)t
2−1 ≡ 1(mod z) i (±ia)t

2−1 ≡ 1(mod z) . В протилежному ви-
падку числа −a , ±ia цю умову не задовольняють i число z = z1 + z2i не є
числом Кармайкла, а, тим бiльше, не є простим числом. Отже, маємо також
наступнi твердження.

Твердження 2. Число z = z1 + z2i може бути числом Кармайкла або
простим, якщо z1 i z2 мають рiзну парнiсть.

Твердження 3. Число z = z1 + z2i може бути простим або числом Кар-
майкла, якщо z21 + z22 ≡ 1(mod 4) .

По-третє, неповна частка та остача в кiльцi цiлих гаусових чисел визна-
чається не однозначно. Тому умова b ≡ 1(mod z) означає, що b = zq + 1
або b = zq1 + r , |r| < |z| , де q1 ̸= q , r = 1 + pz ̸= 1 . Проведемо дослi-
дження, для яких p число r буде остачею, конгруентною 1. Зауважимо, що
|r| < |z| ⇒ |r|2 < |z|2 .
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Модуль суми не перевищує рiзницю модулiв: |r| = |1 + pz| > |pz| − 1 . Так
як |p| > 1 , |z| > 2 , то |pz| > 2 ⇒ |pz| − 1 > 1 > 0 ⇒ |z| > |r| > |pz| − 1 ⇒
⇒ |p| · |z| < |z| + 1 < 2 · |z| ⇒ |p| < 2 . Цiй умовi можуть задовольня-
ти p = ±1,±i,±(1 + i),±(1 − i) . Безпосередньою перевiркою перевiряємо
можливi значення p в залежностi вiд z .

Нехай p = ±1 . Тодi

|1± (z1 + z2i)|2 < |z|2 ⇒ (1± z1)
2 + z22 < z21 + z22 ⇒ 1 < ∓2z1

Так як z1 > 1 , то остання нерiвнiсть виконується при p = −1 .
Нехай p = ±i . Тодi

|1± i(z1 + z2i)|2 < |z|2 ⇒ (1∓ z2)
2 + z22 < z21 + z22 ⇒ 1 < ±2z2.

Так як z2 > 0 , то остання нерiвнiсть виконується при p = i .
Нехай p = ±(1 + i) . Тодi
|1 ± (1 + i)(z1 + z2i)|2 < |z|2 ⇒ (1 ± (z1 − z2))

2 + (z1 + z2)
2 < z21 + z22 ⇒

⇒ (1± (z1 − z2))
22 < −2z1 · z2 6 0 – суперечнiсть для довiльного z .

Нехай p = ±(1− i) . Тодi
|1 ± (1 − i)(z1 + z2i)|2 < |z|2 ⇒ (1 ± (z1 + z2))

2 ∓ (z1 − z2)
2 < z21 + z22 ⇒

⇒ (1± (z1 + z2))
2 < ±2z1 · z2

З останньої нерiвностi p ̸= −(1 − i) , бо лiворуч додатне, а праворуч
вiд’ємно число: z1 > 1, z2 > 0 ⇒ −2z1z2 < 0 . Отримаємо умови для z при
p = 1− i .

⇒ (1 + (z1 + z2))
2 < 2z1 · z2 ⇒ (z1 + z2) < 1 + (z1 + z2) <

√
2z1 · z2 ⇒

⇒ (z1 + z2)

2
<

1√
2

√
z1 · z2 6

1√
2

(z1 + z2)

2
.

Остання нерiвнiсть враховує спiввiдношення середнього арифметичного
та середнього геометричного, а з неї випливає 1 < 1√

2
– суперечнiсть. Тому

p ̸= 1− i ∀z .
Пiдсумовуючи викладене, маємо

Твердження 4. Якщо число z задовольняє умову z1 > 1 i z2 > 0 i
b ≡ 1(mod z) , то остача вiд дiлення b на z дорiвнює r = 1 , або
r = 1− z = (1− z1)− iz2 , або r = 1 + iz = 1− z2 + iz1 .

Саме результат цього твердження необхiдно врахувати при складаннi ал-
горитму програми для знаходження чисел Кармайкла. Це викликано тим,
що процедура знаходження частки вiд дiлення використовує функцiю «окру-
глити», а тодi остача вiд дiлення може знаходитись за межами першої чвертi
комплексної площини.
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Висновки
Узагальнене поняття псевдопростого числа на кiльце цiлих гаусових чи-

сел. Сформульованi вимоги до алгоритму знаходження гаусових чисел Кар-
майкла.
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