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ПОВЕДIНКА ГОЛОВНОГО ЧЛЕНА АСИМПТОТИЧНОЇ
РIВНОСТI ВIДХИЛЕНЬ ОПЕРАТОРIВ ФЕЙЄРА

Розглянутi питання наближення класичними операторами Фейєра функцiй, якi можна
подати у виглядi iнтегралiв Пуассона.
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Стаття присвячена питанням наближення перiодичних функцiй тригоно-
метричними полiномами, породжуваними лiнiйними операторами пiдсумову-
вання рядiв Фур’є. Дослiджуються питання у рамках екстремальної задачi
для метода Фейєра, на класах аналiтичних перiодичних функцiй дiйсної змiн-
ної, якi можна подати у виглядi згорток.

Актуальнiсть теми. Будемо позначати символом L множину 2π –
перiодичних функцiй, що мають скiнчений на перiодi iнтеграл Лебега. Нехай
f ∈ L i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

— ряд Фур’є функцiї f , де ak(f) , bk(f) — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.

Нехай

Sn(f ;x) =
a0
2
+

n∑
k=0

ak cos kx+ bk sin kx

– часткова суми ряду Фур’є порядку n . Окрiм сум Фур’є цiкавими для на-
ближення аналiтичних функцiй виявляються суми Валле Пуссена та суми
Фейєра.
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Суми Валле Пуссена функцiї f ∈ L задаються для фiксованого p ∈ N ,
p 6 n наступним спiввiдношенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x).

Суми Валле Пуссена у випадку p = n мають назву сум Фейєра, якi можна
задати спiввiдношенням

σn(f, x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f, x). (1)

Через Cq
β,∞ , Cq

βHω , ( q ∈ (0; 1), β ∈ R , ω(t) – певний модуль неперервно-
стi) позначимо класи неперервних 2π –перiодичних функцiй f(x) , якi можна
подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)P q
β(t) dt,

з ядром Пуаcсона P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+ βπ
2 ) , де для функцiї φ(x) виконана

така умова esssup|φ(x)| 6 1 або така

|φ(t′)− φ(t′′)| 6 ω(|t′ − t′′|),∀t′, t′′ ∈ R.

Функцiю f(x) називають iнтегралом Пуаcсона функцiї φ(x) .
Добре вiдомо [1,с. 31], що множини Cq

β,∞ i Cq
βHω , складаються з функцiй

f(x) , якi є звуженнями на дiйсну ось функцiй F (z) , аналiтичних в областi
|Imz| 6 ln 1

q .
Задачам про наближення класiв Cq

β,∞ , Cq
βHω присвячено ряд вiдомих

робiт. Вiдмiтимо найбiльш важливi роботи цього напряму.
С.М. Нiкольський [2] показав, що для верхнiх граней вiдхилень часткових

сум Фур’є порядку n на класi iнтегралiв Пуаcсона майже всюди обмежених
функцiй має мiсце така асимптотична формула

E
(
Cq

β,∞;Sn

)
≡ sup

f∈Cq
β,∞

||f(x)− Sn(f, x)||C =
8qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

+O(1)
qn

n
,

де

K(q) =

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

(2)
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— повний елiптичний iнтеграл першого роду, величина O(1) рiвномiрно обме-
жена вiдносно n ∈ N . С.Б. Стечкин [3] показав, що залишковий член цiєї
рiвностi можна подати у виглядi O(1) qn

n(1−q) , де величина O(1) рiвномiрно
обмежена вiдносно n ∈ N та q ∈ (0; 1) .

В роботi [4] О.I. Степанець отримав аналогiчну асимптотичну формулу
для класiв Cq

βHω

E
(
Cq

βHω;Sn

)
=

4qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

en(ω) +O(1)
qn

n(1− q)
ω(1/n),

де

en(ω) = θω

π
2∫

0

ω(2t/n) sin tdt,

θω ∈ [1/2; 1] , i θω = 1 , якщо ω(t) – опуклий модуль неперервностi.
В.I. Рукасов та С.О. Чайченко [5] для верхнiх граней вiдхилень сум Валле

Пуссена на класах Cq
β,∞ i Cq

βHω отримали аналогiчнi формули:

E
(
Cq

β,∞;Vn,p

)
=

4qn−p+1

πp(1− q2)
+O(1)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
, (3)

E
(
Cq

βHω;Vn,p

)
=

2θωq
n−p+1

πp(1− q2)

π
2∫

0

ω(
2t

n− p
) sin tdt+

+O(1)ω(
1

n− p
)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
.

А.С. Сердюк [6] показав, що має мiсце бiльш загальна рiвнiсть

E
(
Cq

β,∞;Vn,p

)
=

qn−p+1

p

(
4

π2
Kp,q +O(1)

(
q

(n− p+ 1)(1− q)s

))
,

де для p = 1, 2, ..., n поведiнка константи Kq,p визначається наступним спiв-
вiдношенням, отриманим у роботi [7]:

Kq,p = 2
1− q2p

1− q2
K(qp), s = s(p) =

{
1, p = 1,
3, p = 2, 3, ....

(4)

i величина K(q) визначена вище спiввiдношенням (2).
В роботi [8] показано, що має мiсце наступне твердження.
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Теорема 1. Нехай q ∈ (0; q0] , q0 = 2 −
√
3 ≈ 0, 267949 . Тодi при n → ∞

виконується рiвнiсть

E(Cq
0,∞, σn) ≡ sup

f∈Cq
0,∞

||f(x)− σn(f, x)||C =
4q

πn(1 + q2)
+O(1)

qn

n
, (5)

де величина O(1) рiвномiрно обмежена за n, q.

Можна показати, що асимптотична рiвнiсть має мiсце i для бiльш довгого

промiжку, а саме для q ∈ (0; q0] , де q0 =

√
2 +

√
5− 2

√
2 +

√
5 ≈ 0, 346 .

Дане повiдомлення присвячене наближеним обчисленням величин голов-
ного члена асимптотичної рiвностi для величин

E(Cq
0,∞, σn) ≡ sup

f∈Cq
0,∞

||f(x)− σn(f, x)||C

для окремих значень q ∈ [q0; 1) . На пiдставi результатiв можна зробити ви-
сновок, що ця величина не задовольняє рiвностi (5) i з ростом q зростає
iстотно швидше, коли q наближається до 1.

Наближенi значення головного члена асимптотичної рiв-
ностi для вiдхилення сум Фейєра вiд своїх iнтегралiв
Пуассона

В роботi [8] показано, що для величини

δn(f ;x) = f(x)− σn(f, x) =
1

π

π∫
−π

f q
β(x+ t)

(
σ
(1)
1 cos

βπ

2
− σ

(1)
2 sin

βπ

2

)
dt, (6)

де для r ∈ N величини σ
(r)
1 = σ

(r)
1 (t, q, n) , σ

(r)
2 = σ

(r)
2 (t, q, n) заданi спiввiд-

ношеннями

σ
(r)
1 =

Z
2(r+1)
q (t)∏r

i=1 pi

∑
α⊂r

(−1)(r−|α|)
r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

n−Σα
p+r+ν cos(n− Σα

p + r − ν)t,

σ
(r)
2 =

Z
2(r+1)
q (t)∏r

i=1 pi

∑
α⊂r

(−1)(r−|α|)
r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

n−Σα
p+r+ν sin(n− Σα

p + r − ν)t,

|α| – кiлькiсть елементiв множини α , Σα
p =

∑
i∈α

pi = n− 1 , Σα
0 = 0 .
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Для r = 1; p = n; β = 0 маємо

σ
(1)
1 (t; q) =

qZ4
q (t)

n

[
(1+q2) cos t−2q−qn+1[cos(n+1)t−2q cosnt+q2 cos(n−1)t]

]
;

δn(f ;x) = f(x)− σ
(1)
1 (x; q) =

1

π

π∫
−π

f q
β(x+ t)

qZ4
q (t)

n

[
(1 + q2) cos t− 2q−

−qn+1[cos(n+ 1)t− 2q cosnt+ q2 cos(n− 1)t]

]
dt,

Виконуючи обчислення, отримуємо

δn(f ; x) =
q

πn

π∫
−π

f q
0 (x+ t)[(1 + q2) cos t− 2q]

(1− 2q cos t+ q2)2
dt+O(1)

qn

n(1− q)3
.

Тодi
E(Cq

0,∞, σn) = sup
f∈Cq

0,∞

||δn(f ;x)|| =

= sup
f∈S0

M

∣∣∣∣∣∣ qπn
π∫

−π

f(t)

(
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
−B(q)

)
dt+O(1)

qn

n(1− q)3

∣∣∣∣∣∣ ,
де B(q) таке, що на промiжку t ∈ [−π;π] для величин

Γ(t; q) =
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2

виконується mes(Γ(t; q)−B(q) 6 0) = mes(Γ(t; q)−B(q) > 0) .

Для окремих значень q ∈ (

√
2 +

√
5− 2

√
2 +

√
5; 1) спробуємо вiдшука-

ти такi значення tq 6 π/2 , для яких виконується

Γ(tq; q) =
(1 + q2) cos tq − 2q

(1− 2q cos tq + q2)2
=

(1 + q2) cos(tq + π/2)− 2q

(1− 2q cos(tq + π/2) + q2)2
= Γ(tq +

π

2
; q).

(7)
У такому випадку

E(Cq
0,∞, σn) =

2q

πn

 tq∫
0

(
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
− Γ(tq; q)

)
dt−

16 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ
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−
tq+π/2∫
tq

(
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
− Γ(tq; q)

)
dt+

+

π∫
tq+π/2

(
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
− Γ(tq; q)

)
dt

+O(1)
qn

n
=

=
2q

πn
(2J(tq)− 2J(tq − π/2)− J(0)− J(π)) +O(1)

qn

n
=

=
4q

πn
(J(tq)− J(tq − π/2)) +O(1)

qn

n
.

Задача полягає в обчисленнi для заданого q наближених значень ве-
личин tq , для яких виконується (7), i обчисленнi для таких tq величин
J(tq)− J(tq − π/2) , де

J(t) =

∫
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
dt =

sin t

(1− 2q cos t+ q2)
.

Розпочнемо з випадку

q =

√
2 +

√
5− 2

√
2 +

√
5 = 0, 346014339235825...

Пiдставимо значення q в (10) та виконаємо перетворення. Пiсля округлення
отримуємо:

sin tq + 0, 618

(sin tq + 1, 618)2
=

0, 618− cos tq
(1, 618− cos tq)2

.

Виконуючи перетворення та обчислення, отримуємо спiввiдношення, в якому
можна скоротити на (sin tq + cos tq)

0, 618076(sin tq + cos tq) + cos tq sin tq(sin tq + cos tq) =

= 0, 618(sin tq − cos tq)(sin tq + cos tq).

Виконуючи далi перетворення, отримуємо

(cos tq sin tq)
2 + 1, 999848 sin tq cos tq = 0.

Єдиним розв’язком останньої рiвностi є розв’язок рiвняння

sin tq cos tq = 0, t ∈ (0;π).

Випуск №8, 2018 17
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Отримуємо, що для q = 0, 346014339235825... єдиним розв’язком рiвняння

(1 + q2)(− sin tq)− 2q

(1 + 2q sin tq + q2)2
=

(1 + q2) cos tq − 2q

(1− 2q cos tq + q2)2

є tq = π/2 .
Виконуючи обчислення, отримуємо

J(π/2)− J(π) = 0, 893... =
1

(1 + q2)
.

Нехай тепер q = 0, 35 . Виконуючи перетворення, отримуємо рiвнiсть

314, 307015625 + 550, 025 sin tq cos tq = 343(sin tq − cos tq).

Застосовуючи замiну sin tq cos tq = a, i рiвнiсть

(sin tq − cos tq) =
√

1− 2 sin tq cos tq,

отримуємо рiвняння

302527, 500625a2 + 581051, 43253828125a− 18860, 099928906 = 0,

яке має розв’язок a = sin tq cos tq = 0, 03192782362... . Отже, отримуємо
tq = 1, 53884676679.... Тодi, sin tq = 0, 999489656...; cos tq = 0, 0319441247....
Таким чином, для q = 0, 35 , для величин

(1 + q2) cos(tq + π/2)− 2q

(1− 2q cos(tq + π/2) + q2)2
= 0, 548739478025...

(1 + q2) cos tq − 2q

(1− 2q cos tq + q2)2
= 0, 548739478...

має мiсце спiвпадiння до 7-го знаку, а виконуючи обчислення отримуємо на-
ступне:

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 8909809874...

З iншого боку, для q = 0, 35 , маємо

1

1 + q2
=

1

1, 1225
= 0,89086859688....

Отже, робимо висновок, що для q = 0, 35 компонента головного члена збiль-
шилася приблизно на 0, 000112 по вiдношенню до того, якою вона мала бути,
якщо рiвнiсть (5) мала б мiсце для q = 0, 35 .

18 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ
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За аналогiєю для q = 0, 36 знаходимо

tq = 1, 46572899...; sin t = 0, 9944855...; cos t = 0, 1048741...

Виконуючи обчислення, маємо:

J(1, 46572899...)− J(1, 46572899...+ π/2) = 0, 8866305547...,

а величина
1

1 + q2
=

1

1, 1296
= 0, 885269...

менша за отриману величину на 0, 0014 . Рiзниця у порiвняннi з попереднiм
випадком зросла.

Продовжимо обчислення. Для q = 0, 37 , отримуємо tq = 1, 356732.... ,
sin tq = 0, 977175599926823...; cos tq = 0, 212433158682.... Виконуючи обчи-
слення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 883157785...,

що не менше, нiж на 0, 00357 перевищує 1
1+q2 = 0, 8795848...

Виконаємо аналогiчнi обчислення для q = 0, 38 . Отримуємо

tq = 1, 3373484567948966...

Таким чином, sin tq = 0, 972874572325...; cos tq = 0, 231333236962.... Викону-
ючи обчислення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 8816245...,

що не менше нiж на 0, 0078 перевищує 1
1+q2 = 0, 87382...

Продовжуючи обчислення, для q = 0, 39 , отримуємо

tq = 1, 2811154217948966....

Виконуючи обчислення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 88087693...,

що не менше нiж на 0, 012 перевищує 1
1+q2 = 0, 86798021...

Далi для q = 0, 40 , отримуємо

tq = 1, 22881198679...

Виконуючи обчислення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 88125164...,

Випуск №8, 2018 19
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що не менше нiж на 0, 019 перевищує 1
1+q2 = 0, 8620689655....

Для q = 0, 45 , отримуємо tq = 1, 09701731.... Виконуючи обчислення,
маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 871798256...,

що не менше нiж на 0, 04 перевищує величину 1
1+q2 = 0, 8316008316....

Для q = 0, 475 , отримуємо tq = 0, 9195.... Виконуючи обчислення, маємо
для такого q

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 918...,

що не менше нiж на 0, 1 перевищує 1
1+q2 = 0, 81591....

Для q = 0, 5 , отримуємо tq = 0, 8382.... Виконуючи обчислення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 94365...,

що не менше нiж на 0, 14 перевищує 1
1+q2 = 0, 8.

Для q = 0, 55 , отримуємо tq = 0, 69672.... Таким чином,

J(tq)− J(tq + π/2) = 1, 01662...,

що не менше нiж на 0, 248 перевищує 1
1+q2 = 0, 7677543...

Далi, для q = 0, 6 , отримуємо

tq = 0, 57676489....

Виконуючи обчислення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 1, 12378...,

що не менше нiж на 0, 388 перевищує 1
1+q2 = 0, 735294...

Для q = 0, 9 , отримуємо tq = 0, 1062248533974483.... Виконуючи обчи-
слення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 4, 76592121...,

що не менше нiж на 4, 2 перевищує 1
1+q2 = 0, 552...

Для q = 0, 95 , отримуємо tq = 0, 102391.... Виконуючи обчислення, має-
мо

J(tq)− J(tq + π/2) = 7, 7346972...,

що не менше нiж на 7, 2 перевищує 1
1+q2 = 0, 5256...

Для q = 0, 975 , отримуємо tq = 0, 04976.... Виконуючи обчислення, має-
мо

J(tq)− J(tq + π/2) = 15, 881...,

що не менше нiж на 15, 3 перевищує 1
1+q2 = 0, 512656...
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Поєднуючи отриманi обчислення, природно зробити висновок, що при
n → ∞ виконується рiвнiсть

E(Cq
0,∞, σn) ≡ sup

f∈Cq
0,∞

||f(x)− σn(f, x)||C =
4q

πn(1 + q2)
+O(1)

qn

n

лише для q ∈
(
0;

√
2 +

√
5− 2

√
2 +

√
5

]
.
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