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Вiд редакцiйної колегiї
Шановнi читачi!
Ви тримаєте в руках восьмий випуск «Збiрника наукових праць фiзико-

математичного факультету ДДПУ» державного вищого навчального закладу
«Донбаський державний педагогiчний унiверситет». Видання наукових праць
викладачiв, студентiв та молодих науковцiв фiзико-математичного факуль-
тету ДДПУ започатковано у 2010 роцi, коли результати наукових дослiджень
було опублiковано окремою серiєю «Фiзико-математичнi науки» в збiрнику
наукових праць «Пошуки i знахiдки» за матерiалами науково-практичної
конференцiї «Актуальнi питання науки i освiти» (Слов’янськ, СДПУ, 20-22
квiтня 2010 р.)

Метою збiрника є пiдтримка наукової активностi як серед студентiв, так
i серед молодих викладачiв ДДПУ та iнших ВНЗ.

Основу восьмого випуску збiрника складають оригiнальнi повнотекстовi
статтi (в авторськiй редакцiї) переважно iз числа доповiдей, зроблених пiд час
секцiйних засiдань на цьогорiчнiй Всеукраїнськiй науково-практичнiй конфе-
ренцiї студентiв i молодих учених «Перспективнi напрямки сучасної науки та
освiти», Слов’янськ, ДДПУ, 23–24 травня 2018 р. Основнi результати допо-
вiдались на секцiйних засiданнях та були рекомендованi до друку головами
секцiй, завiдувачами випускових кафедр та науковими керiвниками випуско-
вих робiт.

Засновники збiрника мають намiр зробити його максимально вiдкритим
як для авторiв, так i для читачiв. Вiн виходить один раз на рiк у друкованому
та електронному виглядi. Електронна версiя журналу та iнформацiя щодо
спiвпрацi з авторами є доступною на офiцiйному сайтi збiрника за адресою
http://ddpu.edu.ua/fizmatzbirnyk/begin.htm.

Запрошуємо до спiвпрацi. Наснаги та творчих успiхiв!
Члени редакцiйної колегiї.
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ПАМ’ЯТI ЄВГЕНА ПЕТРОВИЧА БЕЛАНА

 

 

10 жовтня 2017 року пiсля важкої тривалої хвороби пiшов з життя на 77
роцi вiдомий український учений, доктор фiзико-математичних наук, профе-
сор Євген Петрович Белан. Народився Євген Петрович 28 лютого 1941 року в
мiстi Євпаторiя Кримської областi у родинi Белана Петра Андрiйовича 1913
р.н. i Воловiк Олени Юхимiвни 1916 р.н. У 1963 роцi Євген Петрович закiн-
чив фiзико-математичний факультет Кримського державного педагогiчного
iнституту iм. М.В. Фрунзе за фахом «математика, креслення та астрономiя».

c⃝Чуйко С.М., Чуйко О.В.,2018
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Чуйко С.М., Чуйко О.В. Пам’ятi Євгена Петровича Белана

Ще до закiнчення iнституту з 1 сiчня 1962 р. по 30 жовтня 1962 р. працював
вчителем математики i фiзики вiйськової середньої школи Кримської областi.
Пiд час навчання в аспiрантурi в Iнститутi математики АН УРСР (1 листопа-
да 1963 р. по 30 жовтня 1965 р.) пiд керiвництвом академiка АН УРСР Ю.О.
Митропольського у 1965 роцi його було призвано до лав Радянської Армiї.
По закiнченнi служби у лавах Радянської Армiї вiн повернувся на навчан-
ня в аспiрантуру Iнституту математики АН УРСР, яку закiнчив 31 червня
1968 р. iз представленням дисертацiї. У 1967 р. Євген Петрович одружився
на Свiтланi Євгенiвнi Єфрємовiй 1940 р.н. У 1968 р. у них народився син
Олексiй.

У Слов’янському державному педагогiчному iнститутi Євген Петрович
працював iз 1 липня 1968 р. на посадi викладача кафедри математики. На
той час iз 30 викладачiв фiзико-математичного факультету було лише чотири
кандидата фiзико-математичних наук. 22 квiтня 1969 р. в Iнститутi математи-
ки АН УРСР пiд керiвництвом академiка АН УРСР Ю.О. Митропольського
Євген Петрович успiшно захистив дисертацiю на здобуття наукового ступе-
ня кандидата фiзико-математичних наук, на пiдставi чого з 15 листопада
1968 р. був переведений на посаду старшого викладача кафедри математи-
ки, а 22 травня 1970 р. рiшенням ВАК СРСР отримав диплом кандидата
фiзико-математичних наук.

На фiзико-математичному факультетi Євген Петрович iз липня 1968 р.
прочитав курси диференцiальних рiвнянь, аналiтичної геометрiї, проводив
заняття з математичного аналiзу. За сприяння ректора Слов’янського дер-
жавного педагогiчного iнституту Євгену Петровичу було видiлено трикiмна-
тну квартиру, тим не менш 1 серпня 1971 р. Євген Петрович написав заяву
про звiльнення iз Слов’янського державного педагогiчного iнституту у зв’яз-
ку з обранням на посаду до Кримського державного педагогiчного iнституту
iм. М.В. Фрунзе. 28 серпня 1971 р. Євген Петрович був звiльнений iз посади
старшого викладача кафедри математики Слов’янського державного педаго-
гiчного iнституту.

З 1971 р. Євген Петрович працює на факультетi математики та iнфор-
матики Кримського нацiонального унiверситету iменi В.I. Вернадського, на
кафедрi диференцiальних рiвнянь i геометрiї. У 2007 р. в Iнститутi мате-
матики АН УРСР пiд керiвництвом академiка АН УРСР А.М. Самойленка
Євген Петрович успiшно захистив дисертацiю на здобуття наукового ступе-
ня доктора фiзико-математичних наук. Назва дисертацiї: Метод iнварiантних
многовидiв в теорiї параболiчних i функцiонально-диференцiальних рiвнянь
та його застосування. У 2013 р. Євген Петрович отримав звання професора
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кафедри диференцiальних рiвнянь i геометрiї.
На факультетi математики та iнформатики Кримського нацiонального

унiверситету iменi В.I. Вернадського Євген Петрович читав рiвняння мате-
матичної фiзики, якiсну теорiю диференцiальних рiвнянь, сингулярно збуренi
задачi та спецкурси «Елементи теорiї бiфуркацiї» та «Динамiка структур в
нескiнченновимiрних динамiчних системах».

У коло наукових iнтересiв Євгена Петровича входили iнварiантнi много-
види у безкiнечновимiрних динамiчних системах; бiфуркацiї у параболiчних
задачах iз перетворенням просторових змiнних; динамiка дисипативних стру-
ктур у параболiчних задачах iз малою дифузiєю.

Євген Петрович приймав участь у роботi оргкомiтетiв мiжнародних кон-
ференцiй КРОМШ та «Метод функцiй Ляпунова та його застосування». Пiд
науковим керiвництвом Євгена Петровича у 2017 р. пiдготувала до захисту
дисертацiю «Динамiка структур параболiчної задачi з перетворенням просто-
рової змiнної» Юлiя Олександрiвна Хазова. Наукова спецiальнiсть: 01.01.02
— диференцiальнi рiвняння, динамiчнi системи i оптимальне управлiння.

Євген Петрович входив до редакцiйних колегiй Таврiйського Вiсника iн-
форматики i математики та журналу Динамiчнi системи.

Вибранi публiкацiї Євгена Петровича Белана
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ОЦIНКА ЗНИЗУ ГОЛОВНОГО ЧЛЕНА
АСИМПТОТИЧНОЇ РIВНОСТI ВIДХИЛЕНЬ

ОПЕРАТОРIВ ФЕЙЄРА НА КЛАСI IНТЕГРАЛIВ ПУАСОНА

Розглянутi питання наближення функцiй, якi можна подати у виглядi iнтегралiв Пуас-
сона, класичними операторами Фейєра. Отриманi оцiнки знизу значень верхнiх граней
вiдхилень операторiв Фейєра на класi iнтегралiв Пуассона для бiльш широкого спектру
параметрiв, що їх визначають.

Ключовi слова: ряди Фур’є, оператори Фейєра, асимптотичнi формули

Стаття присвячена питанням наближення перiодичних функцiй тригоно-
метричними полiномами, породжуваними лiнiйними операторами пiдсумову-
вання рядiв Фур’є. Дослiджуються питання у рамках екстремальної задача
для метода Фейєра, на класах аналiтичних перiодичних функцiй дiйсної змiн-
ної, якi можна подати у виглядi згорток.

Позначимо через L множину 2π –перiодичних функцiй, якi на промiжку
[−π;π] мають скiнчений iнтеграл Лебега. Нехай f ∈ L i

Sn(f ;x) =
a0
2
+

n∑
k=0

ak cos kx+ bk sin kx

– часткова суми ряду Фур’є порядку n . Cуми Фейєра задаються спiввiдно-
шенням

σn(f, x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f, x). (1)

c⃝Новiков О.О., Ровенська О.Г., Козаченко Ю.О., Бондаренко А.О., Панюхно В.Д.,2018
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Новiков О.О., Ровенська О.Г.,... Оцiнка знизу головного члена асимптотичної рiвностi

Через Cq
β,∞ , ( q ∈ (0; 1), β ∈ R ) позначимо класи неперервних 2π –

перiодичних функцiй f(x) , якi можна подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)
∞∑
k=1

qk cos(kt+
βπ

2
) dt,

де для функцiї φ(x) виконана така умова esssup|φ(x)| 6 1 . Функцiю f(x)
називають iнтегралом Пуаcсона функцiї φ(x) [1].

В роботi [2] показано, що має мiсце твердження.

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; q0] , q0 = 2 −
√
3 ≈ 0, 267949 . Тодi при n → ∞

виконуються рiвностi

E(Cq
0,∞, σn) ≡ sup

f∈Cq
0,∞

||f(x)− σn(f, x)||C =
4q

πn(1 + q2)
+O(1)

qn

n
, (2)

E(Cq
1,∞, σn) ≡ sup

f∈Cq
1,∞

||f(x)− σn(f, x)||C =
4q

πn(1− q2)
+O(1)

qn

n
, (3)

де величина O(1) рiвномiрно обмежена за n, q.

З цього випливає, що для β ∈ R

E(Cq
β,∞, σn) 6

4q| sin βπ
2 |

πn(1− q2)
+

4q| cos βπ
2 |

πn(1 + q2)
+O(1)

qn

n
,

Дане повiдомлення присвячене обчисленню оцiнки знизу для величин

E(Cq
β,∞, σn) ≡ sup

f∈Cq
β,∞

||f(x)− σn(f, x)||C .

Оцiнка знизу для вiдхилення сум Фейєра вiд своїх iнте-
гралiв Пуассона
Теорема 2. Нехай β ∈ R , q ∈ (0; q0] , q0 = 2 −

√
3 ≈ 0, 267949 . Тодi при

n → ∞ виконується нерiвнiсть

E(Cq
β,∞, σn) >

4q cos3 βπ
2

πn(1 + q2)
+

4q sin3 βπ
2

πn(1− q2)
+O(1)

qn

n
. (4)

де величина O(1) рiвномiрно обмежена за n, q.

Випуск №8, 2018 9
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Доведення.
В [2] показано, що

E(Cq
β,∞, σn) =

sup
f∈Cq

β,∞

∥∥∥∥∥∥ q

πn

π∫
−π

f q
β(x+ t)

[(1 + q2) cos t− 2q] cos βπ
2 − [(1− q2) sin t] sin βπ

2

(1− 2q cos t+ q2)2
dt

∥∥∥∥∥∥ ,
а для

φ0(t) = sign

(
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
− −2q

(1 + q2)2

)
=


−1, t ∈ (−π;−π/2)
1, t ∈ (−π/2;π/2)
−1, t ∈ (π/2;π).

φ1(t) = sign((1− q2) sin t) =

{
−1, t ∈ (−π; 0)
1, t ∈ (0;π).

=


−1, t ∈ (−π;−π/2)
−1, t ∈ (−π/2; 0)
1, t ∈ (0;π/2)
1, t ∈ (π/2;π),

для q ∈ (0; q0] , q0 = 2−
√
3 ≈ 0, 267949 мають мiсце рiвностi

E(Cq
1,∞, σn) =

∥∥∥∥∥∥ q

πn

π∫
−π

φ1(t)
[(1− q2) sin t]

(1− 2q cos t+ q2)2
dt

∥∥∥∥∥∥ ,

E(Cq
0,∞, σn) =

∥∥∥∥∥∥ q

πn

π∫
−π

f q
β(x+ t)

(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
dt

∥∥∥∥∥∥ .
Тодi, поклавши

φ(t) = φ0(t) cos
2 βπ

2
− φ1(t) sin

2 βπ

2
=

= cos2
βπ

2


−1, t ∈ (−π;−π/2)
1, t ∈ (−π/2; 0)
1, t ∈ (0;π/2)
−1, t ∈ (π/2;π).

− sin2
βπ

2


−1, t ∈ (−π;−π/2)
−1, t ∈ (−π/2; 0)
1, t ∈ (0;π/2)
1, t ∈ (π/2;π)

=

=


− cos2 βπ

2 + sin2 βπ
2 , t ∈ (−π;−π/2)

cos2 βπ
2 + sin2 βπ

2 , t ∈ (−π/2; 0)

cos2 βπ
2 − sin2 βπ

2 t ∈ (0;π/2)

− cos2 βπ
2 − sin2 βπ

2 , t ∈ (π/2;π)
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i f q
β(x+ t) = φ(t) , отримуємо

E(Cq
β,∞, σn) >

>

∥∥∥∥∥∥ q

πn

π∫
−π

φ(t)
[(1 + q2) cos t− 2q] cos βπ

2 − [(1− q2) sin t] sin βπ
2

(1− 2q cos t+ q2)2
dt

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥q cos
3 βπ

2

πn

π∫
−π

φ0(t)
[(1 + q2) cos t− 2q]

(1− 2q cos t+ q2)2
dt+

+
q sin3 βπ

2

πn

π∫
−π

φ1(t)
−[(1− q2) sin t]

(1− 2q cos t+ q2)2
dt

∥∥∥∥∥∥ .
Виконуючи обчислення, отримуємо спiввiдношення (4).
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ПОВЕДIНКА ГОЛОВНОГО ЧЛЕНА АСИМПТОТИЧНОЇ
РIВНОСТI ВIДХИЛЕНЬ ОПЕРАТОРIВ ФЕЙЄРА

Розглянутi питання наближення класичними операторами Фейєра функцiй, якi можна
подати у виглядi iнтегралiв Пуассона.

Ключовi слова: ряди Фур’є, оператори Фейєра, асимптотичнi формули

Стаття присвячена питанням наближення перiодичних функцiй тригоно-
метричними полiномами, породжуваними лiнiйними операторами пiдсумову-
вання рядiв Фур’є. Дослiджуються питання у рамках екстремальної задачi
для метода Фейєра, на класах аналiтичних перiодичних функцiй дiйсної змiн-
ної, якi можна подати у виглядi згорток.

Актуальнiсть теми. Будемо позначати символом L множину 2π –
перiодичних функцiй, що мають скiнчений на перiодi iнтеграл Лебега. Нехай
f ∈ L i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

— ряд Фур’є функцiї f , де ak(f) , bk(f) — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.

Нехай

Sn(f ;x) =
a0
2
+

n∑
k=0

ak cos kx+ bk sin kx

– часткова суми ряду Фур’є порядку n . Окрiм сум Фур’є цiкавими для на-
ближення аналiтичних функцiй виявляються суми Валле Пуссена та суми
Фейєра.

c⃝Бодра В.В., Новiков О.О., Козаченко Ю.О., Семенова Ю.I., Сипчук Є.Ю.,2018
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Суми Валле Пуссена функцiї f ∈ L задаються для фiксованого p ∈ N ,
p 6 n наступним спiввiдношенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x).

Суми Валле Пуссена у випадку p = n мають назву сум Фейєра, якi можна
задати спiввiдношенням

σn(f, x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f, x). (1)

Через Cq
β,∞ , Cq

βHω , ( q ∈ (0; 1), β ∈ R , ω(t) – певний модуль неперервно-
стi) позначимо класи неперервних 2π –перiодичних функцiй f(x) , якi можна
подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)P q
β(t) dt,

з ядром Пуаcсона P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+ βπ
2 ) , де для функцiї φ(x) виконана

така умова esssup|φ(x)| 6 1 або така

|φ(t′)− φ(t′′)| 6 ω(|t′ − t′′|),∀t′, t′′ ∈ R.

Функцiю f(x) називають iнтегралом Пуаcсона функцiї φ(x) .
Добре вiдомо [1,с. 31], що множини Cq

β,∞ i Cq
βHω , складаються з функцiй

f(x) , якi є звуженнями на дiйсну ось функцiй F (z) , аналiтичних в областi
|Imz| 6 ln 1

q .
Задачам про наближення класiв Cq

β,∞ , Cq
βHω присвячено ряд вiдомих

робiт. Вiдмiтимо найбiльш важливi роботи цього напряму.
С.М. Нiкольський [2] показав, що для верхнiх граней вiдхилень часткових

сум Фур’є порядку n на класi iнтегралiв Пуаcсона майже всюди обмежених
функцiй має мiсце така асимптотична формула

E
(
Cq

β,∞;Sn

)
≡ sup

f∈Cq
β,∞

||f(x)− Sn(f, x)||C =
8qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

+O(1)
qn

n
,

де

K(q) =

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

(2)
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— повний елiптичний iнтеграл першого роду, величина O(1) рiвномiрно обме-
жена вiдносно n ∈ N . С.Б. Стечкин [3] показав, що залишковий член цiєї
рiвностi можна подати у виглядi O(1) qn

n(1−q) , де величина O(1) рiвномiрно
обмежена вiдносно n ∈ N та q ∈ (0; 1) .

В роботi [4] О.I. Степанець отримав аналогiчну асимптотичну формулу
для класiв Cq

βHω

E
(
Cq

βHω;Sn

)
=

4qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

en(ω) +O(1)
qn

n(1− q)
ω(1/n),

де

en(ω) = θω

π
2∫

0

ω(2t/n) sin tdt,

θω ∈ [1/2; 1] , i θω = 1 , якщо ω(t) – опуклий модуль неперервностi.
В.I. Рукасов та С.О. Чайченко [5] для верхнiх граней вiдхилень сум Валле

Пуссена на класах Cq
β,∞ i Cq

βHω отримали аналогiчнi формули:

E
(
Cq

β,∞;Vn,p

)
=

4qn−p+1

πp(1− q2)
+O(1)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
, (3)

E
(
Cq

βHω;Vn,p

)
=

2θωq
n−p+1

πp(1− q2)

π
2∫

0

ω(
2t

n− p
) sin tdt+

+O(1)ω(
1

n− p
)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
.

А.С. Сердюк [6] показав, що має мiсце бiльш загальна рiвнiсть

E
(
Cq

β,∞;Vn,p

)
=

qn−p+1

p

(
4

π2
Kp,q +O(1)

(
q

(n− p+ 1)(1− q)s

))
,

де для p = 1, 2, ..., n поведiнка константи Kq,p визначається наступним спiв-
вiдношенням, отриманим у роботi [7]:

Kq,p = 2
1− q2p

1− q2
K(qp), s = s(p) =

{
1, p = 1,
3, p = 2, 3, ....

(4)

i величина K(q) визначена вище спiввiдношенням (2).
В роботi [8] показано, що має мiсце наступне твердження.
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Теорема 1. Нехай q ∈ (0; q0] , q0 = 2 −
√
3 ≈ 0, 267949 . Тодi при n → ∞

виконується рiвнiсть

E(Cq
0,∞, σn) ≡ sup

f∈Cq
0,∞

||f(x)− σn(f, x)||C =
4q

πn(1 + q2)
+O(1)

qn

n
, (5)

де величина O(1) рiвномiрно обмежена за n, q.

Можна показати, що асимптотична рiвнiсть має мiсце i для бiльш довгого

промiжку, а саме для q ∈ (0; q0] , де q0 =

√
2 +

√
5− 2

√
2 +

√
5 ≈ 0, 346 .

Дане повiдомлення присвячене наближеним обчисленням величин голов-
ного члена асимптотичної рiвностi для величин

E(Cq
0,∞, σn) ≡ sup

f∈Cq
0,∞

||f(x)− σn(f, x)||C

для окремих значень q ∈ [q0; 1) . На пiдставi результатiв можна зробити ви-
сновок, що ця величина не задовольняє рiвностi (5) i з ростом q зростає
iстотно швидше, коли q наближається до 1.

Наближенi значення головного члена асимптотичної рiв-
ностi для вiдхилення сум Фейєра вiд своїх iнтегралiв
Пуассона

В роботi [8] показано, що для величини

δn(f ;x) = f(x)− σn(f, x) =
1

π

π∫
−π

f q
β(x+ t)

(
σ
(1)
1 cos

βπ

2
− σ

(1)
2 sin

βπ

2

)
dt, (6)

де для r ∈ N величини σ
(r)
1 = σ

(r)
1 (t, q, n) , σ

(r)
2 = σ

(r)
2 (t, q, n) заданi спiввiд-

ношеннями

σ
(r)
1 =

Z
2(r+1)
q (t)∏r

i=1 pi

∑
α⊂r

(−1)(r−|α|)
r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

n−Σα
p+r+ν cos(n− Σα

p + r − ν)t,

σ
(r)
2 =

Z
2(r+1)
q (t)∏r

i=1 pi

∑
α⊂r

(−1)(r−|α|)
r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

n−Σα
p+r+ν sin(n− Σα

p + r − ν)t,

|α| – кiлькiсть елементiв множини α , Σα
p =

∑
i∈α

pi = n− 1 , Σα
0 = 0 .
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Для r = 1; p = n; β = 0 маємо

σ
(1)
1 (t; q) =

qZ4
q (t)

n

[
(1+q2) cos t−2q−qn+1[cos(n+1)t−2q cosnt+q2 cos(n−1)t]

]
;

δn(f ;x) = f(x)− σ
(1)
1 (x; q) =

1

π

π∫
−π

f q
β(x+ t)

qZ4
q (t)

n

[
(1 + q2) cos t− 2q−

−qn+1[cos(n+ 1)t− 2q cosnt+ q2 cos(n− 1)t]

]
dt,

Виконуючи обчислення, отримуємо

δn(f ; x) =
q

πn

π∫
−π

f q
0 (x+ t)[(1 + q2) cos t− 2q]

(1− 2q cos t+ q2)2
dt+O(1)

qn

n(1− q)3
.

Тодi
E(Cq

0,∞, σn) = sup
f∈Cq

0,∞

||δn(f ;x)|| =

= sup
f∈S0

M

∣∣∣∣∣∣ qπn
π∫

−π

f(t)

(
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
−B(q)

)
dt+O(1)

qn

n(1− q)3

∣∣∣∣∣∣ ,
де B(q) таке, що на промiжку t ∈ [−π;π] для величин

Γ(t; q) =
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2

виконується mes(Γ(t; q)−B(q) 6 0) = mes(Γ(t; q)−B(q) > 0) .

Для окремих значень q ∈ (

√
2 +

√
5− 2

√
2 +

√
5; 1) спробуємо вiдшука-

ти такi значення tq 6 π/2 , для яких виконується

Γ(tq; q) =
(1 + q2) cos tq − 2q

(1− 2q cos tq + q2)2
=

(1 + q2) cos(tq + π/2)− 2q

(1− 2q cos(tq + π/2) + q2)2
= Γ(tq +

π

2
; q).

(7)
У такому випадку

E(Cq
0,∞, σn) =

2q

πn

 tq∫
0

(
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
− Γ(tq; q)

)
dt−
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−
tq+π/2∫
tq

(
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
− Γ(tq; q)

)
dt+

+

π∫
tq+π/2

(
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
− Γ(tq; q)

)
dt

+O(1)
qn

n
=

=
2q

πn
(2J(tq)− 2J(tq − π/2)− J(0)− J(π)) +O(1)

qn

n
=

=
4q

πn
(J(tq)− J(tq − π/2)) +O(1)

qn

n
.

Задача полягає в обчисленнi для заданого q наближених значень ве-
личин tq , для яких виконується (7), i обчисленнi для таких tq величин
J(tq)− J(tq − π/2) , де

J(t) =

∫
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
dt =

sin t

(1− 2q cos t+ q2)
.

Розпочнемо з випадку

q =

√
2 +

√
5− 2

√
2 +

√
5 = 0, 346014339235825...

Пiдставимо значення q в (10) та виконаємо перетворення. Пiсля округлення
отримуємо:

sin tq + 0, 618

(sin tq + 1, 618)2
=

0, 618− cos tq
(1, 618− cos tq)2

.

Виконуючи перетворення та обчислення, отримуємо спiввiдношення, в якому
можна скоротити на (sin tq + cos tq)

0, 618076(sin tq + cos tq) + cos tq sin tq(sin tq + cos tq) =

= 0, 618(sin tq − cos tq)(sin tq + cos tq).

Виконуючи далi перетворення, отримуємо

(cos tq sin tq)
2 + 1, 999848 sin tq cos tq = 0.

Єдиним розв’язком останньої рiвностi є розв’язок рiвняння

sin tq cos tq = 0, t ∈ (0;π).
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Отримуємо, що для q = 0, 346014339235825... єдиним розв’язком рiвняння

(1 + q2)(− sin tq)− 2q

(1 + 2q sin tq + q2)2
=

(1 + q2) cos tq − 2q

(1− 2q cos tq + q2)2

є tq = π/2 .
Виконуючи обчислення, отримуємо

J(π/2)− J(π) = 0, 893... =
1

(1 + q2)
.

Нехай тепер q = 0, 35 . Виконуючи перетворення, отримуємо рiвнiсть

314, 307015625 + 550, 025 sin tq cos tq = 343(sin tq − cos tq).

Застосовуючи замiну sin tq cos tq = a, i рiвнiсть

(sin tq − cos tq) =
√

1− 2 sin tq cos tq,

отримуємо рiвняння

302527, 500625a2 + 581051, 43253828125a− 18860, 099928906 = 0,

яке має розв’язок a = sin tq cos tq = 0, 03192782362... . Отже, отримуємо
tq = 1, 53884676679.... Тодi, sin tq = 0, 999489656...; cos tq = 0, 0319441247....
Таким чином, для q = 0, 35 , для величин

(1 + q2) cos(tq + π/2)− 2q

(1− 2q cos(tq + π/2) + q2)2
= 0, 548739478025...

(1 + q2) cos tq − 2q

(1− 2q cos tq + q2)2
= 0, 548739478...

має мiсце спiвпадiння до 7-го знаку, а виконуючи обчислення отримуємо на-
ступне:

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 8909809874...

З iншого боку, для q = 0, 35 , маємо

1

1 + q2
=

1

1, 1225
= 0,89086859688....

Отже, робимо висновок, що для q = 0, 35 компонента головного члена збiль-
шилася приблизно на 0, 000112 по вiдношенню до того, якою вона мала бути,
якщо рiвнiсть (5) мала б мiсце для q = 0, 35 .
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За аналогiєю для q = 0, 36 знаходимо

tq = 1, 46572899...; sin t = 0, 9944855...; cos t = 0, 1048741...

Виконуючи обчислення, маємо:

J(1, 46572899...)− J(1, 46572899...+ π/2) = 0, 8866305547...,

а величина
1

1 + q2
=

1

1, 1296
= 0, 885269...

менша за отриману величину на 0, 0014 . Рiзниця у порiвняннi з попереднiм
випадком зросла.

Продовжимо обчислення. Для q = 0, 37 , отримуємо tq = 1, 356732.... ,
sin tq = 0, 977175599926823...; cos tq = 0, 212433158682.... Виконуючи обчи-
слення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 883157785...,

що не менше, нiж на 0, 00357 перевищує 1
1+q2 = 0, 8795848...

Виконаємо аналогiчнi обчислення для q = 0, 38 . Отримуємо

tq = 1, 3373484567948966...

Таким чином, sin tq = 0, 972874572325...; cos tq = 0, 231333236962.... Викону-
ючи обчислення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 8816245...,

що не менше нiж на 0, 0078 перевищує 1
1+q2 = 0, 87382...

Продовжуючи обчислення, для q = 0, 39 , отримуємо

tq = 1, 2811154217948966....

Виконуючи обчислення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 88087693...,

що не менше нiж на 0, 012 перевищує 1
1+q2 = 0, 86798021...

Далi для q = 0, 40 , отримуємо

tq = 1, 22881198679...

Виконуючи обчислення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 88125164...,
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що не менше нiж на 0, 019 перевищує 1
1+q2 = 0, 8620689655....

Для q = 0, 45 , отримуємо tq = 1, 09701731.... Виконуючи обчислення,
маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 871798256...,

що не менше нiж на 0, 04 перевищує величину 1
1+q2 = 0, 8316008316....

Для q = 0, 475 , отримуємо tq = 0, 9195.... Виконуючи обчислення, маємо
для такого q

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 918...,

що не менше нiж на 0, 1 перевищує 1
1+q2 = 0, 81591....

Для q = 0, 5 , отримуємо tq = 0, 8382.... Виконуючи обчислення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 0, 94365...,

що не менше нiж на 0, 14 перевищує 1
1+q2 = 0, 8.

Для q = 0, 55 , отримуємо tq = 0, 69672.... Таким чином,

J(tq)− J(tq + π/2) = 1, 01662...,

що не менше нiж на 0, 248 перевищує 1
1+q2 = 0, 7677543...

Далi, для q = 0, 6 , отримуємо

tq = 0, 57676489....

Виконуючи обчислення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 1, 12378...,

що не менше нiж на 0, 388 перевищує 1
1+q2 = 0, 735294...

Для q = 0, 9 , отримуємо tq = 0, 1062248533974483.... Виконуючи обчи-
слення, маємо

J(tq)− J(tq + π/2) = 4, 76592121...,

що не менше нiж на 4, 2 перевищує 1
1+q2 = 0, 552...

Для q = 0, 95 , отримуємо tq = 0, 102391.... Виконуючи обчислення, має-
мо

J(tq)− J(tq + π/2) = 7, 7346972...,

що не менше нiж на 7, 2 перевищує 1
1+q2 = 0, 5256...

Для q = 0, 975 , отримуємо tq = 0, 04976.... Виконуючи обчислення, має-
мо

J(tq)− J(tq + π/2) = 15, 881...,

що не менше нiж на 15, 3 перевищує 1
1+q2 = 0, 512656...
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Поєднуючи отриманi обчислення, природно зробити висновок, що при
n → ∞ виконується рiвнiсть

E(Cq
0,∞, σn) ≡ sup

f∈Cq
0,∞

||f(x)− σn(f, x)||C =
4q

πn(1 + q2)
+O(1)

qn

n

лише для q ∈
(
0;

√
2 +

√
5− 2

√
2 +

√
5

]
.
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НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ IНТЕГРАЛIВ ПУАССОНА
НЕПОВНИМИ ОПЕРАТОРАМИ ФЕЙЄРА

Отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхилень лiнiйних операторiв на
класах iнтегралiв Пуассона.

Ключовi слова: iнтеграли Пуассона, оператори Фейєра

Нехай L — множина сумовних 2π –перiодичних функцiй, f ∈ L i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x)

— ряд Фур’є функцiї f . Позначимо через Sn(f ; x) частковi суми ряду Фур’є,
тодi для фiксованого p ∈ N , p 6 n суми Валле Пуссена функцiї f ∈ L

задаються наступним спiввiдношенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x).

Полiноми наближення Валле Пуссена у випадку p = n мають назву сум
Фейєра, якi можна задати спiввiдношенням

σn(f, x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f, x). (1)

Наслiдуючи О.I. Степанця [1], позначимо Cq
β,∞ – класи неперервних 2π –

перiодичних функцiй f(x) , якi задаються наступною згорткою

f(x) = A0 +
1

π

∫ π

−π

φ(x+ t)P q
β(t) dt,

c⃝Стьопкiн А.В., Шулик Т.В., Ровенська О.Г., Чала В.В., Шажко С.П.,2018
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де P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt + βπ
2 ) – ядро Пуассона, а φ ∈ S0

M , тобто функцiя

φ(x) має нульове середнє значення на перiодi i esssup|φ(x)| 6 1 .
Задача про наближення класiв Cq

β,∞ лiнiйними методами має iсторiю.
С.М. Нiкольський [2] та С.Б. Стечкин [3] показали, що для верхнiх граней
вiдхилень часткових сум Фур’є на класi iнтегралiв Пуассона має мiсце асим-
птотична рiвнiсть

E
(
Cq

β,∞;Sn

)
=

8qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

+O(1)
qn

n(1− q)
,

де величина O(1) рiвномiрно обмежена вiдносно n ∈ N та q ∈ (0; 1) .
В роботi [1] О.I. Степанець отримав аналогiчну асимптотичну формулу

для класiв Cq
βHω . В.I. Рукасов та С.О. Чайченко [4] для верхнiх граней

вiдхилень сум Валле Пуссена на класах Cq
β,∞ i Cq

βHω отримали аналогiчнi
асимптотичнi формули. Зокрема, у цiй роботi показано, що

E
(
Cq

β,∞;Vn,p

)
=

4qn−p+1

πp(1− q2)
+O(1)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
.

А.С. Сердюк [5] показав, що має мiсце бiльш загальна рiвнiсть

E
(
Cq

β,∞;Vn,p

)
=

qn−p+1

p

(
4

π2
Kp,q +O(1)

(
q

(n− p+ 1)(1− q)s

))
,

де для p = 1, 2, ..., n поведiнка константи Kq,p визначається наступним спiв-
вiдношенням, отриманим у роботi [6]

Kq,p = 2
1− q2p

1− q2
K(qp), s = s(p) =

{
1, p = 1,
3, p = 2, 3, ....

i величина K(q) визначена вище спiввiдношенням (2).
В данiй роботi отриманi асимптотичнi рiвностi для верхнiх граней вiдхи-

лень на класах Cq
β,∞ тригонометричних полiномiв

σ̃n(f ; x) =
1

n

n−2∑
k=0

Sk(f ; x), (2)

якi дещо вiдрiзняються вiд класичних сум Фейєра σn(f, x) .

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1) . Тодi для n → ∞ має мiсце асимптотична
формула

E(Cq
1,∞, σ̃n) =

2

πn

(
2q

1− q2
+ ln

1 + q

1− q

)
+O(1)

qn

n(1− q)3
. (3)
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Якщо q ∈ (0; 1/2) , то для n → ∞ має мiсце асимптотична формула

E(Cq
0,∞, σ̃n) =

2

πn

(
2q

1 + q2
− arctgq

)
+O(1)

qn

n
. (4)

Доведення. На пiдставi спiввiдношення (2) маємо

δn(f ;x) ≡ f(x)− σ̃n(f ;x) =

=
1

n

[
nf(x)−

n−2∑
k=0

Sk(f ;x)

]
=

1

n

[
f(x) +

n−2∑
k=0

(f(x)− Sk(f ;x))

]
=

=
1

n

1
π

π∫
−π

f q
0 (x+ t)

∞∑
k=0

qk cos(kt+
βπ

2
)dt+

n−2∑
k=0

ρk(f ; x)

 , (5)

де

ρm(f ;x) ≡ f(x)− Sm(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f q
β(x+ t)

∞∑
k=m+1

qk cos(kt+
βπ

2
)dt =

=
1

π

π∫
−π

f q
β(x+ t)

∞∑
k=0

qk+m+1 cos((k +m+ 1)t+
βπ

2
)dt =

=
qm+1

π

π∫
−π

f q
β(x+ t)

(
cos((m+ 1)t+

βπ

2
)

∞∑
k=0

qk cos kt−

− sin((m+ 1)t+
βπ

2
)

∞∑
k=0

qk sin kt

)
dt.

Застосовуючи формули роботи [6, с.123],
∞∑
k=0

qk cos kt =
1− q cos t

1− 2q cos t+ q2
,

∞∑
k=0

qk sin kt =
q sin t

1− 2q cos t+ q2
,

отримуємо

ρm(f ;x) =
qm+1

π

π∫
−π

f q
β(x+ t)

{
1− q cos t

1− 2q cos t+ q2
cos((m+ 1)t+

βπ

2
)−

− q sin t

1− 2q cos t+ q2
sin((m+ 1)t+

βπ

2
)

}
dt. (6)
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Тодi на пiдставi (5), (6), маємо

f(x)− σ̃n(f ;x) =
1

n

1
π

π∫
−π

f q
β(x+ t)

∞∑
k=0

qk cos(kt+
βπ

2
)dt+

n−2∑
k=0

ρk(f ;x)

 =

=
1

n

1
π

π∫
−π

f q
β(x+ t)

{
1− q cos t

1− 2q cos t+ q2
cos

βπ

2
− q sin t

1− 2q cos t+ q2
sin

βπ

2
)

}
dt+

+
n−2∑
m=0

qm+1

π

π∫
−π

f q
β(x+ t)

{
1− q cos t

1− 2q cos t+ q2
cos((m+ 1)t+

βπ

2
)−

− q sin t

1− 2q cos t+ q2
cos((m+ 1)t+

βπ

2
)

}
dt

]
=

=
1

n

1
π

π∫
−π

f q
β(x+ t)

{
1− q cos t

1− 2q cos t+ q2
cos

βπ

2
− q sin t

1− 2q cos t+ q2
sin

βπ

2
)

}
dt+

+
n−1∑
m=1

qm

π

π∫
−π

f q
β(x+ t)×

×
{

1− q cos t

1− 2q cos t+ q2
cos(mt+

βπ

2
)− q sin t

1− 2q cos t+ q2
cos(mt+

βπ

2
)

}
dt

]
=

=
n−1∑
m=0

qm

nπ

π∫
−π

f q
β(x+ t)×

{
1− q cos t

1− 2q cos t+ q2
cos(mt+

βπ

2
)− q sin t

1− 2q cos t+ q2
cos(mt+

βπ

2
)

}
dt.

Застосовуючи прийоми роботи [6, с.123], отримуємо

δn(f ;x) =
1

πn

π∫
−π

f q
β(x+ t)

1− 2q cos t+ q2

[
Σ1 cos

βπ

2
+ Σ2 sin

βπ

2

]
dt, (7)

де

Σ1 =
n−1∑
k=0

qk[cos kt− q cos(k − 1)t] =
1

1− 2q cos t+ q2
[1− 2q cos t+

+q2 cos 2t+ qn(− cosnt+ 2q cos(n− 1)t− q2 cos(n− 2)t)],
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Σ2 =
n−1∑
k=0

qk[q sin(k − 1)t− sin kt] =
1

1− 2q cos t+ q2
[−2q sin t+

+q2 sin 2t+ qn(sinnt+ 2q sin(n− 1)t− q2 sin(n− 2)t)].

Тодi, враховуючи, що
π∫

−π

dt

(1− 2q cos t+ q2)2
= O(1)(1− q)−3,

на пiдставi (7) маємо

δn(f ; x) =
1

πn

π∫
−π

f q
β(x+ t)

(1− 2q cos t+ q2)2

[
[1− 2q cos t+ q2 cos 2t] cos

βπ

2
−

−[−2q sin t+ q2 sin 2t] sin
βπ

2

]
dt+O(1)

qn

(1− q)3n
.

Нехай β = 1 . Тодi

δn(f ; x) =
1

πn

π∫
−π

f q
1 (x+ t)[−2q sin t+ q2 sin 2t]

(1− 2q cos t+ q2)2
dt+O(1)

qn

(1− q)3n
.

Отже, в силу iнварiантостi класу Cq
1,∞ вiдносно зсуву за аргументом

sup
f∈Cq

1,∞

||δn(f ; x)|| = sup
f∈S0

M

∣∣∣∣∣∣ 1πn
π∫

−π

f(t)[−2q sin t+ q2 sin 2t]

(1− 2q cos t+ q2)2
dt+

O(1)qn

(1− q)3n

∣∣∣∣∣∣ =
=

1

πn

π∫
−π

φ(t)(−2q sin t+ q2 sin 2t)

(1− 2q cos t+ q2)2
dt+O(1)

qn

(1− q)3n
.

де

φ(t) = sign(−2q sin t+ q2 sin 2t) =

{
−1, t ∈ (0;π),
1, t ∈ (−π; 0).

Оскiльки φ ∈ S0
M , то отримуємо

E(Cq
1,∞, σ̃n) =

2

πn

π∫
0

2q sin t− q2 sin 2t

(1− 2q cos t+ q2)2
dt+O(1)

qn

(1− q)3n
. (8)
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Обчислимо iнтеграл. Застосовуючи замiну z = cos t , маємо∫
2q sin t− q2 sin 2t

(1− 2q cos t+ q2)2
dt = −

∫
2q − 2q2z

(1− 2qz + q2)2
dz =

= −(1− q2)

2
(1− 2q cos t+ q2)−1 +

1

2
ln(1− 2q cos t+ q2).

Таким чином,
π∫

0

2q sin t− q2 sin 2t

(1− 2q cos t+ q2)2
dt =

2q

(1− q2)
+ ln

(1 + q)

(1− q)
.

Отже, на пiдставi (8) отримуємо (3).
Нехай тепер β = 0 . Тодi для f q

0 ∈ S0
M

δn(f ; x) =
1

πn

π∫
−π

f q
0 (x+ t)

(
I +

1− 2q cos t+ q2 cos 2t

(1− 2q cos t+ q2)2

)
dt+O(1)

qn

(1− q)3n
,

де I таке, що mesT (I + 1−2q cos t+q2 cos 2t
(1−2q cos t+q2)2 > 0) = mesT (I + 1−2q cos t+q2 cos 2t

(1−2q cos t+q2)2 6 0) .
Вiдшукаємо промiжки монотонностi функцiї

Γ(t; q) =
1− 2q cos t+ q2 cos 2t

(1− 2q cos t+ q2)2
,

Оскiльки (
1− 2q cos t+ q2 cos 2t

(1− 2q cos t+ q2)2

)′

=
2q sin t(−1 + 3q2 − 2q3 cos t)

(1− 2q cos t+ q2)3
,

то на промiжку (0;π) екстремуми функцiї Γ(t; q) задовольняють умову

cos t =
−1 + 3q2

2q3
.

Оскiльки для q ∈ (0; 1/2) виконується

−1 + 3q2

2q3
< −1,

то для q ∈ (0; 1/2) на промiжку [−π; 0] функцiя Γ(t; q) зростає, а на про-
мiжку [0;π] спадає. Так, що для q ∈ (0; 1/2) , функцiя

Γ(t; q)− Γ(
π

2
; q) =

1− 2q cos t+ q2 cos 2t

(1− 2q cos t+ q2)2
− 1− q2

(1 + q2)2
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додатна на (−π
2 ;

π
2 ) i вiд’ємна на (−π; π2 ) ∪ (π2 ;π) . Тому для q ∈ (0; 1/2)

виконується f q
0 (x) = φ(t) = sign(Γ(t; q)− Γ(π2 ; q)) ∈ S0

M i

E(Cq
0,∞, σ̃n) =

1

πn

π∫
−π

φ(x+ t)(Γ(t; q)− Γ(
π

2
; q))dt+O(1)

qn

n
=

=
1

πn

π∫
−π

|Γ(t; q)−Γ(
π

2
; q)|dt+O(1)

qn

n
=

2

πn

π∫
0

|Γ(t; q)−Γ(
π

2
; q)|dt+O(1)

qn

n
=

=
2

πn

π
2∫

0

Γ(t; q)dt− 2

πn

π∫
π
2

Γ(t; q)dt+O(1)
qn

n
=

=
2

πn

[ π
2∫

0

dt

(1− 2q cos t+ q2)
dt−

π
2∫

0

dt

(1 + 2q sin t+ q2)
−

−2q2

π
2∫

0

sin2 tdt

(1− 2q cos t+ q2)2
+ 2q2

π
2∫

0

cos2 tdt

(1 + 2q sin t+ q2)2

]
+O(1)

qn

n
. (7)

Виконуючи обчислення, отримуємо∫
dt

(1− 2q cosx+ q2)
=

2

(1− q2)
arctg

1 + q

1− q
t,

∫
dt

(1 + 2q sin x+ q2)
=

2

(1− q2)
arctg

(
1 + q2

1− q2
t+

2q

1− q2

)
,

∫
sin2 tdt

(1− 2q cos t+ q2)2
=

=
−tg t

2

q[(1 + q)2tg2 t2 + (1− q)2]
− 1

2q2
t

2
+

1 + q2

2q2(1− q2)
arctg

1 + q

1− q
tg

t

2
,

∫
cos2 tdt

(1 + 2q sin t+ q2)2
=

=
−(1 + q2 + 2qtg t

2)

q(1 + q2)2(tg2 t2 +
4q

1+q2 tg
t
2 + 1)

+
1 + q2

2q2(1− q2)
arctg

tg t
2(1 + q2) + 2q

1− q2
+

−t

4q2
.
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Застосовуючи отримане i знову виконуючи обчислення, маємо
π
2∫

0

dt

(1− 2q cos t+ q2)
−

π
2∫

0

dt

(1 + 2q sin t+ q2)
=

4

1− q2
arctg q,

2q2

π
2∫

0

sin2 tdt

(1− 2q cos t+ q2)2
−2q2

π
2∫

0

cos2 tdt

(1 + 2q sin t+ q2)2
=

2q

1 + q2
−2(1 + q2)

1− q2
arctg q.

Отже на пiдставi (7) отримуємо (4). Терема доведена.

Лiтература
1. Степанец А.И. Решение задачи Колмогорова-Никольского для интегра-

лов Пуассона непрерывных функций // Мат. сборник. — 2001. — Т. 192,
№ 1. — С. 113—138.

2. Никольский С.М. Приближение функций тригонометрическими полино-
мами в среднем // Изв. АН СССР. Сер. мат. — 1946. — Т. 10, № 3. —
С. 207—256.

3. Стечкин С.Б. Оценка остатка ряда Фурье для дифференцируемых функ-
ций // Тр. Мат. ин-та им. В.А. Стеклова АН СССР. — 1980. — Т. 145. —
С. 126—151.

4. Рукасов В.I. Наближення аналiтичних перiодичних функцiй сумами
Валле-Пуссена / В.I. Рукасов, С.О. Чайченко // Укр. мат. журн. — 2002. —
Т. 54, № 12. — С. 1653—1668.

5. Сердюк А.С. Наближення iнтегралiв Пуасона сумами Валле Пуссена //
Укр. мат. журн. — 2004. — Т. 56, № 1. — С. 97—107.

6. Савчук В.В. Наближення аналiтичних функцiй сумами Валле Пуссена /
М.В. Савчук, С.О. Чайченко // Мат. студiї. – 2010. – 34, (2). – C. 207–219.

7. Степанец А.И. Классификация и приближение периодических функ-
ций. — Киев: Наук. думка, 1987. — 268 с.

Stepkin A., Shulyk T., RovenskaO., Chala V., Shazhko S.
Donbas State Pedagogical University, Sloviansk, Ukraine
Donbas State Engineering Academy, Kramatorsk, Ukraine

The approximation of classes of Poisson integrals with the Fejer
operators

The asymptotic formulas for upper bounds of deviations of linear operators
on the classes of Poisson integrals have been received.

Keywords: Poisson integrals, Fejer operators

Випуск №8, 2018 29



УДК 519.175

Кадубовський О.А., Калiнiченко Я.В.

1 канд. фiзико-математичних наук, доцент каф. математики та iнформатики, ДВНЗ «ДДПУ»
2 студент 2 курсу (магiстратура) фiзико-математичного факультету, ДВНЗ «ДДПУ»

e-mail: kadubovs@ukr.net, kalinichenkoddpu@ukr.net

ПЕРЕРАХУВАННЯ
ДВОКОЛЬОРОВИХ ХОРДОВИХ O -ДIАГРАМ РОДУ 1,
ЯКI МАЮТЬ ДВА ЧОРНИХ (АБО СIРИХ) ЦИКЛИ,

ВIДНОСНО ДIЇ ГРУПИ ДIЕДРА

Для натуральних n > 4 встановлено формули пiдрахунку числа нееквiвалентних 2 -
кольорових хордових O -дiаграм (з n хордами), якi мають лише два сiрих (чорних) та
(n − 3) чорних (вiдповiдно сiрих) циклiв вiдносно дiї дiедральної групи (порядку 2n ).
Крiм того, для початкових 4 6 n 6 7 в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi та не-
еквiвалентнi дiаграми iз зазначених класiв, а для 4 6 n 6 24 — точнi значення числа
неiзоморфних та вiдповiдно нееквiвалентних таких дiаграм.

Ключовi слова: 2 -кольорова хордова O -дiаграма з n хордами, род дiаграми, цикл
дiаграми, група дiедра.

Вступ
Нагадаємо, що хордовою дiаграмою або, коротко, n -дiаграмою називають

конфiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на ньому (якi є
вершинами правильного 2n -кутника) та n хорд, що сполучають вказанi то-
чки. Хордовi дiаграми називають iзоморфними, якщо одну можна одержати
з iншої в результатi повороту. Дiаграми називають еквiвалентними, якщо їх
можна сумiстити за допомогою повороту, дзеркального вiдбиття, або ж їх
композицiї.

Питаннями перелiку певних класiв хордових n -дiаграм (вiдносно дiї цик-
лiчної групи порядку 2n та дiедральної групи порядку 4n ) займалась цiла
низка вiдомих математикiв: T.R.S. Walsh, A.B. Lehman, J. Riordan, J. Harer,
D. Zagier. Серед сучасникiв слiд видiлити авторiв робiт [7], [2], [8], [5], [1].

Задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних n -дiаграм
були повнiстю розв’язанi у 1997–1998 рр. в роботах [7], [5], [2], [8]. Формули для
пiдрахунку числа неiзоморфних планарних (роду 0 ), тороїдальних (роду 1 )
n -дiаграм та 2m -дiаграм максимального роду m було встановлено у 2000 р.
в роботi [2]. Причому задача про пiдрахунок числа нееквiвалентних дiаграм
максимального роду була повнiстю розв’язана лише у 2017 р. в роботi [6].
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Крiм того, слiд констатувати, що одержання явних формул для пiдрахун-
ку числа неiзоморфних (а тому i нееквiвалентних), зокрема двокольорових,
n -дiаграм фiксованого роду виявилося досить складною задачею i в загаль-
ному випадку до сьогоднi нерозв’язаною проблемою.

Для двокольорових дiаграм найбiльш вагомими є наступнi результати:
задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних O - i N -

дiаграм (вiдповiдно) повнiстю розв’язано в 2010 р. у роботi [11];
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -

дiаграм (N -дiаграм), якi мають точно один цикл певного кольору (чорний
або ж сiрий) одержано в 2010 та 2012 рр. у роботах [12] i [13] вiдповiдно;

формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних планар-
них O -дiаграм (з n хордами) було встановлено у 2000 р. в роботi [1]; проте
питання про узагальнення цiєї задачi на випадок фiксованого числа чорних
(або ж сiрих) циклiв було повнiстю розв’язано лише у 2014 р. в роботi [14];

задача про пiдрахунок числа неiзоморфних O -дiаграм максимального ро-
ду (з одним чорним та одним сiрим циклом) була розв’язана у 2006 р. в роботi
[10], а про число нееквiвалентних таких дiаграм — лише у 2015 р. в [15];

формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -
дiаграм (з n хордами) роду 1 , якi мають лише один чорний (або ж сiрий)
цикл, одержано в 2016 р. у роботi [16].

Проте навiть для випадку O -дiаграм (з n хордами) роду 1 , якi мають
точно k > 1 чорних (або ж сiрих) та l = n − 1 − k > 1 сiрих (вiдповiдно
чорних) циклiв питання залишається вiдкритим.

Встановленню формул для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiва-
лентних O -дiаграм (з n хордами) роду 1 , якi мають точно два сiрих (або
ж чорних) цикли й присвячена дана стаття. А її основною метою — виклад
одержаних результатiв, анонсованих авторами в роботах [17] i [18].

1. Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Означення 1. Коло з 2n точками на ньому (що є вершинами правильного
2n -кутника), дуги якого почергово розфарбованi у два кольори (чорний i сi-
рий) та фiксованою нумерацiєю вершин за годинниковою стрiлкою, будемо
називати двокольоровим 2n -шаблоном — рис. 1 a) .

2-кольоровою хордовою n -дiаграмою будемо називати n -дiаграму, побу-
довану на основi двокольорового 2n -шаблону.

Означення 2. 2-кольорову n -дiаграму, яка не мiстить (мiстить) хор-
ди, що сполучає вершини з номерами однакової парностi, називають O -
дiаграмою (N -дiаграмою) — рис. 1 c) (рис. 1 b) ).
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Означення 3. «Чорним» («сiрим») циклом 2 -кольорової дiаграми назива-
тимемо послiдовнiсть хорд та чорних (сiрих) дуг, якi утворюють гомео-
морфний образ (орiєнтованого) кола — рис. 1 b)− c) .

  

 

 

)a  )b  )c  
 

 

 

 

Рис. 1:
a) двокольоровий 20 -шаблон;
b) N -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 сiрих та 3 чорних циклiв;
c) O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 6 сiрих та 3 чорних циклiв

Якщо не приймати до уваги кольори, то кожен чорний та сiрий цикл
2 -кольорової O -дiаграми спiвпадає з вiдповiдним циклом непофарбованої дi-
аграми. Тодi наслiдуючи [2], природним чином визначається рiд O -дiаграми

Означення 4. Родом 2 -кольорової O -дiаграми з n хордами будемо нази-
вати цiле число g , яке визначається рiвнiстю

2g = n+ 1− (k + l), (1)

де k i l — число чорних та (вiдповiдно) сiрих циклiв дiаграми.

Означення 5. Множину O -дiаграм з n хордами (побудованих на 2 -ко-
льоровому 2n -шаблонi), якi мають точно k чорних (сiрих) та l сiрих
(вiдповiдно чорних) циклiв будемо позначати ℑn,g

k,l , де g – рiд дiаграми.

2. Основна частина
2.1. Число дiаграм з класу ℑn,1

n−3;2 та його характеристичнi пiдкласи
З урахуванням результатiв роботи [17], у 1997 р. в роботi [9, С. 4] вперше

встановлено рекурентнi формули, за допомогою яких є принципово можли-
вим пiдрахунок числа дiаграм з класу ℑn,g

k,l (2g = n+ 1− k − l ). Крiм того,
для початкових g = 0; 1; 2; 3 в [9, С. 8-9] встановлено явнi формули, якi пi-
знiше також були одержанi та уточненi й в [4, С. 833], а в роботi [3, С. 888] —
для цiлих g > 0 запропоновано iншу рекурентну формулу. Так, наприклад,
для випадку g = 1 в роботi [4] наведено наступну формулу

t(n; k, l) =
∣∣∣ℑn,1

k,l

∣∣∣ = 1

3!
· C2

n+1 · Ck−1
n−1 · C l−1

n−1, (2)
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звiдки маємо, що число t(n) = t(n;n − 3, 2) дiаграм з класу ℑn,1
n−3;2 можна

знайти за формулою

t(n) =
(n+ 1) · n · (n− 1)2 · (n− 2) · (n− 3)

72
=

5

3
(n− 1)C5

n+1. (3)

Приклад 1. При n = 4 iснує лише п’ять дiаграм з класу ℑ5,1
2;2 – рис. 2 .

 

     

1 2 3 4 5 

 

 

 
Рис. 2: всi дiаграми з класу ℑ5,1

2;2

Зауваження 1. Оскiльки дiаграми з класу ℑn,1
n−3;2 (крiм 2 сiрих циклiв)

мають точно k = n − 3 чорних циклiв (якi мiстять всi n чорних дуг
двокольорового 2n -шаблону), а 3 = (3+0) = (2+1) = (1+1+1) , то кожна
з таких дiаграм може мати лише один з наступних наборiв чорних циклiв:

або один 4 -цикл (довжини 4) та (n − 4) 1 -циклiв (довжини 1) —
рис. 3 a), d) ;

або один 3 -цикл, один 2 -цикл та (n− 5) 1 -циклiв — рис. 3 e), f), g) ;
або три 2 -цикли та (n− 6) 1 -циклiв — рис. 3 b), c) .
 

   

)a  )b  )c  

    

)d  )e  )f  )g  

 

 

 

 

 

Рис. 3: типовi представники характеристичних пiдкласiв A,B,C,D,E, F,G класу ℑn,1
n−3;2

Таким чином, всi дiаграми з класу ℑn,1
n−3;2 умовно можна подiлити на сiм

характеристичних пiдкласiв — A,B,C,D,E, F i G , типовi представники
яких зображено на рис. 3 a), b), c), d), e), f) i g) вiдповiдно.
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Математика

2.2. Iлюстративнi приклади до числа нееквiвалентних дiаграм з
класу ℑn,1

n−3;2 для початкових n

Нижче для натуральних n = 4; 5; 6 в явному виглядi наведено всi неiзо-
морфнi дiаграми з вiдповiдних класiв ℑn,1

n−3;2 .
 

  

1 2 

 

Рис. 4: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑ4,1
1;2

 

  
   

1 2 3 4 5 

   

  

6 7 8   

 

Рис. 5: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑ5,1
2;2

 

     

1.  2.  3.  4.  5.  

     

6.  7.  8.  9.  10.  

 

   

 

 11.  12.  13.  
 

 

Рис. 6: всi неiзоморфнi «симетричнi» дiаграми з класу ℑ6,1
3;2
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14.  15.  
 16.  17.  

     

18.  19.  20.  21.  22.  

     

23.  24.  25.  26.  27.  

  

 

  

28.  29.  
 30.  31.  

 

Рис. 7: всi неiзоморфнi «не симетричнi» дiаграми з класу ℑ6,1
3;2

Не важко бачити, що:
у випадку n = 4 (рис. 4 вище) всi неiзоморфнi (вiдносно повороту)

дiаграми є також i нееквiвалентними (вiдносно дiї дiедральної групи), тобто
iснує лише 2 нееквiвалентнi дiаграми з класу ℑ4,1

1;2 ;
у випадку n = 5 (рис. 5) серед 8 неiзоморфних дiаграми 7 i 8 є еквi-

валентними, а тому iснує лише 7 нееквiвалентних дiаграм з класу ℑ5,1
2;2 ;

у випадку n = 6 : всi неiзоморфнi «симетричнi» (вiдносно повороту)
дiаграми є також i нееквiвалентними (вiдносно дiї дiедральної групи) — рис.
6; серед 18 неiзоморфних «не симетричних» дiаграм, зображених на рис. 7,
дiаграми 14 i 15 , 16 i 17 , 18 i 18 , 21 i 22 , 23 i 24 , 26 i 27 , 28 i 29 ,
30 i 31 та 20 i 25 є еквiвалентними. I тому iснує лише 31 − 18 + 9 = 22
нееквiвалентних дiаграм з класу ℑ6,1

3;2 .
2.3. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑn,1

n−3;2

За лемою Бернсайда (див. напр. [2], [11], [12]) число t∗(n) неiзоморфних
(нееквiвалентних вiдносно дiї циклiчної групи порядку n ) дiаграм з класу
ℑn,1

n−3;2 можна знайти за допомогою спiввiдношення

t∗(n) =
1

n

t(n) +
∑

i|n, i ̸=n

ϕ
(n
i

)
· ρ (n, i)

 , (4)
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Математика

де t(n) =
∣∣∣ℑn,1

n−3;2

∣∣∣ ; ϕ(q) — функцiя Ейлера (кiлькiсть натуральних менших
за q чисел, взаємнопростих iз ним), а ρ (n, i) — число тих дiаграм з класу
ℑn,1

n−3;2 , якi самосумiщуються при поворотi (за годинниковою стрiлкою) на кут
ω(n, i) = 2π

2n · 2i = 2π · i
n .

Очевидно, що для дiльникiв i ̸= n числа n кут ω(n, i) 6 π . Бiльше того,
поклавши j = n

i , спiввiдношення (4) можна подати у виглядi

t∗(n) =
1

n

t(n) +
∑

j|n, j ̸=1

ϕ(j) · ρ
(
n, nj

) , (5)

де ρ
(
n, nj

)
— число тих дiаграм з класу ℑn,1

n−3;2 , якi самосумiщуються при

поворотi (за годинниковою стрiлкою) на кут ω
(
n, nj

)
= 2π

j .

Теорема 1. Для натуральних n > 4 число t∗(n) неiзоморфних (нееквi-
валентних вiдносно дiї циклiчної групи порядку n ) дiаграм з класу ℑn,1

n−3;2

можна обчислити за формулою

t∗(n) =
1

n

5

3
(n− 1)C5

n+1 +
∑

j|n, j∈{2;3;4;6}

ϕ(j) · ρ
(
n, nj

) , (6)

де: ϕ(q) — функцiя Ейлера; ∀j ∈ N : n
j /∈ N величини ρ

(
n, nj

)
≡ 0 , а

∀j ∈ {2; 3; 4; 6} : n
j ∈ N величини ρ

(
n, nj

)
визначаються за допомогою

спiввiдношень

ρ
(
n, n2

)
=

n(n− 2)(2n− 5)

24
, ρ

(
n, n3

)
=

n(n− 3)

18
,

ρ
(
n, n4

)
=

n

4
, ρ

(
n, n6

)
=

n

6
.

(7)

Доведення. Як було зазначено вище, всi дiаграми з класу ℑn,1
n−3;2 можна

подiлити на сiм характеристичних пiдкласiв — A,B,C,D,E, F i G , типовi
представники яких зображено на рис. 3 a), b), c), d), e), f) i g) вiдповiдно.
1) Не важко переконатися, що серед дiаграм кожного з характеристичних
пiдкласiв D,E, F i G немає таких, якi самосумiщуються при поворотi на
певний кут ω

(
n, nj

)
= 2π

j < 2π .
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)a  2

2

πω =   )b  2

4

πω =  )c  2

2

πω =  )d  2

2

πω =  )e  2 2

3 6
;π πω =  

 

 Рис. 8: всi типи дiаграм з класу ℑn,1
n−3;2 , якi самосумiщуються при поворотi на кут ω 6 π

2) Дiаграми з пiдкласу A самосумiщуються при поворотi на певний кут

ω
(
n, nj

)
= 2π

j , j ∈ {2, ..., n} (8)

лише за умов, коли n дiлиться на 2 або ж на 4 . Причому: в першому випадку
поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = 2π

2 (при j = 2 ) — рис. 8 a) ;
в другому випадку — на кут кратний куту ω = 2π

4 (при j = 4 ) — рис. 8 b) .
Крiм того, не важко перевiрити, що:

в першому випадку для n = 2k число вiдповiдних дiаграм становить C2
k ;

звiдки для цiлих n
2 число зазначених дiаграм становить ρA

(
n, n2

)
= C2

n/2 ;
в другому випадку для n = 4k число вiдповiдних дiаграм становить C1

k ;
звiдки для цiлих n

4 число зазначених дiаграм становить ρA
(
n, n4

)
= n

4 .
3) Дiаграми з пiдкласу B самосумiщуються при поворотi на певний кут (8)
лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут кратний
куту ω = 2π

2 (при j = 2 ) — рис. 8 c) .
Для n = 2k > 6 число таких дiаграм становить 3×C3

k , або, що теж саме,
для цiлих n

2 > 3 число зазначених дiаграм становить ρB
(
n, n2

)
= 3× C3

n/2 .
4) Дiаграми з пiдкласу C самосумiщуються при поворотi на певний кут (8)
лише за умов, коли n дiлиться на 2 , 3 або ж на 6 . Причому: в 1-му випадку
поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = 2π

2 (при j = 2 ) — рис. 8 d) ;
в 2-му випадку — на кут кратний куту ω = 2π

3 (при j = 3 ) — рис. 8 e) ;
в 3-му випадку — на кут кратний куту ω = 2π

6 (при j = 6 ) — рис. 8 e) .
Крiм того, не важко перевiрити, що:

в 1-му випадку для n = 2k число вiдповiдних дiаграм становить C3
k ;

звiдки для цiлих n
2 > 3 число зазначених дiаграм становить ρC

(
n, n2

)
= C3

n
2
;

в 2-му випадку для n = 3k число вiдповiдних дiаграм становить C2
k ;

звiдки для цiлих n
3 > 2 число зазначених дiаграм становить ρC

(
n, n3

)
= C2

n/3 ;
в 3-му випадку для n = 6k число вiдповiдних дiаграм становить C1

k ;
звiдки для цiлих n

6 число зазначених дiаграм становить ρC
(
n, n6

)
= n

6 ;
5) Таким чином маємо, що: ρ

(
n, n6

)
= ρC

(
n, n6

)
= n

6 ;
ρ
(
n, n4

)
= ρA

(
n, n4

)
= n

4 ; ρ
(
n, n3

)
= ρC

(
n, n3

)
= C2

n/3 ;
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Математика

ρ
(
n, n2

)
= ρA

(
n, n2

)
+ ρB

(
n, n2

)
+ ρC

(
n, n2

)
= C2

n/2 +4×C3
n/2 =

n(n−2)(2n−5)
24 . �

2.4. Число нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,1
n−3;2

Застосовуючи лему Бернсайда (див. напр. [2], [11], [12]), не важко вста-
новити, що число t∗∗(n) нееквiвалентних (вiдносно дiї дiедральної групи)
дiаграм з класу ℑn,1

n−3;2 можна визначити за допомогою спiввiдношення

t∗∗n = 1
2 (t

∗(n) + S(n)) , (9)

де t∗(n) — число неiзоморфних дiаграм з класу ℑn,1
n−3;2 ,

S(n) =

{
s0(n), n = 2m+ 1
1
2(s1(n) + s2(n)), n = 2m,

(10)

s0(n) – число тих дiаграм з класу ℑn,1
n−3;2 , що є симетричними вiдносно фiк-

сованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної та
сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону;
s1(n) ( s2(n) ) –– число тих дiаграм з класу ℑn,1

n−3;2 , що є симетричними вiдно-
сно фiксованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних
сiрих (вiдповiдно чорних) дуг 2 -кольорового 2n -шаблону.

Лема 1. Нехай n = 2m+ 1 . Тодi число s0(n) дiаграм з класу ℑn,1
n−3;2 , що є

симетричними вiдносно фiксованої осi симетрiї, яка проходить через сере-
дини протилежних чорної та сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону, можна
обчислити за формулою.

s0(n) =
1
12(n− 1)(n− 3)(n+ 4). (11)

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

Рис. 9: до леми 1
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Доведення. Всi дiаграми з класу ℑn,1
n−3;2 , що є симетричними вiдносно фiк-

сованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної та
сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону (n = 2m+1 ), вичерпуються дiаграмами
десяти типiв, зображених та занумерованих числами вiд 1 до 10 на рис. 9 .

Оскiльки n = 2m+ 1 , то сумарне число s0(n) дiаграм зазначених типiв
становить

6× C2
n−1
2

+ 4× C3
n−1
2

= 6× C2
m + 4× C3

m = 1
3m(m− 1)(2m+ 5) ,

звiдки, з урахуванням рiвностi m = n−1
2 , одержуємо, що

s0(2m+ 1) = s0(n) =
1
12(n− 1)(n− 3)(n+ 4) . �

Лема 2. Нехай n = 2m . Тодi мають мiсце рiвностi

s1(n) =
1
24n(n− 2)(2n+ 1), s2(n) =

1
24(n− 2)(2n2 + 13n− 72); (12)

1
2 (s1(n) + s2(n)) =

1
24(n− 2)(2n2 + 7n− 36). (13)

Доведення. Всi дiаграми з класу ℑn,1
n−3;2 , що є симетричними вiдносно фiк-

сованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних сiрих дуг
2 -кольорового 2n -шаблону (n = 2m ), вичерпуються дiаграмами семи типiв,
зображених та занумерованих числами вiд 1 до 7 на рис. 10 .

1 2 3 4 5

6 7

Рис. 10: до леми 2

Оскiльки n = 2m , то сумарне число s1(n) дiаграм зазначених типiв ста-
новить

3× C2
n
2
+ 4× C3

n
2
= 3× C2

m + 4× C3
m = 1

6m(m− 1)(4m+ 1) ,

звiдки, з урахуванням рiвностi m = n
2 , одержуємо, що

s1(2m) = s1(n) =
1
24n(n− 2)(2n+ 1) .
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Дiаграми з класу ℑn,1
n−3;2 , що є симетричними вiдносно фiксованої осi си-

метрiї, яка проходить через середини протилежних чорних дуг 2 -кольорового
2n -шаблону, вичерпуються дiаграмами шiстнадцяти типiв, зображених та за-
нумерованих числами вiд 1 до 16 на рис. 11 .

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16

Рис. 11: до леми 2

Оскiльки n = 2m , то сумарне число s2(n) дiаграм зазначених типiв ста-
новить

1× C1
n−2
2

+ 11× C2
n−2
2

+ 4× C3
n−2
2

= 1× C1
m−1 + 11× C2

m−1 + 4× C3
m−1 =

= 1
6(m− 1)(4m2 + 13m− 36) ,

звiдки, з урахуванням рiвностi m = n
2 , одержуємо, що

s2(2m) = s2(n) =
1
24(n− 2)(2n2 + 13n− 72) .

Крiм того, безпосередньою перевiркою не важко переконатися, що
1
2 (s1(n) + s2(n)) =

1
24(n− 2)(2n2 + 7n− 36). �

З урахуванням спiввiдношень (9), (10) та лем 1 i 2, має мiсце
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Теорема 2. Для натуральних n > 4 число t∗∗(n) нееквiвалентних (вiд-
носно дiї дiедральної групи) дiаграм з класу ℑn,1

n−3;2 можна обчислити за
формулою

t∗∗(n) =
1

2
(t∗(n) + S(n)) , (14)

де t∗(n) визначається за формулами (6), (7) , а

S(n) =

{
1
12(n− 1)(n− 3)(n+ 4), n = 2m+ 1
1
24(n− 2)(2n2 + 7n− 36), n = 2m.

(15)

3. Додатки та прикiнцевi зауваження
Повторюючи мiркування, аналогiчнi наведеним в роботi [5], не важко

встановити справедливiсть наступного твердження

Твердження 1. При n → ∞ величини t∗∗(n) та t(n)
2n = (n+1)·(n−1)2·(n−2)·(n−3)

144

є еквiвалентними нескiнченно великими величинами.

n t(n) t∗(n) S(n) t∗∗(n) t∗∗(n) =
[
t(n)
2n

]
4 5 2 2 2 0
5 40 8 6 7 4
6 175 31 13 22 14
7 560 80 22 51 40
8 1 470 187 37 112 91
9 3 360 374 52 213 186
10 6 930 698 78 388 346
11 13 200 1 200 100 650 600
12 23 595 1 976 140 1 058 983
13 40 040 3 080 170 1 625 1 540
14 65 065 4 659 227 2 443 2 323
15 101 920 6 796 266 3 531 3 397
16 154 700 9 685 343 5 014 4 834
17 228 480 13 440 392 6 916 6 720
18 329 460 18 326 492 9 409 9 151
19 465 120 24 480 552 12 516 12 240
20 644 385 32 246 678 16 462 16 109
21 877 800 41 802 750 21 276 20 900
22 1 177 715 53 565 905 27 235 26 766
23 1 558 480 67 760 990 34 375 33 880
24 2 036 650 84 903 1 177 43 040 42 430

Табл. 1: початковi значення величин t(n) , t∗(n) та t∗∗(n)

Нижче (на рис. 12 та 13) в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi дiа-
грами з класу ℑ7,1

4;2 .
Не важко перевiрити, що серед 80 неiзоморфних дiаграм з класу ℑ7,1

4;2 є
29 пар еквiвалентних дiаграм. I тому t∗∗(7) = 80− 2 · 29 + 29 = 51 .
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1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16 17 18 19 20

21 22 23 24 25

26 27 28 29 30

31 32 33 34 35

36 37 38 39 40

Рис. 12: «першi» 40 iз 80 неiзоморфних дiаграм з класу ℑ7,1
4;2
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41 42 43 44 45

46 47 48 49 50

51 52 53 54 55

56 57 58 59 60

61 62 63 64 65

66 67 68 69 70

71 72 73 74 75

76 77 78 79 80

Рис. 13: «останнi» 40 iз 80 неiзоморфних дiаграм з класу ℑ7,1
4;2
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Kadubovs’kyi Оleksandr А., Kalinichenko Yaroslav V.
Donbas State Pedagogical University, Sloviansk, Ukraine.

Enumeration of 2-color chord O -diagrams of the genus one that
have two grey (or black) faces under rotation and reflection

In this paper we consider 2 -color chord O -diagrams (of order n ) with two
grey and (n− 3) black faces under the action of (i) the rotation group (cyclic of
the order n ) and of (ii) the rotation/reflection group (dihedral of the order 2n ).

For natural 4 6 n 6 7 we have illustrated all non-isomorphic and non-
equivalent of such diagrams. We have established explicit formulas for counting
the number of non-isomorphic and non-equivalent diagrams from the specified
class. In addition, for natural 4 6 n 6 24 we have also listed the exact value of
the number of non-isomorphic and non-equivalent such diagrams accordingly.

Keywords: 2 -color chord O -diagrams, genus of a diagram, faces of a di-
agram, cyclic and dihedral groups.
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ЗАСТОСУВАННЯ ГРУП ПIДСТАНОВОК ДЛЯ
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ НА ПЕРЕЛIК

Представленi задачi на перелiк, якi розв’язанi за допомогою груп пiдстановок. Обчислюва-
лася кiлькiсть орбiт деякої iндукованої групи пiдстановок. Число орбiт iндукованої групи
пiдстановок можна знаходити за цикловим iндексом вихiдної групи пiдстановок.

Ключовi слова: цикловий iндекс, задачi на перелiк, група пiдстановок, iндукована
група, орбiта, вагова функцiя. .

Вступ
Задачi на перелiк виникають у рiзних роздiлах математики в зв’язку з

обчисленням кiлькостi можливих варiантiв виконання тiєї чи iншої дiї, знахо-
дженням кiлькостi об’єктiв, що мають певнi властивостi. Застосування теорiї
груп для розв’язування задач на перелiк зумовлене можливiстю знаходження
розв’язкiв без детального аналiзу даної математичної моделi. Одержанi ре-
зультати можна автоматично поширювати на цiлiй клас моделей, об’єднаних
за певною груповою ознакою. Рацiоналiзм, властивий математицi, в теорiї
груп значно пiдвищується, образно кажучи, пiдноситься до квадрату. Метод
Пойя в теорiї перелiку — це метод перелiку орбiт груп пiдстановок, який
використовує їх цикловi iндекси. Цей метод ґрунтується на досить просто-
му твердженнi про число орбiт групи пiдстановок, яке в тiй чи iншiй формi
зустрiчається в роботах О.Кошi, Г.Фробенiуса, В.Бернсайда.

Цикловий iндекс групи пiдстановок.
Нехай A – група пiдстановок з множиною об’єктiв X = {1, 2, . . . , n} .

Для кожного k = 1, 2, . . . , n через jk (α) позначимо число циклiв довжини
k у розмiщеннi пiдстановок α у добуток непересiчних циклiв. Тодi цикловий
iндекс групи A , який позначаємо Z (A) , представляє собою многочлен вiд
змiнних s1, s2, ..., sn, визначених формулою

Z (A) = |A|−1
∑
α∈A

n∑
k=1

s
jk(α)
k .

c⃝Рябухо О.М., Турка Т.В.,2018
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Таким чином, цикловий iндекс симетричної групи задається формулою

Z (Sn) =

(
1

n!

)∑
j

h (j)
∏
k=1

Sjk
k .

Нехай An – знакозмiнна група, яка складається з усiх парних пiдстановок
групи Sn . Тодi

Z (An) =
1

3
·
(
S3
1 + 2S3

)
Цикловий iндекс симетричної групи задовольняє рекурсивному спiввiд-

ношенню

Z (Sn) = n−1
n∑

k=1

SkZ (Sn−k) .

Циклiчна група степеня n , яку позначають Cn , породжена циклом
(1 2 3 . . . n) , має цикловий iндекс:

Z (Cn) = n−1
n∑

k=1

ϕ (k)S
n
k

k ,

де ϕ – функцiя Ейлера.
Цикловий iндекс дiедральної групи n− порядку Dn , породженої циклом

(1 2 3 . . . n) i вiдображенням (1n) (2 (n− 1)) (3 (n− 2)) . . . може бути вира-
жений через Z (Cn) .

Z (Dn) =
1

2
Z (Cn) +


1
2 · S1S

(n−1)
2

2 , n− не парне,
1
4 ·
(
S

n
2

2 + S2
1S

(n−2)
2

2

)
, n− парне.


Цикловий iндекс одиничної групи En , що дiє на множинi iз n об’єктiв:

Z (En) = Sn
1 .

Цикловий iндекс не визначає однозначно групу пiдстановок. A саме, двi
групи пiдстановок A i B не обов’язково iдентичнi, якщо їх цикловi iндекси
однаковi. У дiйсностi вони можуть бути навiть не iзоморфними i хоча мають
однаковий цикловий iндекс.

Означення 1. Двi групи пiдстановок комбiнаторно еквiвалентнi тодi i
тiльки тодi, коли вони мають однаковi цикловi iндекси.

Теорема 1. Цикловий iндекс добутку дорiвнює добутку циклових iндексiв
груп — спiвмножникiв.

Z (AB) = Z (A) · Z (B) .
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Група повного графу Kn з n вершинами дорiвнює Sn . Крiм того,
граф G , компонентами якого є графи Kn i Km (n ̸= m ), має групу
Γ (G) = SnSm. Отже, за теоремою 1 отримуємо

Z (Γ (G)) = Z (Sn) · Z (Sm) .

Лема Бернсайда
Нехай A – група пiдстановок з множиною об’єктiв X = {1, 2, . . . , n} .

Тодi елементи x i y iз X називаються A – еквiвалентними або подiбними,
якщо iснує пiдстановка α iз A така, що αx = y . Класичним результатом
є ствердження того, що введене вiдношення є еквiвалентнiсть. Класи еквiва-
лентностi називаються орбiтами, або системами транзитивностi групи A .

Для кожного x iз X покладемо

A (x) = {α ∈ A ∨ αx = x} .

Множина A(x) називається стабiлiзатором елемента x. Помiчаємо, якщо
елементи x i y однiй i тiй самiй орбiтi, множини A(x) i A(y) є спряженими
пiдгрупами групи A з чого випливає, що

|A(x)| = |A(y)|.

Число елементiв в орбiтi, яка має елемент y, дорiвнює iндексу стабiлiза-
тора елемента y у групi A.

Лема 1. (Бернсайда) Число N (A) орбiт групи A задається формулою

N (A) = |A|−1
∑
α∈A

j1 (α) ,

де j1 (α) – число циклiв довжини 1 у розкладеннi пiдстановки α в добуток
непересiчних циклiв, з порожнiм перетином.

Зауважимо, що число орбiт в точностi спiвпадає з числом способiв отри-
мання iз графа G рiзних не помiчених кореневих графiв. Щоб отримати усi
такi графи, треба просто обирати в якостi кореня по однiй вершинi (точцi) iз
кожної орбiти.

Наслiдок 1. (обмежена форма леми Бернсайда) Нехай треба обме-
жити дiю групи A на деяку пiдмножину Y множини X , де Y — об’єднан-
ня яких-небудь орбiт групи A . Позначимо через A

Y множину пiдстановок
визначених на Y i, якi отримуються за допомогою обмеження на пiдмно-
жину Y вiдповiдних пiдстановок групи A . Для кожної пiдстановки α з
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групи A число елементiв в Y , нерухомих вiдносно пiдстановки α , позна-
чимо через j1

(
α
Y

)
маємо

N

(
A

Y

)
= |A|−1

∑
α∈A

j1

(α
Y

)
.

Наслiдок 2. (зважена форма леми Бернсайда) Нехай R — довiльне
комутативне кiльце, яке мiстить множину всiх рацiональних чисел, i ω
— деяка функцiя, яка називається ваговою функцiєю, вiдображає множину
об’єктiв X групи A в кiльце R . Для кожної орбiти Xi позначимо її вагу
через ω (Xi) i визначимо його вiдношенням ω (Xi) = ω (x) для будь-якого
елементу x iз Xi.

Сума ваги орбiт групи A задається формулою
m∑
i=1

ω (Xi) = |A|−1
∑
α∈A

∑
x=αx

ω (x) .

Застосування теорiї груп в теорiї перелiку
Введемо поняття степеневої групи. Нехай A – група пiдстановок з мно-

жиною об’єктiв X = {1, 2, . . . , n} , i нехай B - скiнченна група пiдстановок
з злiченною множиною об’єктiв Y , яка має не менше двох елементiв. Тодi
степенева група, яку позначають BA , яка має в якостi множини об’єктiв су-
купнiсть Y X усiх функцiй, якi дiють iз X в Y . Пiдстановками групи BA

є всi впорядкованi пари пiдстановок α iз A i β iз B , якi записуються у
виглядi (α; β) . Образ довiльної функцiї f з Y X при дiї на неї пiдстановки
(α; β) задається формулою

((α; β) f) (x) = βf (αx)

при усiх x iз X .
Розглянемо тепер степеневу групу EA , яка дiє на множинi Y X . Нехай

ω:Y → {0, 1, 2, . . .} – функцiя, область значень якої є множина невiд’ємних
цiлих чисел i для якої

∣∣ω−1 (k)
∣∣ < ∞ при всiх k . Зокрема, для кожного

k = 0, 1, 2, . . .нехай
Ck =

∣∣ω−1 (k)
∣∣

буде числом «фiгур» ваги k .
Тодi про елемент y iз Y , для якого ω (y) = k, говорять що вiн має вагу

k , а функцiя ω називають ваговою функцiєю.
Ряд C (x) =

∑∞
k=0Ckx

k вiдносно змiнної x , який перелiчує елементи
множини Y у вiдповiдностi з їх вагами, називають «перелiчувальним рядом
для фiгур».
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Вага функцiї f з Y X визначається формулою

ω (f) =
∑
x∈X

ω (f (x)) .

Не важко показати, що функцiї, якi належать однiй орбiтi степеневої групи
EA , мають однакову вагу. З цього випиває, що вагою ω (F ) орбiти F групи
EA є вага будь-якої функцiї f з орбiти F . Так як

∣∣ω−1 (k)
∣∣ < ∞ для будь-

якого k = 0, 1, 2, . . . то iснує скiнченне число орбiт кожної ваги. Позначимо
через Ck число орбiт ваги k . Маємо ряд

C (x) =
∞∑
k=0

Ckx
k.

Тепер можемо сформулювати основну теорему, яка виражає ряд C (x) у
термiнах циклового iндексу Z (A) i ряд c (x) .

Позначимо Z (A, c (x)) = Z
(
A; c (x) , c

(
x2
)
, c
(
x3
)
, . . .

)
.

Теорема 2. (теорема перелiку Пойа) Ряд C (x) , який перелiчує фун-
кцiї, отримують за допомогою пiдстановки в цикловий iндекс Z (A) групи
A на мiсце кожної змiнної Sk ряду c

(
xk
)
, який перелiчує фiгури:

C (x) = Z (A, c (x)) .

Наслiдок 3. Число орбiт, якi визначаються степеневою групою EA
m , ви-

ходить в наслiдок пiдстановки числа m замiсть кожної змiнної в Z (A) :

N
(
EA

m

)
= Z (A,m) .

Нехай N – множина цiлих невiд’ємних чисел i Nn = N ∗ N ∗ . . . ∗ N

– декартового добутку n копiй множини N . Множина об’єктiв степеневої
групи EA є множина Y x i вагова функцiя ω:Y → Nn має ту властивiсть,
що для кожного z ∈ Nn виконується нерiвнiсть

∣∣ω−1 (z)
∣∣ < ∞ . Покомпонен-

тна адитивнiсть в Nn , ваги функцiй з Y X i орбiти, iндуцированi групою
EA . Коефiцiєнт при xr11 x

r2
2 . . . xrnn у ряду c (x1, x2, . . . , xn) , який перелiко-

вує фiгури, дорiвнює за означенням
∣∣ω−1 (r1, r2, . . . , rn)

∣∣ . Коефiцiєнт при
xt11 x

t2
2 . . . xtnn у рядi C (x1, x2, . . . , xn) , який перелiчує функцiї, дорiвнює чи-

слу орбiт ваги (t1, t2, . . . , tn) . Через Z (A, c (x1, x2, . . . , xn)) позначаємо ряд,
який виходить за допомогою пiдстановки замiсть кожної змiнної Sk в Z (A)
ряду c

(
xk1, x

k
2, . . . , x

k
n

)
.
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Теорема 3. Якщо c (x1, x2, . . . , xn) — перелiчувальний ряд для фiгур мно-
жини Y , то орбiти функцiй в Y X , якi визначаються степеневою
групою EA , перелiчуються у вiдповiдностi зi своїми вагами рядом
C (x1, x2, . . . , xn)

C (x1, x2, . . . , xn) = Z (A, c (x1, x2, . . . , xn)) .

Приклад 1
Знайдемо перелiчувальний ряд для намист з чотирма бусинками i трьома

допустимими кольорами. Покладемо Y = {a, b, c} i будемо розглядати до-
вiльну функцiю f з X в Y , як представлення намиста з

∣∣f−1 (a)
∣∣ червоними,∣∣f−1 (b)

∣∣ бiлими i
∣∣f−1 (c)

∣∣ блакитними бусинками. Покладемо, ω (a) = (0, 0) ,
ω (b) = (1, 0) i ω (c) = (0, 1) , то

ω (f) =
∑
x∈X

ω (f (x))

i ω (f) є упорядкованою парою в якiй перша координата дорiвнює числу
бiлих бусинок, а друга координата – числу блакитних. Число червоних бу-
синок, звiсно, дорiвнює в точностi рiзницi мiж i числом бiлих i блакитних
бусинок. Тепер у вiдповiдностi з означенням перелiчувальний ряд для фiгур
є C (x) = 1 + x1 + x2. Виходить, на основi теореми перелiчувальний ряд для
намист має вигляд:

C (x1, x2) = Z (D4, 1 + x1 + x2) .

Пiдставивши перелiчувальний ряд для фiгур в цикловий iндекс Z (D4) ,
отримуємо

C (x1, x2) = 1 + x1 + 2x21 + x31 + x41 + x2 + 2x22 + x32 + x42 + 2x1x2+

+2x21x2 + x31x2 + 2x1x
2
2 + x1x

3
2 + 2x21x

2
2.

Обчислимо суму коефiцiєнтiв многочлена C (x1, x2) . Знайдемо значення
Z (D4, 3) .

Z (D4) =
1

8

(
S4
1 + 2S2

1S2 + 3S2
2 + 2S4

)
;

Z (D4) =
1

8

(
34 + 2 · 33 + 3 · 33 + 2 · 3

)
=

84

4
= 21.

Значення Z (D4, 3) спiвпадає з сумою коефiцiєнтiв многочлена
C (x1, x2) .
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Приклад 2
Знайдемо число рiзних конфiгурацiй, якi можна отримати, розмiщуючи

«заповнений» вузол в кожну з яких-небудь чотирьох вершин куба i «по-
рожнiй» вузол в кожну iз чотирьох iнших вершин, якщо конфiгурацiї, якi
вiдрiзняються тiльки розташуванням, тобто одна виходить з iншої за допо-
могою обертань куба у просторi, не вважаються рiзними.

Цикловий iндекс групи обертiв куба, дiє на множинi S вершин куба, має
вигляд:

Z (S) =
1

24

(
s81 + 9s42 + 8s23s

2
1 + 6s24

)
.

Якщо в Z (S) замiсть кожної змiнної Sr пiдставити x2+y2 , то отримаємо
многочлен:

x8 + x7y + 3x6y2 + 3x5y3 + 7x4y4 + 3x3y5 + 3x2y6 + xy7 + y8,

в якому коефiцiєнт при xty8−t перелiчує рiзнi можливi конфiгурацiї з t ву-
злами i 8 − t вузлами. В нашому прикладi число конфiгурацiй дорiвнює
коефiцiєнту при x4y4 i дорiвнює 7 .

Сума коефiцiєнтiв в даному висловлюваннi дорiвнює 23 , що представляє
загальне число конфiгурацiй, коли число вершин обох кольорiв не фiксовано.
Це перелiчування досягається також пiдстановкою 2 замiсть кожної змiнної
Sr в Z (S) .

Z (S) =
1

24

(
28 + 9 · 24 + 8 · 24 + 6 · 22

)
=

69

3
= 23.

Аналогiчно, якщо маємо k кольорiв, то пiдставляємо число k замiсть
кожної змiнної Sr в Z (S) . Так, при 3 кольорах маємо

1

24

(
38 + 9 · 34 + 8 · 34 + 6 · 32

)
= 333

можливих конфiгурацiй.
Якщо замiсть Z (S) кожної змiнної Sr пiдставити 1

1−x2 , то отримаємо
нескiнчений ряд

1 + x+ 4x2 + 7x3 + 21x4 + 37x5 + . . . ,

в якому коефiцiєнт при xt перелiчує рiзнi конфiгурацiї, якi виникають при
розмiщеннi у вершинах куба цiлих невiд’ємних чисел з виконанням умови:
сума всiх 8 чисел завжди дорiвнює t .

Маємо наступнi чотири конфiгурацiї.
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Якщо Z (S) замiсть кожної змiнної S2k пiдставити 2 , а замiсть кожної
змiнної пiдставити S2k+1 пiдставити 0 , то будуть перелiченi конфiгурацiї, в
яких можна мiняти колiр будь-якої вершини на протилежний, шляхом пiд-
ходящого обертання куба. Знаходимо, що це число є

1

24

(
0 + 9 · 24 + 0 + 6 · 22

)
= 7,

i, насправдi, як легко побачити всi Z показаних вище конфiгурацiй мають
описанi властивостi. В iнших аналогiчних випадках вiдмiчений випадок не
завжди має мiсце. Так, для 12 вершин iкосаедра iснують 24 рiзнi конфi-
гурацiї з 6 вершинами кожного кольору i тiльки 16 з них переставляють
кольори за допомогою обертiв.

Приклад 3.
Нехай X – множина, яка складається з усiх шести граней куба, Y -

множина двох кольорiв: червоного i блакитного. Цикловий iндекс групи пiд-
становок куба дiє на множинi граней:

Z (S) =
1

24

(
S6
1 + 3S2

1S
2
2 + 6S2

1S4 + 6S3
2 + 8S2

3

)
.

Число засобiв фарбування може бути отримано шляхом пiдстановки чи-
сла 2 замiсть кожної змiнної Sr в Z (S) . Отримаємо:

Z (S) =
1

24

(
26 + 3 · 24 + 6 · 23 + 6 · 23 + 8 · 22

)
=

1

24

(
26 + 27 + 3 · 24

)
= 10.

Скiльки класiв еквiвалентностi фарбувань дає 4 червонi гранi i двi бла-
китнi?

Для цього дамо вагу x червоному i y блакитному. Пiдставимо в Z(S)
замiсть кожної змiнної Sr x2 + y2. Отримаємо:

1

24
[(x+y)6+3(x+y)2(x2+y2)2+6(x+y)2(x4+y4)4+6

(
x2 + y2

)3
+8
(
x3 + y3

)2
].

Коефiцiєнт при x4y2 дорiвнює

1

24
(15 + 9 + 6 + 18 + 0) = 2.

Насправдi, iснують рiвно два класи еквiвалентностi функцiї при яких чо-
тири гранi пофарбованi у червоний колiр i двi – у блакитний. Для повного
перелiку класiв еквiвалентностi ми легко отримуємо

x6 + x5y + 2x4y2 + 2x3y3 + 2x2y4 + xy5 + y6.
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Представленi задачi на перелiк розв’язанi за одним i тим самим мето-
дом: кожного разу ми знаходили за умовами задачi кiлькiсть орбiт деякої
iндукованої групи пiдстановок. Зауважимо, що в усiх розглянутих прикла-
дах потрiбна нам iнформацiя про групу пiдстановок мiстилася в цикловому
iндексi. При цьому можна помiтити, що в багатьох випадках шукане число
орбiт iндукованої групи пiдстановок можна було знайти формально за ци-
кловим iндексом вихiдної групи пiдстановок, пiдставляючи вiдповiднi числа
або вирази замiсть змiнних, що входять до циклового iндексу. Розглянутий
метод для кожної з розв’язаних задач формулюється й обґрунтовується за
допомогою теорiї, початок якої було покладено в 1937 р. у роботi видатно-
го математика Д. Пойа. В основi цiєї теорiї лежать розглянутi нами лема
Бернсайда i поняття iндукованої групи пiдстановок.
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Application of the groups of substances for solving the tasks of
enumeration

The tasks of enumeration are presented, which are solved using substitution
group. Calculated the number of orbits of some induced group of substitutions.
The number of orbits of the induced group of substitutions can be found by the
cyclic index of the initial group of substitutions.

Keywords: cyclic index, task of enumeration, substitution group, induced
group, orbit, weight function.
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ГАУСОВI ЧИСЛА КАРМАЙКЛА

Узагальнене поняття псевдопростого числа на кiльце цiлих гаусових чисел. Сформульованi
вимоги до алгоритму знаходження гаусових чисел Кармайкла.

Ключовi слова: простi числа, псевдопростi числа, гаусовi числа, числа Кармайкла.

Вступ
В серединi 70-х рокiв минулого столiття вiдбувся прорив в сучаснiй кри-

птографiї. В 1976 р. в роботi Вайтфiлда Дiффi та Мартiна Геллмена «Новi
напрямки в криптографiї» вперше були сформульованi принципи обмiну за-
шифрованою iнформацiєю без обмiну таємним ключем. Невдовзi Рон Рiвест,
Адi Шамiр i Леонард Адлеман побудували систему RSA, першу криптосисте-
му з вiдкритим ключем, стiйкiсть якої базувалась на проблемi факторизацiї
великих простих чисел.

Для перевiрки простоти найбiльш широко використовуються так званi
«ймовiрнiснi» алгоритми, якi майже точно розпiзнають простi числа, але ма-
ють певний недолiк. Пiсля позитивного проходження числом тесту, залишає-
ться iмовiрнiсть того, що воно насправдi складене. Такi складенi натуральнi
числа, що мають деякi властивостi простих чисел i успiшно проходять тести
на простоту називають псевдопростими числами. Iснування псевдопростих
чисел перешкоджає роботi алгоритмiв, якi використовують тi чи iншi вла-
стивостi простих чисел.

Майже всi вiдомi тести простоти базуються на наступнiй теоремi:

Теорема 1. (мала теорема Ферма) Якщо n ∈ N , просте, то

∀x < n, xn−1 ≡ 1(mod n)

c⃝Рябухо О.М., Пащенко З.Д., Стьопкiн А.В., Дегтярьов Я.А.,2018
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Якщо n не є простим, то умови теореми можуть виконуватись, хоча це
малоймовiрно.

Означення 1. Якщо n — непарне число, i n не є простим, x цiле число,
НСД (n, x) = 1 i виконуються умови малої теореми Ферма, то n називає-
ться псевдопростим числом за основою b .

Узагальнимо поняття псевдопростого числа на кiльце цiлих гаусових чисел.
Для довiльного z ∈ Z[i] можна визначити множину остач ri , яка будується
таким чином: всi цi залишки знаходяться всерединi квадрату, двi вершини
якого — т. (0, 0) i т. (a, b) . Якщо цiлi точки попадають на сторони квадрата,
то ми включаємо їх в множину, якщо вони попадають на «нижнi» сторони
квадрата. Кiлькiсть остач — a2+b2 . За допомогою переносу квадрата (множе-
ння на гаусове число) можна отримати довiльну точку площини, крiм точок
всерединi квадрата.

Множина остач є областю цiлостi, порядок кожного елемента a2 + b2 .
Тому малу теорему Ферма можна узагальнити:

Теорема 2. Якщо z ∈ Z[i] — просте в Z[i] , тo ∀ r ∈ R(z) (множина
остач)

ra
2+b2−1 ≡ 1(mod a+ bi)

Означення 2. Якщо z — цiле гаусове число, яке не є простим, r — цiле
гаусове число i виконуються умови теореми 5, то z називається гаусовим
псевдопростим числом за основою r .

Основна частина
Гаусовим числом Кармайкла називається таке не просте число

z = z1 + z2i ̸= 0 , z1, z2 ∈ Z , що

(∗) ∀a ∈ Z[i] az
2
1+z22−1 ≡ 1(mod z).

Зрозумiло, що для перевiрки виконання цiєї умови достатньо розглянути
всi числа a , що |a| < |z| , тобто тi, що на комплекснiй площинi нале-
жать внутрiшнiй частинi кола з центром в початку координат з радiусом
t = |z| =

√
z21 + z22 . Зауважимо, що найменшi за модулем гаусовi числа

2, 1+i, 1+2i, 2+i – простi. Тодi z ̸= 2, 1+i, 1+2i, 2+i ⇒ |z| >
√
12 + 22 > 2 .

Задача полягає в побудовi алгоритму знаходження гаусових чисел Кар-
майкла та його програмнiй реалiзацiї, яка повинна мiстити процедури пiд-
несення комплексного числа до натурального степеня та знаходження остачi
вiд дiлення на гаусовi числа.
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В результатi проведених дослiджень були сформульованi вимоги до алго-
ритму знаходження гаусових чисел Кармайкла.

По-перше, достатньо перевiряти числа z , що знаходяться в першiй чвертi
комплексної площини: z1 > 1, z2 > 0 , оскiльки всi iншi числа мають вигляд
– z , ±iz а остачi вiд дiлення на них не змiнюються:

∀b = zq + r, |r| < |z| ⇒ b = (−z)(−q) + r, b = (±zi)(∓qi) + r.

Тобто, якщо b ≡ 1(mod z) , то b ≡ 1(mod − z) , b ≡ 1(mod ± iz) . Маємо

Твердження 1. Якщо z ∈ Z задовольняє умову (*), то −z,±iz задоволь-
няє умову (*).

По-друге, достатньо розглянути всi гаусовi числа a , що належать вну-
трiшнiй частинi вказаного кола i знаходяться в першiй чвертi комплексної
площини: a = a1 + a2i, 0 < a1 < t, 0 6 a2 < t . Це пов’язано з тим, що
решту чисел iз iнших чвертей ми можемо одержати множенням a на −1 ,
±i . Тодi, якщо at

2−1 = az
2
1+z22−1 ≡ 1(mod z) , то (−a)t

2−1 ≡ (−1)t
2−1(mod z) ,

(±ia)t
2−1 ≡ (±i)t

2−1(mod z) . Тому числа −a,±ia задовольняють умову (*),
якщо степiнь t2 − 1 = z21 + z22 − 1 дiлиться на 4, а це можливо лише коли z1
i z2 мають рiзну парнiсть:

t2 − 1 = (2k1)
2 + (2k2 + 1)2 − 1 = 4k21 + 4k22 + 4k2 ≡ 0(mod 4).

Тодi (−a)t
2−1 ≡ 1(mod z) i (±ia)t

2−1 ≡ 1(mod z) . В протилежному ви-
падку числа −a , ±ia цю умову не задовольняють i число z = z1 + z2i не є
числом Кармайкла, а, тим бiльше, не є простим числом. Отже, маємо також
наступнi твердження.

Твердження 2. Число z = z1 + z2i може бути числом Кармайкла або
простим, якщо z1 i z2 мають рiзну парнiсть.

Твердження 3. Число z = z1 + z2i може бути простим або числом Кар-
майкла, якщо z21 + z22 ≡ 1(mod 4) .

По-третє, неповна частка та остача в кiльцi цiлих гаусових чисел визна-
чається не однозначно. Тому умова b ≡ 1(mod z) означає, що b = zq + 1
або b = zq1 + r , |r| < |z| , де q1 ̸= q , r = 1 + pz ̸= 1 . Проведемо дослi-
дження, для яких p число r буде остачею, конгруентною 1. Зауважимо, що
|r| < |z| ⇒ |r|2 < |z|2 .
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Модуль суми не перевищує рiзницю модулiв: |r| = |1 + pz| > |pz| − 1 . Так
як |p| > 1 , |z| > 2 , то |pz| > 2 ⇒ |pz| − 1 > 1 > 0 ⇒ |z| > |r| > |pz| − 1 ⇒
⇒ |p| · |z| < |z| + 1 < 2 · |z| ⇒ |p| < 2 . Цiй умовi можуть задовольня-
ти p = ±1,±i,±(1 + i),±(1 − i) . Безпосередньою перевiркою перевiряємо
можливi значення p в залежностi вiд z .

Нехай p = ±1 . Тодi

|1± (z1 + z2i)|2 < |z|2 ⇒ (1± z1)
2 + z22 < z21 + z22 ⇒ 1 < ∓2z1

Так як z1 > 1 , то остання нерiвнiсть виконується при p = −1 .
Нехай p = ±i . Тодi

|1± i(z1 + z2i)|2 < |z|2 ⇒ (1∓ z2)
2 + z22 < z21 + z22 ⇒ 1 < ±2z2.

Так як z2 > 0 , то остання нерiвнiсть виконується при p = i .
Нехай p = ±(1 + i) . Тодi
|1 ± (1 + i)(z1 + z2i)|2 < |z|2 ⇒ (1 ± (z1 − z2))

2 + (z1 + z2)
2 < z21 + z22 ⇒

⇒ (1± (z1 − z2))
22 < −2z1 · z2 6 0 – суперечнiсть для довiльного z .

Нехай p = ±(1− i) . Тодi
|1 ± (1 − i)(z1 + z2i)|2 < |z|2 ⇒ (1 ± (z1 + z2))

2 ∓ (z1 − z2)
2 < z21 + z22 ⇒

⇒ (1± (z1 + z2))
2 < ±2z1 · z2

З останньої нерiвностi p ̸= −(1 − i) , бо лiворуч додатне, а праворуч
вiд’ємно число: z1 > 1, z2 > 0 ⇒ −2z1z2 < 0 . Отримаємо умови для z при
p = 1− i .

⇒ (1 + (z1 + z2))
2 < 2z1 · z2 ⇒ (z1 + z2) < 1 + (z1 + z2) <

√
2z1 · z2 ⇒

⇒ (z1 + z2)

2
<

1√
2

√
z1 · z2 6

1√
2

(z1 + z2)

2
.

Остання нерiвнiсть враховує спiввiдношення середнього арифметичного
та середнього геометричного, а з неї випливає 1 < 1√

2
– суперечнiсть. Тому

p ̸= 1− i ∀z .
Пiдсумовуючи викладене, маємо

Твердження 4. Якщо число z задовольняє умову z1 > 1 i z2 > 0 i
b ≡ 1(mod z) , то остача вiд дiлення b на z дорiвнює r = 1 , або
r = 1− z = (1− z1)− iz2 , або r = 1 + iz = 1− z2 + iz1 .

Саме результат цього твердження необхiдно врахувати при складаннi ал-
горитму програми для знаходження чисел Кармайкла. Це викликано тим,
що процедура знаходження частки вiд дiлення використовує функцiю «окру-
глити», а тодi остача вiд дiлення може знаходитись за межами першої чвертi
комплексної площини.
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Висновки
Узагальнене поняття псевдопростого числа на кiльце цiлих гаусових чи-

сел. Сформульованi вимоги до алгоритму знаходження гаусових чисел Кар-
майкла.
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GAUSSIAN CARMICHAEL NUMBER
A generalized notion of a pseudo-prime number on a ring of entire Gaussian

numbers. The requirements for the algorithm for finding Carmichael Gaussian
numbers are formulated.
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ЦЕНТРЫ РЕКОМБИНАЦИИ НА ПОВЕРХНОСТИ
ПОЛУПРОВОДНИКА

Присутствие в полупроводниковом кристалле различных дефектов типа дислокаций, ва-
кансий, малоугловых границ и примесных атомов значительно сокращает время жизни
неосновных носителей заряда τ . В данной работе обращено внимание на подобное дей-
ствие непосредственно самой поверхности, как естественного дефекта кристаллической
структуры.

Ключевые слова: скорость рекомбинации, равновесное состояние, дислокация, де-
фекты.

Введение
Измерения τ в состоянии непосредственно после выращивания кристал-

ла, а также в пластически деформированных образцах показали обратно
пропорциональную зависимость τ от содержания дислокаций. При условии,
что каждая дислокация действует как рекомбинационный центр, скорость
рекомбинации R должна быть пропорциональна произведению избыточного
количества неосновных носителей ∆p над равновесным значением и числу
дислокаций на 1 см2 . Необходимо было установить эту связь для поверхно-
сти.

Основная часть
Общая тенденция по миниатюризации различных полупроводниковых

устройств, переход к нанометровым размерам элементов электронных схем
приводит к тому, что определяющую роль в характеристиках приборов игра-
ют поверхностные свойства тонких слоев [1]. С поверхностью кристалла свя-
зана система дискретных или непрерывно распределенных энергетических
уровней, происхождение которых может быть различным. Это могут быть
таммовские уровни, возникающие на поверхности в результате обрыва кри-
сталлической решетки и являющиеся следствием нарушения периодичности

c⃝Надточий В.А., Баранюкова И.С.,2018
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потенциала, вызванного этим обрывом. Это могут быть также энергетические
уровни, связанные с примесями, локализованными на поверхности (аналогич-
но локальным примесным уровням в объеме кристалла), или обусловленные
поверхностными дефектами кристаллической решетки [2]. Наконец, поверх-
ностные уровни могут быть связаны с адсорбцией на поверхности молекул
окружающего газа. Природа поверхностных уровней должна выясняться в
каждом случае для данного кристалла. В тонких образцах, толщина кото-
рых сравнима с длиной диффузионного смещения, имеет место, в основном,
рекомбинация электронов и дырок на поверхности кристалла. Параметр s -
скорость поверхностной рекомбинации впервые был введен Шокли [3] в виде
стокового граничного условия

js = −s∆ps, (1)

где js — поток электронов и дырок на поверхность, ∆ps — избыточная
концентрация неосновных носителей заряда на поверхности. В равновесном
состоянии поток дырок, которые подходят к поверхности кристалла n–типа,
должен равняться потоку дырок, которые перемещаются в обратном на-
правлении. Но при отклонении от равновесного состояния эти потоки уже
не компенсируют друг друга. Нарушение равновесия приводит к появлению
направленного потока неравновесных носителей к поверхности. Тогда число
дырок, падающих на единичную площадь поверхности за единицу времени
равно 1

4(νtp) , где νt — средняя тепловая скорость дырок, p — концентра-
ция дырок. Число дырок, что ушли с поверхности за единицу времени, будет
равняться 1

4(rνtp)+ g , где r — вероятность отражения дырки, g — скорость
возникновения дырок на единице площади поверхности. В состоянии равно-
весия имеем соотношение 1

4νtp0 =
1
4rνtp0 + g0 [3], так что

g0 =
1

4
(1− r)νtp0. (2)

При отсутствии равновесия, но в стационарных условиях аналогично
1
4νtp = 1

4rνtp+ g . Отсюда

g =
1

4
(1− r)νtp. (3)

Результирующая скорость генерации неравновесных носителей тока у по-
верхности

(g − g0) =
1

4
(1− r)νt∆p = s∆p, (4)

где s = 1
4(l − r)νt , имеет размерность скорости и называется скоростью по-

верхностной рекомбинации.
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Если рассмотреть плоскую поверхность образца, по всему объему кото-
рого со скоростью Rg равномерно генерируются неравновесные носители
заряда, тогда распределение концентрации избыточных дырок определяет-
ся уравнением

D
d2∆p

dx2
=

∆p

τp
−Rg, (5)

где x — расстояние от поверхности до некоторой точки в полупроводнике.
Влияние поверхностной рекомбинации учтем через граничное условие при
x = 0 , где справедливо соотношение

D
d∆p

dx
= s∆p. (6)

В качестве второго граничного условия примем, что ∆p → Rgτp , если
x → ∞ . Тогда решение, удовлетворяющее уравнению (5), будет иметь вид

∆p = ∆p1 exp

(
−

x

Lp

)
+Rg. (7)

Используя граничное условие при x = 0 , получим

−
D∆p1

Lp
= s(∆p1 +Rgτp), (8)

откуда

∆p1 = −
sRgτ

2
p

Lp + sτp
, (9)

так как D/Lp = Lp/τp . Таким образом, имеем

∆p = Rgτp

1−
sτp exp

(
−

x

Lp

)
Lp + sτp

 . (10)

Уменьшение величины ∆p вблизи поверхности, обусловленное поверх-
ностной рекомбинацией, сказывается только на расстояниях не более диф-
фузионной длины Lp от поверхности. Степень уменьшения ∆p зависит от
соотношения s/νp , где νp — скорость, равная Lp/τp . Если s >> νp , то ∆p0
очень мало и уменьшение концентрации избыточных дырок вблизи поверх-
ности будет значительным.
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Таким образом, введение дефектов структуры в приповерхностный слой
кристаллов может значительно уменьшить время жизни τ и диффузион-
ную длину пробега LD неравновесных носителей заряда. Для многих по-
лупроводниковых приборов (диодов, транзисторов, твердотельных инжек-
ционных лазеров, оптоэлектронных приборов) эти параметры определяют
рабочие характеристики и работоспособность. С другой стороны, контро-
лируя изменение τ и LD под действием внутренних и внешних факторов,
можно исследовать процессы дефектообразования, отклонения электрофизи-
ческих характеристик в кристаллах от первоначальных значений и явления
деградации во времени. Поскольку внешнее действие на кристалл (облуче-
ние частицами высоких энергии, легирование примесями, деформация при
низких температурах) возбуждает генерацию дефектов в приповерхностных
слоях, то в процессе измерений τ и LD необходимо учитывать влияние са-
мой поверхности, где скорость рекомбинации s может быть значительной и
близкой к скорости рекомбинации неравновесных электронов и дырок в при-
поверхностном слое. Поэтому определение s должно быть сопутствующим
процессом при измерениях τ и LD [4].

Выводы
Введение дефектов в поверхностные слои кристаллов при технологиче-

ских обработках ухудшает качественные характеристики приборов на их
основе. Кроме того, сама поверхность вносит дополнительные изменения в
свойства приповерхностных слоев, снижая время жизни неравновесных но-
сителей заряда и диффузионную длину пробега LD . Поэтому для увеличе-
ния процента выхода готовой продукции высокого качества следует удалять
приповерхностные дефектные слои химическим травлением и защищать по-
верхность диэлектрическими покрытиями.
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Recombination centers on the surface of a semiconductor
The presence of various defects in the semiconductor crystal such as

dislocations, vacancies, small-angle boundaries, and impurity atoms significantly
reduces the lifetime of minority carriers of charge τ . In this paper attention is
drawn to a similar action directly on the surface itself, as a natural defect in the
crystal structure.
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СВЕТОИНДУЦИРОВАННАЯ ДЕЗАКТИВАЦИЯ
ФОСФОРЕСЦЕНЦИИ ТРИПТОФАНА, РОЛЬ

КАРБОНИЛЬНОЙ ГРУППЫ В МЕХАНИЗМЕ ЭТОГО
ЯВЛЕНИЯ.

Показано, что эффект световой дезактивации фосфоресценции триптофана и его аналогов
связан с наличием в молекуле карбонильной группы. Эффект отсутствует для индола, но
появляется у производных индола, имеющих в своем составе фрагменты с C = O , либо
при добавлении в раствор индола молекул, не являющихся хромофорами, но содержа-
щими группу C = O . Предполагается, что за эффект ответственны нефосфоресцентные
эксиплексы индольного кольца с карбонильной группой.
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Введение
В наших работах [1-2] эффект обратимого фототушения фосфоресценции

при действии света в области полосы триплет-триплетного (T-T) поглощения
был обнаружен и исследован для триптофана в водно-этиленгликолевом стек-
ле при 77К. Было показано, что спектр действия эффекта в области 350-500
нм совпадает со спектром (T-T) поглощения. В настоящей работе эффект ту-
шения фосфоресценции исследован для растворов индола и его производных
при 77К в различных растворителях.

Материалы и методы
В работе использованы L-триптофан, дипептид Gly-D,L-Trp фирмы

“Reanal”, индол, индолил-3-карбоновая кислота, индолил-3-пропионовая и
индолил-3-масляная кислоты фирмы “Реахим”. В качестве растворителей
использовались хроматографически чистый этанол, особо чистый этиленгли-
коль и дважды дистиллированная вода. В качестве соединений, содержащих
карбонильную группу, использованы хроматографически чистый ацетон и
особо чистая уксусная кислота. Для изменения pH растворов применяли
химически чистые HCl и NaOH. Дополнительной очистки препаратов не про-
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изводили. Измерения проводили на фосфороскопической установке, управля-
емой ЭВМ и описанной в работе [1], в одинаковых для всех образцов условиях.
Растворы помещали в кварцевую трубку с внутренним диаметром 2 мм и за-
мораживали. В случае измерения эффекта для индола в этаноле с введением
в раствор уксусной кислоты или ацетона измерения проводились в тонком
слое на кварцевой подложке. Во всех случаях оптическая плотность образца
не превосходила 0,2.

Образец, помещенный в кварцевый криостат с жидким азотом, облуча-
ли светом с λ = 280нм, переводящим молекулу в синглетное возбужденное
состояние с последующей интеркомбинационной конверсией в нижнее три-
плетное состояние (T1 ), из которого молекула может перейти в исходное
основное состояние с излучением фосфоресценции. Одновременно через вра-
щающийся диск с вырезанным сектором образец облучали светом с λ > 370
нм, соответствующим спектру триплет-триплетного (T1 → T2 )-поглощения.
Фосфоресцению регистрировали в промежутки времени, когда свет с λ > 370
нм не попадал на образец.

Результаты и обсуждение
В работе [1] нами было обнаружено уменьшение стационарной заселенно-

сти фосфоресцентного T1 - состояния триптофана в застеклованном водно-
этиленгликолевом растворе (77К) при действии света в области триплет-
триплетного (T1 → T2 )-поглощения. Эффект характеризовали степенью ту-
шения фосфоресценции δ = (I − I∗)/I , где I - стационарная интенсивность
фосфоресценции при действии света с λ = 280 нм, а I∗ - стационарная ин-
тенсивность фосфоресценции того же образца при одновременном облучении
светом с λ = 280 нм и λ > 370 нм. В предварительных экспериментах
было обнаружено, что эффект световой дезактивации фосфоресцентного со-
стояния не обнаруживается для простейшего аналога триптофана - индола.
Поскольку индольное кольцо триптофана собственно и является хромофор-
ным фрагментом триптофана, ответственным за фосфоресценцию, необходи-
мо было выяснить причины, по которым индольное кольцо в одних случаях
участвует в процессах световой дезактивиции фосфоресценции, а в других -
не может участвовать в таких процессах.

C этой целью мы измеряли значение δ для ряда производных индола
в разных матрицах. При этом мы учитывали, что в молекуле триптофана
имеются боковая группа в C3 - положении индольного кольца. В этой бо-
ковой группе имеется два фрагмента, способных влиять на фотофизические
процессы индольного хромофора. Это группа −NH2 и группа −COOH .
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Обе эти группы являются ионизируемыми, способными изменяться в рас-
творах с разными значениями pH . Группа −NH2 в щелочном диапазоне pH

испытывает обратимую диссоциацию. Равновесное состояние такой диссоци-
ации наблюдается для pK ионизации 9,4: (−NH2 +H+ ⇔ −NH+

3 ) .
Карбоксильная группа −COOH диссоциирует в кислотном диапазоне

pH . Равновесное состояние такой диссоциации наблюдается для pK иониза-
ции 2,8: (−COOH ⇔ −COO− +H+) .

Можно было ожидать изменения эффекта в областях pH раствора,
соответствующих pK ионизации указанных групп. Оказалось, что в диа-
пазоне значений pH от 1 до 10,4 эффект светового тушения фосфорес-
ценции остается неизменным. Таким образом, наши результаты позволяют
заключить, что ионизируемые группы молекулы практически не влияют
на эффект светового тушения фосфоресценции триптофана и указывают
на существенную роль в этом эффекте фрагмента C = O карбоксиль-
ной группы. Этот вывод подтверждается и результатами наших измере-
ний фосфоресценции производных индола с заместителями в C3 положении
индольного кольца: индолил-3-карбоновая кислота (−COOH ), индолил-3-
пропионовая кислота (−CH2−CH2−COOH ) и индолил-3-масляная кислота
(−CH2 − CH2 − CH2 − COOH ).

Из Таблицы видно, что для индолил-3-пропионовой и индолил-3-
масляной кислот эффект светового тушения фосфоресценции наблюдался,
причем его эффективность была близка к эффективности эффекта для трип-
тофана.

Мы обнаружили, кроме того, интересный экспериментальный факт – от-
стутствие заметного эффекта для индолил-3-карбоновой кислоты. В этом
соединении, как и в других исследованных производных индола имеет-
ся карбоксильная группа с соответствующим карбонильным фрагментом
C = O . Важное отличие этого производного индола - минимальное рассто-
яние между карбонильным фрагментом и индольным кольцом. При таком
расстоянии, как оказалось, взаимодействие электронной π -системы индо-
ла с соответствующей системой карбонила отсутствует. На наш взгляд это
однозначно свидетельствует о важной роли стерического фактора, т.е. важ-
но не просто сближение фрагментов, но геометрическое расположение этих
групп. Для индолил-3-карбоновой кислоты геометрические параметры груп-
пы C = O и плоскости индольного кольца не позволяют взаимодействовать
их π -системам. Увеличение длины цепочки −CH2−CH2− в других исследо-
ванных соединениях приводит к возможности за счет вращения вокруг связей
C − C к стерически благоприятному для взаимодействия расположению.
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Таблица. Параметр светового тушения фосфоресценции ( δ ) индола и его
производных при 77К.

Образец Растворитель δ

Индол Этанол <0.01
Индолил-3-карбоновая кислота Вода-этиленгликоль (1:1) <0.01
Индолил-3-пропионовая кислота Вода-этиленгликоль (1:1) 0.14
Индолил-3-масляная кислота Вода-этиленгликоль (1:1) 0,18
Триптофан Вода-этиленгликоль (1:1) 0,19
Глицил–Триптофан Вода-этиленгликоль (1:1) 0.45
Триптофан + Гли 5 ∗ 10−3 Вода 0,50
Триптофан + Гли 5 ∗ 10−2 Вода 0,48
Триптофан + Ацетон 5 ∗ 10−3 Вода 0,64

Интересный результат, хорошо согласующийся с нашей интерпретацией,
получен для дипептида Глицил–Триптофан (таблица). Для этого дипептида
эффект светового тушения был вдвое больше, чем для Триптофана. В этой
молекуле имеется две карбонильные группы C = O , способных сближаться
с индольным кольцом. Одна из них, группа Глицина, вторая - группа пептид-
ной связи, причем группа C = O пептидной связи сближена с индольным
кольцом на расстояние, меньшее, чем для аналогичного фрагмента триптофа-
нового аминокислотного остатка. Возможность такой ориентации пептидной
связи подтверждается, например, данными Диллона [5].

В следующей серии измерений мы исследовали влияние на фосфорес-
ценцию индола химических соединений типа ацетона и уксусной кислоты, а
также глицина. Влияние акцепторов электрона на фосфоресценцию хромо-
форов различной природы была показана в работе [4]. Оказалось, что наши
данные по измерению зависимости от концентрации ацетона или уксусной
кислоты хорошо описываются законом Перрена. Радиус “черных сфер”, соот-
ветствующий квантовому выходу тушения, равному единице, полученный из
наших данных, равен 4.6 Å, т.е. сравним с Ван-дер-Ваальсовским радиусом
индола. Это показывает, что за эффект светового тушения фосфоресценции
ответственно короткодействующее взаимодействие. Можно говорить о воз-
никновении сильного взаимодействия индольного кольца, возбужденного в
высокое триплетное состояние, с карбонильными группами локализованных
рядом молекул акцептора электрона. По-видимому, для такого комплекса
уместен термин “триплетный эксиплекс”. Уместность такого термина основа-
на на важной роли триплетного состояния хромофора и на коротком времени
жизни возбужденного комплекса хромофор-акцептор электрона.

В водном растворе триптофана при 77 К фосфоресценция не регистриру-
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ется из-за образования агрегатов молекул триптофана. Добавление в раствор
триптофана других веществ в концентрации на два-три порядка большей, чем
концентрация триптофана, приводит к тому, что в возникающих крупных
агрегатах молекулы триптофана оказываются "растворенными"в добавлен-
ном веществе. Нами были исследованы бинарные водные растворы (pH6 )
триптофана с ацетоном и с глицином. В таких растворах триптофана при
77К наблюдается нормальная фосфоресценция. Эффективность светового
тушения фосфоресценции в этих образцах в 2-3 раза выше, чем в раство-
ре триптофана (таблица).

Это, видимо, связано с тем, что каждая молекула триптофана в бинар-
ных растворах при 77К окружена молекулами, содержащими карбонильную
группу. В растворе триптофана с ацетоном значение δ больше, чем в рас-
творе с глицином. Это может быть связано с тем, что в сфере эффективного
взаимодействия индольного кольца с карбонильной группой располагается
больше молекул ацетона, чем молекул глицина.

Увеличение концентрации глицина на порядок не приводит к росту сте-
пени тушения (таблица). Это, по-видимому, связано с тем, что при формиро-
вании эвтектики, при концентрации глицина 5 · 10−3 М сфера эффективного
взаимодействия индольного ядра триптофана с С=О группами оказывается
полностью занятой молекулами глицина. При увеличении концентрации гли-
цина в исходном растворе, их число в сфере взаимодействия при 77 К не изме-
няется. В водно-этиленгликолевом растворе глицил-триптофана значение δ в
2,5 раза больше, чем в растворе триптофана при pH 6 . Это связано с тем, что
молекула Гли-Три содержит две карбонильные группы, причем расстояние от
С=О группы пептидной связи до индольного ядра близко к такому расстоя-
нию для карбонильной группы триптофана. Раствор Гли-Три был исследован
при pH 6 . В этом случае за счет электростатических взаимодействий воз-
можно образование комплексов, что также приводит к возрастанию эффекта.
Результаты нашей работы с дипептидом Глицил-Триптофан позволило нам
предположить [6], а затем в ряде случаев и показать, что в молекулах белков
эффект светового тушения фосфоресценции триптофаниловых остаков белка
может проявляться с высокой эффективностью. Наблюдение деталей такого
эффекта для разных молекул белка фактически означает еще один новый
метод исследования фотофизики белков.
Выводы

Результаты, полученные в нашей работе, убедительно свидетельствуют о
важной роли карбонильной группы в процессах дезактивации триплетного
состояния исследованных молекул. Кроме того, результаты позволяют пред-
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положить, что за обратимое световое тушение фосфоресценции триптофана и
его аналогов ответственны нефосфоресцентные эксиплексы индольного коль-
ца с карбонильной группой, сближенной с ним на расстояние порядка 4-5Å.
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Light-induced deactivation of tryptophan phosphorescence, the role
of the carbonyl group in the mechanism of this phenomenon.

It is shown that the effect of light deactivation of phosphorescence of
tryptophan and its analogs is due to the presence of a carbonyl group in the
molecule. The effect is absent for indole, but it appear for indole derivatives with
C = O , or when molecules that are not chromophors but contain the group
C = O are added to the indole solution. It is assumed that non-phosphorescent
exciplexes of the indole ring with a carbonyl group are responsible for the effect.

Keywords: photophysics of tryptophan; triplet excited state; T-T transitions;
light deactivation of the triplet state.
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Исследованы фотохимические продукты, образующиеся в водном растворе триптофана с
алифатическими аминокислотами при 77К. Показано, что вклад радикалов триптофана в
спектры при больших концентрациях аминокислот отсутствует. Это объясняется сенсиби-
лизированным характером фотореакций, при котором энергия возбуждения триптофана
расходуется на диссоциацию молекул окружения без предварительной фотоионизации
хромофора. Обсуждается механизм таких фотореакций.
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Введение
В результате работ разных авторов [1] были сформулированы основные

представления о механизме образования радикалов аминокислот при дей-
ствии УФ–излучения. Основой для интерпретации данных по УФ индуциро-
ванному образованию радикалов в белках служат эксперименты с модельны-
ми системами. В качестве таких моделей, в частности, используются раство-
ры аминокислот и пептидов, содержащие ароматическую аминокислоту, как
правило, триптофан. Первичным фотохимическим актом считается фотоио-
низация триптофана с образованием его катион-радикала и эжектированного
электрона. Все остальные продукты образуются в результате взаимодействия
указанных первичных фотопродуктов с окружающими молекулами. Одна-
ко существуют данные, которые не согласуются с такими представления.
В данной работе основное внимание было уделено именно таким результа-
там. В фотохимии известно представление о сенсибилизированных реакциях,
в которых фотосенсибилизатор является посредником фотопревращений со-
седних молекул, при этом сам сенсибилизатор остается неповрежденным. По
нашим предварительным результатам такие механизмы могут происходить и
в растворах триптофана с другими аминокислотами. Целью данной работы

c⃝Костиков А.П.,2018
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было выполнить соответствующие эксперименты с использованием методов
ЭПР и оптической спектроскопии, найти условия для регистрации продуктов
фотосенсибилизированных превращений исследуемых молекул и получить
характеристики таких продуктов.

Материалы и методы
В работе использованы L-триптофан, глицин и D,L-аланин фирмы

“Reanal”. В качестве растворителей использовались дистиллированная вода
и смесь вода-этиленгликоль. Для оптических измерений растворы наноси-
ли на кварцевую подложку (толщиной слоя 0,05-0,1 мм), замораживали до
77К и помещали кварцевый оптический криостат с жидким азотом. Для из-
мерения спектров полощения использовали модифицированный спектрометр
“Specord UV-VIS”, управляемый измерительно-вычислительным комплексом.
Спектры фосфоресценции измеряли с помощью фосфороскопа, аналогичного
описанному в [2]. Спектры Электронного Парамагнитного Резонанса (ЭПР)
измеряли на 3-см радиоспектрометре отражательного типа. Образцы облу-
чали фокусированным светом ртутной лампы высокого давления ДРШ-1000
через водный фильтр и систему светофильтров, выделяющих нужную спек-
тральную область.

Результаты и обсуждение
На рисунке 1 представлены результаты, демонстрирующие характер из-

менения спектров поглощения образца в условиях, когда происходит фо-
тоионизация триптофана, т.е. в растворах триптофана без примесей [3, 4].
На рисунке показаны разностные спектры (спектр после облучения минус
спектр до облучения).

Кривая 1 на рисунке соответствует разности спектров поглощения образ-
ца после 60 с облучения светом 270-390 нм и спектра поглощения образца
до облучения. Видно, что в результате облучения уменьшается полоса погло-
щения индольной группы триптофана в области 280 нм и появляются новые
полосы поглощения в ближней УФ и видимой областях спектра. Широкая
полоса поглощения с максимумом в области 550 нм соответствует поглоще-
нию гидратированного электрона [3, 4], а полосы в области 300 - 370 нм
катион-радикалам триптофана [3]. Кривая 2 демонстрирует выцветание поло-
сы поглощения гидратированных электронов после облучения образца светом
видимого диапазона с λ > 520нм. Представленные спектры хорошо согласу-
ются с известными литературными данными о фотоионизации триптофана в
щелочных растворах [3].
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Рис. 1: Изменение спектра поглощения триптофана в стеклообразном растворе (вода-
этиленгликоль) после 60 сек облучения УФ светом - кривая 1 и последующего облучения

видимым светом - кривая 2. Внизу показаны волновые числа.

На рисунке 2 представлены результаты аналогичного эксперимента с вод-
ным щелочным раствором триптофана при 77К. Из-за низких оптических
свойств замороженного водного раствора толщину слоя образца в этих экс-
периментах мы поддерживали не больше 0,1 мм. Результаты, полученные в
таких условиях, позволяли уверенно регистрировать уменьшение поглоще-
ния триптофана (280 нм) и одновременное появление спектров радикалов
триптофана (300 - 370 нм) и гидратированных электронов (широкая полоса
с максимумом в области 550 нм).

На рисунке 3 демонстрируются наши результаты работы с образцами в
водном растворе триптофана (10−2M ), содержащим алифатическую амино-
кислоту, глицин (2M ). Сравнивая спектры на рис.2 и рис.3 можно видеть,
что облучение такого образца УФ светом в диапазоне 270-390 нм привело
к появлению в области 360 нм полосы поглощения на фоне широкого по-
глощения в дальней УФ области. Примечательно, что в области 280 нм не
наблюдалось уменьшение поглощения трипофана. Это означает, что индоль-
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Рис. 2: Изменение спектра поглощения триптофана ( 10−2M ) в замороженном водном
щелочном растворе после 20 сек облучения УФ светом. Внизу показаны волновые числа.

ная группа триптофана в процессе облучения УФ светом в данном образце
не повреждалась. После размораживания образца до комнатной температу-
ры и последующего повторного замораживания спектр поглощения образца
полностью восстанавливался.

Увеличение полосы 360 нм по мере облучения полностью коррелировало с
тушением фосфоресценции триптофана и накоплением радикалов, регистри-
руемых методом ЭПР. После досточно длительного облучения (до 20 мин)
наблюдалось практически полное тушение фосфоресценции и выход концен-
трации радикалов на предельный уровень. Отсутствие изменений спектра
поглощения индольной группы триптофана при полном тушении его фос-
форесценции позволяет сделать вывод о том, что люминесценция тушиться
появившимися в окрестности неповрежденной молекулы триптофана радика-
лами с максимумом поглощения 360 нм. В самом деле, спектр флуоресценции
триптофана в водных растворах с глицином имеет максимум излучения около
325 нм [5], хорошо перекрывающийся с обнаруженной нами полосой поглоще-
ния радикалов с λmax = 360 нм. Такое перекрывание обеспечивает высокую
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Рис. 3: Изменение спектра поглощения триптофана в замороженном водном растворе
триптофана ( 10−2M ) с глицином ( 2M ) после 100 сек облучения УФ светом. Внизу пока-

заны волновые числа.

эффективность переноса энергии по индуктивно-резонансному механизму:

Trp∗ +R360 → Trp+R∗
360

с последующей безызлучательной дезактивацией возбужденного состояния
радикала R360 . Полагая, что:

• все молекулы триптофана в нашем образце окружены молекулами али-
фатической аминокислоты [5]

• радикалы R360 возникают в результате фотохимического акта в эквимо-
лярном с триптофаном количестве,

• каждый продукт R360 обеспечивает эффективную дезактивацию син-
глетного возбужденного состояния молекулы триптофана, в окрестности
которой появился этот продукт.

можно оценить коэффициент экстинкции продукта R360 :

ε360(R) =
△D360

D280
ε280(Trp) ≃ 2500M−1cm−1.
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Здесь D280 – оптическая плотность образца при 280 нм (D280 = 0.27 ),
△D360 - изменение оптической плотности при 360 нм после длительного
облучения, приведшего к полному тушению люминесценции триптофана,
ε280(Trp) = 5600M−1cm−1 для триптофана. Сопоставляя наши результаты,
полученные методом ЭПР, и полученные при измерении спектров поглоще-
ния, можно предположить, что за полосу поглощения 360 нм ответственны
радикалы дезаминирования алифатической аминокислоты. Нужно отметить,
что полоса с λmax = 360 нм наблюдалась нами в предварительных экспери-
ментах, при облучении водных замороженных до 77К растворов триптофана
с пептидами Ала-Гли и Ала-Гли-Гли. Аналогичную полосу в диапазоне длин
волн 310 – 380 нм с коэффициентом экстинкции ε = 1000−2500M−1cm−1 на-
блюдали авторы [6], которые приписали ее радикалам CR1R2−CO−NH−R .

Интересно, что спектр, представленный на рис.3 можно было наблю-
дать только для нейтральных растворов. Если к исследуемому раствору
добавляли щелочь (pH > 9 ), вместо спектра, показанного на рис.3 реги-
стрировались спектральные изменения, представленные на рис.2. Это свиде-
тельствует о том, что происходила только фотоионизация триптофана, при
этом гидратированные электроны не реагировали с молекулами алифати-
ческой аминокислоты, несмотря на ее очень высокую концентрацию (до 2
М). В спектре ЭПР также наблюдалась только синглетная линия, в которую
давали вклад катион-радикалы триптофана и гидратированные электроны.
Радикалы дезаминирования или декарбоксилирования алифатической ами-
нокислоты в этих условиях не наблюдались. Если в исследуемый раствор
триптофана с алифатической аминокислотой добавлялась кислота или даже
соль типа KCl, в спектре электроного поглощение и спектре ЭПР наблюда-
лась смешанная картина: можно было обнаружить изменение спектра погло-
щения триптофана и появление спектра ЭПР его катион-радикалов, а также
обнаруживалась полоса 360 нм и спектр ЭПР соответствующего продукта.

Таким образом, представленные в этой работе данные позволяют сделать
вывод о том, что в щелочной и кислой среде происходит фотоионизация трип-
тофана, а в слабокислых и особенно в нейтральных растворах при 77К может
проявляться другой механизм фотоиндуцированного образования радикалов.
Детали этого механизма пока не ясны, однако его существенной особенностью
является отсутствие каких-либо продуктов повреждения индольного кольца
триптофана. Это следует из рис.3 и из отсутствия спектра ЭПР радикалов
триптофана. Здесь нужно отметить, что можно говорить об отсутствии спек-
тра ЭПР любых радикалов триптофана, поскольку не только катион-радикал
TrpH+· и индолильный радикал Trp· , а также и радикалы дезаминирова-
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ния или декарбоксилирования. боковой группы триптофана должны давать
синглетный спектр ЭПР. Но вклада такого спектра нет в обсуждаемых усло-
виях.

Косвенным подтверждением альтернативного фотоионизации механизма
фотопроцессов в образцах, содержащих триптофан и алифатическую ами-
нокислоту являются результаты наших работ [2, 7], в которых сообщалось
об обнаруженном эффекте обратимого светового тушения фосфоресценции
при подсветке триптофана в триплетном возбужденном состоянии вторым
источником света в области T2 ⇐ T1 поглощения. Как оказалось, суще-
ственную роль в этом эффекте играет карбонильная группа либо самой
молекулы триптофана, либо посторонней молекулы с такой же группой, ока-
завшейся в окрестности триптофана [8]. В частности, в наших экспериментах
по наблюдению обратимого светового тушения фосфоресценции в образцах
триптофана с глицином, обнаружилось, что для них эффект светового ту-
шения фосфоресценции существенно выше, чем в образцах, не содержащих
алифатическую аминокислоту. Нужно заметить, что эффект светового ту-
шения фосфоресценции наблюдается при возбуждении T2 ⇐ T1 переходов.
В этих условиях радикалы в образце не появляются. Их появление удается
наблюдать, если длина волны излучения второго источника < 313 нм, что
соответствует либо переходу на более высокий триплетный уровень молекулы
(T3 ⇐ T1 ), либо возбуждению высоких колебательных подуровней состояния
T2 .

Заметим, что особая роль карбонильных групп в обратимом световом ту-
шении фосфоресценции и в фотохимических реакциях представляет большой
интерес для понимания генерации и гибели радикалов в белках.

Выводы
Полученные результаты убедительно свидетельствуют о нескольких ме-

ханизмах фотохимических реакций триптофана с алифатическими амино-
кислотами. Кроме хорошо изученных реакций фотоионизации триптофана
можно наблюдать сенсибилизированное триптофаном образование радикалов
аминокислот. Показана важная роль карбонильных групп самого триптофана
или соседних алифатических молекул в механизме фотопроцессов с участием
триптофана. Обсуждается роль высоких возбужденных триплетных состоя-
ний индольного кольца в фотофизических и фотохимических реакциях.
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Sensibilized photochemical reactions of tryptophane with aliphatic
amino acids.

Photochemical products formed in an aqueous solution of tryptophan with
aliphatic amino acids at 77K were studied. It is shown that the contribution
of tryptophan radicals to the spectra at high concentrations of amino acids
is absent. This is explained by the sensitized nature of photoreactions, in
which the excitation energy of tryptophan is consumed by the dissociation of
surrounding molecules without preliminary photoionization of the chromophore.
The mechanism of such photoreactions is discussed.
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Распознавание конечных графов двумя агентами

В работе предложено решение задачи распознавания конечных графов при помощи двух
агентов. Один агент-исследователь передвигается по графу, считывает и изменяет мет-
ки элементов графа и передает информацию о своих действиях агенту-экспериментатору,
который строит представление исследуемого графа. Предложенный алгоритм имеет квад-
ратическую (от числа вершин графа) временную, емкостную и коммуникационную слож-
ности. Для распознавания графа используется две различные краски.

Ключевые слова: распознавание графов, обход графа, коллектив агентов

Вступ
Актуальной проблемой математической кибернетики является проблема

взаимодействия управляющей и управляемой систем [1,2]. Ранее подобное
взаимодействие было рассмотрено в [3,4], в предположении, что оно представ-
лено передвижением агентов-исследователей (АИ) по неизвестному графу
и обменом данными с агентом-экспериментатором (АЭ), который и произ-
водил распознавание графа по данным, полученным от АИ. Перемещение
агента в операционной среде невозможно без построения полной модели вы-
бранной среды. В вопросах такого моделирования определен ряд подходов,
одним из которых является топологический. При котором блуждающему
агенту доступна информация о связях между различными областями среды и
недоступна метрическая и алгоритмическая информация о среде. Зачастую
подобная ситуация возникает в роботике [5]. Топологическая модель пред-
ставляет собой граф, оснащенный дополнительной информацией на ребрах,
в вершинах и инциденторах.

c⃝Стёпкин А.В.,2018
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Данная работа посвящена решению задачи, в предположении, что взаи-
модействие управляющей и управляемой систем представляется процессом
перемещения одного АИ по конечному неориентированному графу. А суть
взаимодействия заключается в обмене данными АИ с АЭ, на основе которого
возможно распознавание графа.

Необходимые определения
Рассматриваются конечные, связные, неориентированные графы без пе-

тель и кратных ребер. Пусть G = (V,E) — граф, у которого V — множество
вершин, E — множество ребер. Ребром будем называть двухэлементное под-
множество {u, v} множества V , вершины u, v — смежными, а ребро {u, v}
— инцидентным вершинам u, v . Такое ребро обозначается (u, v) или (v, u) .
Тройку ((v, u), u) будем называть инцидентором [2,3] (точкой соединения)
ребра (v, u) и вершины u . Под дальним инцидентором вершины v будем
понимать инцидентор ((v, u), u) , а под ближним — ((v, u), v) .

Стратегия решения задачи
Предложенный метод распознавания графа основан на стратегии поиска

в глубину. Предлагаемый алгоритм обладает рядом особенностей: 1) Граф
G агентам не известен; 2) При обходе графа G , агенты создают неявную
нумерацию пройденных вершин: при первом посещении вершины она окра-
шивается агентом в красный цвет и ей фактически ставится в соответствие
номер, равный значению переменной Сч_А. На основе построенной нуме-
рации и происходит распознавание графа G путем построения графа H
изоморфного G . В процессе обхода агент строит неявное дерево поиска в
глубину. Относительно этого дерева все ребра разделяются на древесные
(окрашиваются при первом прохождении по ним красным цветом) и обратные
(не принадлежат дереву и окрашиваются при первом прохождении в черный
цвет). Древесные ребра проходятся как минимум 2 раза и при последнем про-
ходе окрашиваются агентами в черный цвет. Обратные ребра проходятся от
одного до двух раз.

Красные вершины графа G , на каждом шаге алгоритма, образуют крас-
ный путь. При проходе в новую вершину красный путь удлиняется, при
проходе назад — укорачивается, при распознавании обратного ребра — не из-
меняется. Вершина, у которой все инцидентные ребра распознаны, окраши-
вается в черный цвет. Алгоритм заканчивает работу, когда красный путь
становятся пустым, а все вершины черными.

В работе АИ можно выделить 2 режима:
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1) Обычный режим. АИ движется вперед по белым вершинам, окраши-
вая вершины, соединяющие их ребра и дальние инциденторы в красный цвет.
Если нет возможных путей перемещения, то АИ возвращается назад, окра-
шивая пройденные вершины, ребра и ближние инциденторы в черный цвет.
Вернувшись в начальную вершину, АИ завершает работу. На каждом шаге
АИ обменивается данными с АЭ.

2) Распознавание обратных ребер. Если при движении вперед в вершине
v было обнаружено обратное ребро, то АИ прекращает работу в обычном ре-
жиме и переключается в режим распознавания обратных ребер. АИ красит
в красный цвет ближние инциденторы всех обратных ребер инцидентных
вершине v . Завершив покраску инциденторов, АИ передвигается назад по
своему пути, до обнаружения вершины инцидентной помеченному обратному
ребру (под помеченным обратным ребром понимается белое ребро, у которого
дальний инцидентор и дальняя вершина окрашены в красный цвет), перехо-
дит по этому ребру, окрашивая его в черный цвет. На этом этапе возможны
случаи:

2.1) Распознаны не все, помеченные АИ, обратные ребра. В этом случае
АИ возвращается назад по пройденному на предыдущем шаге ребру, окра-
шивая в черный цвет ближний инцидентор, и продолжает движение назад до
обнаружения следующего помеченного обратного ребра.

2.2) Распознаны все, помеченные АИ, обратные ребра. В этом случае АИ
окрашивает ближний инцидентор ребра, по которому он перешел на преды-
дущем шаге, в черный цвет и переключается в обычный режим работы.

Распознавание графа.
Работа АЭ представляет собой анализ, в результате которого будет по-

строен граф H , изоморфный распознаваемому графу G с точностью до
отметок на графе.

Теорема 1. Два агента, выполнив предложенный алгоритм распознава-
ния, распознают любой граф G с точностью до изоморфизма.

Для анализа эффективности алгоритма исследуются временная и емкост-
ная сложности [2-4]. Также исследуется коммуникационная сложность [3, 4],
которая определяется объемом информации, которой необходимо обменяться
агентам для распознавания графа.

Теорема 2. Временная, емкостная, коммуникационная сложности алго-
ритма и число переходов АИ по ребрам, равны O

(
n2
)
, где n — число вершин

графа. Для распознавания достаточно двух красок.
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Выводы
Предложен алгоритм распознавания графа среды временная, емкостная,

коммуникационная сложности и число переходов по ребрам которой равны
O
(
n2
)
. Агент-исследователь имеет конечную память, независимую от n , и

использует 2 краски. Алгоритм имеет меньшую временную сложность, чем
известные [2].

Литература
1. Летичевский А.А. Математическая теория проектирования вычисли-

тельных систем / А.А. Летичевский, Ю.В. Капитонова. — М. : Наука,
1988. — 296 c.

2. Грунский И.С. Распознавание конечного графа блуждающим по нему
агентом / И.С. Грунский, Е.А. Татаринов // Вестник Донецкого универ-
ситета. Серия А. Естественные науки. — 2009. — Вып. 1. — С. 492–497.

3. Стёпкин А.В. Использование коллектива агентов для распознавания
графов / А.В. Стёпкин // Компьютерные исследования и моделирова-
ние. — 2013. — Т.5, №4. — С. 525–532.

4. Stepkin A. Using a Collective of Agents for Exploration of Undirected
Graphs / A. Stepkin // Cybernetics and Systems Analysis. — 2015. — V.51,
№2. — PP. 223–233.

5. Dudek G. Computational principles of mobile robotics / G. Dudek //
Cambridge Univ. press, Cambridge, 2000. — 280 p.

Stepkin A.V.
Donbas State Pedagogical University, Sloviansk, Ukraine.

Graph exploration by two agents.
A solution of the problem of finite graphs exploration by two agents is

proposed in this work. One investigating agent moves through the graph, reads
and changes the labels of the graph elements, and passes the information about
his actions to the agent-experimenter, which constructs the representation of the
graph, which study. The proposed algorithm has a quadratic (with respect to the
number of nodes of the graph) time, space and communication complexity. For
exploring a graph, needs two different colors.

Keywords: graph exploration, graph traversal, collective of agents.
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ПIДГОТОВКА МАЙБУТНIХ УЧИТЕЛIВ IНФОРМАТИКИ У
ВIДПОВIДНОСТI ДО СВIТОВИХ СТАНДАРТIВ

Вимоги до фахiвцiв у сучасному суспiльствi постiйно зростають, а отже зростають й вимо-
ги до їх пiдготовки в сучасному унiверситетi. Науково-технiчний розвиток суспiльства сьо-
годнi потребує широкого впровадження у повсякденну та освiтню практику iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй, а також постiйного їх оновлення та вдосконалення. Пiдготовка
до iснування в iнформацiйному суспiльствi покладена на освiту та на учителiв iнформа-
тики в особливостi, а отже пiдготовка майбутнiх учителiв iнформатики має вiдповiдати
свiтовим стандартам. Для вирiшення останнього необхiдно розглянути iснуючi свiтовi
тенденцiї стандартизацiї та побудувати на їх основi вiдповiднi вимоги для пiдготовки май-
бутнiх учителiв iнформатики.

Ключовi слова: пiдготовка вчителiв iнформатики, нова українська школа, Di-
gCompEdu

Вступ
Викладання iнформатичних дисциплiн в українських закладах освiти

iсторично не мало тiсного зв’язку iз всесвiтнiми тенденцiями стандартизацiї
отриманих знань, умiнь та навичок. Поступове приєднання України до свi-
тового освiтнього процесу, прискорена євроiнтеграцiя та широке використа-
ння компетентнiсного пiдходу у пiдготовцi майбутнiх учителiв математики,
фiзики та iнформатики спонукають до побудови освiтнього простору у вiдпо-
вiдностi до мiжнародних стандартiв, але з урахуванням iснуючого власного
досвiду та наробок. Таким чином, постає питання можливостi створення
стандартизацiї пiдготовки майбутнiх учителiв iнформатики ґрунтуючись на
свiтових стандартах у вiдповiдностi до компетентнiсного пiдходу.

Питання пiдготовки майбутнiх учителiв iнформатики розглянуто в до-
слiдженнях В. Бикова [1], Ю. Горошка [2], М. Жалдака [3], Н. Морзе [4], С.
Ракова [5], С. Семерiкова [6], О. Спiваковського [7], О. Спiрiна [8], Ю. Триуса
[9] та iнших. Однак, не достатньо вивченим залишається проблема створення
стандарту пiдготовки майбутнiх учителiв iнформатики на базi українського
вишу та у вiдповiдностi до свiтових тенденцiй.

c⃝Величко В.Є., Федоренко О.Г.,2018
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Основна частина
Базуючись на iнформатичних компетенцiя IТ-фахiвцiв сформулюємо ви-

моги визначення рiвня iнформатичної компетентностi майбутнiх учителiв
iнформатики, якi визначено в таких документах як:

• Information Technology Curricula 2017 (IT2017) [10]
• Computer Engineering Curricula 2016 (CE2016) [11]
• Software Engineering 2014 (SE2014) [12]
• Computer Science Curricula 2013 (CS2013) [13]
Враховуючи, що iнформатична компетентнiсть майбутнiх учителiв iнфор-

матики має вiдповiдати принаймнi базовим вимогам фахiвцiв у IT-галузi
розглянемо висунутi вимоги бiльш детально. Для фахiвця з iнформацiйних
технологiй у 2017 роцi (IT2017) групою експертiв було визначено технiчнi
навички, що мають найбiльший попит вiд роботодавцiв (рис. 1).

Рис. 1: Дiаграма попиту на технiчнi та базовi навички

Отже, найбiльш затребуваними з боку роботодавцiв є навички здiйсню-
вати технiчну пiдтримку працездатностi програмного забезпечення (29%),
обслуговувати клiєнтiв (16%) та використовувати в своїй професiйнiй дiяль-
ностi ОС Linux (15%). Однiєю з головних вимог роботодавцiв до навичок
претендента на посаду є комунiкативнiсть (37%). Не менш важливими є на-
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вички усунення несправностей (33%) та вмiння вести документацiю (25%),
навички вирiшення проблем (22%).

Досягнення необхiдної iнформатичної компетентностi, згiдно докумен-
ту IT2017, рекомендується шляхом вивчення таких предметних галузей як,
принципи кiбербезпеки, управлiння iнформацiєю, iнтегрованi системi техно-
логiї, мережевi технологiї, технологiї платформ, системнi парадигми, основи
програмного забезпечення, дизайн iнтерфейсу користувача, веб- та мобiльнi
системи, прикладнi мережi, обчислювальнi технологiї, масштабованiсть да-
них та аналiтика, Iнтернет речей, мобiльнi додатки, розробка програмного
забезпечення, вiртуальнi системи та сервiси.

Документ Computer Engineering Curricula 2016 (CE2016) регламентує ви-
вчення таких предметних галузей, як схеми та електронiка, обчислювальнi
алгоритми, комп’ютерна архiтектура, цифровий дизайн, вбудованi системи,
комп’ютернi мережi, пiдготовка до професiйної практики, iнформацiйна без-
пека, обробка сигналiв, системи та проектування, управлiння ресурсами си-
стем, розробка програмного забезпечення.

У стандартi пiдготовки фахiвцiв Software Engineering 2014 до вивчення за-
пропонованi такi предметнi галузi – обчислювальна технiка, дизайн програм-
ного забезпечення, математичнi та iнженернi основи, перевiрка програмного
забезпечення та валiдацiя, професiйна практика, програмне забезпечення,
моделювання програмного забезпечення та аналiз, якiсть програмного забез-
печення, аналiз вимог та специфiкацiя, безпека.

Стандарт Computer Science Curricula 2013 передбачає вивчення наступних
предметних галузей: алгоритми та складнiсть, архiтектура обчислювальних
систем, методи обчислень, дискретнi структури, графiка та вiзуалiзацiя, вза-
ємодiя мiж людьми та комп’ютерами, iнформацiйне забезпечення та безпека,
управлiння iнформацiєю, iнтелектуальнi системи, мережi та зв’язок, опера-
цiйнi системи, паралельнi та розподiленi обчислення, мови програмування,
iнженерiя програмного забезпечення, основи iнформацiйних систем, соцiаль-
нi проблеми та професiйна практика.

У 2017-му роцi пiд егiдою Європейської комiсiї з освiти та науки (European
Commission’s science and knowledge service) було опублiковано дослiдження
Об’єднаного дослiдницького центру (Joint Research Centre) щодо цифрової
компетентностi в освiтi [14]. Дослiдниками було визначено три групи компе-
тентностей: професiйнi компетентностi викладача, педагогiчнi компетентно-
стi викладача, компетентностi здатностi до навчання.

До професiйних компетентностей викладача дослiдниками вiднесено про-
фесiйну взаємодiю (органiзацiйне спiлкування; професiйне спiвробiтництво;
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рефлексивна практика; безперервний професiйний розвиток). Педагогiчнi
компетентностi викладача стосуються цифрових ресурсiв (вибiр цифрових
ресурсiв; створення та модифiкацiя; управлiння, захист, спiльне використа-
ння), викладання та навчання (викладання; керiвництво; спiльне навчан-
ня;органiзацiя персональної навчальної траєкторiї для тих, хто навчається),
оцiнювання (використання цифрових технологiй для оцiнювання; монiторинг
навчального процесу; органiзацiя зворотнього звязку, пiдтримка навчальної
дiяльностi) та розширення можливостей для тих, хто навчається (доступнiсть
навчальних ресурсiв для всих без виключення; диференцiацiя та персоналi-
зацiя; активне залучення тих, хто навчається). Компетентностi здатностi до
навчання сприяють розвитку цифрової компетентностi та включають в се-
бе iнформацiйну та медiа грамотнiсть; спiлкування за допомогою цифрових
технологiй; створення навчального контенту; вiдповiдальне використання те-
хнологiй; вирiшення навчальних та технiчних проблем.

У 2016-му роцi Мiнiстерство освiти та науки України започаткувало
створення нової української школи. Основнi концептуальнi засади якої бу-
ло викладено в документi „Нова Українська школа“ [15], серед ключових
компетентностей для життя наведено iнформацiйно-цифрову компетентнiсть,
пiд якою розумiють впевнене та критичне застосування IКТ для створення,
пошуку, обробки, обмiну iнформацiєю на роботi, у публiчному просторi та
приватному спiлкуваннi. Змiст iнформатичної компетентностi визначається
iнформацiйною та медiа-грамотнiстю, володiння основами програмування,
алгоритмiчне мислення, робота з базами даних, навички безпеки в Iнтерне-
тi та кiбербезпецi, розумiння етики роботи з iнформацiєю (авторське право,
iнтелектуальна власнiсть тощо).

Також треба наголосити, що змiст iнформатичних дисциплiн було визна-
чено у зазначеному документi за предметними галузями: архiтектура обчи-
слювальних систем, основи програмного забезпечення, операцiйнi системи,
управлiння iнформацiєю, iнформацiйне забезпечення та безпека, мереже-
вi технологiї, прикладнi мережi, технологiї платформ, основи програмного
забезпечення, дискретнi структури, алгоритми та складнiсть, мови програ-
мування, розробка програмного забезпечення, основи iнформацiйних систем,
соцiальнi проблеми та професiйна практика. Усi цi галузi мають одне направ-
лення — iнформатична обiзнанiсть.

Висновки
Отже, враховуючи глобальну iнформатизацiю суспiльства, спираючись

на те, що iнформатична компетентнiсть майбутнiх учителiв iнформатики
має вiдповiдати базовим вимогам, якi висуваються до IT-фахiвцiв та беручи

86 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Величко В.Є., Федоренко О.Г. Пiдготовка майбутнiх учителiв iнформатики

до уваги змiст iнформатичних дисциплiн робимо висновки, що випускники
українських вишiв мають отримувати освiту засновану на мiжнародних стан-
дартах освiти, якi, у свою чергу, стосуються як галузi IТ-компетентностi, так
i всiх галузей пiдготовки майбутнiх учителiв iнформатики.
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Training future teachers of informatics in accordance with internati-
onal standards

Requirements for specialists in modern society are constantly growing, and
therefore the requirements for their training in the modern university are growi-
ng. The scientific and technical development of society today needs to be wi-
dely implemented in the everyday and educational practice of information and
communication technologies, as well as continuous updating and improvement. Li-
felong learning in the information society is entrusted to education and to teachers
of computer science in particular, and therefore the training of future teachers of
informatics should meet world standards. To solve the latter, it is necessary to
consider the existing world standardization tendencies and build on them the
appropriate requirements for the training of future teachers of informatics.

Keywords: Training of teachers of informatics, New Ukrainian School, Di-
gCompEdu.
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Створення анiмацiї засобами CSS.

У статтi розглядається проблема створення анiмованих ефектiв на розроблюваних web-
сторiнках. Проведено дослiдження у напрямку алгоритмiзацiї процесу створення анiмацiї
засобами каскадних таблиць стилiв (CSS). Наведено основнi iнструменти, якими володiють
CSS для створення анiмацiй рiзного рiвня складностi.

Ключовi слова: CSS, анiмацiя, ключовий кадр.

Вступ
Поняття Iнтернету вже давно перестало бути чимось екзотичним. Щодня

людство за допомогою рiзноманiтних стацiонарних чи мобiльних пристроїв,
використовуючи браузери, переглядає мiльйони web-сторiнок. При цьому пе-
реважна бiльшiсть користувачiв навiть не замислюється про те, яким чином
браузер вiдображає цю iнформацiю. Однiєю з необхiдних умов правильного
вiдображення є написання web-сторiнок спецiальною мовою розмiтки гiпер-
тексту HyperText Markup Language (HTML) [1]. HTML - це стандартна мова
гiпертекстової розмiтки web-документiв, яка використовується у Всесвiтнiй
павутинi. Розроблено HTML в кiнцi 80-х рокiв минулого столiття британ-
ським вченим Тiмом Бернерс-Лi. За задумом це максимально проста i легка
в освоєннi мова, якою змогли б користуватися люди, якi не є фахiвцями в
областi верстки та програмування. Простота мови досягалася за рахунок за-
стосування невеликої кiлькостi спецiальних елементiв (тегiв), якi дозволяли
без особливих зусиль отримати на виходi спецiальним чином оформлений
документ [2].

HTML-елементи можна подiлити на категорiї: 1. Метаданi, призначенi для
повiдомлення браузеру службової iнформацiї (до цiєї категорiї вiдносяться:
link; meta; script; style; title та iн.). 2. Елементи, якi мiстяться в тiлi документа
i в основному призначенi для обробки i форматування iнформацiї, виведеної
на екран користувача (до цiєї категорiї вiдносяться: div; form; img; input; table
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та iн.). 3. Iнтерактивнi елементи використовуються спецiально для взаємодiї
з користувачем, наприклад, кнопки, посилання або поля введення тексту (до
цiєї категорiї вiдносяться: a; button; textarea; та iн.). 4. Кореневi елементи,
призначенi для розмiщення в них iнших секцiйних елементiв. Одним з них є
елемент «body», тобто тiло документа. Саме в ньому розташовуються секцiйнi
елементи i заголовки [3].

Сама HTML найчастiше використовується для написання змiстовної ча-
стини web-сторiнки, а для опису стильового оформлення цiєї частини вико-
ристовуються каскаднi таблицi стилiв.

CSS (англ. Cascading Style Sheets) – спецiальна мова, що використовується
для опису зовнiшнього вигляду сторiнок, написаних мовами розмiтки web-
документу[4].

Найчастiше CSS використовують для вiзуального оформлення сторiнок,
написаних HTML та XHTML, але формат CSS може застосовуватися до iн-
ших видiв XML-документiв. Специфiкацiї CSS були створенi та розвиваються
Консорцiумом Всесвiтньої мережi.

CSS використовується авторами web-сторiнок, для визначення кольорiв,
шрифтiв та iнших аспектiв вигляду сторiнки. Одна з головних переваг —
можливiсть вiдокремити змiст сторiнки (зазвичай описаний мовою HTML,
XML або подiбною мовою розмiтки) вiд оформлення документу (CSS).

Майже столiття тому з’явилися першi анiмованi мультфiльми. З розви-
тком технологiй анiмацiї все бiльше проникають в iнформацiйний простiр
та вже стали одними з головних елементiв мультимедiа проектiв i презента-
цiй, та дедалi бiльше використовуються на web-сторiнках. У наш час сучаснi
web-iнтерфейси вимагають високого рiвня iнтерактивностi i простоти, чого
можна досягти за допомогою грамотної CSS-анiмацiї. Тому механiзми створе-
ння таких анiмацiй є актуальною темою для дослiдження, яке має практичне
спрямування.
Основна частина

Говорячи про зовнiшнiй вигляд документа, маємо на увазi фон, стилi текс-
ту та iнших елементiв, а також їх взаємне розташування на сторiнцi. Так що,
якщо HTML повiдомляє браузеру, що це за елемент, то CSS вказує йому, як
оформити зовнiшнiй вигляд цього елемента. Такий подiл досить доречний i
має низку переваг, що дозволяють бiльш ефективно здiйснювати розробку
сайтiв та web-додаткiв. Iснують в CSS i можливостi для створення анiмацiй-
них ефектiв й рiзних вiзуальних переходiв елементiв з одного стану в iнший,
якi реалiзуються за рахунок набору спецiальних властивостей, що вiдповi-
дають за тривалiсть, напрямок, кiлькiсть повторень ефектiв тощо. Для того,
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щоб вказати для яких саме властивостей елемента необхiдно застосовува-
ти анiмацiйнi ефекти, використовується окреме правило @keyframes. Воно
встановлює ключовi кадри при анiмацiї елемента, якi представляють собою
конкретнi стильовi властивостi елемента в даний момент.

Таким чином, анiмацiя в CSS представляє собою не що iнше, як перехiд вiд
одного набору стильових властивостей елемента до iншого. У найпростiшому
випадку використовується два ключових кадри, тобто два набори стильових
властивостей елемента, мiж якими i вiдбувається анiмацiйний перехiд.Самi
анiмацiйнi властивостi записуються окремо вiд @keyframes на загальних пiд-
ставах з iншими правилами CSS. А для того, щоб прив’язати анiмацiйнi
властивостi до конкретної анiмацiї, тобто до правила @keyframes, використо-
вується властивiсть animation-name, яка приймає в якостi значень або список
iмен анiмацiй, якi повиннi бути застосованi до елементу, або ключове слово
none, яке використовується за замовчуванням i скасовує анiмацiю. Iмена в
списку анiмацiй повиннi перераховуватись через кому.

Перерахуємо всi доступнi анiмацiйнi властивостi, якi використовуються в
CSS. Почнемо з animation-delay, яке встановлює час затримки перед запуском
анiмацiї. В якостi значення властивiсть приймає час, вказаний в секундах (s)
або мiлiсекундах (ms). Якщо вказано нульове значення часу (використовує-
ться браузером за замовчуванням), то анiмацiя запускається без затримок.
Також дозволяється використовувати вiд’ємнi значення, але з ними потрiбно
бути обережним, тому що це може привести до змiни виду анiмацiї в по-
чатковiй стадiї процесу. Щоб встановити тривалiсть одного циклу анiмацiї,
необхiдно використовувати властивiсть animation-duration, яке також при-
ймає в якостi значення час, вказаний в секундах (s) або мiлiсекундах (ms).
За замовчуванням використовується час рiвний нулю, що означає вiдсутнiсть
анiмацiї взагалi. Вiд’ємнi значення не дозволяються.

Кiлькiсть повторень анiмацiї можна задати за допомогою властивостi
animation-iteration-count, яка приймає в якостi значень або позитивне чи-
сло, яке вказує кiлькiсть повторень, або ключове слово infinite, що означає
вiдтворення анiмацiї нескiнченне число разiв. При цьому дозволяється вико-
ристовувати не тiльки цiлi значення, але i дробовi. Наприклад, якщо значення
дорiвнює 2.5, то анiмацiя зробить два повних цикли i потiм завершиться на
половинi третього циклу. За замовчуванням анiмацiя вiдтворюється тiльки
один раз.

Крiм кiлькостi повторень анiмацiї можна задати i її напрямок. Робиться
це за допомогою властивостi animation-direction, яка приймає значення в ви-
глядi ключових слiв:
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1. normal – пiсля завершення циклу, анiмацiя скидається в початковий стан
i стартує заново (використовується за замовчуванням);

2. alternate – пiсля завершення циклу, анiмацiя починає крок за кроком
вiдтворюватися в зворотному напрямку;

3. reverse – анiмацiя починається вiдразу з кiнця циклу, виконуючи всi кро-
ки в зворотному напрямку, а потiм скидається знову в кiнець циклу;

4. alternate-reverse – анiмацiя починається вiдразу з кiнця циклу, викону-
ючи всi кроки в зворотному напрямку, а потiм починає крок за кроком
вiдтворюватися в прямому напрямку, повертаючись в кiнець циклу, який
в даному випадку є стартовою точкою.

Управляти плавнiстю анiмацiiї (швидкiстю переходiв вiд одного стану
до iншого) дозволяє властивiсть animation-timing-function, яка використовує
значення математичної функцiї Безьє, а також значення покрокової функцiї:

1. cubic-bezier (n1, n2, n3, n4) – поведiнка анiмацiї буде залежати вiд ре-
зультату обчислення функцiї Безьє, в якостi аргументiв якої можна
задавати чотири числа вiд нуля до одиницi включно;

2. ease – вiдповiдає результату функцiї cubic-bezier (0.25,1,0.25,1); анiмацiя
прискорюється до середини, а потiм сповiльнюється до кiнця;

3. ease-in – вiдповiдає результату функцiї cubic-bezier (0.42,0,1,1); анiмацiя
починає повiльно прискорюватися з самого початку i до кiнця;

4. ease-out – вiдповiдає результату функцiї cubic-bezier (0,0,0.58,1); анiмацiя
стартує прискорено i сповiльнюється до кiнця;

5. ease-in-out – вiдповiдає результату функцiї cubic-bezier (0.42,0,0.58,1);
анiмацiя повiльно стартує i повiльно закiнчується;

6. linear – вiдповiдає результату функцiї cubic-bezier (0,0,1,1); постiйна
швидкiсть на всьому промiжку вiдтворення;

7. steps (n, start | end) – тут n являє собою позитивне цiле число, яке задає
число крокiв функцiї, а ключовi слова визначають коли цi кроки будуть
зробленi - на початку або в кiнцi зазначеного промiжку часу;

8. step-start – вiдповiдає результату функцiї step (1, start); стильовi вла-
стивостi елемента вiдразу ж приймають кiнцевi значення, при цьому
анiмацiя як би вiдсутня;

9. step-end – вiдповiдає результату функцiї step (1, end); стильовi власти-
востi елемента знаходяться в початковому станi зазначений час, а потiм
стрибком приймають кiнцевi значення, при цьому анiмацiя як би вiдсу-
тня.

Якщо в певний момент потрiбно поставити анiмацiю на паузу, слiд ско-
ристатися властивiстю animation-play-state, яка визначає два стану анiмацiї:
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- running – анiмацiя програється; - paused - анiмацiя поставлена на паузу.
Якщо необхiдно задати вiдразу кiлька параметрiв анiмацiї, можна викори-
стовувати унiверсальну властивiсть animation, в якiй значення вiдповiдних
анiмацiйних властивостей перераховуються через пробiл в наступнiй послi-
довностi: animation-name || animation-duration || animation-timing-function ||
animation-delay || animation-iteration-count || animation-direction || animation-
fill-mode || animation-play-state. Якщо значення якої-небудь властивостi не
буде вказано, то браузер застосує значення за замовчуванням. При цьому по-
трiбно пам’ятати, що дана унiверсальна властивiсть дозволяє прив’язати до
стилю тiльки одну анiмацiю. Вказувати через кому iмена кiлькох анiмацiй не
можна.

Для того, щоб створити анiмацiю в CSS спочатку необхiдно пiдготува-
ти матерiал, тобто зображення якi будуть використовуватись в подальшiй
роботi. Для використання обраний матерiал повинен мати певний вигляд:
по-перше, на картинцi мають бути тiльки потрiбнi елементи, по-друге, вже
готове зображення повинно мати прозорий фон. Все це можна зробити майже
в будь-якому безкоштовному графiчному редакторi. В даному випадку доста-
тньо використати редактор зображень Paint.NET. Пiсля пiдготовки файлiв,
якi будуть використанi, можна приступити до основної роботи. Для робо-
ти з HTML та CSS доречно використовувати безкоштовний спецiалiзований
текстовий редактор для web-розробникiв Adobe Brackets [5].

Необхiдно створити i зберегти html-файл зi стандартною розмiткою, яка
вiдповiдає стандарту HTML5. Все те, про що буде йти мова в подальшому,
можна помiстити в один файл CSS. Однак, щоб легше було орiєнтуватися у
фрагментах описуваних стилiв, краще розбити його на три:

1. style.css - призначений для опису зовнiшнього вигляду всiх прошаркiв;
2. keyframes.css - призначений для опису ключових кадрiв;
3. animation.css - призначений для виклику i налаштування самих анiмацiй.

Банер звичайно являє собою прямокутник, в якому рухаються графiчнi
елементи. Ефект рухомого об’єкту досягається не за рахунок руху самого
об’єкту, а завдяки елементам рухомого фону. Такий пiдхiд дозволяє домог-
тися нескiнченної анiмацiї. Для роботи треба пiдготувати набiр зображень.
Майже всi вони мають розширення png. Це досить зручний формат, який
дозволяє використовувати рiзнi варiанти прозоростi або напiвпрозоростi. Ко-
жна картинка буде розмiщена в окремому прошарку, але не за допомогою
тега <img>, а як фон. При верстцi будемо використовувати метод вкладе-
ння прошаркiв. Такий стиль написання дає цiлий ряд переваг: 1. Вкладенi
прошарки дозволяють домогтися точного позицiонування елементiв один до
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одного. При цьому html-код виходить максимально компактний i зручний
для сприйняття. 2. Вкладенiсть прошаркiв дозволяє бiльш повно використо-
вувати властивостi спадкування i каскадування CSS, дозволяючи уникнути
непотрiбного дублювання властивостей i правил.

Анiмацiї в CSS3 описується за допомогою так званих ключових кадрiв.
Ключовим називають кадр, в якому задаються змiни анiмацii. До одного i
того ж об’єкту може бути дано вiдразу кiлька ключових кадрiв, де кожен
буде вiдрiзнятися вiд собi подiбного якимись властивостями. В CSS такий
перелiк описують за допомогою правила @keyframes. Його синтаксис такий:
пiсля ключового слова @keyframes через пробiл йде iм’я анiмацiї. Надалi це
iм’я буде використано для виклику даної анiмацiї або, простiше кажучи, її
застосування до того чи iншого елементу html-сторiнки. Далi, всерединi фi-
гурних дужок описуємо перелiк ключових кадрiв. Опис кожного починається
з селектора кадру. Його, як правило, задають у вiдсотках i з його допомо-
гою, описують значення анiмованих властивостей в даний момент часу, який
вiдраховується в процентному вiдношеннi вiд значення тривалостi одного ци-
клу анiмацiї. Для будь-якої анiмацiйної послiдовностi знадобляться хоча б
два ключових кадри: 1. Описує зовнiшнiй вигляд зображення на початку
анiмацiї; 2. Як воно буде виглядати в кiнцi. Фактично, анiмацiя це процес
плавного переходу зображення з одного стану в iнший в заданому промiж-
ку часу. Саме в зв’язку з тим, що обидва ключових кадри зустрiчаються
всюди, замiсть їх процентного запису можна використовувати спецiалiзованi
селектори 1. From (замiсть 0% для початкового моменту анiмацiї) 2. To (за-
мiсть 100% для кiнцевого моменту анiмацiї) Пiсля кожного селектора кадру
йде своя пара фiгурних дужок, усерединi яких перераховуються властивостi
елемента сторiнки, що пiдлягають змiнам. Анiмувати можна тiльки тi власти-
востi, значення яких прийнято виражати числом. Якщо точнiше, – дробовим
числом. Наприклад, властивiсть ширини блоку (width) або кольору (color,
background-color) можна анiмувати, а ось z-index, значенням якого може бу-
ти тiльки цiле число – не можна.

Якщо необхiдно, щоб ця дiя повторювалося, то створений запис потрiбно
доповнити ще однiєю css-властивiстю - animation-iteration-count, яка визна-
чає кiлькiсть циклiв анiмацiї. За замовчуванням, його значення дорiвнює
одиницi. Щоб який-небудь рух повторювався нескiнченно, то замiсть чи-
сла, використовуємо значення, що робить анiмацiйний цикл безперервним.
Щоб спростити запис в CSS3 можна використовувати скорочену форму, ко-
ристуючись властивiстю animation, яка дозволяє задати iм’я анiмацiї, її час,
кiлькiсть циклiв i багато iнших властивостей в один рядок.
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Таким чином, для опису руху необхiдно створити послiдовнiсть ключових
кадрiв, в якiй визначенi координати фону в початковий i кiнцевий моменти
анiмацiї, а потiм викликати її i налаштувати. Необхiдно звернути увагу, що в
описi ключових кадрiв йдеться тiльки про те, що має вiдбуватися, але немає
конкретних вказiвок на об’єкт, з яким це вiдбувається. Так само не сказано,
скiльки часу вiдведено на весь цикл i скiльки разiв вiн повинен повторюва-
тися. «Прив’язка» i налаштування ключової анiмацiї до елементу сторiнки
здiйснюється в css-правилi, що описує зовнiшнiй вигляд конкретного селе-
ктора. Такий принцип, дуже практична рiч, тому що одного разу описану
послiдовнiсть ключових кадрiв можна згодом неодноразово пiдключати до
рiзних елементiв сторiнки.

Якщо анiмацiя повинна повторюватися нескiнченно, то протiкати вона
повинна рiвномiрно. За це в CSS вiдповiдає властивiсть animation-timing-
function, яка має цiлий ряд значень, якi забезпечують плавнiсть перебiгу
анiмацiї. Iснують наступнi функцiї пом’якшення:

1. linear анiмацiя протiкає рiвномiрно протягом усього часу виконання;
2. ease анiмацiя вiдбувається спочатку повiльно, потiм починає прискорю-

ватися i знову сповiльнюється до кiнця. (Ця функцiя якраз i є викори-
стовуваної за замовчуванням);

3. ease-in анiмацiя протiкає повiльно на початку, а потiм прискорюється;
4. ease-out анiмацiя сповiльнюється до кiнця;
5. ease-in-out анiмацiя протiкає повiльно на початку i в кiнцi;
6. cubic-function (x, x, x, x) унiверсальна функцiя, яка дозволяє задати рi-

зну швидкiсть виконання анiмацiї за допомогою числових значень. Стро-
го кажучи, перерахованi вище функцiї, є окремими випадками cubic-
function.

Це список лише тих значень, якi використовуються найчастiше. Насправ-
дi, їх набагато бiльше. У конкретному випадку пiдходить перше значення,
яке забезпечує рiвномiрнiсть руху на протязi всього часу анiмацiї.

В CSS3 є властивiсть animation-direction i з її допомогою можна встано-
вити порядок виконання анiмацiї. Воно може приймати одне з трьох значень:

1. normal - використовується за умовчанням i означає, що анiмацiя вiдбу-
вається в тому порядку, в якому вона описана в ключових кадрах;

2. reverse - анiмацiя вiдбувається в зворотному порядку, тобто останнiй
ключовий кадр вважається першим, а перший навпаки - останнiм;

3. alternate - чергування анiмацiї, тобто анiмацiя повинна виконуватися в
зворотному порядку в парнi рази i в нормальному в непарнi.
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Висновки
Одним iз способiв пожвавити контент в HTML є використання так званих

анiмацiй, створених засобами CSS. Принцип їх роботи досить простий. Вони
надають можливiсть анiмувати властивостi CSS тих елементiв, якi знаходя-
ться пiд їх впливом. Це дозволяє створювати рiзноманiтнi анiмацiйнi ефекти,
наприклад, змушувати об’єкти рухатися, зникати i з’являтися, змiнювати ко-
лiр тощо. Але для того, щоб створювати щось складне, подiбне руху об’єктiв,
треба розвивати власне уявлення про анiмацiйнi перетворення.

Як правило, стандартне використання анiмацiї полягає в тому, щоб змi-
нювати якiсь елементiв сайту плавно з плином часу. Але чим динамiчнiше i
сучаснiше анiмацiя, тим бiльше уваги користувачiв ви привернете до свого
проекту. Крiм того, важливу роль вiдiграє також i iнтерактивнiсть.
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Creating animations using CSS tools.
The article considers the problem of creating animated effects on the developed

web pages. A study has been carried out in the direction of algorithmizing the
process of creating animation using the means of cascading style sheets (CSS). The
main tools that CSS has for creating animations of different levels of complexity
are given.

Keywords: CSS, animation, key frame.
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ВИКОРИСТАННЯ СИСТЕМИ КОМП’ЮТЕРНОЇ
МАТЕМАТИКИ MATHCAD ПРИ РОЗВ’ЯЗАННI ЗАДАЧ

ЛIНIЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ ПРАКТИЧНОГО
СПРЯМУВАННЯ

У статтi обговорюються особливостi системи комп’ютерної математики MathCAD при
розв’язаннi задач лiнiйного програмування практичного спрямування. Наводиться загаль-
на характеристика системи комп’ютерної математики MathCAD. Представлено розв’язки
задачi, що вiдноситься до класу задач оптимального управлiння.

Ключовi слова: MathCAD, задачi лiнiйного програмування, системи комп’ютерної
математики.

Вступ
Сьогоденний стан розвитку суспiльства вимагає вiд її членiв бути бiльш

iнформованими, мобiльними, вмiти творчо i критично розмiрковувати, а
значить i бiльш вмотивованими до саморозвитку та самонавчання. Особи-
стiсна орiєнтацiя освiти, впровадження освiтнiх iнновацiй, iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй, ґрунтовне використання окремих компонентiв
комп’ютерно-орiєнтованих систем навчання у поєднаннi з традицiйними ме-
тодами, формами та засобами навчання студентiв, створення сучасних засобiв
навчання та виховання, забезпечення ними навчальних закладiв є прiори-
тетними напрямами в навчально-виховному процесi. У контекстi навчання
iнформатичних дисциплiн важливою запорукою реалiзацiї цiєї освiтньої пара-
дигми є фундаменталiзацiя навчання. Як iнновацiйна педагогiчна технологiя
можуть бути використанi системи комп’ютерної математики (СКМ), оскiльки
вони є середовищем для проектування та використання програмних засобiв
пiдтримки навчання фундаментальних дисциплiн. [3], [4]

Проблема застосування в навчальному процесi комп’ютерних техноло-
гiй та iнформацiйного методичного забезпечення ретельно дослiджується

c⃝Кайдан Н.В., Кива Л.Г.,2018
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вiтчизняними й зарубiжними науковцями та методистами. Зокрема, питання
впровадження комп’ютерних освiтнiх технологiй розглядали у своїх роботах
М. Жалдак, C. Рибак, В. Клочко, Ю. Рамський, М. Львов та iншi дослiдники.
Поширення набувають рiзноманiтнi засоби комп’ютерної математики, зокре-
ма програмнi, якi, на думку М. Жалдака, доцiльно умовно подiлити на двi
великi групи: програмне забезпечення навчально-дослiдницького призначен-
ня та програмне забезпечення науково-дослiдницького призначення.[2]

Основна частина.
Характерною тенденцiєю в побудовi сучасних систем управлiння є прагне-

ння здобувати системи, якi є найкращими. При цьому завдання управлiння
зводяться до знаходження найкращого з безлiчi можливих процесiв, тобто
вiдносяться до класу задач оптимального управлiння.

У багатьох випадках реалiзацiя процесу управлiння вимагає витрат пев-
них ресурсiв: витрат часу, витрати матерiалiв, палива, електроенергiї. Отже,
при виборi способу управлiння слiд говорити не тiльки про те, чи досягається
поставлена мета, але й про те, якi ресурси доведеться затратити для дося-
гнення цiєї мети. В цьому випадку задача управлiння полягає в тому, щоб
з безлiчi розв’язкiв, що забезпечують досягнення мети, вибрати один, який
вимагає найменшої витрати ресурсiв.

В деяких випадках пiдставою для переваги одного способу управлiння
над iншими виступають вимоги, якi накладаються на систему управлiння:
вартiсть обслуговування, надiйнiсть, ступiнь близькостi одержуваного стану
системи до необхiдного, ступiнь достовiрностi знань i т. п. Математичний
вираз, що дає кiлькiсну оцiнку ступеня виконання накладених на спосiб
управлiння вимог, називається, критерiєм якостi управлiння. Найбiльш кра-
щим або оптимальним способом управлiння буде такий, при якому критерiй
якостi управлiння досягає мiнiмального (iнодi максимального) значення.

Рiзнi види завдань оптимального управлiння вiдрiзняються один вiд одно-
го способом i послiдовнiстю виконання цих операцiй. Для однокрокових
завдань не розглядають методи реалiзацiї ухваленого рiшення, тобто визна-
чаються не величина й характер керуючого впливу, а безпосередньо значення
змiнної стану системи, яке забезпечує найкраще досягнення мети управлiн-
ня. В однокрокових завданнях критерiй якостi зазвичай називають цiльовою
функцiєю або функцiєю виграшу (функцiєю втрат). Методи розв’язування
однокрокової задачi називаються методами математичного програмування.

Таким чином математичне програмування являє собою не аналiтичну, а
числову форму розв’язку, тобто не дає формулу, що виражає кiнцевий резуль-
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тат, а вказує лише обчислювальну процедуру, яка призводить до розв’язку
завдання. Тому методи математичного програмування ефективнi лише при
використаннi комп’ютера.[5]

Задачi лiнiйного програмування є найпростiшим випадком задач матема-
тичного програмування. Задача лiнiйного програмування полягає в насту-
пному:

Дана система m лiнiйно незалежних рiвнянь з n невiдомими,
x1, x2, . . . , xn називаються системою обмежень задачi лiнiйного програмува-
ння:

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1

. . . (1)
am1x1 + . . .+ amnxn = bm

де bi > 0, i = 1, . . . ,m.
Характерною особливiстю даної задачi є те, що число рiвнянь менше чи-

сла невiдомих, тобто m < n . Потрiбно знайти невiд’ємнi значення змiнних
(xi > 0, i = 1, . . . , n.) , якi задовольняють рiвнянням (1) i звертають до
мiнiмуму (максимуму) критерiй оптимальностi, який в даному випадку на-
зивають цiльовою функцiєю.

q = c1x1 + ...+ cnxn (2)

У зв’язку з цим справедливо очiкувати можливостi вирiшення завдань
лiнiйного програмування системами комп’ютерної математики. Вони явля-
ють собою спецiалiзованi програмнi пакети для розв’язування математичних
завдань рiзного характеру. До числа найбiльш популярних СКМ належать
пакети Maxima, Matlab, Mathematica, Maple, MathCAD.

Розглянемо систему комп’ютерної математики MathCAD, яка орiєнтована
на побудову iнтерактивних документiв для проведення розрахункiв з вiзу-
алiзованим супроводом. У MathCAD є вбудована мова програмування. Це
мова бiльш високого рiвня, нiж Бейсiк i Паскаль, вона дозволяє виробля-
ти об’єктно-орiєнтованi програми. Для чисельного розв’язку задач пошуку
локального мiнiмуму або максимуму в MathCAD представленi вбудованi фун-
кцiї — Minner, Minimize i Maximize.[1]

На нашу думку розв’язування задач лiнiйного програмування, що мають
практичне спрямування, є найпростiшим засобом вивчення можливостей про-
грамування СКМ MathCAD. Розглянемо розв’язок задачi, що вiдноситься до
класу задач оптимального управлiння.
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Умова: Для пiдтримки нормальної життєдiяльностi людинi необхiдно
споживати в день не менше 118 г бiлкiв, 56 г жирiв, 500 г вуглеводiв, 8 г
мiнеральних солей. Цi поживнi речовини мiстяться в рiзних кiлькостях у рi-
зних харчових продуктах. У таблицi наведено кiлькiсть поживних речовин
в рiзних продуктах i цiна цих продуктiв за 1 кг. Необхiдно скласти денний
рацiон, який мiстить мiнiмальну добову норму поживних речовин при мiнi-
мальнiй їх вартостi.
Поживнi Продукти
речовини М’ясо Риба Молоко Масло Сир Крупа Картопля
Бiлки 180 190 30 10 260 130 21
Жири 20 3 40 865 310 310 2
Вуглеводи – – 50 6 20 650 200
Мiнеральнi солi 9 10 7 12 60 20 10
Цiна грн/кг 100 50 10 120 160 20 6

Розв’язання. Це завдання на знаходження оптимального рiшення. Опи-
шемо задачу математично.

Позначивши через x1 – кiлькiсть м’яса, x2 – кiлькiсть риби, x3 – кiль-
кiсть молока, x4 – кiлькiсть масла, x5 – кiлькiсть сиру, x6 – кiлькiсть крупи,
x7 – кiлькiсть картоплi, споживаних людиною в день, можемо скласти рiв-
няння загальної вартостi F харчування у день:

F = 100x1 + 50x2 + 10x3 + 120x4 + 160x5 + 20x6 + 6x7

Нам потрiбно знайти мiнiмум F .
Сумарна кiлькiсть бiлкiв у рацiонi людини має бути не менше 118 г. Звiдси

180x1 + 190x2 + 30x3 + 10x4 + 260x5 + 130x6 + 21x7 > 118

Такi ж нерiвностi складаємо для жирiв, вуглеводiв i солей. Маємо:
20x1 + 3x2 + 40x3 + 865x4 + 310x5 + 30x6 + 2x7 > 56

50x3 + 6x4 + 20x5 + 650x6 + 200x7 > 500

9x1 + 10x2 + 5x3 + 12x4 + 60x5 + 20x6 + 10x7 > 8

Крiм того, так як людина споживає, а не видiляє продукти, жоден з ар-
гументiв xi не може бути вiд’ємним. Звiдси:

x1 > 0;x2 > 0;x3 > 0;x4 > 0;x5 > 0;x6 > 0;x7 > 0

Тепер ми маємо повний математичний опис завдання. Оскiльки всi рiв-
няння й нерiвностi у цiй задачi лiнiйнi, ми маємо завдання лiнiйного програ-
мування.

100 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Кайдан Н.В., Кива Л.Г. Використання СКМ MathCAD при розв’язаннi задач ...

Розглянемо розв’язання цiєї задачi в MathCAD, що наочно про-
iлюстровано на малюнку нижче

Орiєнтовний вiдповiдь така: Щоб отримати всi необхiднi поживнi речо-
вини при мiнiмальнiй вартостi продуктiв людина не повинна їсти нi м’яса,
нi риби, нi молока, нi сиру, нi картоплi. Але можна споживати близько 30-
40 г масла в день i 900 г крупи. При цьому вартiсть денного рацiону складає
близько 22 гривень.

Висновки
Таким чином, актуальним завданням сьогодення є пiдвищення рiвня

навчально-виховного процесу, створення новiтнiх, а також удосконалення
iснуючих засобiв навчання, високий рiвень викладання практики та теорiї.
Для покращення рiвня викладання використовують iнновацiйнi технологiї
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при навчаннi, а зокрема зростає роль використання комп’ютерiв в навчаль-
ному процесi.

Розглянутий нами приклад доводить зручнiсть використання СКМ
MathCAD пiд час навчального процесу. Вбудованi функцiї дозволяють по-
будувати iнтерактивний документ для проведення необхiдних розрахункiв з
вiзуалiзованим супроводом. Саме це й забезпечує наочнiсть процесу пошу-
ку необхiдного розв’язку, що позитивно впливає на результати навчального
процесу.
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The use of the computer mathematics system mathcad in solving
linear programming problems of practical direction

The article discusses the peculiarities of computer mathematics system
MATHCAD in solving linear programming problems of practical direction. The
general description of computer mathematics system MATHCAD is presented.
The solution of the problem, which belongs to the class of optimal control is
presented.

Keywords: MathCAD, linear programming problems, systems of computer
mathematics.
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ОРГАНIЗАЦIЯ ДОСЛIДНИЦЬКОЇ ДIЯЛЬНОСТI СТУДЕНТIВ
НА ЗАНЯТТЯХ З МАТЕМАТИКИ ЗАСОБАМИ

IНФОРМАЦIЙНИХ ТЕХНОЛОГIЙ

В статтi описанi переваги впровадження у навчальний процес елементiв дослiдницької
дiяльностi, якi автор використовує в своїй роботi. Висвiтлено значення саморозвитку
студента, створення позитивного емоцiйного забарвлення заняття. Пiднiмається питання
ефективностi застосування технологiй, якi сприяють творчостi i викладача, i студента, їх
спiвпрацi. Звертається увага на доцiльнiсть використання IКТ на заняттях з елементами
дослiдницької дiяльностi студентiв.

Ключовi слова: дослiдницька дiяльнiсть студентiв, iнформацiйнi технологiї на-
вчання, прикладнi комп’ютернi програми.

Вступ
Одним з ефективних шляхiв пiдвищення якостi навчально-виховного про-

цесу є органiзацiя навчально-виховної дiяльностi студентiв. В процесi навча-
ння студенти озброюються практичними навичками пошукової дiяльностi,
створюються умови для формування творчої особистостi, iнтелектуального
розвитку вихованця.

Актуальне питання про зниження навчального навантаження студентiв
у сучасних умовах, надає дещо iншого значення термiну «дослiдницька дi-
яльнiсть студентiв», вона розглядається як iнструмент пiдвищення якостi
освiти.[3]

В освiтi залучення студентiв до методiв професiйної дiяльностi вiдбуває-
ться за рахунок впровадження в навчальний процес елементiв дослiдницької
дiяльностi. Адже вона є одним з унiверсальних засобiв пiзнання дiйсностi,
формує i розвиває особистiсть в сучасному мiнливому свiтi. Результатом та-
кої роботи має стати знання, отримане в результатi пошуку вiдповiдно до
поставленої мети та створених обставин.[4]

При цьому викладач має врiвноважити частку використання класичної
наукової традицiї дослiдження та iнновацiйної, неординарної постановки пи-
тання. Тому одним з вагомих факторiв досягнення успiху реалiзацiї дослi-
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дницької дiяльностi студентiв є внутрiшня мотивацiя та iнтерес до проблеми
дослiдження самого викладача.

Основна частина.
Серед етапiв алгоритму роботи студента над конкретною задачею слiд

видiлити вiдокремлення предмету дослiдження, формування гiпотези дослi-
дження, проведення експерименту, перевiрка отриманих результатiв, форму-
лювання висновкiв. Дотримання студентами певного алгоритму роботи над
поставленою задачею дає можливiсть сформувати навички, що стануть у на-
годi в майбутнiй професiйнiй дiяльностi, а саме: вмiння побачити проблему,
сформулювати дослiджувану задачу, провести пошук та обробку iнформацiї,
враховуючи особливостi процесiв, виконати аналiз результатiв.

Навчання у формi дослiдження створює творчу атмосферу, яка сприяє
активiзацiї пiзнавальної дiяльностi та розвитку критичного мислення студен-
тiв, а головне — формує навички дослiдження як засобу осмислення дiйсностi
шляхом самостiйного поглиблення знань.

В сучасних умовах iнформацiйного суспiльства застосування засобiв IКТ
безумовно пiдсилює ефект iснуючих технологiй навчання. Хоча через брак
якiсної технiки, доступу до мережi в багатьох навчальних закладах вини-
кають певнi проблеми щодо всебiчного i рацiонального впровадження ком-
п’ютерiв в навчальний процес. При застосуваннi дослiдницького методу для
пiдвищення ефективностi процесу, моделювання технiчних об’єктiв та створе-
ння яскравої наочностi рацiональним засобом є використання комп’ютера.[5]

З iншого боку, сучасний студент має бути вмотивований до саморозвитку
та самовдосконалення, що досягається через використання в процесi навчан-
ня комп’ютерної технiки. Використання IКТ на заняттях, це не тiльки дань
модi, але i ефективний чинник для розвитку мотивацiї молодi. В бiльшостi
випадкiв студентам дуже подобається працювати в комп’ютерному класi, їм
надана велика свобода дiй, i деякi з них можуть «блиснути» своїми пiзнан-
нями у сферi технологiй.

Однак однiєю зi складових ефективного використання сучасних iнформа-
цiйних засобiв i ресурсiв є формування в студентiв вмiння адекватно оцiнюва-
ти та проводити вiдбiр потрiбних даних серед величезного обсягу iнформацiї,
що є доступною в мережi Iнтернет. Використання Iнтернету в дослiдницькiй
дiяльностi студентiв опосередковується, в першу чергу, можливiстю вiддале-
ного доступу до iнформацiйних джерел.

Найпоширенiшими прийомами органiзацiї комунiкацiї та обмiну iнформа-
цiєю мiж студентами в процесi роботи над дослiдженням на сьогоднi є засоби,
що ґрунтуються на Iнтернет-технологiях. Серед них — чати, вiдеоконфе-
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ренцiї, форуми, електронна пошта, веб-сайти, онлайн-бiблiотеки. Важливою
основою для набуття знань є iнтерактивна взаємодiя не тiльки мiж студен-
том i викладачем, а i мiж студентами в групi, що працюють над проблемою.
Ефективнiсть цих методiв пов’язана з проведенням навчальних комп’ютер-
них конференцiй i дискусiй, в процесi яких всi учасники мають можливiсть
обмiнюватись iнформацiєю як у синхронному, так i в асинхронному режимi.

Незамiнними є засоби комп’ютерної технiки при використаннi активних
методiв навчання: мозковi атаки, ролевi iгри, дебати, моделювання, дискусiй-
нi групи.

Останнiм часом дуже поширеним став обмiн короткими повiдомленнями.
Таким чином, в обговореннi поставленої проблеми та в пошуку гiпотези мо-
жуть бути задiянi дослiдники рiзних вiкових груп, напрямiв пiдготовки та
мiсць проживання.

Однак слiд мати на увазi i те, що шкiдливим для правильного функцiо-
нування дослiдницького методу при обговореннi та розв’язаннi поставленої
проблеми може бути надмiрна кiлькiсть повiдомлень або їх невчаснiсть. Ве-
лика кiлькiсть отриманих висловлювань може дезорiєнтувати дитину i звести
нанiвець весь попередньо досягнений результат. Тому важливою фiнкцiєю
викладача є також спостереження за чатом i його координування у разi
необхiдностi.[1]

Крiм використання в дослiдницькiй дiяльностi можливостей мережi Iн-
тернет, ще одним з напрямкiв використання комп’ютера в практичних робо-
тах з математики вважають обчислювальнi експерименти.

Для формування у студентiв навичок, необхiдних в подальшiй практи-
чнiй професiйнiй дiяльностi, для розвитку їх аналiтичного мислення при
проведеннi обчислювальних експериментiв при дослiдженнi поставленої за-
дачi використовують вiдомi математичнi пакети типу Mapple, MathCad i
Mathematica, що, в свою чергу, дає можливiсть реалiзовувати iнтеграцiю
математики з iншими дисциплiнами. Комп’ютернi програми, якi використо-
вуються для проведення практичних обчислень та побудов при дослiдженнi
явища чи процесу, формують у студентiв навички роботи з комп’ютером
при проведеннi чисельних експериментiв, вдосконалюють змiст традицiйного
навчання, дають можливiсть поєднувати традицiйнi й комп’ютернi методи
навчання, сполучають процес навчання i процес наукового дослiдження, до-
зволяють використовувати в процесi навчання принцип евристики.

Найбiльш практичними у використаннi в процесi вивчення курсу матема-
тики виявилися пакети програм MathCad та AdvancedGrapher. Робота з цими
додатками є повнiстю зрозумiлою для студентiв 1 та 2 курсiв i не потребує вiд
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них значного об’єму спецiальних знань з iнформатики або програмування, за
винятком найпростiших понять.

При вивченнi алгебраїчного матерiалу з програмою GRAN розкриваються
можливостi обчислення значень визначених iнтегралiв та похiдних, розв’язу-
вання рiвнянь графiчним способом. Студенти створюють геометричнi зобра-
ження за зразком, на вiдмiну вiд традицiйних побудов створене зображення
динамiчне.

AdvancedGrapher дає можливiсть не тiльки побудови графiка, а i його
дослiдження. В однiй системi координат можна будувати графiки кiлькох
функцiй, змiнюючи при цьому колiр графiкiв.

Так, наприклад, на заняттi «Застосування похiдної до дослiдження ре-
альних процесiв i розв’язування оптимiзацiйних задач» викладач зауважує,
що на попереднiх заняттях студентами було засвоєне одне з фундаментальних
понять алгебри i початкiв аналiзу — похiдну. За допомогою похiдної студенти
дослiджували i будували графiки функцiї, знаходили найбiльше i найменше
значення функцiї на вiдрiзку, складали рiвняння дотичної. I, мабуть, у них
виникало питання: «А навiщо?»

Викладач розподiляє студентiв на групи, кожна з яких отримує своє про-
блемне питання, щоб вiдповiсти на питання: «Навiщо?» Одна з них, група
«Iнформатики», отримує завдання проiлюструвати на графiках функцiй та
їх похiдних спiввiдношення точок екстремумiв та нулiв похiдної, iнтервалiв
монотонностi функцiї та знакiв першої похiдної, iнтервалiв опуклостi та зна-
кiв другої похiдної.

Наприкiнцi заняття представник групи звiтує, що було запропоновано
побудувати за допомогою програми AdvancedGrapher в однiй системi коор-
динат графiки заданої функцiї та її похiдних першого та другого порядку.
Графiки були побудованi, порiвнянi та дослiдженi. Проаналiзувавши отрима-
нi результати, група сформулювала необхiдну та достатню умови iснування
екстремуму та алгоритм дослiдження функцiї на монотоннiсть. Досить акту-
альним та ефективним в навчальному процесi залишається вiдеозаняття чи
вiдеофрагмент заняття, який викладач може розмiстити на сайтi навчально-
го закладу або на сторiнках соцiальних мереж, якi студенти вiдвiдують бiльш
охоче. Це допомагає студентам краще засвоїти матерiал, що був розглянутий
на заняттi, та отримати допомогу в пiдготовцi домашнього завдання.[2]

Також в процесi дослiдження певної проблеми студенти i самi охоче знi-
мають вiдеофрагменти, в яких демонструють результати своєї роботи. Такi
вiдео, розмiщеннi в мережi Iнтернет, можуть коментувати їхнi друзi, нада-
вати свої пропозицiї або зауваження. Тому пошук iнформацiї та її резуль-
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тативна презентацiя заохочує студентiв до роботи та розвиває навчально-
пiзнавальний iнтерес до вивчення математики.

Висновки
Сьогодення пропонує досить багатий спектр використання IКТ та Iнтер-

нету в навчальному процесi. Їх спiльною метою є створення принципово
нового навчального середовища, яке допоможе пiдвищити рiвень матема-
тичної освiти студентiв, пiдготує їх до життя в сучасностi, де опанування
iнформацiйних технологiй є однiєю з найважливiших компетенцiй людини.

Однак разом з тим, навчальний процес залишається пiдпорядкованим ви-
кладачу, а широке застосування комп’ютерної технiки в ньому не зменшує
ролi викладача в пiдготовцi квалiфiкованих фахiвцiв.
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Organization of students’ research activities at mathematics lessons
by means of information technologies

The article describes the advantages of introducing elements of research acti-
vity into the educational process that the author uses in his work. The significance
of self-development of a student, creation of a positive emotional coloring of the
lesson is highlighted. The question of the effectiveness of the use of technologies
that promote creativity both the teacher and the student, their cooperation is
raised.
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ПРОГРАМНА РЕАЛIЗАЦIЯ АЛГОРИТМУ
ФЛОЙДА-ВОРШЕЛЛА, ДЛЯ ПОШУКУ НАЙКОРОТШИХ

ШЛЯХIВ МIЖ УСIМА ПАРАМИ ВЕРШИН ГРАФУ

В статтi наведено реалiзацiю алгоритму Флойда-Воршелла для виводу матрицi, яка мi-
стить довжини найкоротших шляхiв мiж усiма вершинами графа, з використанням матри-
цi сумiжностi та псевдокоду. Також виводить шукану максимальну найкоротшу вiдстань
мiж двома вершинами засобами мови програмування С++.

Ключовi слова: граф, алгоритм, найкоротший шлях, алгоритм Флойда-Воршелла.

Вступ
Найбiльш вражаючим прикладом графа в сучасному свiтi є Iнтернет. Са-

ме iнтернет з усiм його рiзноманiттям i складнiстю форм є типовим графом.
Його вузли - це адреси сторiнок файлiв, що знаходяться в мережi, а ребра
— гiперпосилання, що зв’язують їх в мiсцi. З iншого боку, комп’ютери, зв’я-
занi мiж собою та утворюють всесвiтню павутину, також можна розглядати
як граф. Та iнтернетом дуже складно управляти, оскiльки передбачити всi
можливi дзвiнки i зв’язки просто нiхто не в силах. Для того щоб браузер на
вашому комп’ютерi мiг завантажити сторiнку, яка фiзично знаходиться в Ав-
стралiї, данi повиннi пройти через кiлька серверiв, тобто у них буде iснувати
своєрiдний маршрут у мережi.[2] Вiн буде автоматично вибиратися сервера-
ми таким чином, щоб його довжина була мiнiмальною (з точки зору графа),
а данi по можливостi проходили через незавантаженi сегменти мережi. Через
те, що навантаження в рiзних дiлянках мережi постiйно та випадковим чином
змiнюється, навiть якщо ви завантажите з одного й того ж сайту сторiнку
два рази поспiль з iнтервалом в декiлька секунду, вона може прийти до вас
двома рiзними шляхами. Якщо бути бiльш точними та згадати про те, що в
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мережi iснують не сторiнки в готовому виглядi, а пакети з даними, i навiть
одна сторiнка може складатися з декiлькох пакетiв, то стає ясно: навiть фра-
гменти однiєї сторiнки можуть приходити в Iнтернетi з одного комп’ютера
на iнший рiзними шляхами. Завдання доставки пакетiв даних з одного вузла
мережi (хоста) в iнший називається завданням маршрутизацiї, i вона аж нiяк
не є тривiальною.

Основна частина
Алгоритм Флойда-Воршелла – динамiчний алгоритм для знаходження

найкоротших вiдстаней мiж усiма вершинами зваженого орiєнтованого гра-
фа. Розроблено в 1962 роцi Робертом Флойдом i Стiвеном Воршеллом. При
цьому алгоритм вперше розробив i опублiкував Бернард Рой в 1959 роцi, але
ця публiкацiя пройшла повз увагу.[3]

Алгоритм
Нехай вершини графа G = (V,E) , |V | = n пронумерованi вiд 1 до n i

введено позначення dkij для довжини найкоротшого шляху вiд i до j , який
окрiм самих вершин i, j проходить тiльки через вершини 1 . . . k . Очевидно,
що d0ij – довжина (вага) ребра (i, j) , якщо воно iснує (в iншому разi його
довжина може бути позначена як ∞ ). [5]

Iснує два варiанти значення dkij , k ∈ 1, . . . , n :

1. Найкоротший шлях мiж i, j не проходить через вершину k , тодi
dkij = dk−1

ij .

2. Iснує бiльш короткий шлях мiж i, j , що проходить через k , тодi вiн
спочатку йде вiд i до k , а потiм вiд k до j . У цьому випадку, очевидно,
dkij = dk−1

ik + dk−1
kj .

Таким чином, для знаходження значення функцiї досить вибрати мiнiмум
з двох позначених значень.

Тодi рекурентна формула для dkij має вигляд: d0ij — довжина ребра
dkij = min(dk−1

ij , dk−1
ik +dk−1

kj Алгоритм Флойда-Воршелла послiдовно обчислює
всi значення dkij , ∀i, i для k вiд 1 до n . Отриманi значення dnij є довжинами
найкоротших шляхiв мiж вершинами i, j . [4]

Псевдокод
На кожному кроцi алгоритм генерує матрицю W , wij = dnij . Wij = dnij .

Матриця W мiстить довжини найкоротших шляхiв мiж усiма вершинами
графа. Перед роботою алгоритму матриця W заповнюється довжинами ре-
бер графа.[1]
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for k = 1 to n
for i = 1 to n

for j = 1 to n
W[i] [j] = min (W [i] [j], W [i] [k] + W [k] [j])

Складнiсть алгоритму
Три вкладених цикли мiстять операцiю, яка виконується за константний

час.
∑
n,n,n

O(1) = O(n3) , тобто алгоритм має кубiчну складнiсть, при цьому

простим розширенням можна отримати також iнформацiю про найкоротшi
шляхи, крiм вiдстанi мiж двома вузлами записувати в матрицю iдентифiка-
тор першого вузла в дорозi.

Реалiзацiя алгоритму Флойда-Воршелла мовою програмування
С++.

Вхiдними даними будуть кiлькiсть вершин графа n (1 6 n 6 100 ) та в
наступних n рядках знаходиться по n чисел, якi задають матрицю сумiжно-
стi графа. Де −1 – це вiдсутнiсть ребра мiж вершинами, а будь-яке невiд’ємне
число – присутнiсть ребра даної ваги. Всi числа по модулю не перевищують
100 . На головнiй дiагоналi матрицi завжди розташованi нулi.

У вихiдних даних отримаємо матрицю найкоротших вiдстаней мiж па-
рами вершин, тобто n рядкiв по n чисел. j -е число в i -ому рядку повинно
дорiвнювати вазi найкоротшого шляху з вершини i у вершину j . Виводиться
шукане максимальна найкоротша вiдстань.

#include <cstdlib>
#include <iostream>
using namespace std;

int main(){
int n;
cout<<"n=";
cin >> n;
cout<<"Input matrix A \n";
int a[n][n];
long long maxr = 0;
for( int i=0 ; i<n ; i++ ){

for( int j=0 ; j<n ; j++ ){
cin >> a[i][j];

}
}
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for( int k=0 ; k<n ; k++ ){
for( int i=0 ; i<n ; i++ ){

for( int j=0 ; j<n ; j++ ){
if(i != j && a[i][k] != -1 && a[k][j] != -1){

if(a[i][j] == -1){
a[i][j] = a[i][k] + a[k][j];

}
else

{
a[i][j] = min(a[i][j], a[i][k] + a[k][j]);

}
}

}
}

}
cout<< "matrix \n" ;
for( int i=0 ; i<n ; i++ ){
for( int j=0 ; j<n ; j++ ){

cout << a[i][j] << " ";
}
cout<< endl;

}
for( int i=0 ; i<n ; i++ )
{

for( int j=0 ; j<n ; j++ )
{

if(a[i][j] > maxr) maxr = a[i][j];
}

}
cout << "max rastoyanie = " <<maxr << endl;

}

Висновки
Алгоритм вiдшукання найкоротших шляхiв Флойда-Воршелла викори-

стовують в мережах з централiзованим управлiнням iнформацiйними пото-
ками, з метою автоматизацiї процесу та облiку трафiку. В реалiях сьогодення
ми шукаємо найкоротший шлях для вирiшення задач. Обираючи правильний
алгоритм, можна скоротити витрати ресурсiв та заощадити час.
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Slavyansk College of National aviation university, Sloviansk, Ukraine.

Program implementation of the Floyd-Warshall algorithm, for
searching the shortest paths between all pairs of the vertices of the
graph

The article presents the implementation of the Floyd-Warshall algorithm for
outputting a matrix, which contains the lengths of the shortest paths between all
vertices of the graph, using the adjacency matrix and pseudo-code. It also displays
the desired maximum shortest distance between the two vertices using the C ++
programming language.

Keywords: graph, algorithm, shortest path, Floyd-Warshall algorithm.
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ВИКОРИСТАННЯ ОФIСНИХ ДОДАТКIВ
У ПIДГОТОВЦI МАЙБУТНIХ УЧИТЕЛIВ

У статтi розглянуто питання пiдготовки майбутнiх вчителiв до використання iнформа-
цiйних технологiй у професiйнiй дiяльностi. Наведено приклад практичного застосування
системи прикладного програмного забезпечення, запропонованого для дiяльностi вчителя.

Ключовi слова: офiснi додатки, тестовий редактор, табличний процесор, комп’ю-
тернi засоби навчання, сучаснi iнформацiйнi технологiї.

Вступ
Постановка проблеми. Розвиток i впровадження iнформацiйних те-

хнологiй в усi сфери життя суспiльства, зокрема систему освiти безперечно
впливають на методи та органiзацiю роботи вчителя. У сучасному iнформа-
цiйному суспiльствi пред’являють новi вимоги до вчителiв, такi як: постiйне
опанування нових IКТ технологiй та вiдстеження тенденцiй їх розвитку,
пiдвищення ефективностi використання IКТ у навчальному процесi. Серед
сучасних тенденцiй, що суттєво впливають на освiту, необхiдно пiдкреслити
активний розвиток мобiльних технологiй, створення вiдкритого електронно-
го контенту, появу освiтнiх вiртуальних та iгрових технологiй, використання
соцiальних мереж для навчання та iн. Але не слiд забувати i про прикладне
програмне забезпечення, таке як текстовi редактори, табличнi процесори. Їх
використання доцiльно в роботi вчителя i як класного керiвника.

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Глобальнi зрушення, що
пов’язанi зi становленням i розвитком iнформацiйного суспiльства в Українi,
зумовлюють поширення iнформацiйних технологiй на всi сфери життєдiяль-
ностi сучасної людини. Як зазначає О.П. Дубас, у рамках iнформацiйного
суспiльства формується, так званий, соцiальний iнтелект, який реалiзується
через iнформацiйне поле, утворене засобами масової iнформацiї та кому-
нiкацiї [3]. Дослiдженням проблем, пов’язаних з використанням сучасних
iнформацiйних технологiй у навчальному процесi загальноосвiтнiх та вищих
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навчальних закладiв присвяченi роботи М.I. Жалдака [4], Г.К. Селевко [6]
та iн. Питання, пов’язанi iз використанням iнформацiйних технологiй у на-
вчальному процесi ВНЗ, висвiтленi у роботах Р. Гуревича [2].

Постановка завдання. Висвiтлення значення i мiсця iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй, а саме вивчення офiсних додаткiв у фаховiй
пiдготовцi майбутнiх вчителiв. Обґрунтування застосування комп’ютерних
програм в освiтi як одного з перспективних засобiв, розгляд програмних за-
собiв, що використовуються в навчальних закладах.

Виклад основного матерiалу.
Iнформацiйнi технологiї (IТ), за М. Скопенем — це сукупнiсть прийомiв,

методiв та засобiв послiдовного якiсного перетворення iнформацiї на таких
етапах iнформацiйних процесiв, як збирання, передавання, зберiгання, оброб-
ка, накопичення. IТ — це алгоритм перетворення iнформацiї з використанням
вiдповiдних методiв i засобiв [7]. Процес iнформатизацiї освiти передбачає ви-
користання комп’ютерних технологiй у навчальному процесi у двох напрямах:
як об’єкт вивчення i як засiб навчання, виховання, розвитку й дiагностики за-
своєння змiсту навчання. Комп’ютернi засоби навчання (КЗН) трактуємо як
програмнi продукти, якi створенi та працюють з використанням комп’ютер-
ної, телекомунiкацiйної технiки й забезпечують творче й активне опанування
майбутнiми вчителями професiйними знаннями, умiннями й навичками, а
також надають ефективностi подальшiй професiйно-педагогiчнiй дiяльностi.
На сьогоднiшнiй день розроблено безлiч програмних продуктiв, що викори-
стовуються в iнформацiйних технологiях навчання (IТН) на рiзних ступенях
системи освiти.

Розглянемо детальнiше програми, якi використовуються як вчителями,
так i студентами майже кожного дня.

Текстовий редактор — це автономна комп’ютерна програма або пакет
програмного забезпечення, призначений для створення та змiни текстових
даних в цiлому та текстових файлiв зокрема. Вiн має великi можливостi
створювати, управляти, редагувати та зберiгати документи рiзних типiв у
рiзних форматах. Освiтнi можливостi для створення та реалiзацiї документiв
включають: набiр текстiв на будь-якiй мовi з будь-яким набором спецiальних
символiв; багатий вибiр шрифтiв, графiки та ефектiв шрифтiв; будь-який тип
форматування абзацу використовуючи необмежену кiлькiсть стилiв; створе-
ння спискiв, автоматичнi списки та автоматична нумерацiя адрес; вставка
iлюстрацiй (iлюстрацiї, зберiгаються в окремих файлах в одному файлi з
основним документом), будь-який тип зображення i тексту макета; викори-
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стання шаблону для створення документа.
Редагування документа є найважливiшим завданням, для якої призна-

чений текстовий редактор. Потреби редакторської роботи з документом об-
слуговуються цiлим арсеналом засобiв, серед яких ми б видiлили як най-
важливiшi: контекстний пошук i замiна; перехiд до заданої позицiї тексту i
використання закладок; робота зi структурою документа; перевiрка орфогра-
фiї i граматики.

Текстовий редактор дозволяє завантажувати, переглядати, редагувати i
зберiгати документи самих рiзних форматiв.

В роботi вчителя редактор може бути застосований для складання
календарно-тематичного та поурочного планування, виготовлення карток,
малювання схем i дiаграм та iн.

Ще один не менш популярний додаток, це табличний процесор. Табличнi
процесори є спецiальним набором програмного забезпечення для керування
електронними таблицями. Електронна таблиця (ET) є еквiвалентом комп’ю-
тера для звичайної таблицi, в клiтинах (комiрках), якої записанi данi, рiзних
типiв: тексту, дат, формули, чисел.

В роботi вчителя використовується для створення щоквартального жур-
налу, навчально-методичних матерiалiв (картки, кросворди), розробки за-
собiв контролю навчальної дiяльностi (тести, задачi), побудови дiаграм та
графiкiв.

Часто данi електронної таблицi потрiбно використовувати при складаннi
рiзних документiв: звiтiв, листiв, договорiв та iн. У цьому випадку зручно
використовувати злиття даних табличного процесора i текстового редактора.

Злиття застосовується, коли потрiбно створити набiр документiв, напри-
клад, наклейки з адресами або листи на бланках, якi розсилаються великому
числу замовникiв. Кожен лист або наклейка мiстять як загальнi, так i iндивi-
дуальнi вiдомостi. Наприклад, в листi повинно бути звернення до батькiв за
прiзвищем, iм’ям та по- батьковi. Iндивiдуальнi вiдомостi для кожного листа
або наклейки надходять з джерела даних.

Покажемо таке злиття на прикладi роботи текстового редактора Word
та табличного процесора Excel. Поставимо завдання пiдготувати розсилку
запрошень батькiв на класнi збори своїх дiтей. Процедура злиття складається
з декiлькох етапiв.

I ЕТАП. Пiдготовка даних електронної таблицi.
Таблиця, яка призначена для злиття, повинна задовольняти деяким ви-

могам:
1) В таблицi не повинно бути об’єднаних осередкiв. Вiрнiше сказати так:
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якщо в таблицi є об’єднанi осередки, то треба бути готовим до того, що при
експортi об’єднання буде скасовано, i вiдповiдно утворюються зайвi порожнi
рядки i / або стовпцi, що може порушити структуру таблицi. Загалом, об’єд-
нанi осередки — це зло :)
2) Всi стовпцi повиннi мати унiкальнi назви, якi будуть використовуватися
при злиттi. Якщо в таблицi вiдсутнiй перший рядок з назвами стовпцiв, то її
замiнить перший рядок даних, а значить, вона в розсилцi участi не братиме.

 

 

II ЕТАП. Пiдготовка шаблону документа Word. На цьому етапi
в текстовому редакторi Word формується документ, в який в подальшому
будуть впроваджуватися данi електронної таблицi.

Текст листа буде однаковим за винятком звернення, статi та дитини. Цi
данi будуть iмпортуватися з таблицi Excel (видiлено синiм).

 

 

Таким чином, на цьому етапi в документi Word друкується загальний для
всiх листiв текст.
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1 М н.н Прізвище
2 1
3 2
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Козаченко Ольга
Чумаченко Вікторія
Петров
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Черняков
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Віталій
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Ійъбатькові
Володимирівна а
Володимірівна 21
Олександрович ИЙ
ігорівна а
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Шановшјај Ольга Болодныт-трівна!

*°УН, далить
Ж К Ы „_ „_ дд, д, Ё Ё Ё ЁЁ , ЕК, % Ш, Условное Форматировать Стили „___ Сортировка Наитии

форг-.1атирование* кактаблицут пчеект ШФПРМЭТ? -Т ифильтр выделить

Стать Дитина Закінчення
дочки
дочки
сина
сина
дочки

Запрошуємо Бас на батьнівсьтаі збори Б__;__а1;н__~;_~_[іЇ_ дочк.н{_<:нна_), які
відбјдпдггься 25 грудт-ш 201? року.

Будемо раді вас бачити!

З повагою,|

:клас.:н:ий керівник Степ ова Л Є



Стьопкiн А.В., Турка Т.В., Чернякова Я.В. Офiснi додатки

III ЕТАП. Робота Майстра злиття MS Word
Вiдкриваємо файл з шаблоном листа в MS Word.
Найпростiше здiйснити злиття даних, виконуючи вказiвки Майстра зли-

ття. У версiях пiсля Word2003 Майстер злиття запускається за допомогою
кнопки Почати злиття на вкладцi Розсилки.

 

 

 

Робота Майстра злиття включає 6 крокiв.
1 крок: вибираємо тип документа для розсилки, в нашому випадку —

Листи.
2 крок: вибираємо документ, на основi якого буде створюватися розсилка,

це може бути вiдкритий поточний документ, шаблон або iснуючий документ.
При виборi варiанту Шаблон або Iснуючий документ з’являється мо-
жливiсть вказати потрiбний файл в Провiднику. Ми вибираємо Поточний
документ.

3 крок: вибираємо одержувачiв. У нашому випадку джерелом даних буде
таблиця Excel, значить вiдзначаємо варiант Використання списку. Потiм
за допомогою кнопки Огляд ... вибираємо потрiбний файл в Провiднику.

Пiсля вибору файлу вiдкривається дiалогове вiкно з обраної таблицею.
Якщо нам потрiбнi всi записи, то вiдразу натискаємо ОК. При необхiдностi
можна список вiдсортувати, вiдфiльтрувати потрiбнi записи, або знайти їх
за допомогою вiдповiдних команд. Можливостi фiльтрацiї i пошуку тут, зви-
чайно, набагато бiднiшими, нiж в Excel, але зробити найпростiшу вибiрку по
текстовим або числовим значенням можна. Крiм того, можна вибрати записи
для розсилки вручну за допомогою прапорцiв.

У нашому випадку потрiбно встановити фiльтр по полю Розсилка за зна-
ченням «так». Фiльтр можна встановити, клацнувши мишкою по назвi поля
i вибравши «так», або скориставшись посиланням Фiльтр в цьому ж дiалого-
вому вiкнi.
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спняннет полїчателей т пощґчатепей пол.ч с.пь1.чн11.ч адреса приаетстанн с.п11.чнн.
Создать Ё Пшдьмд Еосгааленне документа н ас

Ё _: Ё _ 1 1 1 1 1 _
ПП Ц_І,ЕН|.'1.П ЭЛЕНҐГРПННПИ ПІІІЧТЬІ ё

ЕйШ
Кондертьі...

_По1-1с1с а доъоμыенте _ ЫЕІН:-ПЕЙКИ-„

Ё Ёатало г
ЗДГПЛПВКН СТІ

Ш ОЕ-ьщньій донгуьіенті-."'1Ґог1:_

Ы Цошагоаьій мастер слиннин...
Вы можете создать н1..____-_________ _.
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4 крок: вставляємо потрiбнi поля в документ. Перш, нiж вибрати один iз
запропонованих Майстром варiантiв роботи, слiд встановити курсор в текстi
туди, куди Ви хочете вставити данi. Якщо Ви забули це зробити, теж нiчого
страшного, поля можна вставити в будь-яке мiсце документа, а потiм перене-
сти. У нашому випадку ставимо курсор пiсля слова «Шановн ». Так як нам
потрiбнi окремi поля, вибираємо Iншi елементи ...

Розкривається дiалогове вiкно для вибору полiв злиття.

 

118 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ

Получатели спияния І І І _ _ Ч - І Ё

Этот список получателей Будет использоваться при сііиянии. Для дополнения и изменения этого списка
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Пiсля того, як ви пiдставите кожен пункт в текст, повинно бути отримане
наступне зображення.

 

 

5 крок: переглядаємо отриманi листи, використовуючи кнопки навiгацiї.

 

6 крок: вибираємо варiант Змiнити частину листiв i переглядаємо
отриманий документ. При необхiдностi його можна вiдредагувати, зберегти
як окремий файл або вiдправити на друк.
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Шанови1<:1Ії'тать11 <:1Прізв1-гщея 11Імя_1:› 1<Побать:кові1:1!

Запрошуємо Вас на батьківські збори Башо<:~:.Г3'.а1<:і1~г=1ен1-1_я1›1› <1Д11т1-1на:1>, які

відбудуться 25 грудня 201? року.

Будемо раді вас бачити!

З повагою,

:класниЁі керівиитс

 1 Петров Ігор Олексанїірові-іч!

Запрошуємо Вас на батьківські збори Вашого сина, які відбудугься 25

грудня 2017 року.

Будемо раді вас бачити! _

З повагою,

класний керівник Сте ова Л. Є.

 Л-Є-

Про-сінотр п исем
Здесь представлен вид одного из
созданных писем. Для просмотра
другого письма нажмите одну из
следуіощик кнопок:

Получател ь: 3

Е) Найти получателя...

Выполнение изменений
Можно также изменить список
получателей:

П-' _.*'_3МЕНИТ_:і СПИСОК...

Исключить получателя
Завершив предварительный просмотр
писем, щелкните 'Далее'. После этого вы
СМСІЖЕТЕ НЕПЕЧЕТЭТЬ ПІ.-'ІС_:і-МЕ ИЛИ
СІТРЕДЕКТИРСІВЭТЬ ИН ПП ПТДЕЛЬНОСГИ.

Этап 5 из Б

_) Далее. Завершение слияния

{- Назад. Создание письма
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Висновки.
В процесi пiдготовки майбутнiх учителiв особлива увага повинна придiля-

тися iнформацiйним технологiям, зокрема офiсним додаткам, використанням
їх i в навчальнiй роботi, i в роботi класного керiвника.
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Use of official applications for future teachers training
The article deals with the issues of preparing future teachers for the use of

information technologies in their professional activities. An example of a practical
application of an application software system proposed for future teacher activity
is given.

Keywords: office applications, word processor, table processor, computer
learning tools, modern information technology.
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ПРО АЛГОРИТМIЧНИЙ ПIДХIД ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
ЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ ТА НЕРIВНОСТЕЙ
(З ОДНIЄЮ ЗМIННОЮ) З ПАРАМЕТРОМ

В статтi висвiтлюється авторський досвiд застосування алгоритмiчного пiдходу пiд час
навчання методам розв’язання лiнiйних рiвнянь та нерiвностей з параметром. В термiнах,
що не виходять за межi програмного змiстового модуля «Множини та операцiї над ними»
для учнiв 8 класу з поглибленим вивченням математики, в статтi запропоновано п’ять
алгоритмiв до розв’язання лiнiйних рiвнянь та нерiвностей з параметром та наведено два
iлюстративнi приклади.

Ключовi слова: лiнiйне рiвняння з параметром, лiнiйна нерiвнiсть з параметром,
алгоритми розв’язання.

Вступ
Оволодiння вмiннями та навичками розв’язання задач з параметрами є

важливою складовою математичної пiдготовки випускникiв шкiл. Помилко-
во було б вважати, що важливiсть таких задач обумовлена лише пiдготовкою
учнiв до успiшного проходження зовнiшнього незалежного оцiнювання i то-
му починати вчитись розв’язувати задачi з параметром слiд безпосередньо на
завершальному етапi пiдготовки до ЗНО, тобто у випускному класi. Таким за-
дачам потрiбно придiляти увагу з самого початку вивчення систематичного
курсу алгебри (7 клас). В процесi їх розв’язування збагачується математи-
чна культура учня, удосконалюються технiчнi навички. Задачi з параметром
є потужним засобом систематизацiї знань учнiв, активiзацiї їх пiзнавальної
активностi. Процес розв’язування таких задач носить, як правило, творчий
характер, сприяє формуванню навичок дослiдницької дiяльностi.

c⃝Беседiн Б.Б., Кадубовський О.А., Фролов К.О.,2018
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В роботах математикiв та методистiв [3; 4; 5; 6], в шкiльних пiдручниках
[1; 2] методи розв’язування вправ з параметром розподiляються на графiчнi
та аналiтичнi.

Серед графiчних видiляють два основнi методи:
1) побудова геометричного образу заданого рiвняння (нерiвностi чи систе-
ми) на координатнiй площинi Oxy ;
2) побудова геометричного образу заданого рiвняння (нерiвностi чи систе-
ми) на координатнiй площинi Oxa .

Iз числа аналiтичних методiв видiляють наступнi:
1) штучнi, вони залежать вiд конкретної вправи i є досить рiзноманiтними;
2) методи замiни змiнної;
3) методи, при яких необхiдно робити перевiрку.

Першими задачами з параметрами, з якими зустрiчаються учнi, є лiнiйнi
рiвняння (7 кл.) та лiнiйнi нерiвностi (8 кл.). Учням пропонуються до засто-
сування наступнi граф-схеми алгоритмiв розв’язання: 
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Рис. 1:
a) «граф-схема алгоритму розв’язання лiнiйного рiвняння з параметром»;
b) «граф-схема алгоритму розв’язання лiнiйної нерiвностi з параметром»

Проте, не дивлячись на поради-застереження «щодо необхiдностi враху-
вання областi допустимих значень параметра», досить поширеними помил-
ками при використаннi зазначених алгоритмiв є «сприймання» � i △ як
двох незалежних одна вiд iншої величин-параметрiв, причому якi завжди
iснують (тобто, якщо △ ̸= 0 , то обов’язково △> 0 або ж △< 0 ).

Автори даної статтi вважають доцiльним та можливим залучення задач
з параметром до формування i розвинення алгоритмiчної культури учнiв.
Тому метою статтi є розробка алгоритмiв розв’язання лiнiйних рiвнянь та
нерiвностей iз застосуванням понять та символiв теорiї множин.
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Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

1. Основна частина
1.1. Основнi поняття та зауваження.
Означення 1. ([3], [4]) Нехай f(a) i g(a) — аналiтично заданi функцiї
параметра a , x — змiнна. Тодi

лiнiйним рiвнянням iз параметром будемо називати рiвняння виду

f(a) · x = g(a) (або ж f(a) · x+ g(a) = 0), (1)

лiнiйною нерiвнiстю iз параметром — нерiвностi виду

f(a) · x ≍ g(a), (2)

де ≍ — один iз чотирьох знакiв порiвняння: > , > , < , 6 .

Очевидно, що як для рiвняння (1), так i нерiвностi (2), областю допусти-
мих значень (ОДЗ) змiнної x є вся числова вiсь, тобто x ∈ (−∞; +∞) .

Проте, оскiльки (за визначенням) f = f(a) i g = g(a) , тобто f i g є
функцiями вiд параметра (змiнного) a , то в загальному випадку навiть для
лiнiйних рiвнянь та нерiвностей, необхiдно розглядати область допустимих
значень параметра a .

Означення 2. Областю D(a) допустимих значень параметра a рiвняння
(1) (нерiвностi (2)) будемо називати перетин областей визначення Df(a)
i Dg(a) функцiй f(a) та g(a) вiдповiдно.

Також очевидно, що якщо для функцiї f = f(a) в загальному випадку
розглядати «пряму параметра» (a ∈ (−∞; +∞) ), то:
при певних значеннях параметра a функцiя f(a) може взагалi не iснувати;
при певних значеннях параметра a — може набувати додатних значень;
при певних значеннях параметра a — може набувати вiд’ємних значень;
при певних значеннях a — може виконуватися рiвнiсть f(a) = 0 .

Зауваження 1. Якщо ввести позначення для наступних множин
A = {a|f(a) = 0} , B = {a|f(a) < 0} , C = {a|f(a) > 0} i D = {a|f(a)− @} ,

то доповнення A множини A до «прямої параметра» (як «унiверсаль-
ної множини») становить A = B ∪ C ∪D.

З урахуванням зазначеного, автори вважають незайвим наголосити, що

значення параметра a , якi є розв’язками системи
{

f(a) = 0
g(a) ̸= 0,

бiльш нiж

доцiльно частiше iнтерпретувати, як елементи множини
(Dg (a)

∩
{a|f (a) = 0}) \ {a|g (a) = 0} .
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1.2. Лiнiйнi рiвняння 1-го степеня з параметром.
Розв’язання рiвняння виду

f (a) · x = g (a) (3)

Введемо наступнi позначення:
Df,g (a) = Df (a)

∩
Dg (a) , A1 = R\Df,g (a) ,

де: Df (a) — область визначення функцiї f = f(a) ;
Dg (a) — область визначення функцiї g = g(a) .

1) Нехай f (a) ̸= 0 . Тодi при всiх a , що задовольняють умови{
a ∈ Df,g (a)
f (a) ̸= 0

рiвняння (3) має єдиний корiнь x =
g (a)

f (a)
.

Таким чином, якщо a ∈ A2 ≡ Df,g (a) \ {a|f (a) = 0} , то дане рiвняння
має один зазначений корiнь.
2) Нехай тепер f (a) = 0 . Тодi можливими є два наступних випадки:

g (a) ̸= 0 i g (a) = 0 .
2.1) Якщо g (a) ̸= 0 , то при всiх a , що задовольняють умови{

a ∈ Df,g (a)
g (a) ̸= 0

рiвняння (3) не має коренiв. Таким чином, якщо
a ∈ A3 ≡ (Dg (a)

∩
{a|f (a) = 0}) \ {a|g (a) = 0} , то дане рiвняння не має

коренiв.
2.2) Якщо ж g (a) = 0 , то при всiх a , що задовольняють умови{

f (a) = 0
g (a) = 0

рiвняння (3) набуває вид 0 ·x = 0 , i тому має безлiч коренiв, а саме — x ∈ R .
Таким чином, якщо a ∈ A4 ≡ {a|f (a) = 0 = g(a)} , то будь-яке x ∈ R є

коренем даного рiвняння.

Вiдповiдь: якщо a ∈ A1, то рiвняння не має сенсу;
якщо a ∈ A2, то рiвняння має один корiнь x = g(a)

f(a) ;
якщо a ∈ A3, то рiвняння не має коренiв;
якщо a ∈ A4, то рiвняння має безлiч коренiв – x ∈ R.

Зауваження 2. Якщо одна iз зазначених вище множин Ai є порожньою
множиною (∅ ), то вiдповiдну складову у вiдповiдi писати не потрiбно.
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1.3. «Строгi» лiнiйнi нерiвностi з параметром
Розв’язання нерiвностi виду

f (a) · x > g (a) . (4)

Введемо наступнi позначення:
Df,g (a) = Df (a)

∩
Dg (a) , A1 = R\Df,g (a) ,

де: Df (a) — область визначення функцiї f = f(a) ;
Dg (a) — область визначення функцiї g = g(a) .

1) Нехай f (a) > 0 . Тодi (при вiдповiдних значеннях параметра a ) нерiв-
нiсть (4) є рiвносильною до нерiвностi

x >
g (a)

f (a)
(5)

Таким чином, якщо a ∈ A2 ≡ Dg (a)
∩

{a|f (a) > 0} , то розв’язками даної
нерiвностi є x ∈

(
g(a)
f(a) ; +∞

)
.

2) Нехай f (a) < 0 . Тодi (при вiдповiдних значеннях параметра a ) нерiв-
нiсть (4) є рiвносильною до нерiвностi

x <
g (a)

f (a)
(6)

Таким чином, якщо a ∈ A3 ≡ Dg (a)
∩

{a|f (a) < 0} , то розв’язками даної
нерiвностi є x ∈

(
−∞; g(a)f(a)

)
.

3) Нехай f (a) = 0 . Тодi (при вiдповiдних значеннях параметра a ) нерiв-
нiсть (4) набуває вид

0 · x > g (a) (7)
та можливими є два суттєво рiзнi випадки: g (a) > 0 i g (a) < 0 .

3.1) Якщо g (a) > 0 , то нерiвнiсть (7) не має розв’язкiв.
3.2) Якщо ж g (a) < 0 , то розв’язками нерiвностi (7) є множина всiх

дiйсних чисел.
Таким чином:

якщо a ∈ A4 ≡ {a|f (a) = 0}
∩
{a|g (a) > 0} , то нерiвнiсть не має розв’язкiв;

якщо a ∈ A5 ≡ {a|f (a) = 0}
∩

{a|g (a) < 0} , то x ∈ (−∞; +∞) .

Вiдповiдь: якщо a ∈ A1, то нерiвнiсть не має сенсу;
якщо a ∈ A2, то розв’язками нерiвностi є x ∈

(
g(a)
f(a) ; +∞

)
;

якщо a ∈ A3, то розв’язками нерiвностi є x ∈
(
−∞; g(a)f(a)

)
;

якщо a ∈ A4, то нерiвнiсть не має розв’язкiв;
якщо a ∈ A5, то розв’язками нерiвностi є x ∈ (−∞; +∞).
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1.4. «Нестрогi» лiнiйнi нерiвностi з параметром
Розв’язання нерiвностi виду

f (a) · x > g (a) . (8)

Нехай, як i в попередньому випадку, Df,g (a) = Df (a)
∩
Dg (a) ,

A1 = R\Df,g (a) , де Df (a) , Dg (a) — областi визначення функцiй f = f(a)
та g = g(a) вiдповiдно. Тодi, з очевидними змiнами, маємо наступний алго-
ритм розв’язання нерiвностi (8).
1) Нехай f (a) > 0 . Тодi (при вiдповiдних значеннях параметра a ) нерiв-
нiсть (8) є рiвносильною до нерiвностi

x > g (a)

f (a)
. (9)

Таким чином, якщо a ∈ A2 ≡ Dg (a)
∩
{a|f (a) > 0} , то розв’язками не-

рiвностi (8) є x ∈
[
g(a)
f(a) ; +∞

)
.

2) Нехай f (a) < 0 . Тодi (при вiдповiдних значеннях параметра a ) нерiв-
нiсть (8) є рiвносильною до нерiвностi

x 6 g (a)

f (a)
. (10)

Таким чином, якщо a ∈ A3 ≡ Dg (a)
∩
{a|f (a) < 0} , то розв’язками не-

рiвностi (8) є x ∈
(
−∞; g(a)f(a)

]
.

3) Нехай f (a) = 0 . Тодi (при вiдповiдних значеннях параметра a ) нерiв-
нiсть (8) набуває вид

0 · x > g (a) (11)
та можливими є два суттєво рiзнi випадки: g (a) > 0 i g (a) 6 0 .

3.1) Якщо g (a) > 0 , то нерiвнiсть (11) не має розв’язкiв.
3.2) Якщо ж g (a) 6 0 , то розв’язками нерiвностi (11) є множина всiх

дiйсних чисел.
Таким чином:

якщо a ∈ A4 ≡ {a|f (a) = 0}
∩
{a|g (a) > 0} , то нерiвнiсть не має розв’язкiв;

якщо a ∈ A5 ≡ {a|f (a) = 0}
∩

{a|g (a) 6 0} , то x ∈ (−∞; +∞) .

Вiдповiдь: якщо a ∈ A1, то нерiвнiсть не має сенсу;
якщо a ∈ A2, то розв’язками нерiвностi є x ∈

[
g(a)
f(a) ; +∞

)
;

якщо a ∈ A3, то розв’язками нерiвностi є x ∈
(
−∞; g(a)f(a)

]
;

якщо a ∈ A4, то нерiвнiсть не має розв’язкiв;
якщо a ∈ A5, то розв’язками нерiвностi є x ∈ (−∞; +∞).
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Приклад 1. Розв’язати рiвняння

x
√
a+ 1− a2 − 1

a− 2
= 0. (12)

Подамо рiвняння (12) у виглядi
√
a+ 1 · x =

a2 − 1

a− 2
. (13)

Тодi:
f = f(a) =

√
a+ 1 , Df (a) = [−1;+∞) ;

g = g(a) = a2−1
a−2 , Dg (a) = R\{2} ;

Df,g (a) = Df (a)
∩

Dg (a) = [−1; 2)
∪
(2;+∞) ;

A1 = R\Df,g (a) = (−∞;−1)
∪
{2} .

1) Нехай f (a) ̸= 0 . Оскiльки f(a) = 0 ⇔ a = −1 , то
A2 ≡ Df,g (a) \ {a|f (a) = 0} ≡ (−1; 2)

∪
(2;+∞) .

Таким чином, якщо a ∈ (−1; 2)
∪
(2;+∞) , то дане рiвняння має єдиний

корiнь x =
a2 − 1

(a− 2)
√
a+ 1

.

2) Нехай тепер f (a) = 0 ⇔ a = −1 . Тодi можливими є два наступних
випадки:

g (a) =
a2 − 1

a− 2
̸= 0 i g (a) =

a2 − 1

a− 2
= 0 .

Оскiльки g (a) =
a2 − 1

a− 2
= 0 ⇔ a = ±1 , то

2.1) A3 ≡ (Dg (a)
∩
{a|f (a) = 0}) \ {a|g (a) = 0} ≡ ∅ ;

2.2) A4 ≡ {a|f (a) = 0 = g(a)} = {−1} , звiдки маємо: якщо a ∈ {−1}
(a = −1 ), то будь-яке x ∈ R є коренем даного рiвняння.

Вiдповiдь: якщо a ∈ (−∞;−1)
∪
{2}, то рiвняння не має сенсу;

якщо a ∈ (−1; 2)
∪
(2;+∞), то рiвняння має

один корiнь x =
a2 − 1

(a− 2)
√
a+ 1

;

якщо a = −1, то рiвняння має
безлiч коренiв – x ∈ (−∞; +∞).

Задача 1. Розв’яжiть рiвняння

x · a
2 − 1

a− 2
−

√
a+ 1 = 0. (14)
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Приклад 2. Розв’язати нерiвнiсть

x · a
2 − 1

a− 2
>

√
a+ 1. (15)

В нашому випадку:
f = f(a) = a2−1

a−2 , Df (a) = R\{2} ; g = g(a) =
√
a+ 1 , Dg (a) = [−1;+∞) ;

Df,g(a) = Df(a)
∩

Dg(a) = [−1; 2) ∪ (2;+∞) ; A1 = (−∞;−1) ∪ {2} .
1) Нехай f (a) > 0 . Тодi при вiдповiдних значеннях параметра a (розв’яз-
ках нерiвностi a2−1

a−2 > 0 , що належать Dg (a) = [−1;+∞) ) нерiвнiсть (15)
є рiвносильною до нерiвностi x > (a−2)

√
a+1

a2−1 .

Оскiльки a2−1
a−2 > 0 ⇔ a ∈ (−1; 1) ∪ (2;+∞) , то

A2 ≡ Dg(a) ∩ {a|f (a) > 0} ≡ (−1; 1) ∪ (2;+∞) . I тому при значеннях
a ∈ (−1; 1) ∪ (2;+∞) розв’язками нерiвностi (15) є x ∈

[
(a−2)

√
a+1

a2−1 ; +∞
)

.
2) Нехай f (a) < 0 . Тодi при вiдповiдних значеннях параметра a (розв’яз-
ках нерiвностi a2−1

a−2 < 0 , що належать Dg (a) = [−1;+∞) ) нерiвнiсть (15)
є рiвносильною до нерiвностi x 6 (a−2)

√
a+1

a2−1 .

Оскiльки a2−1
a−2 < 0 ⇔ a ∈ (−∞;−1) ∪ (1; 2) , то

A3 ≡ Dg(a) ∩ {a|f (a) < 0} ≡ (1; 2) . I тому при значеннях параметра
a ∈ (1; 2) розв’язками нерiвностi (15) є x ∈

(
−∞; (a−2)

√
a+1

a2−1

]
.

3) Нехай f (a) = 0 . Тодi при вiдповiдних значеннях a (коренях рiвняння
a2−1
a−2 = 0 , що належать Dg (a) = [−1;+∞) ) нерiвнiсть (15) набуває вид

0 · x >
√
a+ 1 (16)

та можливими є два суттєво рiзнi випадки:
√
a+ 1 > 0 i

√
a+ 1 6 0 .

3.1) Якщо
√
a+ 1 > 0 ⇔ a ∈ (−1;+∞) , то (16) не має розв’язкiв.

3.2) Якщо ж
√
a+ 1 6 0 ⇔

√
a+ 1 = 0 ⇔ a = −1 , то розв’язками

нерiвностi (16) є множина всiх дiйсних чисел.
Оскiльки f(a) = a2−1

a−2 = 0 ⇔ a = ±1 , то:
якщо a ∈ A4 ≡ {a|f (a) = 0} ∩ {a|g (a) > 0} ≡ {1} , то нерiвнiсть (15) не
має розв’язкiв;
якщо ж a ∈ A5 ≡ {a|f (a) = 0} ∩ {a|g (a) 6 0} ≡ {−1} , то x ∈ (−∞; +∞) .

Вiдповiдь: якщо a ∈ (−∞;−1) ∪ {2}, то нерiвнiсть не має сенсу;
якщо a ∈ (−1; 1) ∪ (2;+∞), то x ∈

[
(a−2)

√
a+1

a2−1 ; +∞
)
;

якщо a ∈ (1; 2), то x ∈
(
−∞; (a−2)

√
a+1

a2−1

]
;

якщо a = 1, то нерiвнiсть не має розв’язкiв;
якщо a = −1, то x ∈ (−∞; +∞).
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2. Алгоритми до розв’язування
лiнiйних рiвнянь та нерiвностей з параметром

Кожен з пунктiв (1), 2), 3), . . . ) в наведених нижче алгоритмах слiд роз-
глядати як вимогу-завдання до знаходження вiдповiдних значень парамет-
ра a . Щоб не переобтяжувати алгоритми супровiдною текстовою складовою,
зазначенi вимоги-завдання доцiльно подавати у виглядi вiдповiдних множин.

Алгоритми 1 , 2 i 3 є безпосереднiми наслiдками пунктiв 1.2 , 1.3 та
1.4 вiдповiдно. Алгоритми 4 i 5 доцiльно запропонувати учням в якостi
завдання для самостiйного «переодержання».

Крiм того, якщо одна з множин Ai є порожньою множиною (∅ ), то, як
було зазначено ранiше, вiдповiдну складову у вiдповiдi писати не потрiбно.

Також хочемо наголосити, що запропонованi нижче алгоритми не є са-
моцiллю та не повиннi стати «зазубреним керiвництвом» до розв’язання
лiнiйних рiвнянь та нерiвностей з параметром. Навпаки, вони повиннi бути
результатом переосмислення класичних граф-схем та покликанi наштовхну-
ти на розумiння необхiдностi виконання вiдповiдних крокiв, пов’язаних зi
знаходженням необхiдних значень параметра.

З iншого боку, маємо надiю, що запропонований пiдхiд дозволить забезпе-
чити належний рiвень математичної строгостi та посилить розумiння зв’язкiв
мiж змiстовими модулями у шкiльному курсi математики.

Алгоритм 1 до розв’язання рiвняння f (a) · x = g (a)

1) Df (a) – область визначення f = f (a) ;
2) Dg (a) – область визначення g = g (a) ;

3) Df,g (a) ≡ Df (a)
∩

Dg (a) ⇔ Df,g (a) ≡
{
a

∣∣∣∣{ a ∈ Df (a)
a ∈ Dg (a)

}
;

4) A1 ≡ R\Df,g (a) ;
5) F0 ≡ {a|f (a) = 0} ;
6) G0 ≡ {a|g (a) = 0} ;
7) A2 ≡ Df,g (a) \F0 ;
8) A3 ≡ (Dg (a)

∩
F0) \G0 ;

9) A4 ≡ F0

∩
G0 .

Вiдповiдь:
якщо a ∈ A1 , то рiвняння не має сенсу;
якщо a ∈ A2 , то рiвняння має один корiнь x = g(a)

f(a) ;
якщо a ∈ A3 , то рiвняння не має коренiв;
якщо a ∈ A4 , то рiвняння має безлiч коренiв – x ∈ (−∞; +∞) .
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Алгоритм 2 до розв’язання нерiвностi f (a) · x > g (a)

1) Df (a) – область визначення f = f (a) ;
2) Dg (a) – область визначення g = g (a) ;
3) Df,g (a) ≡ Df (a)

∩
Dg (a) ;

4) A1 ≡ R\Df,g (a) ;
5) F0 ≡ {a|f (a) = 0} , F+ ≡ {a|f (a) > 0} , F− ≡ {a|f (a) < 0} ;
6) A2 ≡ Dg (a)

∩
F+ ;

7) A3 ≡ Dg (a)
∩
F− ;

8) G0+ ≡ {a|g (a) > 0} , G− ≡ {a|g (a) < 0} ;
9) A4 ≡ F0

∩
G0+ ;

10) A5 ≡ F0

∩
G− .

Вiдповiдь:
якщо a ∈ A1 , то нерiвнiсть не має сенсу;
якщо a ∈ A2 , то розв’язками нерiвностi є x ∈

(
g(a)
f(a) ; +∞

)
;

якщо a ∈ A3 , то розв’язками нерiвностi є x ∈
(
−∞; g(a)f(a)

)
;

якщо a ∈ A4 , то нерiвнiсть не має розв’язкiв;
якщо a ∈ A5 , то розв’язками нерiвностi є x ∈ (−∞; +∞) .

Алгоритм 3 до розв’язання нерiвностi f (a) · x > g (a)

1) Df (a) – область визначення f = f (a) ;
2) Dg (a) – область визначення g = g (a) ;
3) Df,g (a) ≡ Df (a)

∩
Dg (a) ;

4) A1 ≡ R\Df,g (a) ;
5) F0 ≡ {a|f (a) = 0} , F+ ≡ {a|f (a) > 0} , F− ≡ {a|f (a) < 0} ;
6) A2 ≡ Dg (a)

∩
F+ ;

7) A3 ≡ Dg (a)
∩
F− ;

8) G+ ≡ {a|g (a) > 0} , G−0 ≡ {a|g (a) 6 0} ;
9) A4 ≡ F0

∩
G+ ;

10) A5 ≡ F0

∩
G−0 .

Вiдповiдь:
якщо a ∈ A1 , то нерiвнiсть не має сенсу;
якщо a ∈ A2 , то розв’язками нерiвностi є x ∈

[
g(a)
f(a) ; +∞

)
;

якщо a ∈ A3 , то розв’язками нерiвностi є x ∈
(
−∞; g(a)f(a)

]
;

якщо a ∈ A4 , то нерiвнiсть не має розв’язкiв;
якщо a ∈ A5 , то розв’язками нерiвностi є x ∈ (−∞; +∞) .
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Алгоритм 4 до розв’язання нерiвностi f (a) · x < g (a)

1) Df (a) – область визначення f = f (a) ;
2) Dg (a) – область визначення g = g (a) ;
3) Df,g (a) ≡ Df (a)

∩
Dg (a) ;

4) A1 ≡ R\Df,g (a) ;
5) F0 ≡ {a|f (a) = 0} , F+ ≡ {a|f (a) > 0} , F− ≡ {a|f (a) < 0} ;
6) A2 ≡ Dg (a)

∩
F+ ;

7) A3 ≡ Dg (a)
∩
F− ;

8) G+ ≡ {a|g (a) > 0} , G−0 ≡ {a|g (a) 6 0} ;
9) A4 ≡ F0

∩
G+ ;

10) A5 ≡ F0

∩
G−0 .

Вiдповiдь: якщо a ∈ A1 , то нерiвнiсть не має сенсу;
якщо a ∈ A2 , то розв’язками нерiвностi є x ∈

(
−∞; g(a)f(a)

)
;

якщо a ∈ A3 , то розв’язками нерiвностi є x ∈
(

g(a)
f(a) ; +∞

)
;

якщо a ∈ A4 , то розв’язками нерiвностi є x ∈ (−∞; +∞) ;
якщо a ∈ A5 , то нерiвнiсть не має розв’язкiв.

Алгоритм 5 до розв’язання нерiвностi f (a) · x 6 g (a)

1) Df (a) – область визначення f = f (a) ;
2) Dg (a) – область визначення g = g (a) ;
3) Df,g (a) ≡ Df (a)

∩
Dg (a) ;

4) A1 ≡ R\Df,g (a) ;
5) F0 ≡ {a|f (a) = 0} , F+ ≡ {a|f (a) > 0} , F− ≡ {a|f (a) < 0} ;
6) A2 ≡ Dg (a)

∩
F+ ;

7) A3 ≡ Dg (a)
∩
F− ;

8) G0+ ≡ {a|g (a) > 0} , G− ≡ {a|g (a) < 0} ;
9) A4 ≡ F0

∩
G0+ ;

10) A5 ≡ F0

∩
G− .

Вiдповiдь: якщо a ∈ A1 , то нерiвнiсть не має сенсу;
якщо a ∈ A2 , то розв’язками нерiвностi є x ∈

(
−∞; g(a)f(a)

]
;

якщо a ∈ A3 , то розв’язками нерiвностi є x ∈
[
g(a)
f(a) ; +∞

)
;

якщо a ∈ A4 , то розв’язками нерiвностi є x ∈ (−∞; +∞) ;
якщо a ∈ A5 , то нерiвнiсть не має розв’язкiв.

Висновки
Маємо щиру надiю, що наведенi алгоритми не призведуть до, так зва-

ного, «формалiзму» пiд час розв’язування лiнiйних рiвнянь та нерiвностей
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з параметром, а, навпаки — доповнять граф-схеми добре вiдомих вiдповiд-
них алгоритмiв супровiдним типом задач та забезпечуватимуть дотримання
належного рiвня математичної строгостi.

Автори переконанi, що запропонований пiдхiд доцiльно перенести на рiв-
няння та нерiвностi (з однiєю змiнною) другого степеня з параметром.
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On the algorithmic approach to solving linear equations and
inequalities (with one variable) with a parameter

The article covers the author’s experience in applying of the algorithmic
approach during learning of methods for solving linear equations and inequalities
with the parameter. In terms which are beyond the scope of the program content
module ”Sets and operations on them” for schoolchildren of the 8th form with
advanced study of mathematics, five solution algorithms are of linear equations
and inequalities with the parameter are proposed and two illustrative examples
are given.

Keywords: linear equations with a parameter, linear inequalities with a
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АКТИВIЗАЦIЯ ПIЗНАВАЛЬНОЇ ДIЯЛЬНОСТI
НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ

Стаття присвячена проблемi активiзацiї пiзнавальної дiяльностi учнiв на уроках матема-
тики, обґрунтуванню необхiдностi цiлеспрямованої та систематичної вiдповiдної роботи
вчителя та розробцi методичних рекомендацiй щодо вирiшення цiєї проблеми. Автори спи-
раються на власний досвiд викладання математики в класах рiзних профiлей навчання.

Ключовi слова: пiзнавальна дiяльнiсть, процес навчання, активiзацiя дiяльностi,
iнтегроване та проективне навчання.

Вступ
Наша сучасна дiйснiсть характеризується всебiчним проникненням мате-

матики в рiзнi сфери людської життєдiяльностi. Вона являє собою потужний
апарат, який сприяє розвитку логiчного мислення учнiв. Володiння матема-
тичними методами, знання їх особливого язика стає обов’язковим елементом
загальнолюдської культури. Практичнi вмiння та навички математичного ха-
рактеру необхiднi для подальшої трудової та професiйної пiдготовки учнiв.

Одним з ключових аспектiв дiяльностi вчителя є удосконалення, урi-
зноманiтнення, систематизацiя навчального процесу, спонукання учнiв до
свiдомого та самостiйного придбання знань, умiнь та навичок.

На сучасному етапi розвитку суспiльства iнформацiйний потiк заповнює
всi сфери людського життя, але перед нами постає проблема сприймання
та фiльтрування поданої iнформацiї. Зникає прагнення до пошуку, пiзнання,
творчостi тобто дiяльностi. Збiльшення розумового навантаження на уроках
змушує замислитись над тим, як пiдтримати iнтерес учня до матерiалу, що
вивчається, та його активнiсть протягом усього уроку.

У психолого-педагогiчнiй лiтературi переконливо показано, що правильно
органiзована самостiйна робота учнiв на уроцi сприяє значному пiдвищенню
ефективностi навчання, активiзацiї навчально-пiзнавальної дiяльностi, але
прагнення учнiв до самостiйної роботи викликане розумiнням значущостi
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придбання та обробки поданої вчителем iнформацiї прищеплюється з поча-
ткових класiв. Тому при пiдготовцi до уроку учитель має спочатку розв’язати
принципове завдання, як найдоцiльнiше органiзувати передачу нового ма-
терiалу — за допомогою повiдомлення, евристичної бесiди або впровадити
елементи вiдкриття, роздумiв, розв’язання проблем, чи запропонувати само-
стiйну роботу з матерiалом. Також є необхiдним перетворити кожний урок
на урок спiлкування, мислення, де iстина постає як суперечка про iстину, як
дiалог.

Питанням органiзацiї навчально-пiзнавальної дiяльностi учнiв, методiв та
шляхiв розвитку пiзнавальної дiяльностi, займались на протязi багатьох ро-
кiв такi педагоги: А.М. Алексюк, Н.М. Бiбiк, М.О. Данiлова, I.Я. Лернер,
В.О. Онищук, В.О. Сухомлинський, О.Я. Савченко, Г.I. Щукiна та iн. Пошу-
ки оптимальних шляхiв розвитку пiзнавальних iнтересiв, шляхiв та методiв
розвитку пiзнавальної дiяльностi представленi в працях: А.М. Алексюка,
В.О. Онищука, Г.I. Щукiної, що розглядали пiзнавальнi iнтереси як стиму-
ли до пересилення труднощiв у навчаннi, шляхи до отримання морального
задоволення вiд роботи, намагання розширити знання, знайти новi джерела
iнформацiї, до активного мисленевого пошуку [1, C.3].

Основною цiллю даної статтi є виявлення та обґрунтування можливо-
стi подальшого вдосконалення методики активiзацiї пiзнавальної дiяльностi
учнiв в процесi вивчення математики.

Основна частина
Зростаюча роль математики у вирiшеннi задач науково-технiчного про-

гресу ставить перед школою задачу ефективної допомоги учням в оволодiннi
навчальним матерiалом i властивим цьому предмету стилем мислення, який
є важливою компонентою загальної культури сучасної людини. Особливої
уваги в цьому планi потребують учнi старших класiв, до рiвня навчально-
пiзнавальної дiяльностi яких новий змiст математичної освiти ставить пiдви-
щенi вимоги.

Основна задача навчання математицi в школi — мiцне оволодiння учнями
системою математичних знань та вмiнь, необхiдних у повсякденному життi та
трудовiй дiяльностi кожному члену сучасного суспiльства, достатнiх для ви-
вчення сучасних дисциплiн i продовження освiти. В останнiй час велика увага
придiляється пiдвищенню ефективностi процесу навчання в школi, оскiльки
традицiйна органiзацiя не вiдповiдає вимогам часу, не створює умов для по-
кращення якостi навчання та розвитку учнiв.

Тому Мiнiстерством освiти i науки України була запропонована рефор-
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ма «Нова українська школа», згiдно якiй замiсть запам’ятовування фактiв
та визначень понять учнi набуватимуть компетентностей (математична ком-
петентнiсть; iнновацiйнiсть; пiдприємливiсть та фiнансова грамотнiсть; ком-
петентностi у галузi природничих наук, технiки i технологiй та iн.). Все
це сприяє динамiчнiй комбiнацiї знань, умiнь, навичок, способiв мислення,
поглядiв, цiнностей, iнших особистих якостей, та визначає здатнiсть особи
успiшно соцiалiзуватися, провадити професiйну та/або подальшу навчальну
дiяльнiсть. Тобто формує ядро знань, на яке будуть накладатись умiння цими
знаннями користуватися, цiнностi та навички, що знадобляться в професiй-
ному та приватному життi. Також Концепцiя НУШ пропонує впроваджувати
iнтегроване та проектне навчання [4], яке сприяє розвитку наукового стилю
мислення учнiв, формує комплексний пiдхiд до навчальних предметiв, навчає
здобувати знання самостiйно; користуватися дослiдницькими методами: зби-
рати iнформацiю, факти, умiти їх аналiзувати з рiзних точок зору, висувати
гiпотези, робити висновки; пiдвищує якiсть знань школярiв та iнтерес учнiв
до навчання; допомагає бiльш глибокому усвiдомленню i засвоєнню програм-
ного матерiалу; залучає школярiв до науково-дослiдницької дiяльностi та iн.,
тобто активiзує учнiв не тiльки пiд час уроку, а й в вiльний вiд навчання час.

Для досягнення кращих результатiв в навчаннi необхiдне виконання та-
ких умов:
— формувати в учня позитивне вiдношення до навчання;
— подача навчального матерiалу повинна бути у певнiй логiчнiй послiдов-
ностi;
— демонстрацiя i закрiплення навчального матерiалу повинна супроводжу-
ватись застосуванням рiзних методiв та прийомiв, якi активiзують розумову
та творчу дiяльнiсть учнiв з урахуванням iї вiкових особливостей;
— обов’язкове використання та закрiплення знань на практицi.

Також для активiзацiї пiзнавальної дiяльностi учнiв, розвитку їх мислен-
ня потрiбно використовувати задачi, котрi демонструють зв’язок математики
з життям. Прикладом таких задач є задачi з параметрами. Залучення їх до
навчального процесу дозволяє природно й педагогiчно доцiльно iмiтувати
повний процес прикладного математичного дослiдження або окремих його
етапiв, що сприяє розвитку в учнiв глибокого стiйкого iнтересу до дослi-
дження. В процесi розв’язування задач iз параметрами учнi знайомляться
з великою кiлькiстю евристичних прийомiв (методiв) загального i спецiаль-
ного характеру.

Їх можна вiднести до задач пiдвищеної складностi i тому їх розв’язання
передбачає пошук нестандартних способiв розв’язку, евристичних прийомiв,
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методiв, при цьому можуть бути використанi вiдомостi з iнших роздiлiв ма-
тематики, тобто передбачене застосування внутрiшньо-предметних зв’язкiв.
Їх рiзноманiтнi дидактичнi можливостi роблять цi задачi потужним засобом
активiзацiї пiзнавальної дiяльностi учнiв на уроках математики.

Також при вивченнi теоретичного матерiалу активiзувати розумову дi-
яльнiсть допомагає продумана система питань, яка дозволяє спрямовувати
думки учнiв у правильному руслi, зробити їх активними учасниками бесiди
та направити їх мiркування для вiдкриття чогось нового, незвiданого. Велику
роль вiдiграє запровадження iнновацiйних технологiй, якi сприяють розвитку
мислення учнiв умiння вислухати товариша i зробити свої висновки, вчитися
поважати думку iншого i вмiти аргументувати власну думку.

За Фрiдрiхом Дiствергом — видатним педагогом-демократом, будь-який
метод поганий, якщо привчає учня до пасивностi, i гарний, якщо пробуджує
в ньому самодiяльнiсть [2, С. 154]. Яким би гарним та методично правиль-
ним не був виклад самого навчального матерiалу вчителем, вiн не гарантує
успiшного засвоєння учнями нових знань. Засвоєння вiдбувається лише тодi,
коли учень власними зусиллями, власною роботою свого розуму, волi, заста-
вить себе слухати, розумiти, запам’ятовувати. Тому навчально-пiзнавальна
дiяльнiсть учнiв є i засобом i в той же час результатом навчання. I тому не-
обхiднiсть активiзацiї навчально-пiзнавальної дiяльностi учнiв дуже велика.
Якщо її не буде то не вiдбудеться i повноцiнного процесу навчання.

Висновки
На основi аналiзу психолого-педагогiчної лiтератури, узагальнення та

систематизацiя власного досвiду викладання математики в школi можна при-
йти до висновку, що реалiзацiя принципу активностi в навчаннi має важливе
значення, так як навчання й розвиток носять дiяльнiсний характер i вiд
якостi навчання як дiяльностi залежить результат освiти, розвитку та ви-
ховання школярiв. На теперiшнiй час ключовою проблемою в розв’язаннi
задачi пiдвищення ефективностi та якостi навчального процесу є саме акти-
вiзацiя пiзнавальної дiяльностi школярiв. Її особливе значення в тому, що
навчання спрямоване не тiльки на сприйняття навчального матерiалу, а й на
формування вiдношення учня до самої пiзнавальної дiяльностi, активнiсть є
необхiдною умовою формування розумових якостей особистостi. Бо перетво-
рюючий характер дiяльностi завжди пов’язаний з активнiстю суб’єкта. Тому
дiї вчителя, орiєнтованi на активiзацiю пiзнавальної дiяльностi його учнiв,
мають бути постiйною складовою частиною навчального процесу.
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Activation of citizenship activities in maternal materials
The article is devoted to the problem of activating cognitive activity of

students at the lessons of mathematics, substantiation of the need for purposeful
and systematic work of the teacher and the development of methodological
recommendations for solving this problem. The authors rely on their own experi-
ence in teaching mathematics in the classes of different teaching profiles.
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ПIДГОТОВКА ВЧИТЕЛЯ МАТЕМАТИКИ ДО РОБОТИ В
СИСТЕМI ЕЛЕКТРОННОГО НАВЧАННЯ З

ВИКОРИСТАННЯМ ДИСТАНЦIЙНИХ ТЕХНОЛОГIЙ

В статтi розглянуто педагогiчну проблеми пiдготовки вчителiв математики до роботи в
системi електронного навчання. Виокремлено компетентностi вчителя необхiднi для успi-
шної професiйної дiяльностi з використанням дистанцiйних технологiй. Визначено рiвнi
опанування вчителем математики iнформацiйно-комунiкацiйними технологiями для робо-
ти в системi електронного навчання.

Ключовi слова: електронне навчання, дистанцiйне навчання, пiдготовка вчителя
математики.

Вступ
У сучасному суспiльствi iнформацiйнi процеси стали однiєю з найважливi-

ших складових життєдiяльностi людини. Змiни, що вiдбуваються висувають
новi вимоги до якостi пiдготовки та характеристик фахiвцiв. У теперiшнiх
умовах актуальними є здатнiсть до пошуку, сприйняття i переробки великих
обсягiв iнформацiї; вмiння висувати гiпотезу i робити висновки; здатнiсть
оперативно приймати рiшення в нестандартних ситуацiях; вмiння бачити про-
блему в цiлому й застосовувати iнтегрований пiдхiд до її вирiшення; навички
застосування нових IКТ. Класична аудиторна система вже не влаштовує нi
учня, нi вчителя.

Поряд з цим сучасне оснащення шкiл i закладiв вищої освiти матерiально-
технiчними засобами дозволяє без особливих витрат збiльшити час перебу-
вання учня в освiтньому процесi за рахунок його часткової вiртуалiзацiї або
прискорити цей процес.

Суб’єкти освiтнього процесу сходяться на думцi про необхiднiсть активi-
зацiї лiнiї iндивiдуалiзацiї i диференцiацiї навчання, пiдвищення ролi само-
освiтньої дiяльностi, оновлення системи професiйного розвитку особистостi
вiдповiдно її потребами, мотивами, здiбностями. Досягти цього дозволяють
технологiї обмiну iнформацiєю мiж учасниками освiтнього процесу за допо-
могою мережi Iнтернет. Це зумовило необхiднiсть пошуку нових, iнтенсивних
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форм органiзацiї навчального процесу, що спричинило iнтеграцiю iнформа-
цiйних технологiй в освiту i видiлення серед них електронних технологiй
навчання.

Питання використання IКТ у пiдготовцi фахiвцiв, зокрема вчителiв
математики, розглянуто в наукових доробках В. Бикова, М. Жалдака,
Т. Крамаренко, Н. В. Морзе, С. Ракова, Ю. Рамського, С. Семерiкова,
О. Скафи, О. Спiваковського, Ю. Триуса. Проблеми використання ди-
станцiйних освiтнiх технологiй у процесi навчання учнiв загальноосвiтньої
школи дослiджували Т. Колчук, В. Снєгурова, Є. Полат, А. Хуторський
та iн. Науково-педагогiчнi засади дистанцiйного навчання висвiтлювали
О.Андрєєв, В. Биков, Д. Iванченко, В.Кухаренко, Є. Полат, П. Стефаненко,
А.Хуторський та iн.

Метою статтi є дослiдження педагогiчної проблеми пiдготовки учителiв
математики до роботи в системi електронного навчання.

Основна частина
Новий учитель, якого чекає сьогоднi суспiльство, може бути пiдготовле-

ний тiльки в новiй iнновацiйнiй системi вищої педагогiчної освiти. Специфiка
дiяльностi учнiв i вчителя в електронному навчальному процесi дозволяють
говорити про те, що новi умови навчання вимагають формування нової моделi
фахiвця, який вiдповiдає певним вимогам. Одним з напрямкiв використання
IКТ є розвиток системи електронного, зокрема дистанцiйного, навчання на
всiх етапах освiти.

Електронне навчання це складний технологiчний процес, в якому взаємо-
дiють розробники курсiв, вчителi, учнi, фахiвцi.

Однак спроби створення систем електронного навчання на практицi сти-
каються з певними труднощами. Опитування й анкетування викладачiв, вчи-
телiв свiдчать про велику кiлькiсть помилок щодо електронного навчання.
Основними труднощами, що виникають в процесi дистанцiйного навчання,
є: проблеми у визначеннi режиму взаємодiї з учнями; управлiння самостiй-
ною дiяльнiстю учнiв; вибiр форм, методiв i засобiв для проведення занять
в режимi реального часу; розробка сценарiю заняття в режимi реального
часу; керiвництво дiяльнiстю учнiв в режимi реального часу; пiдвищення
ефективностi проведення занять в режимi реального часу; визначення до-
цiльностi i форм органiзацiї взаємодiї в асинхронному режимi; конструювання
iндивiдуальної траєкторiї освоєння учнями навчального змiсту; керiвництво
дослiдницької та проектної дiяльнiстю учнiв в процесi дистанцiйного навчан-
ня та iн. Основна частина труднощiв пов’язана iз здiйсненням iнформацiйної
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взаємодiї з iншими суб’єктами процесу дистанцiйного навчання математики,
збiльшення навантаження на викладача.

Пiд системою дистанцiйного навчання розумiють педагогiчну систему,
що включає проектування, органiзацiю i проведення навчального процесу в
контекстi обраної концепцiї з урахуванням специфiки дистанцiйного навчан-
ня. Система дистанцiйного навчання передбачає проведення систематичних
занять з учнями з використанням засобiв комунiкацiй та освiтнiх ресурсiв
мережi Iнтернет. В умовах швидкого розвитку електронних технологiй викла-
дач отримує можливiсть автоматизувати дiяльнiсть учня, використовуючи
новi технологiї подання iнформацiї, а також рiзнi види тестiв, iнтерактивних
форм, автоматичних опитувань [4].

До електронного навчання належить все, що допомагає вчитися в мережi:
онлайн-курси, цифровi ресурси, веб-сервiси, мобiльнi додатки. Цифрова освi-
та, електронна освiта, digital-освiта, EdTech – ще це можна назвати мереже-
вим навчанням або онлайн-навчанням. В основi цiєї педагогiчної парадигми
лежить вiдкритiсть освiтнiх ресурсiв, децентралiзацiя навчальної дiяльностi
та використання в цих цiлях iнформацiйних технологiй. Мережеве навчання
передбачає створення масового загального цифрового середовища для освiти
та самоосвiти.

Для ефективної роботи в системi електронного навчання, зокрема дистан-
цiйного, викладач повинен бути компетентний не тiльки в областi класичної
педагогiки, але мати базову iнформацiйну грамотнiсть роботи в мережi Iнтер-
нет та бути компетентним в методицi органiзацiї та проведення електронного
навчання. Вчитель має бути пiдготовленим до реалiзацiї масштабних те-
хнологiчних проектiв у сферi освiти України, для цього потрiбно ретельно
вивчити новi пiдходи, процедури, технологiї як зарубiжних країн, так i уза-
гальнити вiтчизняний досвiд. Примiром, у форматi експерименту з 2018 до
2021 року, пропонується запроваджувати електронний пiдручник, а також
допомiжнi технiчнi засоби електронної платформи. На 2020-2021 навчальний
рiк заплановано упровадження електронних пiдручникiв з математики [1].

Для пiдготовки вчителiв для роботи в нових умовах доцiльно проводи-
ти дистанцiйний курс. При проектуваннi дистанцiйного курсу з пiдготовки
викладача для роботи в системi дистанцiйного навчання необхiдно врахо-
вувати специфiку теми даного курсу, що поєднує в собi теорiю i практику
дистанцiйного навчання самим фактом його проведення – слухачi дистанцiй-
но навчаються дистанцiйному викладанню. Формування необхiдних вчителю
компетентностей може проходити максимально ефективно на курсах пiдви-
щення квалiфiкацiї в режимi дистанцiйного навчання. Важливо опануванням
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користувачем не тiльки певною сумою знань, а й навичками самостiйної ро-
боти з iнформацiєю, способами пiзнавальної дiяльностi, залученням слухача
в активну пiзнавальну дiяльнiсть для вирiшення навчальних проблем. Саме
дистанцiйний курс дозволяє педагогам вiдразу ж потрапити в нову навчаль-
ну середу i сприйняти теорiю й практику одночасно. Пiсля роботи в ролi того,
хто навчається вчителю буде простiше органiзувати дистанцiйний навчаль-
ний процес з урахуванням особистого досвiду навчання.

Результати реалiзацiї дистанцiйного навчання дозволяють зробити висно-
вок про те, що для успiшної дiяльностi у вчителя мають бути сформованi
наступнi компетентностi. Дистанцiйний вчитель має знати: специфiчнi осо-
бливостi процесу навчання предмету в дистанцiйному режимi; особливостi
iнформацiйно-освiтнього середовища, в якому здiйснюється процес дистан-
цiйного навчання, можливостi його сервiсiв; змiст навчального дистанцiйного
ресурсу; способи встановлення контакту з учнями; можливостi для побудови
iндивiдуальної плану опанування навчальним предметним змiстом в умо-
вах дистанцiйного навчання; типи проведення дистанцiйних занять в режимi
реального часу, їх моделi; рiзнi форми органiзацiї взаємодiї учнiв в асинхрон-
ному режимi; специфiку реалiзацiї рiзних педагогiчних технологiй в умовах
дистанцiйного навчання [3].

Дистанцiйний вчитель повинен розумiти: необхiднiсть виконання вимог
до рiвня пiдготовки учнiв в умовах дистанцiйного навчання вiдповiдно до
державного освiтнього стандарту[2]; можливiсть використання предметного
змiсту для задоволення iндивiдуальних освiтнiх потреб учнiв; допустимi межi
конструювання iндивiдуальної траєкторiї освоєння предметного змiсту рiзни-
ми учнями; особливостi проведення мережевих занять в режимi реального
часу; особливостi асинхронної взаємодiї рiзних груп учнiв пiд час дистанцiй-
ного навчання; особливостi рiзних методiв, засобiв i технологiй в реалiзацiї
процесу дистанцiйного навчання.

Дистанцiйний вчитель повинен вмiти: аналiзувати змiст мережевого ре-
сурсу з метою визначення його можливостей для досягнення цiлей навчання
кожним з учнiв; встановлювати контакт з мережевими учнями; вiдбирати
навчальнi матерiали, що доповнюють матерiали навчального дистанцiйно-
го ресурсу для досягнення цiлей навчання; визначати стратегiю навчання в
групи на основi врахування її специфiчних особливостей; конструювати iнди-
вiдуальну для кожного учня траєкторiю освоєння навчального предметного
змiсту; здiйснювати управлiння самостiйною дiяльнiстю кожного учня i гру-
пи; здiйснювати керiвництво проектної та дослiдницькою дiяльнiстю учнiв в
умовах дистанцiйного навчання.
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Для того щоб електронне навчання було досить ефективним i комфор-
тним для всiх учасникiв процесу, необхiдно, щоб у всiх суб’єктiв були сфор-
мованi навички взаємодiї в специфiчних умовах середовища такого навчання.
Формування навичок роботи в системi пов’язано: з певним рiвнем опанува-
ння iнформацiйно-комунiкацiйними технологiями, зокрема, з рiвнем сфор-
мованостi умiнь дiяти в iнформацiйно-освiтньому середовищi (технологiчний
аспект); умiнь органiзацiї дiяльностi учнiв i управлiння нею в iнформацiйно-
освiтньому середовищi дистанцiйного навчання (педагогiчний аспект); вмiння
органiзувати процес навчання предмету з урахуванням його специфiки (мето-
дичний аспект); вмiння органiзувати процес навчання з урахуванням особли-
востей учнiв: групових та iндивiдуальних (психолого-педагогiчний аспект).

Висновок
До переваг електронного навчання вiдносяться: бiльш висока адаптив-

нiсть до рiвня базової пiдготовки та здiбностей учнiв, здоров’я, мiсця прожи-
вання тощо, i вiдповiдно, кращi можливостi для прискорення процесу отри-
мання освiти та пiдвищення якостi навчання; пiдвищення якостi освiтнього
процесу за рахунок орiєнтацiї на використання автоматизованих навчальних i
тестувальних систем, завдань для самоконтролю та iн.; оперативне оновлення
методичного забезпечення навчального процесу, тому що змiст методичних
матерiалiв на електронних носiях легше пiдтримувати в актуальному ста-
нi; доступнiсть для учнiв перехресної iнформацiї, оскiльки у них з’являється
можливiсть, використовуючи комп’ютернi мережi, звертатися до альтерна-
тивних джерел; пiдвищення творчого та iнтелектуального потенцiалу учнiв
за рахунок самоорганiзацiї, прагнення до знань, умiння взаємодiяти з ком-
п’ютерною технiкою й самостiйно приймати вiдповiдальнi рiшення.

Використання рiзних моделей електронного навчання сприяє формуван-
ню необхiдних в сучасному суспiльствi компетентностей, як в учнiв, так i у
батькiв та вчителiв. Безумовно, електронне навчання не повинно замiнювати
традицiйне навчання, але має стати невiд’ємним його доповненням.
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Preparing of the mathematics teacher for the work in the electronic
education system with using distance technologies

The article deals with the pedagogical problem of preparing mathematics
teachers for work in the system of e-learning. The teacher’s competencies, whi-
ch are necessary for a successful professional activity using remote technology,
are separated. The levels of mastering by a mathematics teacher of information
and communication technologies for work in the system of electronic learning are
determined.

Keywords: e-learning, distance learning, preparation of a mathematics
teacher.
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ПРО ОДИН ВИД ПАРАЛЕЛОГРАМIВ
ТА ДЕЯКI СУМIЖНI ПИТАННЯ

В статтi розглядаються паралелограми, у яких кут мiж сторонами дорiвнює куту мiж
дiагоналями. Запропоновано один з можливих пiдходiв до ознайомлення учнiв iз зазначе-
ним видом паралелограмiв у шкiльному курсi геометрiї. Крiм низки сумiжних методичних
аспектiв, наведено класифiкацiї паралелограмiв за рiзними основами, зокрема авторський
пiдхiд до поетапної класифiкацiї паралелограмiв за п’ятьма основами.

Ключовi слова: паралелограми, навчання геометрiї, класифiкацiї паралелограмiв

Вступ
Однiєю з важливих складових фахової пiдготовки студентiв педагогiчних

закладiв вищої освiти (ПЗВО) є саме методична пiдготовка, результатом якої
повинна стати сформованiсть комплексу компетентностей — «готовнiсть до
самостiйної методичної дiятельностi».

Не можна не погодитися iз Сарвановою Є.А., яка зазначає, що найбiльш
складним моментом напочатку методичної дiяльностi студентiв є перехiд вiд
теоретичної пiдготовки до виконання методичних дiй вчителя. Причому цей
перехiд вiдбувається успiшно лише за умов, коли в навчальнiй дiяльностi сту-
дентiв створюються умови для формування методичних вмiнь безпосередньо
на матерiалi шкiльного курсу [13]. Одним з можливих пiдходiв до вирiшення
зазначеного завдання є пiдвищення методичної спрямованостi «практикумiв
з розв’язування математичних задач» шляхом наближення їх змiсту до вимог
майбутньої педагогiчної дiяльностi.

У зв’язку з цим актуальним постає питання щодо розробки таких блокiв
задач (пов’язаних спiльним змiстом), аналiз методiв розв’язування (з ураху-
ванням хронологiї вивчення навчального матерiалу за дiючими програмами
з математики для закладiв загальної середньої освiти) та результати яких,
давали би можливiсть з’ясовувати iстотнi властивостi понять, що розгляда-
ються, та їх зв’язок з дослiджуваним теоретичним матерiалом.
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За дiючими програмами змiстова лiнiя «Паралелограми» передбачає вив-
чення основних властивостей i ознак паралелограма, основних властивостей i
ознак окремих його видiв (прямокутника, ромба, квадрата) та їх застосування
до розв’язування задач, зокрема на доведення.

Спiввiдношення (зв’язок) мiж окремими видами паралелограмiв зазвичай
супроводжують наочними рисунками, в яких перетином множини прямоку-
тникiв та множини ромбiв є множина квадратiв [4], [6].

При класифiкацiї ж паралелограмiв зазвичай дотримуються одного з двох
поширених пiдходiв, суть яких не змiнилися з часiв їх викладу в [1], [15].

Проте, незважаючи на добре висвiтленi в методичнiй лiтературi вимоги та
рекомендацiї щодо класифiкацiї математичних понять, зокрема геометричних
об’єктiв (напр., [2], [16]), навiть деякi студенти математичних спецiальностей
педагогiчних закладiв вищої освiти, а iнколи й молодi вчителi математики,
«класифiкуючi» паралелограми дозволяють собi наступну «класифiкацiю:
прямокутники, ромби, квадрати та iншi». Звiсно ж, що такий стан справ
не може не викликати занепокоєння. Зазначена плутанина мiж «класифi-
кацiєю» та «спiввiдношення мiж окремими видами», вiдбувається можливо
через те, що в навчально-методичнiй лiтературi класифiкацiям об’єктiв певної
множини A за рiзними основами та зв’язку мiж окремими їх видами (пiдмно-
жинами множини A ) придiляється досить поверхнева увага.

Друге питання (в контекстi вивчення паралелограмiв), яке автори не мо-
жуть залишити поза увагою, пов’язано з тим, що: серед метричних задач на
паралелограми загального виду (що не є ромбами або ж прямокутниками), в
дiючих пiдручниках пропонують паралелограми, гострий кут мiж сторонами
(або ж дiагоналями) яких переважно становить 300, 450 i 600 , або ж парале-
лограми з додатковою формальною «умовою – метричним спiввiдношенням»,
яке, зазвичай, не носить геометричної цiнностi. I хоча розгляд паралелограмiв
саме з такими кутами є однозначно виправданим, проте, нажаль, в дiючих
пiдручниках з геометрiї для 8 i 9 класiв (навiть з поглибленим вивченням
математики) не пропонується до розгляду паралелограм, (нетупий)
кут мiж сторонами якого дорiвнює куту мiж його дiагоналями.

З урахуванням задач №10.044 з [14], №83 з [3], №46 з [12], зазначений вид
паралелограмiв iснує та коректно визначений.

Першим з аспектiв, який привернув увагу авторiв до зазначеного виду па-
ралелограмiв (надалi називатимемо їх умовно рiвнокутними) є те, що множина
таких паралелограмiв не спiвпадає з множиною прямокутникiв, не спiвпадає
з множиною ромбiв, а її перетином з кожною iз зазначених множин є мно-
жина квадратiв.
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Другий з аспектiв пов’язано з ознаками окремих видiв паралелограма.
Вiдомо, що паралелограм є прямокутником (ромбом) тодi i лише тодi, коли
його паралелограм Варiньона є ромбом (вiдповiдно прямокутником); парале-
лограм є квадратом тодi i лише тодi, коли його паралелограм Варiньона є
квадратом. Як з’ясувалося, паралелограм є умовно рiвнокутним тодi i лише
тодi, коли його паралелограм Варiньона є умовно рiвнокутним.

Третiй аспект пов’язано iз «природою появи числа
√
2» для квадрату:

добре вiдомо, що дiагональ d квадрата зi стороною a становить d = a
√
2 ;

також вiдомо, що ця залежнiсть є безпосереднiм наслiдком з теореми Пiфаго-
ра та, зазвичай, цю рiвнiсть вiдносять до властивостей саме квадрата. Проте,
як з’ясувалося, поява зазначеної залежностi повинна завдячувати вiдповiд-
нiй властивостi паралелограма, яка має мiсце лише у випадку, коли кут мiж
сторонами паралелограма дорiвнює куту мiж його дiагоналями.

Четвертий аспект. Добре вiдомо, що характеристичною властивiстю-
ознакою, яка вирiзняє паралелограми з решти чотирикутникiв, є, так звана,
рiвнiсть паралелограма — «сума квадратiв дiагоналей паралелограма дорiвнює
сумi квадратiв всiх його сторiн», яку можна переформулювати в еквiвален-
тнiй формi — «сума квадратiв дiагоналей паралелограма дорiвнює подвоєнiй
сумi квадратiв непаралельних його сторiн». Як з’ясувалося, характеристи-
чною властивiстю-ознакою, яка вирiзняє умовно рiвнокутнi паралелограми з
решти паралелограмiв, є рiвнiсть умовно рiвнокутного паралелограма — «рiзни-
ця квадратiв дiагоналей паралелограма дорiвнює подвоєнiй рiзницi квадратiв
непаралельних його сторiн».

Середини сторiн довiльного (в тому числi неопуклого та просторового) чотирикутника є вершинами
паралелограма (який називають паралелограмом Варiньона)
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Третє питання (до якого природно призводить друге), пов’язано з тим,
що при вивченнi геометричних об’єктiв

крiм задач, якi складають основу обов’язкового теоретичного матерiалу,
результати яких використовуються в подальшому навчальному матерiалi
та знаходять застосування при розв’язуванi бiльш складних задач

досить важливi вiдомостi про об’єкти (що вивчаються) мiстяться серед цiлої
низки задач, але їх розв’язання (а тому й ознайомлення з вiдповiдними фак-
тами) не може проходити паралельно з вивченням певного об’єкту, оскiльки
для цього необхiдними є новi факти i методи, якi за програмою розгля-
даються значно пiзнiше. Ось чому уроки «узагальнення та систематизацiї
знань», особливо в кiнцi навчального року, є вкрай важливими для вивчення
геометричних об’єктiв (зокрема паралелограмiв) в шкiльному курсi геометрiї.

В контекстi зазначеного, вважаємо доцiльним звернути увагу на роботи
[11] i [8], якi присвячено систематизацiї та узагальненню фактiв про трапецiї.

Серед статей, присвячених систематизацiї та узагальненню фактiв про
паралелограми, слiд видiлити [9] i [10]. Зокрема в [9] наведено низку джерел:
присвячених дидактичному забезпеченню вивчення теми «паралелограми»;
навчальних посiбникiв з елементарної геометрiї, в яких наведено яскравi гео-
метричнi факти, що не ввiйшли до шкiльних пiдручникiв; збiрникiв задач, якi
мiстять доволi широке коло задач (на паралелограми) рiзного рiвня склад-
ностi, зокрема теоретичного характеру.

Представлену статтю можна вважати певним доповненням та логiчним
продовженням статтi [9]. Однак основною метою статтi є спроба вирiшення
завдання щодо розробки одного з блокiв задач (про якi зазначалося вище)
на прикладi рiвнокутного паралелограма та виклад можливого пiдходу до
ознайомлення учнiв в шкiльному курсi геометрiї з умовно рiвнокутними па-
ралелограмами.

Одним iз завдань статтi — привернути увагу вчителiв математики до
зазначеного виду паралелограмiв, як сировини для нових цiкавих задач,
зокрема для проведення олiмпiад.

Саму ж статтю умовно можна розбити на три частини: в першiй —
для зазначеного виду паралелограмiв наведено вiдповiдне визначення, при-
клад, найпростiшу властивiсть та найпростiшу ознаку; в другiй — викладена
авторська розробка щодо можливого впровадження зазначеного виду па-
ралелограмiв до шкiльного курсу геометрiї, зокрема найпростiшi метричнi
спiввiдношення та 12 властивостей-ознак; в третiй — можливi класифiкацiї
паралелограмiв за рiзними основами, зокрема авторський пiдхiд до поетапної
класифiкацiї паралелограмiв за п’ятьма основами.
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1. Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Означення 1. ([6]) Паралелограмом називають чотирикутник, у якого
кожнi двi протилежнi сторони паралельнi. Прямокутником — паралело-
грам, у якого всi кути прямi. Ромбом — паралелограм, у якого всi сторони
рiвнi. Квадратом — прямокутник, у якого всi сторони рiвнi.

Як вже зазначалося у вступi, мають мiсце наступнi твердження

Твердження 1. (задача №10.044 з [14]; задача №83 з [3])
«Длины диагоналей параллелограмма пропорционалны длинам его непарал-
лельных сторон. Доказать, что углы между диагоналями такого паралле-
лограмма равны его углам.»

Твердження 2. (задача №46 з [12])
«В параллелограмме ABCD AC = AB

√
2 . Докажите, что угол между

диагоналями равен углу между его сторонами.»

Тому цiлком коректно можна визначити наступний вид паралелограмiв

Означення 2. Паралелограм будемо називати умовно рiвнокутним,
якщо (нетупий) кут мiж сторонами дорiвнює куту мiж його дiагоналями.
 

  
)a  )b  
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Рис. 1:

Приклад 1. Оскiльки у квадрата кут мiж (непаралельними) сторонами
та кут мiж дiагоналями становить 900 , то квадрат є прикладом умовно
рiвнокутного паралелограма.

Властивiсть 1. В умовно рiвнокутному паралелограмi кут мiж бiльшою
дiагоналлю та меншою стороною дорiвнює куту мiж меншою дiагоналлю
та бiльшою стороною (рис. 1 a) ).

Вправа 1. (ознака) Покажiть, що якщо в паралелограмi кут мiж бiль-
шою дiагоналлю та меншою стороною дорiвнює куту мiж меншою дiагона-
ллю та бiльшою стороною, то такий паралелограм є умовно рiвнокутним.
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2. Основна частина.
2.1. Допомiжнi позначення та домовленостi

Нехай в паралелограмi ABCD (рис. 1 b) ): O = AC ∩ BD , AD = a ,
AB = b , AC = d1 , BD = d2 , ∠ABD = δ , ∠ACD = γ , ∠BAD = α ,
∠COD = φ ; ha, hb — довжини висот, опущених на сторони довжин a i b
вiдповiдно; h1, h2 — довжини перпендикулярiв, опущених з вершин парале-
лограма на дiагоналi довжин d1 i d2 вiдповiдно.

В подальшому, заради визначеностi (та без втрати загальностi), будемо
вважати, що: 1) φ — нетупий кут мiж дiагоналями (0◦ < φ 6 90◦ ); 2) α —
нетупий кут мiж сторонами (0◦ < α 6 90◦ ); 3) a > b .

Зауважимо, що за наведених умов, справджуються нерiвностi: d1 > d2 ,
h1 6 h2 , ha 6 hb (їх легко встановити пiсля вивчення вiдповiдних питань).

2.2. Один з пiдходiв до реалiзацiї iдеї щодо ознайомлення учнiв з
«умовно рiвнокутними» паралелограмами

2.2.1. У 8 класi пiд час (пiсля) вивчення теми «Подiбнiсть
трикутникiв» можна запропонувати довести наступнi твердження

Властивiсть 2. («пропедевтична») Нехай O — точка перетину дiаго-
налей AC i BD умовно рiвнокутного паралелограма ABCD з нетупим
кутом ∠A , Q — середина сторони AD . Тодi:
1) трикутники DAB i COD є подiбними;
2) довжини дiагоналей пропорцiйнi довжинам непаралельних сторiн (а са-
ме справджується пропорцiя AC : AD = BD : AB );
3) трикутники COD i DQO є подiбними;
4) BD2 = 2CD2 , AC ·BD = 2AD · CD , AC2 = 2AD2 ;
5) AC = AD

√
2 , BD = CD

√
2 , AC2 −BD2 = 2

(
AD2 − CD2

)
.

Наслiдок 1. В умовно рiвнокутному паралелограмi вiдношення довжини
бiльшої (меншої) дiагоналi до довжини бiльшої (вiдповiдно меншої) сторони
становить

√
2 .

Задача 1. (ознака «з надлишковою умовою») В паралелограмi
ABCD AC = AD

√
2 , BD = AB

√
2 . Доведiть, що ABCD є умовно

рiвнокутним.
Розв’язання. Нехай AD = a , AB = b , тодi AC = a

√
2 , BD = b

√
2 .

1) В трикутнику DAB : DA = a , AB = b , BD = b
√
2 .

2) В трикутнику COD : CO = AC
2 = a√

2
, OD = BD

2 = b√
2
, DC = b .

Оскiльки
DA

CO
=

AB

OD
=

BD

DC
=

√
2,
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то за III ознакою подiбностi трикутники DAB i COD є подiбними. Звiдки
α = ∠DAB = ∠COD = φ . �

2.2.2. У 8 класi пiд час (пiсля) вивчення теми «Розв’язування
прямокутних трикутникiв» можна запропонувати (ключову) задачу

Задача 2. (ознака) Якщо у паралелограма довжини дiагоналей пропорцiй-
нi довжинам його непараллельних висот, то вiн є умовно рiвнокутним.
Розв’язання. Нехай ha, hb – довжини непаралельних висот (причому
hb > ha ), a d1, d2 – довжини дiагоналей (d1 > d2 ) паралелограма, нетупi
кути мiж сторонами та дiагоналями якого становлять α i β вiдповiдно.

Оскiльки d1 > d2 ⇔ d1
d2

> 1 i hb > ha ⇔ hb

ha
> 1 ⇔ ha

hb
6 1 , то, з

урахуванням умови, має мiсце одна з можливих пропорцiй:

1)
d1
d2

=
hb

ha
або ж 2)

d1
d2

=
ha

hb
.

1) Друга пропорцiя має мiсце лише за умов, коли
d1
d2

= 1 =
ha

hb
. Звiдки

ha = hb i d1 = d2 , тобто, паралелограм одночасно є i ромбом, i прямокутни-
ком, а тому — квадратом (умовно рiвнокутним паралелограмом).
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Рис. 2: до задачi 2.

2) З вершин B i C опустимо висоти BB′ та CC ′ на сторони AD = a
i AB = b вiдповiдно. Тодi першу пропорцiю можна подати у виглядi

BB′

BD
=

CC ′

AC
.

I тому прямокутнi трикутники DB′B i AC ′C є подiбними. Звiдки
∠BDA = ∠BAC . Але ж тодi за вправою 1 паралелограм є умовно рiвнокут-
ним. �
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2.2.3. У 8 класi пiд час (пiсля) вивчення теми «Многокутники
та їх площi» можна запропонувати довести наступнi твердження

Задача 3. (ознака) Якщо у паралелограма добуток дiагоналей вдвiчi бiль-
ший за добуток двох непаралельних сторiн, то вiн є умовно рiвнокутним.
Розв’язання. Оскiльки 1

2d1d2 = ab (за умовою), а площу пралалелограма
можна обчислити за формулами S = 1

2d1d2 sinφ = ab sinα , то маємо рiвнiсть
sinφ = sinα . З урахуванням зроблених ранiше домовленостей (00 < α 6 900 ,
00 < φ 6 900 ), остання рiвнiсть можлива лише коли φ = α . Звiдки й
випливає, що (нетупий) кут мiж сторонами дорiвнює (нетупому) куту мiж
дiагоналями такого паралелограма. �

Задача 4. (ознака) Якщо у паралелограма довжини дiагоналей пропорцiй-
нi довжинам непаралельних сторiн, то вiн є умовно рiвнокутним.
Розв’язання. Нехай a, b — довжини непаралельних сторiн (a > b ), a d1, d2
— довжини дiагоналей (причому d1 > d2 ) паралелограма, нетупi кути мiж
сторонами та дiагоналями якого становлять α i φ вiдповiдно.

Оскiльки d1 > d2 ⇔ d1
d2

> 1 i a > b ⇔ a
b > 1 ⇔ b

a 6 1 , то, з урахуванням
умови, має мiсце одна з можливих пропорцiй:

1)
d1
d2

=
a

b
або ж 2)

d1
d2

=
b

a
.

1) Друга пропорцiя має мiсце лише за умов, коли
d1
d2

= 1 =
b

a
. Звiдки

a = b i d1 = d2 , тобто, паралелограм одночасно є i ромбом, i прямокутником,
а тому — квадратом (умовно рiвнокутним паралелограмом).

2) Оскiльки S = aha = bhb , то першу пропорцiю
d1
d2

=
a

b
можна подати

у виглядi
d1
d2

=
a/S

b/S
=

hb

ha
або ж

ha

d2
=

hb

d1
. I тому, з урахуванням задачi 2,

такий паралелограм є також умовно рiвнокутним. �

Вправа 2. (ознака) Покажiть, що якщо у паралелограма довжини сторiн
пропорцiйнi довжинам непаралельних перпендикулярiв, опущених з вершин
на дiагоналi, то вiн є умовно рiвнокутним.

Зауваження 1. Нехай α — нетупий кут мiж (непаралельними) сторона-
ми (довжин a i b ), φ — нетупий кут мiж дiагоналями (довжин d1 i d2 )
паралелограма. Тодi справджуються умови:

1) α < φ ⇔ 2ab > d1d2 ;
2) α = φ ⇔ 2ab = d1d2 ;
3) α > φ ⇔ 2ab < d1d2 .

152 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Лавренюк А.Ф., Кадубовська В.М.,... Про один вид паралелограмiв та сумiжнi питання

2.2.4. У 9 класi пiсля вивчення теореми косинусiв ...
Як добре вiдомо, одним з наслiдкiв теореми косинусiв є «рiвнiсть па-

ралелограма», яка полягає у тому, що «сума квадратiв дiагоналей парале-
лограма дорiвнює сумi квадратiв всiх його сторiн». Тобто, згiдно введених
позначень, має мiсце рiвнiсть

d21 + d22 = 2
(
a2 + b2

)
. (1)

В якостi наслiдкiв з (1), можна запропонувати наступнi завдання

Вправа 3. Перевiрити, що d1 = a
√
2 тодi i лише тодi, коли d2 = b

√
2 .

Задача 5. (ознака «без надлишкової умови») Якщо у паралелограма
вiдношення довжини дiагоналi до довжини сторони становить

√
2 , то та-

кий паралелограм є умовно рiвнокутним.
Вказiвка. Справедливiсть твердження є наслiдком вправи 3 та задачi 4.

Задача 6. Якщо у паралелограма довжини дiагоналей пропорцiйнi довжи-
нам непаралельних сторiн, то коефiцiєнт пропорцiйностi становить

√
2 .

Розв’язання. Нехай a, b — довжини непаралельних сторiн, a d1, d2 — дов-
жини дiагоналей паралелограма, причому a > b , d1 > d2 .

Оскiльки d1 > d2 ⇔ d1
d2

> 1 i a > b ⇔ a
b > 1 ⇔ b

a 6 1 , то, з урахуванням
умови, має мiсце одна з можливих пропорцiй:

1)
d1
d2

=
a

b
або ж 2)

d1
d2

=
b

a
.

1) Друга пропорцiя має мiсце лише за умов, коли d1 : d2 = 1 = b : a .
Звiдки a = b i d1 = d2 = d , тобто, паралелограм одночасно є i ромбом, i
прямокутником, а тому — квадратом. Звiдки й маємо, що d = a

√
2 .

2) Першу пропорцiю можна подати у виглядi d1
a = d2

b = k , звiдки
d1 = ka , d2 = kb . I тому, з урахуванням (1), маємо рiвнiсть

d21 + d22 = k2a2 + k2b2 = k2
(
a2 + b2

)
= 2

(
a2 + b2

)
⇔ k2 = 2,

звiдки й випливає, що k =
√
2 . �

Наслiдком iз формули (1) та задачi 1 (або ж задачi 5) є ознака

Задача 7. Якщо рiзниця квадратiв довжин дiагоналей паралелограма дорiв-
нює подвоєнiй рiзницi квадратiв довжин двох його непаралельних сторiн,
то такий паралелограм є умовно рiвнокутним.

Таким чином характеристичною властивiстю-ознакою умовно рiвнокут-
ного паралелограма є «рiвнiсть умовно рiвнокутного паралелограма»,
яку (з урахуванням введених позначень) можна подати у виглядi

d21 − d22 = 2
(
a2 − b2

)
. (2)
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2.3. Деякi метричнi спiввiдношення для «умовно рiвнокутних»
паралелограмiв

З урахуванням рiвностi паралелограма та рiвностi умовно рiвнокутного
паралелограма, мають мiсце наступнi «формули-близнюки»:

1. d1 = a
√
2 ;

2. d2 = b
√
2 ;

3. d1d2 = 2ab ;
4. d21 − d22 = 2(a2 − b2) ;
5. 1

b2 −
1
a2 = 2

(
1
d22
− 1

d21

)
;

6. d41 − d42 = 4(a4 − b4) ;

7. cosα =
a2 − b2

2ab
;

8. sinα = 1
2ab

√
4a2b2 − (a2 − b2)2 ;

9. ha = h1

√
2 ;

10. hb = h2

√
2 ;

11. hahb = 2h1h2 ;
12. h2

b − h2
a = 2(h2

2 − h2
1) ;

13. 1
h2
1
− 1

h2
2
= 2

(
1
h2
a
− 1

h2
b

)
;

14. h4
b − h4

a = 4(h4
2 − h4

1) ;

15. cosα =
d21 − d22
2d1d2

;

16. sinα = 1
2d1d2

√
4d21d

2
2 − (d21 − d22)

2 ,

з яких не важко одержати наступнi формули

1. S = 1
2

√
4a2b2 − (a2 − b2)2 ;

2. ha =
1
2a

√
4a2b2 − (a2 − b2)2 ;

3. hb =
1
2b

√
4a2b2 − (a2 − b2)2 ;

4. S = 1
4

√
4d21d

2
2 − (d21 − d22)

2 ;

5. h1 =
1
4d1

√
4d21d

2
2 − (d21 − d22)

2 ;

6. h2 =
1
4d2

√
4d21d

2
2 − (d21 − d22)

2 ;

Твердження 3. (властивостi-ознаки) Паралелограм є умовно рiвно-
кутним тодi i лише тодi, коли виконується одна з наступних умов:
1) кут мiж бiльшою дiагоналлю та меншою стороною дорiвнює куту
мiж меншою дiагоналлю та бiльшою стороною;
2) кут мiж висотами, опущеними з вершини негострого кута, дорiвнює
куту мiж дiагоналями;
3) паралелограм Варiньона є умовно рiвнокутним;
4) довжини дiагоналей пропорцiйнi довжинам непаралельних сторiн;
5) довжини дiагоналей пропорцiйнi довжинам непаралельних висот;
6) довжини непаралельних сторiн пропорцiйнi довжинам непаралельних
перпендикулярiв, опущених з вершин на дiагоналi;
7) довжини непаралельних висот пропорцiйнi довжинам непаралельних
перпендикулярiв, опущених з вершин на дiагоналi;
8) d1 = a

√
2 (⇔ ha = h1

√
2 ); d2 = b

√
2 (⇔ hb = h2

√
2 );

9) 2ab = d1d2 (⇔ 2h1h2 = hahb );
10) d21 − d22 = 2

(
a2 − b2

)
(⇔ h2

b − h2
a = 2

(
h2
2 − h2

1

)
);

11) d41 − d42 = 4
(
a4 − b4

)
(⇔ h4

b − h4
a = 4

(
h4
2 − h4

1

)
);

12) P =
√
2 (d1 + d2) .
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Заради порiвняння з умовно рiвнокутним паралелограмом автори вважа-
ють доцiльним навести й деякi властивостi-ознаки прямокутника та ромба.

Твердження 4. Паралелограм є ромбом тодi i лише тодi, коли викону-
ється одна з наступних (еквiвалентних) умов:
1) двi непаралельнi сторони є рiвнi;
2) дiагоналi є бiсектрисами його кутiв;
3) дiагоналi є взаємно перпендикулярними;
4) можна вписати коло;
5) (непаралельнi) висоти є рiвними;
6) площа дорiвнює пiвдобутку дiагоналей;
7) перпендикуляри, опущенi з точки перетину дiагоналей на непаралельнi
сторони, є рiвними;
8) квадрат сторони дорiвнює сумi квадратiв половин дiагоналей;
9) пряма, що проходить через основи висот, опущених з однiєї вершини,
паралельна до вiдповiдної дiагоналi;
10) паралелограм Варiньона є прямокутником;
11) пряма, що мiстить дiагональ, є вiссю його симетрiї;
12) сума квадратiв дiагоналей у чотири рази бiльша за добуток двох його
непаралельних сторiн.

Твердження 5. Паралелограм є прямокутником тодi i лише тодi, коли
виконується одна з наступних (еквiвалентних) умов:
1) один з кутiв є прямим;
2) дiагоналi є рiвними;
3) (не тупий) кут мiж дiагоналями вдвiчi бiльший за (не тупий) кут
мiж дiагоналлю та стороною;
4) можна описати коло;
5) перпендикуляри, опущенi з вершин на дiагоналi є рiвними;
6) площа дорiвнює добутку (непаралельних) сторiн (висот);
7) (непаралельнi) бiсектриси є рiвними;
8) квадрат дiагоналi дорiвнює сумi квадратiв непаралельних сторiн;
9) пряма, що проходить через основи непаралельних перпендикулярiв, опу-
щених з вершин на дiагоналi, паралельна до вiдповiдної сторони;
10) паралелограм Варiньона є ромбом;
11) середня лiнiя (пряма, що сполучає середини двох протилежних сто-
рiн) є вiссю його симетрiї;
12) сума квадратiв двох непаралельних сторiн дорiвнює добутку його дiа-
гоналей.
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3. Класифiкацiї паралелограмiв
За Л.М. Фрiдманом дiлення об’єму деякого поняття на частини i є кла-

сифiкацiєю цього поняття. Якщо ж бiльш точно, то пiд класифiкацiєю слiд
розумiти розподiл об’єктiв деякого поняття на взаємозв’язанi класи (види, ти-
пи) за найбiльш суттєвими властивостями (ознаками). Ознаку (властивiсть),
за якою вiдбувається класифiкацiя (дiлення) поняття на класи (види), i на-
зивають основою класифiкацiї. Класифiкацiя поняття вiдбувається за однiєю
або декiлькома найбiльш суттєвими основами. [16]

3.1. Найбiльш поширенi пiдходи до класифiкацiї паралелограмiв
Крiм двох основних пiдходiв до класифiкацiї паралелограмiв, про якi вже

було зазначено у вступi (проiлюстровано нижче на рис. 3 i 4), досить пошире-
ними у навчальнiй лiтературi також є пiдходи, проiлюстрованi за допомогою
блок-схем на рис. 5 i 6 вiдповiдно.

 

 

ПАРАЛЕЛОГРАМИ 

Рівносторонні 

(РОМБИ) 

Не є рівносторонніми 
(не є ромбами) 

Прямокутні 

(КВАДРАТИ) 

Не є прямокутними 
(не є квадратами) 

Прямокутні 

(ПРЯМОКУТНИКИ) 

Не є прямокутними 
(не є прямокутниками) 

Рис. 3: Класифiкацiя паралелограмiв «за мiрами сторiн та кутiв»

 

 

 

 

ПАРАЛЕЛОГРАМИ 

Прямокутні 

(ПРЯМОКУТНИКИ) 

Не є прямокутним 
(не є прямокутниками) 

Рівносторонні 

(КВАДРАТИ) 

Не є рівносторонніми 
(не є квадратами) 

Рівносторонні 

(РОМБИ) 

Не є рівносторонніми 
(не є ромбами) 

Рис. 4: Класифiкацiя паралелограмiв «за мiрами кутiв та сторiн»

 

 

ПАРАЛЕЛОГРАМИ 

Вписані 

(ПРЯМОКУТНИКИ) 

Не є вписаними 

(не є прямокутниками) 

Описані 

(КВАДРАТИ) 

Не є описаними 

(не є квадратами) 
Описані 

(РОМБИ) 

Не є описаними 

(не є ромбами) 

Рис. 5: Класифiкацiя паралелограмiв за ознаками «вписаностi та описаностi»
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ПАРАЛЕЛОГРАМИ 

Описані 

(РОМБИ) 

Не є описаними 

(не є ромбами) 

Вписані 

(КВАДРАТИ) 

Не є вписаними 

(не є квадратами) 
Вписані 

(ПРЯМОКУТНИКИ) 

Не є вписаними 

(не є прямокутниками) 

Рис. 6: Класифiкацiя паралелограмiв за ознаками «описаностi та вписаностi»

Слiд також вiдзначити, що в лiтературi зустрiчаються й iншi пiдходи,
пов’язанi з вибором альтернативних (або ж еквiвалентних) основ-ознак для
проведення класифiкацiї паралелограмiв. Наприклад: «дiагоналi перпенди-
кулярнi» («дiагоналi не є перпендикулярними»); «дiагоналi рiнi» («дiагоналi
не є рiвними») i т.п.. Спiльним для всiх них є те, що класифiкацiю проводять
у два етапи: спочатку за однiєю основою-ознакою, потiм кожен з одержаних
(двох) класiв (видiв) дiлять на пiдкласи (пiдвиди) за iншою основою.

З огляду на обставини, про якi зазначалося у вступi, автори вважають
за доцiльне та своїм приємним обов’язком навести загальнi рекомендацiї та
вимоги до класифiкацiї математичних понять, якi бiльш повно висвiтлено
Львом Моїсейовичем Фрiдманом в [16].

Правильно побудована класифiкацiя поняття повинна вiдображати най-
бiльш суттєвi ознаки i зв’язки мiж об’єктами поняття, допомагати краще
орiєнтуватися в множинi цих об’єктiв, давати можливiсть встановлювати та-
кi ознаки цих об’єктiв, якi є найбiльш важливими для застосування цього
поняття в iнших науках та практичнiй дiяльностi. Частiше доводиться кла-
сифiкувати поняття за декiлькома основами. Тодi класифiкацiю поняття слiд
проводити поетапно: спочатку за однiєю основою, потiм деякi види дiлити на
пiдвиди за iншою основою i т. д.

При класифiкацiї необхiдно дотримуватися наступних правил:
1. В якостi основи класифiкацiї можна обирати лише спiльну ознаку усiх
об’єктiв даного поняття.
2. Основою для класифiкацiї слiд обирати найбiльш суттєвi властивостi
(ознаки) понять.
3. На кожному етапi класифiкацiї можна застосовувати лише одну певну
основу (в результатi класифiкацiї на кожному етапi одержуванi класи (ви-
ди) не повиннi перетинатися!).
4. Класифiкацiя за певною основою повинна бути вичерпною, а кожен об’-
єкт поняття повинен потрапити в результатi класифiкацiї в один i тiльки один
клас.

Випуск №8, 2018 157

_ _411 Щ
_ __ __ __ _



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

Не можна не погодитися iз тим, що в кожнiй з наведених у пiдпунктi 3.1.
класифiкацiй поза увагою залишаються паралелограми «загального виду»
(що не є прямокутниками або ромбами). Бiльше того, з урахуванням, при-
наймнi 2 частини представленої статтi (iснуванням доволi широкого класу
умовно рiвнокутних паралелограмiв), жодну з наведених у пiдпунктi 3.1. кла-
сифiкацiй за Л.М. Фрiдманом аж нiяк не можна вважати повною.

3.2. Класифiкацiя паралелограмiв за мiрами кутiв мiж сторонами
i дiагоналями та довжинами сторiн i дiагоналей

Якiсний аналiз задач на паралелограми (що не прямокутниками або ж
ромбами), якi пропонуються в дiючих пiдручниках, надихнув авторiв додат-
ково видiлити наступнi види паралелограмiв

Означення 3. Паралелограм будемо називати
умовно гострокутним (умовно прямокутним, умовно тупо-

кутним), якщо менша дiагональ утворює з меншою стороною гострий
кут (прямий i тупий кут вiдповiдно);

умовно рiвнобедреним, якщо менша дiагональ дорiвнює однiй з його
сторiн;

умовно правильним, якщо менша дiагональ утворює з його сторона-
ми два правильнi трикутники.

Зауваження 2. Умовно гострокутнi, прямокутнi та тупокутнi паралело-
грами характеризуються тим, що основа однiєї з висот, опущених з вер-
шини тупого кута, належить однiй зi сторiн, а основа другої з висот —
iншiй сторонi, спiвпадає з вершиною паралелограма (в цьому випадку висота
спiвпадає з дiагоналлю), належить продовженню iншої сторони вiдповiдно.

Очевидно також, що зазначену властивiсть впевнено можна обрати в
якостi основи для класифiкацiї паралелограмiв, зокрема й на певному етапi
будь-якої з можливих класифiкацiй.

На рисунку 7 нижче проiлюстровано авторський пiдхiд до поетапної кла-
сифiкацiї паралелограмiв за п’ятьма основами. Її особливiстю, на наш погляд,
є те, що на вiдмiну вiд iснуючих класифiкацiй, паралелограмам, якi не є пря-
мокутниками або ромбами, придiлено значно бiльшої уваги.

Також мусимо вiдзначити, що запропонована класифiкацiя паралелогра-
мiв в жодному разi не претендує на загальну визнанiсть або ж впровадження.
Пропонована або схожi класифiкацiї не повиннi стати самоцiллю. Навпаки,
вони повиннi бути результатом проведення дослiджень щодо виокремлення
певних видiв паралелограмiв (зокрема доцiльностi їх виокремлення) та вста-
новлення зв’язкiв мiж ними.
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Рис. 7: Блок-схема до класифiкацiї паралелограмiв
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Висновки
Автори мають надiю, що для шанувальникiв елементарної геометрiї озна-

йомлення з фактами для умовно рiвнокутного паралелограма буде дiйсно цi-
кавим. Бо навiть поверхневе ознайомлення з ними, на нашу думку, є яскравим
прикладом задач, як джерела естетичної привабливостi. Крiм того вважаємо,
що наведений теоретичний матерiал може стати поштовхом для подальшо-
го вивчення властивостей умовно рiвнокутного паралелограма та «гарною
сировиною» при вiдборi задач для 8–10 класiв на Всеукраїнську учнiвську
олiмпiаду з математики.

Також маємо сподiвання, що запропонований матерiал допоможе студен-
там математичних спецiальностей ПЗВО i молодим вчителям математики
при опануваннi практичними навичками видового розмежування та проведе-
ння класифiкацiй геометричних об’єктiв за декiлькома основами.
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About the one kind of parallelograms and some related questions
In this article we consider parallelograms in which the angle between the sides

is equal to the angle between the diagonals. One of the possible approaches to
acquaintance of students with the specified type of parallelograms in the school
course of geometry is offered. Except a number of related methodological aspects,
the article presents classification of parallelograms based on various bases, in
particular the author’s approach to the gradual classification of parallelograms by
five bases.

Keywords: parallelograms, learning process of geometry, classification of
parallelograms.
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РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ПРАКТИЧНОГО ЗМIСТУ
ЯК ЕФЕКТИВНИЙ СПОСIБ РЕАЛIЗАЦIЇ ПРИКЛАДНОЇ
СПРЯМОВАНОСТI ШКIЛЬНОГО КУРСУ МАТЕМАТИКИ

В СУЧАСНIЙ ШКОЛI

У статтi наголошено на актуалiзацiї прикладної спрямованостi шкiльного курсу матема-
тики, i вiдповiдно, на доцiльностi формування в учнiв умiнь застосовувати математику
в реальному життi, що пов’язано з реформуванням системи освiти в Українi; висвiтлено
основнi етапи дослiдження, пiд час якого було експериментально перевiрено схильнiсть
учнiв до розв’язування задач практичного змiсту.

Ключовi слова: задача практичного змiсту, шкiльний курс математики, мате-
матична модель, експеримент, учитель, учень.

Вступ
Сучасний етап розвитку суспiльства характеризується стрiмким зростан-

ням обсягу наукової iнформацiї i високоiнтелектуальними технологiями виро-
бництва, а це вимагає вiд закладiв середньої освiти значних змiн у пiдготовцi
учнiв до життя. Для успiшного розвитку суспiльства необхiднi люди, якi зда-
тнi застосовувати отриманi знання на практицi, швидко адаптувалися до
нестандартних ситуацiй. У теперiшнiх умовах освiта повинна давати випу-
скниковi не тiльки суму базових знань, набiр корисних i необхiдних навичок,
а й сформувати вмiння самостiйно здобувати потрiбну iнформацiю, застосо-
вувати на практицi новi знання, аналiзувати їх, приймати виваженi рiшення,
тобто сформувати в ньому особистiсть, iнноватора, патрiота. Це, у свою чер-
гу, вимагає iстотних змiн як у цiлому в системi освiти, так i в оновленнi
сучасного змiсту нової української школи.

Математика є не лише допомiжним iнструментом для розв’язання окре-
мих проблем, а й загальнокультурною базою для засвоєння системи принци-
пiв i структур дисциплiн, що вивчаються. Тому шкiльна математична освiта
має бути орiєнтована на виховання предметного мислення, яке в своєму
розвинутому виглядi означає здатнiсть створювати математичнi структури,
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умiння аналiзувати їх властивостi, а також iнтерпретувати результати аналi-
зу. Цього можна досягти тiльки через формування в учнiв умiння бачити й
застосовувати математику в реальному життi; розумiти змiст i метод мате-
матичного моделювання; умiти будувати математичну модель, дослiджувати
її методами математики; iнтерпретувати отриманi результати; мати високий
рiвень математичної грамотностi.

Головнi положення щодо розвитку освiтнiх процесiв в Українi викладенi
в Законах України «Про освiту», «Про загальну середню освiту», Концепту-
альних засадах реформування середньої школи «Нова українська школа»,
Державному стандартi базової та повної середньої освiти, Концепцiї профiль-
ного навчання в старшiй школi та iн.

Проект Нової української школи насичений великою кiлькiстю iнновацiй,
якi в подальшому мають якiсно вплинути на органiзацiю та ефективнiсть на-
вчального процесу середньої школи. Зокрема, акцентується увага на новому
змiстi освiти, у якому максимально має бути врахована прикладна спрямова-
нiсть освiтнього процесу [2].

Мета статтi — висвiтлити результати експерименту з перевiрки схиль-
ностi учнiв до розв’язання задач практичного змiсту.

Основна частина
В основу дослiдження було покладено гiпотезу, яка полягає в наступно-

му. Якщо учню сучасної української школи, запропонувати виконати на вибiр
одне з двох завдань iз математики, перше з яких є задача практичного спря-
мування, а друге — математична модель цiєї задачi, але з iншими даними
(рiвняння, нерiвнiсть тощо), то вiн обере виконання другого завдання. Проте,
якщо вчитель математики в навчальний та позанавчальний час систематично
проводитиме роботу, спрямовану на пiдвищення iнтересу учнiв до розв’язу-
вання задач практичного змiсту, i вiдповiдно до дисциплiни «Математика»
в цiлому, то рiвень зацiкавленостi учнiв у розв’язуваннi задач практичного
спрямування вдасться пiдвищити.

Дослiдження проводилось на базi Iванiвської загальноосвiтньої школи I-
III ступенiв Артемiвської районної ради Донецької областi та Званiвської
загальноосвiтньої школи I-III ступенiв Бахмутської районної ради Донецької
областi. Експериментальну вибiрку склали 40 учнiв 9-х класiв.

Експеримент проводився в п’ять етапiв:
1. Пiдготовчий — планування експерименту (визначення мети, висунен-

ня гiпотези, обрання об’єктiв в якостi експериментальних i контрольних груп,
розроблення двох анкет опитування тощо).
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2. Проведення констатувального експерименту, який частково пiдтвер-
див гiпотезу про обрання бiльшiстю учнiв другого завдання.

3. Проведення позакласного заходу в експериментальнiй групi, у план
якого було включено такi види робiт: розв’язування задач практичного змi-
сту, у яких учень мав уявити себе безпосереднiм учасником; складання задач
практичного змiсту за картинками; складання задач учнями, пов’язаними з
їх життєдiяльнiстю тощо.

4. Проведення контрольного експерименту, який дозволив виявити кiль-
кiснi та якiснi змiни в експериментальнiй i контрольнiй групах.

5. Пiдведення пiдсумкiв експериментальної роботи.

Анкета опитування №1

1 Дiдусь вирiшив побудувати огорожу завдовжки 20 м.
Допоможiть йому обчислити скiльки стовпiв для цьо-
го потрiбно, якщо ставити їх на вiдстанi 2 м один вiд
одного (розмiрами стовпiв знехтувати).

Обчислiть:
135
15 + 91

2 Запишiть координати точок, що знаходяться на вiд-
станi 8 од. вiд т. K(8).

Кiнцевi пункти автобусного мар-
шруту – A i B. Якщо їхати вiд
A до B, то зупинка «Школа» –
четверта, а якщо їхати вiд B до
A, то зупинка «Школа» – дев’ята.
Скiльки всього зупинок на авто-
бусному маршрутi?

3 У класi навчаються a дiвчат i b хлопцiв. Сьогоднi, у
зв’язку iз хворобою, на заняття не прийшли c дiвчат i
d хлопцiв. Скiльки всього учнiв прийшло на заняття?

Запишiть у виглядi виразу: сума
чисел a i 4, подiлена на c.

4 Розставте значення виразiв у порядку зростання:
123456 + 89,
34956− 583,
80076− 115 + 336,
99999− 543− 109.

Вiдстань вiд Харкова до Києва до-
рiвнює 483 км. Вона на 294 км
бiльша, нiж вiдстань вiд Києва до
Черкас, i на 142 км бiльша за вiд-
стань вiд Черкас до Вiнницi. Яку
вiдстань подолав турист маршру-
том Харкiв – Київ – Черкаси –
Вiнниця?

5 Садок має форму прямокутника зi сторонами 6 м i 10
м. Чи вистачить 30 м паркану для того, щоб огороди-
ти сад?

Знайдiть невiдомi величини пря-
мокутника за таблицею
Довжина 20 см
Ширина 15 см 10 см
Периметр 60 см

6 За 24 днiв на фабрицi планували пошити 300 костю-
мiв. Проте кожного дня шили на 3 костюми бiльше,
нiж планували. За скiльки днiв на фабрицi викона-
ють план?

Виконайте дiлення:
12180 : 42.
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7 Два автомобiлi виїхали одночасно назустрiч один
одному iз двох пунктiв, вiдстань мiж якими дорiвнює
260 км i зустрiлися через 2 год. Знайдiть швидкiсть
кожного автомобiля, якщо швидкiсть одного з них на
10 км/год бiльша за швидкiсть другого.

Розв’яжiть рiвняння:
(99− 9y) · 8 + 14 = 86.

8 1 м2 лiнолеуму коштує 90 грн. Скiльки треба запла-
тити за лiнолеум для зали у твоїй домiвцi?

Знайдiть площу квадрата, якщо
його периметр дорiвнює 64 м.

9 Аркуш паперу має форму прямокутника розмiром
210×297 мм. Чи вистачить одного аркуша, щоб об-
клеїти куб iз ребром 6 см?

Дано куб. За даними таблицi зна-
йдiть невiдомi величини
Ребро куба 4 см 3 см
Сума 48
довжин м
усiх ребер
куба
Сума площ
усiх граней
куба

10 Випишiть усi можливi комбiнацiї цифр 1, 2, 3, 4. Ви вирiшили вiдвiдати музей, те-
атр i виставку. Скiльки варiантiв
вашої культурної програми ви мо-
жете розробити?

11 Обчислiть 40% вiд числа 32. Ялпуг – найбiльше природне озе-
ро в Українi, його довжина –
25 км, а ширина становить 28%
довжини.
Яка ширина озера Ялпуг?

12 Кiнозал на денному сеансi був заповнений на 84%.
Скiльки людей прийшло в кiно, якщо 3 з них станов-
лять 2% кiлькостi мiсць в залi?

Знайдiть число, 20% вiд якого – це
число 10.

13 Обчислiть середнє арифметичне чисел:
2,5; 1,8; 14,9; 3,6; 7,8; 6,3; 9,5; 2,6; 1,7; 4,3.

Визначте свiй середнiй бал успi-
шностi за перший семестр.

14 Дерев’яний брусок завдовжки 48 см, завширшки 30
см i заввишки 24 см потрiбно розрiзати без вiдходiв
на найменшу кiлькiсть рiвних кубiв. Скiльки кубiв
одержимо?

Знайдiть найбiльший спiльний
дiльник чисел 130 i 78.

15 За перший день заасфальтували 3
15 км дороги, а за

другий – на 1
10 км менше. Скiльки кiлометрiв дороги

заасфальтували за два днi?

Виконайте дiї:
7 9
10 – 23

5 – 21
2+

3
4 .

16 Знайдiть 2
3 вiд 11

6 . Висота гори Говерли дорiвнює
2060 м, а висота гори Ай-Петрi
становить 3

5 висоти Говерли. Яка
висота Ай-Петрi?

17 Цукор-пiсок у процесi переробки на рафiнад втрачає
2
15 своєї маси. Скiльки потрiбно взяти цукру-пiску,
щоб одержати 52 ц рафiнаду?

Знайдiть число, 7
8 якого дорiвнює

23
4 .
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18 Знайдiть невiдомий член пропорцiї:
1, 5 : 0, 3 = 9 : x.

Пасажир метро, стоячи на еска-
латорi завдовжки 150 м, пiднiмає-
ться вгору за 3 хв. За який час па-
сажир пiднiмається ескалатором
завдовжки 180 м, якщо швидкостi
ескалаторiв однаковi?

19 Знайдiть вiдсоткове вiдношення чисел 24 i 408. У мiстi А з 20000 повнолiтнiх про-
голосували 17500 виборцiв, а в
мiстi Б з 32000 – проголосувало
25800. У якому мiстi виборцi бу-
ли активнiшими?

20 Цiна 1 кг товару – 2,5 грн. Як залежить вартiсть z
цього товару вiд йог маси m? Яка вартiсть товару,
маса якого дорiвнює 18 кг?

Функцiю задано формулою
y = 2x + 5. Знайдiть значення
функцiї, якщо x = −3, 7.

21 На годiвлю 10 коней i 16 корiв щодня вiдпускали 160
кг сiна, причому 5 коней одержували на 5 кг сiна бiль-
ше нiж 7 корiв. Скiльки кiлограмiв сiна давали щодня
коневi й коровi?

Розв’яжiть систему рiвнянь:{
3x+ 8z = 59,
6x+ 5z = 107

22 Батьковi 42 роки, а сину 10. Коли батько був старше
сина в 5 разiв?

Розв’яжiть рiвняння:
5 · (z + 3) = 8 · (10− z).

23 Розв’яжiть систему рiвнянь:{
6x+ 5y = 2, 3,
3x− 4y = 0, 5

Якщо розсадити дiтей по два за
стiл, то не вистачить трьох столiв.
Якщо розсадити їх по три, то один
стiл опиниться зайвим. Скiльки
було дiтей i скiльки столiв?

24 Периметр поля прямокутної форми дорiвнює 6 км, а
його площа 200 га. Знайдiть довжину i ширину поля.

Розв’яжiть рiвняння:
25c2 + 15c− 4 = 0.

25 Турист проплив моторним човном вверх за течiєю рi-
чки 25 км, а назад спустився плотом. Човном вiн плив
на 10 год менше, нiж плотом. Знайдiть швидкiсть те-
чiї, якщо швидкiсть човна в стоячiй водi – 12 км/год.

Розв’яжiть рiвняння:
z+2
z = 5z+1

z+1

26 За пiдрахунками екологiв одна пальчикова батарей-
ка, яка потрапила у смiтник, забруднює 20 м2 землi.
Яку частину площi своєї областi збережуть вiд забру-
днення учнi вашої школи, якщо вiднесуть по однiй
використанiй батарейцi у спецiальний бокс?

Знайдiть вiдношення чисел 356 i
21716.

Анкета опитування №2

1 Шматок дроту завдовжки 102 см потрiбно розрiза-
ти на частини завдовжки 15 см i 12 см, але так, що
обрiзкiв не було. Як це зробити? Скiльки розв’язкiв
має задача?

Серед чисел 93, 105, 172, 308, 400,
1511, 2005, 31510 назвiть тi, що дi-
ляться на 2; на 5; на 10.

2 На координатному променi позначено числа 1 i a.
Позначте на цьому променi точки, якi вiдповiдають
числам a+ 2; a− 1; 2a 

 

На поличцi 15 книг. Якщо раху-
вати злiва направо, то пiдручник
з математики стоїть на 10 мiсцi.
Яким буде по порядку цей пiд-
ручник, якщо книжки рахувати
справа налiво?
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3 У школi №1 навчається p учнiв, у школi №2 – на n
учнiв бiльше, а в школi №3 – на m учнiв бiльше, нiж у
школi №2. Скiльки учнiв навчається в трьох школах?

Запишiть у виглядi виразу:
добуток числа 56 i суми чисел m i
n

4 Розставте значення виразiв у порядку спадання:
123456− 89,
4435 + 10745− 45,
45610− 12105,
459873− 10003− 5.

45 мг вiтамiну C на день – добова
норма для дiтей 10 рокiв. У 100
грамах чорної смородини мiсти-
ться 200 мг вiтамiну C, а в апель-
синах i лимонах – вiдповiдно на
140 мг i 160 мг менше. Скiльки вi-
тамiну C у 100 г апельсинiв?

5 Ширина лiнолеуму 2 м. Скiльки метрiв лiнолеуму бу-
де потрiбно, щоб покрити пiдлогу, розмiром 5×4 м?

Знайдiть невiдомi величини пря-
мокутника за таблицею
Довжина 8 см
Ширина 23 см 32 см
Периметр 124 см

6 Пiд час весняних канiкул Сергiйко планував розв’яза-
ти 40 задач з математики за 5 днiв. Проте вiн кожного
дня розв’язував на 2 задачi бiльше, нiж планував. За
скiльки днiв Сергiйко розв’язав усi задачi?

Виконайте дiлення:
91656 : 456.

7 Вiдстань мiж пунктами A i B дорiвнює 435 км. Одно-
часно назустрiч один одному iз двох пунктiв виїха-
ли два автомобiлi i зустрiлися через 3 години. Зна-
йдiть швидкiсть кожного автомобiля, якщо швид-
кiсть одного з них на 5 км/год менша вiд швидкостi
другого.

Розв’яжiть рiвняння:
144− (x : 11 + 21) · 5 = 14.

8 1 м2 лiнолеуму коштує 90 грн. Скiльки треба запла-
тити за лiнолеум для зали у твоїй домiвцi?

Знайдiть площу квадрата, якщо
його периметр 144 см.

9 Для фарбування кубика з ребром 4 см потрiбно 1 г
фарби. Скiльки фарби потрiбно для фарбування ку-
бика з ребром 12 см?

Дано куб. За даними таблицi зна-
йдiть невiдомi величини
Ребро куба 6

см
Сума 60 120
довжин дм м
усiх ребер
куба
Сума
площ
усiх граней
куба

10 Скiльки наборiв букв можна скласти з букв I, K, T ,
M?

Марiйка забула двi останнi цифри
номера мобiльного телефону по-
други. Скiльки комбiнацiй їй до-
ведеться перебрати?

11 Обчислiть 15% вiд числа 5,4. Синевир – нацiональний парк в
Українських Карпатах. Його пло-
ща – 40400 га, з них – 14,4% вiдве-
дено пiд заповiдну зону. Яка пло-
ща заповiдної зони Синевиру?
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12 Скiльки потрiбно зiбрати ромашки, щоб отримати 7
кг сушеної, якщо пiд час сушiння вона втрачає 86%
своєї маси?

Знайдiть число, 25% вiд якого – це
число 75.

13 Обчислiть середнє арифметичне чисел:
11,8; 2; 4,3; 7,8; 10,8; 9,1; 3,5; 7,8; 8,8; 1,1.

Вимiряйте довжину десяти своїх
крокiв i визначте середню довжи-
ну кроку.

14 Прямокутний аркуш паперу завдовжки 56 см i зав-
ширшки 48 см потрiбно розрiзати без вiдходiв на най-
меншу кiлькiсть рiвних квадратiв. Скiльки квадратiв
одержимо?

Знайдiть найбiльший спiльний
дiльник чисел 210 i 330.

15 За перший день Iгор прочитав 2/7 кiлькостi сторiнок
книжки, за другий – 1/3, а за третiй – решту. Яку
частину книжки прочитав Iгор за третiй день?

Виконайте дiї:
31
2 + 55

6 − 1
3 − 31

2 − 6 5
12 .

16 Знайдiть 24% вiд 1,5. Маса бiлого ведмедя дорiвнює 700
кг, а маса бурого ведмедя стано-
вить 43% маси бiлого. Знайдiть
масу бурого ведмедя.

17 Український транспортний лiтак АН-225 («Мрiя»)
увiйшов до книги рекордiв Гiннеса, пiднявши в по-
вiтря вантаж, маса якого дорiвнює 250 т i становить
5
6 маси лiтака з вантажем. Якою була маса заванта-
женого лiтака?

Знайдiть число, 2
3 якого дорiвнює

30.

18 Знайдiть невiдомий член пропорцiї:
5
0,5 = 90

x .
Водiй помiтив, що, проїхавши 140
км на автомобiлi «Таврiя», вiн ви-
тратив 7 л бензину, а проїхавши
150 км на автомобiлi «Нива», – 18
л. Який з автомобiлiв витрачає на
100 км шляху бiльше бензину i на
скiльки лiтрiв?

19 Знайдiть вiдсоткове вiдношення чисел 24 i 300. У списках виборчої дiльницi налi-
чується 1280 виборцiв. У день ви-
борiв проголосували 1120 вибор-
цiв. Який вiдсоток виборцiв взяли
участь у голосуваннi?

20 Нафта проходить трубою зi швидкiстю 12 т/год.
Скiльки нафти проходить такою трубою за 3 год; за
t год?

Функцiю задано формулою
y = 7x + 11. Знайдiть значення
функцiї, якщо x = −18.

21 У двох сьомих класах – 72 учнi. Якби iз 7-А класу 2
учнi перейшли в 7-Б, то в обох класах учнiв стало б
порiвну. Скiльки учнiв у кожному класi?

Розв’яжiть систему рiвнянь:{
x− y = 0,
3x− y = 4

22 Матусi 35 рокiв, а доньцi – 12. Через скiльки рокiв
дочка буде молодше матусi вдвiчi?

Розв’яжiть рiвняння:
8 · (9− 2x) = 5 · (2− 3x).

23 Розв’яжiть систему рiвнянь:{
3x+ 7y = 31,
2x+ 9y = 12

Дiвчата з 8-Б займають мiсця у
класi. Якщо вони сядуть по однiй
за парту, то двом не вистачить
вiльних парт. Якщо ж дiвчата ся-
дуть по двоє, то двi парти опи-
няться вiльними. Скiльки дiвчат
було i скiльки парт вони зайняли?
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24 Знайдiть довжину i ширину дiлянки прямокутної
форми, якщо її площа дорiвнює 800 м2, а довжина
на 20 м довше ширини.

Розв’яжiть рiвняння:
5m2 + 31m− 28 = 0.

25 Теплохiд пройшов униз рiчкою 150 км i повернувся
назад, затративши на весь шлях 5,5 год. Знайдiть
швидкiсть течiї рiчки, якщо швидкiсть теплохода в
стоячiй водi становить 55 км/год.

Розв’яжiть рiвняння:
2x−2
x+3 − 3x−x

3−x = 5.

26 За пiдрахунками екологiв одна пальчикова батарей-
ка, яка потрапила у смiтник, забруднює 20 м2 землi.
Яку частину площi своєї областi збережуть вiд забру-
днення учнi вашої школи, якщо вiднесуть по однiй
використанiй батарейцi у спецiальний бокс?

Знайдiть вiдношення чисел 420 i
21000

Зауважимо, що анкети опитування розроблено iз використанням шкiль-
них пiдручникiв [1], [3], [4].

Результати констатувального експерименту:
 

  

Експериментальна група Контрольна група 
 

Результати контрольного експерименту:
 

  

Експериментальна група Контрольна група 
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На дiаграмах пiд «прикладною» задачею розумiємо задачу практичного
змiсту, а пiд «практичною» — математичну модель цiєї задачi.
Висновки

Отже, отриманi результати експерименту дозволяють зробити такi ви-
сновки. Якщо проводити з учнями систематичну роботу, спрямовану на де-
монстрацiю зв’язку математики з життям та формування в них умiнь засто-
совувати математику в реальному життi (позакласнi заходи, упровадження
елементiв прикладної спрямованостi на уроках математики тощо), то це спри-
ятиме, по-перше, зламу установки бiльшостi учнiв «Я не вмiю розв’язувати
задачi практичного змiсту i тому не хочу їх розв’язувати», i по-друге, пiдви-
щить iнтерес учнiв до математики.

Гiпотезу дослiдження пiдтверджено i тому подальшi дослiдження потрi-
бно присвятити розробленню та вдосконаленню наявних методичних розро-
бок, спрямованих на реалiзацiю прикладної спрямованостi шкiльного курсу
математики.
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Shulik T. V., Kozachenko Y. O.
Donbas State Pedagogical University, Sloviansk, Ukraine.

Solution of the Tasks of the Practical Content as an Effective
Method for Implementation of the Applied Direction of the School
Course of Mathematics in the Modern School

The article emphasizes the actualization of the applied direction of the school
course of mathematics, and, accordingly, the expediency of forming students’ abi-
lities to apply mathematics in real life, which is connected with the reformation of
the education system in Ukraine; the main stages of the study, during which the
pupils’ inclination to solve tasks of practical content was experimentally checked.

Keywords: task of practical content, school mathematics course, mathemati-
cal model, experiment, teacher, student.
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ОСОБЛИВОСТI УТВОРЕННЯ СВIТОГЛЯДУ МАЙБУТНЬОГО
ФАХIВЦЯ ЯК РЕЗУЛЬТАТ ОСВIТНЬОГО ПРОЦЕСУ

В статтi висвiтлюються проблеми пов’язанi з утворенням свiтогляду майбутнього фа-
хiвця. Особливостi процесу утворення свiтогляду розглядаються як варiативна частина
навчального процесу. Аналiзується яким чином змiст цiєї частини залежить не тiльки вiд
iндивiдуальних особливостей здобувача освiти, але й вiд вимог щодо майбутньої профе-
сiйної дiяльностi.

Ключовi слова: свiтогляд, навчальний процес, самоосвiта, особистiсть, творчий
пошук.

Вступ
Значна кiлькiсть елементiв розвитку вiтчизняної системи освiти, що за-

стосовуються упродовж останнiх двох десяткiв рокiв, можна об’єднати та
охарактеризувати єдиним термiном «гуманiзацiя». З точки зору ефективно-
го стимулювання розвитку позитивних iндивiдуальних особливостей з метою
розвитку творчих здiбностей окремого iндивiда, такий пiдхiд є найбiльш ефе-
ктивним. Проте, постає актуальне питання не лише про здатнiсть особистостi
до адаптацiї в умовах суспiльного життя, але й про ефективне спiвiснуван-
ня та спiвпрацю з iншими особистостями, що є представниками конкретного
соцiуму на рiвнi окремої сiм’ї, громади, країни або, як граничний випадок,
людського суспiльства в цiлому. [2]

Фактично, iснують необхiднiсть та потреба спрямовувати розвиток окре-
мих здiбностей в певному напрямку. Здебiльшого, визначення прiоритетних
здiбностей зумовлюється майбутнiми потребами професiйної дiяльностi. Го-
ловне протирiччя в цьому випадку, на нашу думку, полягає в тому, що збiль-
шення вiку конкретного iндивiдууму набагато збiльшує шанси на правильну
визначенiсть професiйних уподобань, але дуже зменшує шанси на ефектив-
ний розвиток необхiдних здiбностей.

c⃝Кайдан Н.В., Кайдан В.П., Тураненко Х.О.,2018
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Основна частина.
Розв’язання протирiччя, пов’язаного з низькою ефективнiстю прогно-

зування здiбностей особи з урахуванням реально обраних в майбутньому
професiйних уподобань, на нашу думку, можна вирiшити за допомогою ство-
рення унiфiкованих умов навчально-виховного процесу. Необхiднi для цього
умови можуть бути створенi у виглядi поступового розвитку всiх творчих
здiбностей особи, що здобуває освiту. В даному випадку буде вiдбуватись ли-
ше корегування навчального процесу за допомогою використання окремих
методик навчання, що мають, в першу чергу, професiйне спрямування.

Найбiльш ефективним буде пiдхiд поступового розвитку вмiнь, пов’яза-
них iз творчою роботою. Цей пiдхiд розумiє пiд собою наявнiсть одночасного
створення певної структури вмiнь, знань та навичок кожної окремої особи-
стостi. Практична реалiзацiя такого пiдходу до навчально-виховного процесу
буде являти собою розробку, теоретизовано обґрунтоване формування та
створення структурованого свiтогляду. Цей свiтогляд має мiстити в собi пев-
ну теоретичну базу, базу практичних вмiнь та навичок, необхiднi знання щодо
практичних елементiв саморозвитку, основи знань та вмiнь про комунiкацiйнi
процеси з оточуючим свiтом.

Загальнi аспекти, що будуть спiльними для здобувачiв освiти усiх на-
прямкiв, як гуманiтарного, так й технiчного, й природничо-математичного
профiлю, полягають в наявностi елементiв саморозвитку та основах знань
про комунiкацiю з оточуючим свiтом. Наявнiсть таких вмiнь та навичок по-
винне забезпечити гармонiйне «входження» кожної окремої особистостi до
суспiльства. Вказанi ранiше «теоретична» та «практична» бази мають бу-
ти варiативною частиною, склад якої та функцiональнiсть визначається як
уподобаннями певного iндивiдууму так/або професiйними iнтересами.

Слiд зауважити, що в даному випадку не слiд роздiляти та вiдокремлюва-
ти окремi елементи, що мають належати, наприклад, лише до гуманiтарного
професiйного спрямування. В даному випадку, є необхiднiсть створення сто-
ронньої бази, що має за мету вивчити та визначити ефективнiсть певних
вмiнь та навичок щодо конкретної професiйної дiяльностi. Наявнiсть такої
бази має забезпечити аналiз та свiдомий вибiр кожною окремою особистiстю
певних вмiнь та навичок, що в майбутньому стануть базою для створення
унiкального професiйного профiлю здобувача освiти.

На раннiх етапах освiти здебiльшого бiльш корисними будуть вправи, якi
спрямованi не на творчий пошук, а на накопичення знань з окремих методiв
розв’язання проблеми.
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Наприклад, в курсi шкiльної математики, не слiд одразу ставити учням
питання про визначення градусної мiри кута. Не слiд, вимагати вiд них
розв’язку проблеми, ґрунтуючись лише на означеннi. Бiльш доцiльно повi-
домити декiлька розповсюджених способiв (за допомогою циркуля, транс-
портира) з обов’язковим порiвняльним аналiзом щодо їх складностi, затрат
часу, умов використання.

У випадку курсу фiзики, аналогiчним прикладом є розгляд та вивчення
методiв визначення опору провiдника. Розгляд методiв пов’язаних з геоме-
тричними параметрами, характеристиками електричного кола, залежностi
опору провiдника вiд температури та їх особливостей, бiльш ефективно ство-
рить теоретичну базу та дозволить краще опанувати вiдповiдним навчальним
матерiалом.

Аналогiчний приклад можна розглянути й при вивченнi вiдповiдної теми
курсу iнформатики. Можливiсть створення таблицi в текстовому редакторi
декiлькома способами дає змогу аналiзувати ефективнiсть виконання певного
завдання та вiдповiдну наявнiсть творчого пошуку для практичної реалiзацiї.

Лише потiм пропонують проблему, для розв’язання якої необхiдно визна-
чити конкретний спосiб. А згодом, ставлять питання про «розробку» власного
способу вирiшення проблеми. У даному випадку, порiвняльний аналiз виконує
функцiю наповнення «теоретичної» бази, а розв’язування завдань вiдповiд-
ає за «практичну» частину та саморозвиток. Намагання учнем «створити»
свiй власний спосiб та донесення його принципiв до оточуючих якнайкраще
забезпечить розвиток його комунiкацiйних навичок.

Пiд час процесу навчання в ВНЗ за технiчними спецiальностями також
iснує потреба в розвитку творчого пiдходу. [1] Здебiльшого це формується за
допомогою вивчення окремих типових способiв розв’язування проблеми («те-
оретична» та «практична» частини). Основною вiдмiннiстю у здобуттi знань
є те, що «практична» частина представлена спецiальними дисциплiнами, що
реалiзують процес навчання на базi «теоретичної», представленої фундамен-
тальними дисциплiнами та предметами. Головною реалiзацiєю можливостей
саморозвитку в цiй системi постає дипломний проект, оскiльки завдання iн-
дивiдуальнi, а саме наявнiсть «нового» здебiльшого впливає на результати
оцiнювання. А здатнiсть особистостi взаємодiяти з оточуючим свiтом та якi-
снi характеристики цiєї здатностi аналiзуються пiд час захисту дипломного
проекту. Здебiльшого, вищевказане стосується й навчання за педагогiчними
спецiальностями.

Однак, на нашу думку, головна вiдмiннiсть мiж двома напрямами пiдго-
товки фахiвцiв, полягає в тому, що «технiчна» проблема полягає в ефектив-
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ному використаннi ресурсiв, що є в наявностi, а реалiзацiя «педагогiчної»
проблеми полягає саме в створеннi необхiдних ресурсiв, що мають забез-
печити певний результат процесу навчання. Як приклад такої реалiзацiї, є
поурочне планування, яке реалiзується як вiдповiдною документацiєю, так й
засобами проведення заняття. Саме процес пiдготовки до проведення заняття
спонукає педагога використовувати, тобто й розвивати, творчi здiбностi. Слiд
зауважити, що дуже цiкавим для вивчення є процес пiдготовки iнженерiв-
викладачiв, що повинен поєднувати обидва напрямки освiтньої дiяльностi.

Висновки
Навчально-виховний процес має бути базою для створення процесу само-

освiти. На раннiх етапах необхiдно проводити накопичення знань з окремих
методiв розв’язання проблем та опанування вiдповiдними навичками. На
бiльш пiзнiх етапах головний прiоритет повинен належати творчому пошуку.

Фахiвець, що отримав освiту, має вмiти розв’язувати проблему творчим
шляхом, але лише у випадку, якщо проведений ним аналiз не показав наяв-
ностi стандартного або широковiдомого шляху.
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The article deals with the problems connected with the formation of a future
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ДИСТАНЦIЙНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ ЯК ЗАСIБ СВIДОМОГО
ЗАСВОЄННЯ НАВЧАЛЬНОГО МАТЕРIАЛУ

СТАРШОКЛАСНИКАМИ

У статтi висвiтлено можливi пiдходи до використання дистанцiйного експерименту пiд час
органiзацiї навчального процесу з фiзики у старшiй школi. Наведена класифiкацiя дома-
шнього дистанцiйного експерименту побудована на основi урахування поставленої мети
його використання. Експеримент розкрито у новому технологiчному аспектi, доведено до-
цiльнiсть його використання як рiзновиду домашнього завдання.

Ключовi слова: експеримент, навчальний процес, дистанцiйна освiта, свiдоме
навчання, мотивацiя.

Вступ
Особливiстю старшокласникiв є їхня вибiрковiсть до оволодiння навчаль-

ними дисциплiнами. Багато в чому причиною тому є попередня визначенiсть
подальшої професiйної освiти, що не завжди виправдовується. Зважаючи, що
цей вибiр може докорiнно змiнитися принципово важливо для вчителя фiзики
є як найширше розкриття практичного застосування фiзичних знань у рiзних
сферах та формування свiдомого ставлення учнiв до отримання фiзичної
освiти. Беручи до уваги, що фiзику старшокласники вивчають як частину
загальної цiлiсної науки, то дистанцiйний експеримент повинен мати науко-
практичну спрямованiсть. Мотивацiйна ж складова при цьому має змiнити
орiєнтир на професiйнiсть освiти.

З метою допомоги учителю в нагодi стає використання у навчальному
процесi елементiв дистанцiйної освiти, а саме домашнього експерименту. То-
му, за мету дослiдження ставимо дослiдження доцiльностi та варiативностi
використання дистанцiйних експериментiв у навчальному процесi з фiзики
старшої школи.

c⃝Лимарєва Ю.М., Кекiн М.О.,2018
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Основна частина
Використання елементiв дистанцiйного навчання в сучаснiй школi висту-

пає важливою умовою пiдтримки iнтересiв учнiв та їх професiйної орiєнтацiї.
Єдине, що повинно бути чiтко визначеним — це час роботи учня за комп’ю-
тером. Таке обмеження має бути враховано учителем фiзики.

Зазначимо, що нi в якому разi не намагаємося замiнити навчання у закла-
дах освiти дистанцiйним та виправдати таку замiну. У нашому дослiдженнi:
дистанцiйне навчання виступає елементом загальної освiти школяра або вiд-
бувається використання елементiв дистанцiйного навчання пiд час вивчення
фiзики. Тому авторська позицiя така, що максимально корисним його вико-
ристання є у пiдготовцi домашнiх завдань учнями.

Беручи до уваги те, що саме навчання на основi спостережень та дослi-
дiв забезпечує усвiдомлення практичної значущостi навчального матерiалу,
дистанцiйний експеримент за його метою можна подiлити на кiлька видiв:
мотивацiйний, додатковий, тренувальний, контрольний.

Мотивацiйний експеримент — дослiди для спостереження, що мотивують
учнiв до подальшого вивчення матерiалу. Впродовж попереднього домашньо-
го перегляду запропонованих експериментiв учнi мають вiдповiсти на запи-
тання типу: «Що спiльного . . . ? / Чим вiдрiзняються . . . ?» (якщо дослiдiв
кiлька) або «Що вiдбувається . . . ? / Чому вiдбувається . . . ?» (якщо дослiд
один).

Додатковий експеримент для спостереження: нацiлений на пiдтверджен-
ня вивченого на уроцi теоретичного матерiалу та розширення уявлень шко-
лярiв про спектр його практичного застосування або вiдбиття у природi, що
не пiдкорена впливу людини.

Тренувальний експеримент передбачає:
• вивчення матерiалiв (текстових та аудiо-вiзуальних) для пiдготовки до

лабораторних робiт, виконання допомiжних експериментiв для попере-
дньої домашньої пiдготовки;

• набуття практичних навичок застосування навчального матерiалу пiд
час виконання експериментiв за детальною iнструкцiєю в домашнiх умо-
вах,

• пiдготовки до рiзних видiв перевiрочних робiт.
Контрольний експеримент може бути представлений як:
• запитання-експерименти;
• експерименти-помилки;
• незавершенi експерименти, що передбачають подальшу експерименталь-

ну дiяльнiсть учня;
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• експериментальнi тестовi завдання для самоперевiрки (обрання вiдпо-
вiдної дiї);

• вiртуальнi експерименти;
• дослiдницькi «шаради»;
• вiртуальнi дослiдницькi ланцюжки: лише правильне виконання кожного

iз експериментiв, що виступає складовим у ланцюжку, призводить до
отримання кiнцевого результату (при цьому, оцiнювання вiдбувається
на основi кiлькостi «сходинок» пройдених учнем).

На основi виконаного домашнього експерименту доцiльно також запропо-
нувати учням творчi завдання зi створення «допомiжних навчальних мате-
рiалiв» для використання однокласниками:

• добiр матерiалiв з використання отриманих знань у подальшiй профе-
сiйнiй освiтi та дiяльностi,

• пiдготовка презентацiй за темами виконуваних навчальних проектiв,
• завдання на встановлення мiжпредметних зав’язкiв,
• створення описiв експериментiв («iнструкцiй»), якi учень має самостiйно

виконати та вiдповiсти на запропонованi контрольнi запитання до них.
Окрiм того, виконувана у зазначений вище спосiб система домашнього

експерименту забезпечує учнiв матерiалом для пiдготовки рефератiв, пре-
зентацiй та мiнi-доповiдей. Систематична пiдтримка активностi школярiв
створює умови для пiдвищення рiвня засвоєння навчального матерiалу, ро-
зумiння його практичної значущостi та усвiдомлення меж застосування.

Висновки
На основi вище сказаного можемо стверджувати, що в аспектi пiдтримки

систематичної вмотивованої дiяльностi школярiв та формування у них свiдо-
мого ставлення до навчання дистанцiйний домашнiй експеримент дозволяє:

• пiдтримати зацiкавленiсть,
• урiзноманiтнити дiяльнiсть,
• формувати навички свiдомого встановлення причинно-наслiдкових за-

в’язкiв явищ навколишнього свiту,
• органiзовувати вмотивовану самоосвiтню дiяльнiсть школярiв,
• вiдтворити експерименти, що небезпечнi для життя та здоров’я учня,
• розкрити практичне застосування вивченого явища у рiзних сферах

життєдiяльностi людини,
• проводити активну профорiєнтацiйну дiяльнiсть засобами фiзики.
Використання у навчальному процесi елементiв дистанцiйної освiти до-

зволяє пiдтримувати активнiсть учня шляхом його професiйної орiєнтацiї.
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Урiзноманiтнення завдань з урахуванням напрямку подальшої освiти роз-
ширює їх спектр, надає учню можливiсть вибору, передбачає розширення
кругозору школяра. У такий спосiб зацiкавленiсть фiзикою як навчальним
предметом пiдтримується на необхiдному рiвнi.

Проблема, що розглядається не є завершеним дослiдженням. Перспекти-
ви подальших розвiдок полягають у створеннi дидактичних матерiалiв та
рекомендацiй щодо їх використання у навчальному процесi.
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Remote experiment as a means of conscious learning of the educati-
onal material by senior pupils

The article outlines possible approaches to the use of a remote experiment
during the organization of an educational process in physics at an elementary
school. The given classification of a home remote experiment is based on the
consideration of the purpose of its use. The experiment is disclosed in a new
technological aspect, proved the feasibility of using it as a kind of homework.
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ОРГАНIЗАЦIЯ СВIДОМОГО ПIДХОДУ ДО ВИВЧЕННЯ
ФIЗИКИ У СТАРШIЙ ШКОЛI

Стаття присвячена дослiдженню проблем формування навичок свiдомого навчання в курсi
фiзики старшої школи. Розглянуто можливi прийоми їх вирiшення на сучасному ета-
пi розвитку шкiльної освiти. Зазначений дiяльнiсний пiдхiд до набуття знань формує
впевненiсть особистостi у цiлiсностi та пiзнаваностi науки. Визначенi пiдходи дозволяють
засобами фiзики розвивати в учнiв стiйкi навички до самоосвiти та подальшого навчання
впродовж життя.

Ключовi слова: навчальний процес, фiзичний експеримент, експериментальна за-
дача, дослiд, свiдомiсть, самостiйнiсть, мотивацiя.

Вступ
Вiковi особливостi учнiв старшої школи та вимоги й структура програми

докорiнно змiнюють дидактичнi й методичнi пiдходи до органiзацiї навчаль-
ного процесу. В основi побудови програми з фiзики для старшої школи —
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науковий пiдхiд. Учнi мають навчитися розглядати оточуючий свiт крiзь
призму науки, в тому числi використовуючи її елементи для органiзацiї са-
монавчання.

Переломний у шкiльнiй фiзичнiй освiтi є 10 клас, коли школярi вважають
себе достатньо дорослими i «казка» йде в минуле втрачаючи свою цiннiсть, а
пропедевтичнiсть поступається мiсцем науковостi. Проблемою програми з фi-
зики 10 класу є те, що починається вона iз занадто математизованого роздiлу
«Кiнематика», що значною мiрою послаблює рiвень зацiкавленостi особисто-
стi фiзикою, вiд чого уповiльнюється її активнiсть.

Окрiм того, дехто з учнiв уже визначається з подальшим вибором напрям-
ку освiти, в той час коли iншi - потребують активної допомоги оточуючих (в
тому числi i учителя) для здiйснення такого вибору. Таким чином, рiвень за-
цiкавленостi фiзикою та свiдомий пiдхiд до набуття знань рiзко знижуються,
що стає все бiльшою проблемою з часом.

Тому, метою статтi ставимо встановлення ефективних пiдходiв до моти-
вацiї свiдомого навчання учнiв 10-х класiв загальноосвiтнiх шкiл засобами
фiзики.

Основна частина
Вивчення роздiлiв фiзики «Механiка» та «Молекулярна фiзика i термо-

динамiка», якi розглядаються саме у програмi 10 класу надають значнi мо-
жливостi для широкого використання домашнього фiзичного експерименту у
навчальному процесi. Теми зазначених роздiлiв не вимагають складного обла-
днання для органiзацiї на проведення домашнього експерименту. У такому
випадку експеримент дозволяє пiдтримати зацiкавленiсть, свiдомо встанови-
ти причинно-наслiдковi зв’язки явищ навколишнього свiту i у такий спосiб
значною мiрою сприяти формуванню свiдомого пiдходу особистостi до вивче-
ння фiзики.

Будь-яка активнiсть особистостi забезпечує пiдвищення рiвня оволодiння
навчальним матерiалом, розумiння його практичної значущостi та усвiдом-
лення меж застосування. За таких умов у нагодi стає пiдготовка рефератiв
та презентацiй якi охоплюють iсторичнi вiдомостi та/або сучасне практичне
застосування. Така iнформацiя розширює кругозiр, вiдволiкає вiд «сухої» ма-
тематики, розкриває практичну цiннiсть матерiалу та створює основу для
подальшого розкриття iндивiдуальних схильностей особистостi й органiзацiї
її вiдповiдної професiйної орiєнтацiї.

Домашнiй та додатковий експеримент забезпечують також формування
практичних навичок роботи. Простота обладнання дозволяє в домашнiх умо-
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вах спостерiгати явища, робити необхiднi вимiрювання та у такий спосiб
самостiйно переконуватися у практичнiй потребi математичного апарату. До
того ж, покрокова iнструкцiя (яка може бути надана) забезпечує усвiдомле-
ння загального алгоритму проведення будь-якого наукового експерименту з
будь-якої теми.

Добровiльнiсть вибору додаткового експерименту сприяє пiдвищенню iн-
тересу та мотивацiї оцiнювання самостiйної домашньої практичної дiяльностi.
Якщо учень пiдготував додатковий експеримент, то вiдтворення його в кла-
сi конче необхiдне по-перше — для пiдтримки зацiкавленостi, мотивацiї та
оцiнювання особистостi, по-друге — для зацiкавлення та залучення iнших
школярiв до такої дiяльностi.

Власна iнiцiатива учня в цьому випадку має обов’язково заохочуватися
та за необхiдностi методично пiдтримуватися. Додатковий фiзичний експери-
мент з обраної теми може бути цiлком запозичений iз Internet-ресурсу (при
цьому посилання на ресурс є обов’язковим) або змiнений чи розширений (при
цьому обсяг змiн має бути зазначений при його вiдтвореннi).

Важливим при органiзацiї навчання на основi експерименту є те, що iдея
наступностi має бути реалiзована у межах теми стовiдсотково аби не був
втрачений iнтерес, а також простежуватися на межi тем з метою пiдтвер-
дження практичної значущостi та цiлiсного сприйняття фiзики як науки.
Запропонованi домашнi експерименти мають вiдображати зв’язок мiж со-
бою. А саме: у наступному експериментi - використанi знання, вмiння чи
результати попереднього, або кожний наступний iз експериментiв бути ча-
стиною експериментальної задачi. У такий спосiб пiдтримується впевненiсть
школяра-дослiдника у практичнiй доцiльностi окремих виконуваних дiй, як
елементiв навчальної дiяльностi та комплексного пiдходу до отримання освi-
ти в цiлому.

З огляду на проблему, що дослiджується, окремо вважаємо за доцiльне
акцентувати увагу на експериментальних задачах. Вони одночасно вiдобра-
жають рiвень сформованостi знань, вмiнь та навичок, ступiнь готовностi
особистостi до самостiйних практичних дiй, здатнiсть до взаємодiї з iншими
учасниками навчального процесу i, безумовно, рiвень сформованостi свiдо-
мого пiдходу дотримання освiти.

Експериментальнi задачi можуть проводитися як на уроцi так i в домаш-
нiх умовах. За кiлькiстю дослiдницьких етапiв експериментальнi задачi мо-
жуть бути однокомпонентними або багатокомпонентними. З метою поєднання
дiяльностi учня на уроцi та дома: бiльш складнi етапи (дослiди) мають вико-
нуватися в класi, а для домашнього виконання мають залишитися простiшi.
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Особливої уваги заслуговують експериментальнi задачi, що складаються iз
череди взаємопов’язаних експериментiв, виконання яких передбачає отрима-
ння конкретного практичного результату. Цiннiсть такої задачi полягає ще й
у тому, що учнi знайомляться iз реальними практичними результатами вико-
нання експерименту.

Органiзоване у такий спосiб навчання створює пiдстави для реалiзацiї
наступностi навчання, що в свою чергу забезпечує усвiдомлення єдностi i
послiдовностi знань та їх практичну значущiсть.

Перевагою експерименту у роздiлi «Кiнематика» є те, що надпросте обла-
днання, якого зазвичай вiн вимагає, в домашнiх умовах замiнюється на пiд-
ручнi пристрої i дозволяє у такий спосiб вiдтворити (переробити, повторити)
та виконати заплановане експериментальне завдання.

Роздiл «Динамiка» є бiльш цiкавим незважаючи на математизованiсть
«Механiки» в цiлому. Аналiз програми дозволяє стверджувати, що експери-
мент з динамiки є бiльш широкий, чисельний та цiкавий, тому принципово
важливо забезпечити його єднiсть iз попереднiми знаннями учнiв. Так напри-
клад, при вивченнi «Динамiки» у задачах доцiльно на практицi показати як
додаються сили та результат дiї кiлькох сил спiвпадає з результатом дiї ре-
зультуючої сили. Для цього кiлька учнiв докладають сили, що вимiрюються
динамометрами, у рiзних напрямках, а у iншому випадку докладають лише
одну (результуючу) силу та переконуються у рiвностi результату. У бiльш
складному випадку етапом вирiшення експериментальної задачi з динамiки є
виконання експерименту з кiнематики. Таким чином забезпечується не лише
повторення вивченого ранiше матерiалу, але, що важливiше, усвiдомлення
реальностi практичного застосування набутих ранiше знань.

Завданням пiдвищеної складностi для учнiв може бути творче завдан-
ня iз самостiйного складання експериментальної задачi на основi життєвого
досвiду та її вирiшення. Наприклад, за темами 10 класу можна запропонува-
ти такi напрямки iндивiдуальних експериментальних задач для домашнього
використання:

1. Визначення залежностi сили тертя ковзання вiд рiзних характеристик.
2. Визначення залежностi коефiцiєнта поверхневого натягу рiдин вiд рiзних

характеристик.
3. Визначення сили натягу пiдвiсу (перевантаження) пiд час руху по колу

у вертикальнiй площинi.
4. Дослiдження залежностi перiоду коливань математичного маятника вiд

рiзних характеристик.
5. Визначення центрiв тяжiння пласких тiл рiзної форми.
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6. Дослiдження пружних властивостей речовини — перевiрка кривої наван-
таження.

7. Дослiдження швидкостi спливання зануреного тiла.
8. Визначення / порiвняння коефiцiєнтiв лiнiйного розширення твердих тiл.
9. Визначення та порiвняння коефiцiєнтiв об’ємного розширення рiдин.

10. Визначення / порiвняння швидкостi поширення тепла у твердому тiлi
(теплопровiдностi речовини).

Заслуговує на увагу iнтегроване завдання «фiзика – iнформатика»: ство-
рення комплексної комп’ютерної програми (наприклад, в Eхсel) для обчисле-
ння середньої швидкостi руху тiла. Така програма має передбачати наявнiсть
введення рiзних даних (швидкiсть, час, шлях) на рiзних дiлянках траєкто-
рiї. У такий спосiб вчитель зацiкавлює учнiв, яких приваблює обчислювальна
технiка, як подальший професiйний напрямок; переконує практичнiсть та до-
цiльнiсть створення аналогiчних «помiчникiв». Окрiм того, така програма
шляхом багаторазового використання дозволить учням переконатися у єди-
нiй правильнiй формулi для обчислення середньої швидкостi Vсер = Sвесь/tвсе ,
яка нажаль зазвичай не дуже здається зручною для учнiв, а також дове-
де хибнiсть обчислення середньої швидкостi як середнього арифметичного
швидкостей на рiзних дiлянках шляху.

Висновки
Пiдводячи пiдсумки слiд зазначити що фiзичний експеримент усiх видiв

на всiх етапах навчання можна вважати головним iнструментом у свiдомо-
му формуваннi практичних навичок та осмисленого пiдходу особистостi до
отримання освiти в цiлому.

Особливостi програми фiзики старшої школи в цiлому та 10 класу зокрема
дають пiдстави стверджувати, що пiдтримка та стимулювання вмотивова-
ної самоосвiтньої дiяльностi школярiв має посiдати одне з основних мiсць
у навчальному процесi. За таких умов значною мiрою зростає важливiсть
використання експериментальних задач та їх елементiв для усвiдомлення осо-
бистiстю практичного призначення вивченого матерiалу, його поглиблення та
набуття свiдомих навичок подальшої самомотивацiї та самоосвiти.

Перспективи подальших розвiдок вбачаємо у розробцi дидактичних мате-
рiалiв для органiзацiї вивчення фiзики 10 класу на експериментальнiй основi
та методичних рекомендацiй щодо такої органiзацiї навчання.
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Organization of a conscious approach to the study of physics in high
school

The article is devoted to research of problems of formation of skills of conscious
learning in the course of physics of high school. Possible methods of their solution
at the present stage of school education development are considered. This activity
approach to the acquisition of knowledge forms the confidence of the individual
in the integrity and knowledge of science. The identified approaches allow physics
to develop students with sustainable skills for self-education and further lifelong
learning.

Keywords: educational process, physical experiment, experimental task,
experiment, consciousness, autonomy, motivation.
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ЯКIСНI ЗАДАЧI З ФIЗИКИ ЯК ЗАСIБ ПРОФЕСIЙНОГО
ЗРОСТАННЯ УЧНIВ СIЛЬСЬКОГОСПОДАРСЬКИХ

УЧИЛИЩ

У статтi розкрито проблему використання якiсних задач професiйного спрямування на
уроках фiзики. Запропоновано одну iз можливих класифiкацiй якiсних задач з фiзики,
що використовуються у навчальному процесi в закладах сiльськогосподарського спря-
мування. Визначено важливi вимоги до подання та вирiшення якiсної фiзичної задачi
професiйного спрямування.

Ключовi слова: навчальний процес, запитання, якiсна задача, практична спрямо-
ванiсть, практична значущiсть.

Вступ
Досвiд роботи викладачем фiзики дозволяє стверджувати, що якiсна за-

дача є унiкальним засобом зацiкавлення («немає математики» та «нетреба
нiчого писати»), заохочення, можливостi вiльно висловити та обґрунтувати
власну думку, вивчення фiзики. Вона проектує теоретичну математизова-
ну фiзику на її практичну результативнiсть, тобто дозволяє зрозумiти яким
чином вiдбувається застосування математичного вiдображення фiзичних за-
конiв у практицi. Тим бiльше, цiннiсть якiсної задачi вiдзначається у на-
вчальних закладах професiйного спрямування. Нажаль, останнє недостатньо
враховується викладачами-предметниками. Окремi аспекти зазначеної про-
блеми вiдображенi в роботах В. Лазарєва, М. Подалова, О. Плiгiна, однак як
свiдчить практика, цього недостатньо для активного використання якiсної
задачi у професiйних училищах.

Тому, за мету дослiдження ставимо встановлення мiсця якiсної задачi в
системi професiйної освiти так видiлити основнi види якiсних задач сiльсько-
господарського змiсту, що використовуються у навчальному процесi.
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Основна частина
Якiсна задача — це запитання, в основу якого покладено практичне вiд-

ображення або застосування фiзичного явища.
Якiснi задачi при вивченнi фiзики можуть бути використанi на рiзних

етапах уроку:
• Для мотивацiї до вивчення матерiалу, для пошуку вирiшення розрахун-

кової чи експериментальної задачi, для встановлення ходу проведення
навчального експерименту;

• Пiд час вивчення навчального матерiалу та проведення бесiди;
• Для закрiплення вивченого матерiалу з метою висвiтлення його практи-

чної значущостi у професiйнiй дiяльностi майбутнiх фахiвцiв;
• Для контролю знань: встановлення рiвня обiзнаностi та засвоєння учнем

навчального матерiалу.

Якiснi задачi, що використовуються учителем можуть бути:
• незалежними — використовуються самостiйно,
• взаємопов’язаними, результат однiєї впливає вiдповiдь наступної,
• з помилками: передбачають винайдення та виправлення помилок у за-

пропонованому судженнi, висунення пропозицiй щодо можливих варiан-
тiв виправлення описаної ситуацiї,

• на передбачення результату : вимагають вказати можливi результати
вказаних дiй та пояснити їх доцiльнiсть (в основi таких задач запитання
«Що вiдбуватиметься якщо (припустити, що) . . . ?»).

Навчальна активнiсть особистостi забезпечує пiдвищення рiвня оволо-
дiння навчальним матерiалом, розумiння його практичної значущостi та
усвiдомлення меж застосування. Отриманi у такий спосiб знання розширю-
ють кругозiр, вiдволiкають вiд «сухої» математики, розкривають практичну
цiннiсть матерiалу та створюють основу для подальшого розкриття iнди-
вiдуальних схильностей особистостi й органiзацiї її вiдповiдної професiйної
орiєнтацiї.

Будь яка якiсна сiльськогосподарська задача нацiлена або на вивчення
спостережуваного явища, або на застосування характеристик явища для по-
яснення змiн, що вiдбуваються у навколишньому середовищi. Аналiз якiсних
задач сiльськогосподарського змiсту дозволяє видiлити такi їх основнi групи:

• Пряме запитання вимагає пояснити правильну вiдповiдь, що вже
сформульована у запитаннi:

1. Чому в парниках температура помiтно вище, нiж у навколишнього повi-
тря, навiть за вiдсутностi опалення?
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2. Чому городнi культури поливають надвечiр?
3. Чому агрономи сильно переживають за озимi посiви, коли в груднi довго

не випадає снiг i панують лютi морози?
4. Для чого у косарки, соломорiзки та iнших сiльськогосподарських машин

рiзальнi частини мають бути гостро наточенi?
5. Чому веснянi приморозки завдають бiльше шкоди тим рослинам, що роз-

мiщенi на темних грантах?

• Непряме запитання передбачає встановлення правильної вiдповiдi та
її пояснення.

1. Яка волога довше зберiгається в ґрунтi - пiсля танення снiгу чи пiсля
випадання теплого дощу? Чому так важливо провести снiгозатримання
на полях?

2. Як впливає змiна вологостi повiтря на вологiсть ґрунту (за умови, що
опадiв не було)?

3. Яким явищем зумовлено перемiщення мiнеральних та органiчних добрив
у ґрунтах?

4. Коли iнтенсивнiше висихає ґрунт, що не прикритий шаром снiгу, в мороз
чи у вiдлигу?

5. Для чого до кузова автомобiля, який перевозить бензин, прикрiплюють
металевий ланцюжок, що торкається землi? Чим його можна замiнити?

• Задачi на основi професiйних висловiв:

1. Говорять, що дощ охолоджує повiтря. Чи так це? Пояснiть.
2. Чому культивацiя чи прополка сiльськогосподарських культур iнодi на-

зивається «сухим поливом»?
3. Що означає вираз «закриття вологи в ґрунтi»? Як це здiйснюється на

практицi?
4. Часто можна почути вислiв: «Грунт дихає». Що це означає? Як пояснити

таке явище?

• Задачi професiйно-економiчного спрямування:

1. Чому кiлькiсть молока, зданого на молокозавод, облiчують не в одини-
цях об’єму, а в одиницях маси (кiлограмах або центнерах)?

2. Коли автомобiль витрачає бiльше палива — пiд час їзди iз зупинками чи
без зупинок?
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• Запитання-протирiччя:
1. Вiдомо, що для збереження дерев вiд весняних приморозкiв у садах спа-

люють хмиз, бур’ян тощо. Дим, що огортає дерева, оберiгає їх вiд замер-
зання. А щоб зберегти молоду розсаду, її перед настанням приморозку
слiд побризкати водою (причому якщо розсада має низьку температуру,
то не можна оббризкувати її надто теплою або гарячою водою i навпаки).
Як ви можете пояснити такi способи збереження рослин вiд вимерзання?

2. Якби температуру повiтря влiтку раптово можна було б знизити до
кiлькох градусiв нижче нуля, то значна частина дерев загинула б вiд
вимерзання. Цi самi рослини взимку можуть переносити значно бiль-
шi морози. Як це пояснити? Коли настають морози, зволожений ґрунт
промерзає на меншу глибину, нiж сухий, а вологi предмети на морозi
замерзають i руйнуються бiльше, нiж сухi. Як пояснити цю уявну супе-
речнiсть?

• Задачi, що вимагають аналiзу формул:
1. Чому ККД теплових двигунiв влiтку трохи менший, нiж узимку?
2. У системi освiтлення трактора увiмкненi чотири лампочки, розрахованi

на певну напругу. Як змiниться розжарення лампочок, якщо одну з них
вимкнути?

3. Яку з полiмерних плiвок — полiетиленову чи полiвiнiлхлориду вигiднiше
використовувати в умовах холодного клiмату для утеплення, коли вiдо-
мо, що перша пропускає 80 % iнфрачервоних променiв, а друга 20 %?

Висновки
Пiдводячи пiдсумки, слiд зазначити що якiсна задача у навчальних за-

кладах сiльськогосподарського напрямку може i має використовуватися на
всiх етапах навчання, як iнструмент з формування цiлiсної особистостi май-
бутнього фахiвця та свiдомого її ставлення до отримання професiйної освiти.

Беручи до уваги особливостi якiсних задач профiльного спрямування,
варто акцентувати увагу на вимогах до їх подання учням та використання у
навчальному процесi взагалi:

1. Мати сiльськогосподарський змiст.
2. Спиратися на профiльнi дисциплiни.
3. Передбачати можливiсть практичної перевiрки.
4. Не поступатися мiсцем розрахунковiй задачi.
5. Мотивувати подальше самостiйне розширення спецiальних знань.
6. Формувати уяву про комплекснiсть професiйних навичок.
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Проблема є актуальною та вимагає подальшого дослiдження. Тому пер-
спективи подальших розвiдок вбачаємо у створеннi комплексу якiсних задач
сiльськогосподарського змiсту з метою їх активного впровадження у навчаль-
ний процес закладiв освiти зазначеного профiлю пiд час вивчення вiдповiдних
тем курсу фiзики.
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Qualitative tasks as a means of professional growth of students of
agricultural schools

The article deals with the problem of the use of qualitative tasks of professi-
onal guidance in physics classes. One of the possible classifications of qualitative
problems in physics, which are used in the educational process in the instituti-
ons of agricultural direction, is proposed. The important requirements for the
presentation and solving of a qualitative physical task of professional direction
are determined.

Keywords: educational process, question, qualitative problem, practical ori-
entation, practical significance.
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ДОСЛIДНИЦЬКI ЛАНЦЮЖКИ В КУРСI ОПТИКИ
ЗАГАЛЬНООСВIТНЬОЇ ШКОЛИ

Стаття присвячена дослiдженню проблеми використання навчальних дослiдницьких лан-
цюжкiв при вивченнi курсу «Оптики» у старшiй школi. Розглянуто можливостi пiд-
вищення рiвня зацiкавленостi учнiв, значної економiї навчального часу та поступового
переходу вивчення фiзики на експериментальнiй основi. Наведено можливi класифiкацiї
дослiдницьких ланцюжкiв залежно вiд мети їх використання. Обґрунтовано доцiльнiсть
використання домашнього експерименту для забезпечення формування стiйкої уяви про
практичнiсть матерiалу, що вивчається.

Ключовi слова: навчальний процес, спостереження, дослiд, експериментальна за-
дача, дiяльнiсний пiдхiд.

Вступ
Досвiд роботи свiдчить про те, що «Оптика» пiддається вивченню школя-

рами досить складно незважаючи на її яскравiсть та кольоровiсть. Тому, ви-
кладачi зайвий раз переконуються, що «Свiтло — найтемнiша тема фiзики».
Обумовлений такий результат її щiльним поєднанням з рiзними роздiлами
математики та необхiднiстю абстрактного мислення. Виходячи iз цього, для
уникнення зазначеної проблеми, є необхiднiсть знайти методи та прийоми
вивчення «Оптики» засобами конкретного, предметного мислення.

Тому, за мету ставимо розгляд дослiдницьких ланцюжкiв в аспектi ефе-
ктивностi вивчення школярами свiтлових явищ, наведення систем послiдов-
них домашнiх експериментiв з «Оптики» та визначення практичної доцiль-
ностi такого пiдходу до органiзацiї вивчення фiзики школярами.

Основна частина
Розвиток дослiдницьких навичок школярiв виступає фундаментом фор-

мування в учнiв логiчно-практичного мислення. Дiяльнiсний пiдхiд, що ле-
жить в його основi, забезпечує наочнiсть навчання та самоосвiти.

c⃝Лимарєва Ю.М., Шарап Р.А.,2018
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У широкому сенсi, дослiдницький ланцюжок являє собою логiчно завер-
шену послiдовнiсть дослiдiв з фiзики, що складається iз:

• попереднiх спостережень та нескладних мотивацiйних дослiдiв iз чiткою
iнструкцiєю та зрозумiлi для виконання.

• демонстрацiйних дослiдiв зi спецiальним обладнанням, що вiдтворюють
етап наукового вiдкриття, надають можливiсть практичної перевiрки те-
оретичних фiзичних знань.

• додаткового експерименту для зацiкавлення, розширення кругозору, де-
монстрацiя практичної значущостi навчального матерiалу.

• домашнього експерименту з вiдтворення вивченого матерiалу (для акту-
алiзацiї вивченого на уроцi), експериментальних задач та дослiдницьких
ланцюжкiв у вузькому сенсi слова.

Дослiдницький ланцюжок (у вузькому сенсi) являє собою чiтко визначе-
ну послiдовнiсть виконуваних експериментiв, що призводить до встановлення
фiзичних закономiрностей чи законiв, виявлення спiльних чи вiдмiнних хара-
ктерних ознак явищ або логiчного зв’язку мiж темами, що вивчаються. Вiн є
логiчно завершеним та обмеженим у часi. Експерименти, що його складають
є максимально наближеними за змiстом.

Дослiдницький ланцюжок може бути:
за кiлькiстю учасникiв:

• iндивiдуальний — виконується самостiйно окремим учнем;
• груповий — пропонується для групи учнiв, кожний учасник при цьому

виконує один iз експериментiв, що виступає складовим елементом дослi-
дницького ланцюжка;

• колективний — виконуються всiма учнями в класi (окремий дослiд ви-
конується рiзними учнями та згодом поєднується вiдповiдними пояснен-
нями);

за тривалiстю виконання:

• короткочаснi — обмеженi темою (уроку), або кiлькома темами,
• довготривалi — охоплюють один або кiлька роздiлiв,
• незалежний — виступає окремим варiантом: можуть бути попереднi неза-

лежнi дослiди, що лише в процесi вивчення теми поєднаються у логiчний
дослiдницький ланцюжок.

Окремо наголосимо на використаннi контрольного дослiдницького лан-
цюжка. Вiн може бути:
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• Теоретичний — є кiлька описаних дослiдiв, якi учень має поставити у
певнiй послiдовностi, обґрунтовуючи свiй вибiр теоретичними знаннями
з теми або учень робить опис експериментiв, що складатимуть зазначе-
ний в умовi ланцюжок.

Наприклад : як змiнюється зона видностi у дзеркалi iз змiною радiуса
кривизни дзеркальної поверхнi? (при цьому є кiлька зображень предметiв
у межах зони видностi або словесний опис спостережень у рiзних дзеркалах).
Учень, аналiзуючи надану iнформацiю, розташовує її в певнiй послiдовностi
i робить висновок. У iншому випадку, вiн сам описує послiдовнiсть викону-
ваних дiй та очiкуваний результат, аргументуючи його знаннями з фiзики та
математики.

• Практичний — учень особисто виконує череду знайомих поодинцi екс-
периментiв з метою досягнення поставленої у завданнi мети (встановити
. . . , дослiдити . . . , визначити . . . ).

Наприклад : визначити оптичну силу системи лiнз. Учень добирає вiдпо-
вiдне обладнання, проводить необхiднi дiї та розрахунки, визначає фокуснi
вiдстанi кожної з обраних лiнз та їх системи.

• Комбiнований — учень поєднує теоретичнi розрахунки та практичнi
дослiди.

Наприклад : визначити оптичну силу системи лiнз. Учень здiйснює тео-
ретичний розрахунок формули для визначення оптичної сили системи лiнз,
добирає вiдповiдне обладнання, проводить необхiднi дослiди та розрахунки
(визначає фокуснi вiдстанi кожної з обраних лiнз та їх системи), проводить
перевiрку теоретичної формули на достовiрнiсть, робить вiдповiдний висно-
вок.

Дослiдницькi ланцюжки з «Оптики» дуже схожi на експериментальнi за-
дачi. Визначити чiткi межу мiж ними неможливо. Головною вiдмiннiстю є те,
що експериментальна задача завжди передбачає виконання обмеженої кiль-
костi експериментiв для отримання кiнцевого результату, а дослiдницький
ланцюжок може виступати прийомом, який пов’язує теми що вивчаються та у
такий спосiб мотивувати учнiв до подальшої дiяльностi. На основi вище зазна-
ченого доходимо висновку, що при вивченнi «Оптики» зi старшокласниками
можна запропонувати кiлька варiантiв логiчно завершених та методично об-
ґрунтованих навчальних дослiдницьких ланцюжкiв.

При вивченнi прямолiнiйного поширення свiтла можна запропону-
вати таку послiдовнiсть домашнiх експериментiв:

• провести якiсний аналiз змiни розмiрiв власної тiнi залежно вiд часу
доби,
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• дослiдити, як має рухатися людина вiдносно плаского дзеркала, щоб вiд-
стань мiж нею та її зображенням залишалася незмiнною,

• переконатися у iснуваннi або вiдсутностi зображення людини у дзеркалi,
якщо сама людина не бачить себе у дзеркалi,

• дослiдити як змiниться зображення люстри у дзеркалi якщо закрити
його половину,

• дослiдити як змiниться зона видностi люстри у дзеркалi якщо закрити
його половину,

• визначити якi друкованi лiтери не змiнюються при вiдображеннi у дзер-
калi, встановити спiльнi їх характеристики та довести, що вiдповiдь є
однозначною або неоднозначною,

• з’ясувати в якому випадку зображення предмета не вiдрiзняється вiд
предмета,

• дослiдити в якому випадку при дзеркальному вiдображеннi лiве та праве
не мiняються мiсцями в той час, коли верх i низ мiняються,

• провести моделювання спостережуваного явища та довести правильнiсть
чи хибнiсть висновкiв, зроблених при виконаннi попереднього завдання,

• встановити залежнiсть розмiрiв тiнi та пiвтiнi залежно вiд розмiру освi-
тлювача,

• встановити залежнiсть розмiрiв тiнi та пiвтiнi залежно вiд вiдстанi освi-
тлювача до предмета.

При вивченнi законiв вiдбивання свiтла вiд дзеркал:

• встановлення зон видностi та/або кута бачення i їх накладання,
• розширення i звужування зони видностi та/або кута бачення i їх пра-

ктичне значення,
• пошуки максимальної зони видностi та/або кута бачення залежно вiд

положення дзеркала (точки розташування та кута повороту вiдносно
вертикальної чи горизонтальної осi),

• визначення кiлькостi зображень, що дають кiлька пласких дзеркал, за-
лежно вiд кута їх вiдносного розташування,

• визначення мiнiмального розмiру плаского дзеркала у якому людина мо-
же бачити себе у повний зрiст,

• перевiрка твердження «вночi калюжi виглядають свiтлими плямами на
темному фонi», «вдень вiкна будинкiв ззовнi здаються темними». Чи є
вiдповiдь однозначною?

• перевiрка, що перед вами фотографiя вулицi, а не її дзеркальне вiдобра-
ження.
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При вивченнi дисперсiї свiтла та основних складових кольорiв свiтла:
• довести, що людина бачить у вiдбитому свiтлi,
• дослiдити змiшування кольорiв та можливостi отримання заданого ко-

льору,
• дослiдити кольоровi надписи на кольоровому фонi при освiтленнi моно-

хроматичним свiтлом.

Наведена у прикладах система дослiдiв може виступати дослiдницьким
ланцюжком для домашнього виконання (це значною мiрою економить час
уроку). В той же час окремi його етапи можуть бути визначенi як самостiйний
дослiдницький ланцюжок.

Творчi завдання також можуть являти собою дослiдницькi ланцюжки.
Так, наприклад, завдання на дослiдження руху Землi та Мiсяця навколо
Сонця i встановлення моментiв вiдсутностi тiнi або пiвтiнi небесних тiл зале-
жно вiд їх взаємного розташування вимагає використання знань з астрономiї,
вмiнь якiсного проведення спостережень та навичок пошуку i теоретичної
обробки iнформацiї розмiщеної в Internet-ресурсах. Такi завдання можуть
бути iндивiдуальними та довготривалими у виконаннi.

Висновки
Пiдводячи пiдсумки слiд зазначити, що дослiдницький ланцюжок як ме-

тод навчання повнiстю себе виправдовує з методичної та дидактичної точок
зору. Опанування та використання його у навчальному процесi допоможе вчи-
телю значно пiдвищити активнiсть школярiв та згодом органiзувати вивчення
фiзики на основi експериментального пiдходу. Варто зазначити, що вiн вима-
гає вiд учителя не аби якої далекоглядностi: цiлiсне бачення не лише теми,
але й всього навчального процесу та урахування здiбностей школярiв. Осо-
бливостi програми фiзики старшої школи дають пiдстави стверджувати, що
використання дiяльнiсного пiдходу до вивчення дисциплiни сприятиме пiд-
тримцi та стимулюванню вмотивованої самоосвiтньої дiяльностi школярiв. За
таких умов перспективи подальших розвiдок бачимо у створеннi варiативних
дослiдницьких ланцюжкiв з усiх тем «Оптики» та методичних рекомендацiй
щодо їх використання у навчальному процесi з фiзики в сучаснiй загально-
освiтнiй школi.
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Research chains in the course of general education optics
The article is devoted to the research of the problem of the use of educational

research chains in the study of the course "Optics" in the senior school. Possibi-
lities of raising the level of interest of students, considerable saving of educational
time and gradual transition of the study of physics on an experimental basis are
considered. Possible classifications of research chains depending on the purpose of
their use are given. The expediency of using a home experiment is substantiated
to provide a stable idea of the practicality of the studied material.

Keywords: educational process, observation, research, experimental task,
activity approach.
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ВИКОРИСТАННЯ РIЗНОРIВНЕВИХ ЗАДАЧ
НА УРОКАХ ФIЗИКИ ТА АСТРОНОМIЇ

У статтi розкрито проблему необхiдностi використання рiзнорiвневих задач на уроках фi-
зики та астрономiї. Запропоновано одну з можливих класифiкацiй рiзнорiвневих завдань,
якi можна використовувати у освiтньому процесi. Визначено цiлi та особливостi викори-
стання рiзнорiвневого пiдходу до вирiшення задач та особливостi викладання фiзики i
астрономiї на основi диференцiацiї рiвня навчальних досягнень учнiв.

Ключовi слова: активнi методи навчання, професiйно-орiєнтованi завдання, рi-
знорiвневi задачi, диференцiальний пiдхiд.

Вступ
Сучасний свiт з кожним днем крокує вперед до нових технологiй та ко-

мунiкацiй. Освiта та розвиток людини не може стояти на мiсцi пiд час цих
процесiв. Сучасна модернiзацiя освiти спрямована не тiльки вивчення та за-
своєння знань, але й на розвиток iндивiдуальних здiбностей та пiзнавальної
дiяльностi особистостi. Провiднi фахiвцi в галузi освiти все частiше наполяга-
ють на тому, що використання рiзнорiвневого методу навчання формуватиме
в учнiв самостiйнiсть, логiчну послiдовнiсть дiй, вiдповiдальнiсть та комунi-
кабельнiсть, яку можна використати в реальному життi.

Мета: визначити основнi вимоги та умови для використання рiзнорiвне-
вих задач у навчальному процесi з фiзики та астрономiї, довести необхiднiсть
диференцiйованого пiдходу до органiзацiї навчання школярiв.

Основна частина
Активнi методи навчання в процесi вивчення або закрiплення нового

матерiалу, доцiльно використовувати в навчальному процесi. Це пiдвищує рi-
вень розвивального мислення, створює атмосферу напруженого пошуку, дає
учням позитивно мислити та цiкавитись предметом.

Активнi методи навчання — це сукупнiсть способiв та прийомiв, якi спря-
мованi на розвивальнi процеси мислення, враховуючи вiковi особливостi та

c⃝Баранюкова I.С., Бєлошапка О.Я.,2018
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середовище, а також використання власного досвiду учня для органiзацiї
навчальної дiяльностi. Активнi методи навчання спрямовують та система-
тизують розумовий розвиток учня, сприяють усвiдомленню та закрiпленню
знань.

На основi даних нiмецьких вчених людина запам’ятовує 10% пiд час чи-
тання, 20% — на слух, 30% — пiд час демонстрацiй, 50–70% — при участi в
дискусiях, 80% — при самостiйному виявленнi проблеми. Лише пiд час само-
стiйних дослiджень, формування проблеми та знаходженнi шляхiв вирiшення
її, людина запам’ятовує матерiал на 90% [1].

Тому постає задача для вчителя, як допомогти направити учня на роз-
виток та удосконалення своїх особистих вмiнь та навичок, iндивiдуального
пiдходу та духовного сприйняття. Спрямувати свою роботу на розвиток твор-
чого мислення учнiв, їх саморозвиток та iндивiдуальну роботу, вмiння вико-
ристовувати свої знання на практицi, вмiти будувати план дiї та вирiшувати
проблеми, має можливiсть кожен вчитель. Бажано щоб бiльшiсть наставникiв
молодi цю можливiсть використовували у своїй роботi з дiтьми.

Сучасна модернiзацiя навчального процесу спрямована на ряд особистi-
сних характеристик школяра таких, як: зацiкавленiсть до пiзнання, вмiння
орiєнтуватись, професiйна компетентнiсть, iнтерес до розвитку суспiльства
та природи [2]. Тому найважливiшими вимогами суспiльства до пiдготовки
учнiв стає формування в них наукового свiтогляду, практичних знань та до-
свiд, вмiння використовувати їх на практицi та в процесi життєдiяльностi.

Технологiя практико-орiєнтованого навчання спрямована на здобування
знань та формування практичного досвiду при вирiшеннi життєвих пере-
шкод.

Цiлi практико-орiєнтованих завдань:
1. Формування вмiнь та навичок пiд час пiд час вирiшення завдань.
2. Використання мiжпредметних знань.
3. Розвиток практичних вмiнь вирiшення задач.
4. Прагнення до саморозвитку, самовдосконалення та самореалiзацiї.
5. Засвоєння самостiйної дiяльностi.
6. Пiзнавальна дiяльнiсть пiд час навчального процесу.
7. Використання отриманих знань у життi.

Одним iз головних напрямкiв практико-орiєнтованих технологiй пiд час
вивчення фiзики та астрономiї сформованi таким чином, щоб вирiшувати
життєвi задачi, якi зустрiчаються в побутi та природi, з якими людина сти-
кається кожен день [3] .
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Виходячи з важливостi означеної проблеми, пiд час педагогiчної практи-
ки, нами була поставлена мета органiзувати рiзнорiвневi групи для активi-
зацiї роботи по виконанню посильних для них завдань. Це було зроблено за
аналiзом результатiв виконаних робiт з математики, фiзики та астрономiї
(завдання для цих самостiйних робiт мати три рiвня).

Учнi кожної групи в подальшому отримували посильнi для них завдан-
ня вiдповiдно першого, другого i третього рiвнiв. Вони отримали можливiсть
самостiйно виконувати завдання, проявляти свою iндивiдуальнiсть – пiдви-
щилась якiсть засвоєння вивченого матерiалу. При роботi з такими групами
зрiс iнтерес до освiтнього процесу, вмотивованiсть та творчiсть.

З часом, вчитель керуючи рiзнорiвневими групами, спрямовує успiшно
працюючих учнiв самостiйно обирати завдання за складнiстю, а також пiд-
вищувати свiй рiвень. Отже, задача вчителя вмiти направити учнiв на роботу,
сформувати навички робити вибiр та самостiйнiсть у вирiшення питань.

Диференцiацiя навчального процесу — це спосiб зацiкавлення учнiв до на-
вчання, який дає змогу розвиватись кожному, з елементами iндивiдуального
пiдходу.

Диференцiйний метод навчання враховує навчальний процес учнiв якi
виконують посильнi завдання, придiляючи їм достатню кiлькiсть часу, не
втрачати з поля зору кращих учнiв, давати змогу їм розвиватись та навча-
тись з урахуванням їх можливостей. Таким чином створювати умови для
розвитку кожного учня у вiдповiдностi їх психiчного розвитку, характеру та
здiбностей [4]. Рiзнорiвнева система навчання дозволяє рацiонально працю-
вати i вiдпочивати.

Приклади рiзнорiвневих завдань:[5].
Астрономiя 11 клас
1. Чому в днi рiвнодення 21 березня та 23 вересня справжня тривалiсть

дня на 10 хвилин бiльша, нiж тривалiсть ночi? (2 бали)
2. Скiльки має тривати доба на Землi для того, щоб на екваторi нашої

планети всi тiла були в станi невагомостi? (3 бали)
3. Що яскравiше освiтлює Землю: Сiрiус (−1, 5m ) чи всi зорi вiд 5m до

6m , яких на пiвсферi нiчного неба бiля 1600? (4 бали)
4. Мала планета Веста обертається навколо Сонця по орбiтi з великою

пiввiссю = 2, 362 а.о. i ексцентриситетом = 0, 089 . Визначити сидеричний
i синодичний перiоди обертання Вести, її середню швидкiсть орбiтального
руху, перигелiйну i афелiйну вiдстанi та вiдношення швидкостей в перигелiї
i афелiї орбiти. (5 балiв)
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Висновки
Метод рiзнорiвневих задач можна використовувати на всiх етапах освi-

тнього процесу, як спосiб активiзацiї всiх учнiв у навчаннi.
Рiзнорiвневi завдання можна використовувати не тiльки при перевiрцi

домашнiх завдань, але й при вивчення та засвоєннi нового матерiалу.
При успiшнiй роботi учнiв, кожен зможе обрати для себе характер, змiст

i рiвень складностi завдання.
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Use multilevel problem on the lessons of physics and astronomy
In the article the problem of the need for different levels of problems at lessons

of physics and astronomy. One of the possible classifications of multilevel tasks
that can be used in the educational process is proposed. The purposes and features
using multilevel approach to solving problems and peculiarities of teaching physics
and astronomy based on the difference in student achievement.

Keywords: active teaching methods, professionally-oriented tasks, multi-level
tasks, differential approach.
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