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ПРИКЛАДИ НАПIВГРУП ВIДПОВIДНОСТЕЙ

У данiй статтi наведено деякi приклади напiвгруп вiдповiдностей, а саме напiгрупа вiд-
повiдностей напiвгрупи з нулем i нульовим множенням, напiвгрупа вiдповiдностей напiв-
групи лiвих (правих) нулiв, яка є iзоморфною напiвгрупi всiх бiнарних вiдношень. Також
описано спосiб отримання елементiв напiвгрупи вiдповiдностей S(G) , для G = (N, ◦) , де
N = {1, 2, . . . , n} , а дiя ◦ визначається так: a ◦ b = max (a, b) .

Ключовi слова: напiвгрупа вiдповiдностей, напвiгрупа лiвих нулiв, напiвгрупа бi-
нарних вiдношень.

Вступ
Теорiю напiвгруп, як i бiльшiсть роздiлiв алгебри, можна умовно подiлити

на двi великi частини. Першу з них можна назвати загальною або абстра-
ктною. Це та частина теорiї напiвгруп, яка вивчає напiвгрупи, виходячи з
певних абстрактних обмежень, що покладаються на напiвгрупи: регулярнi
напiвгрупи, iнверснi, моногеннi, зi скороченням ... (цей список можна про-
довжувати дуже довго).

Другу частину теорiї напiвгруп можна назвати прикладною або конкре-
тною. Вона вивчає конкретнi приклади або класи напiвгруп, що виникають
як у самiй теорiї напiвгруп, так i за її межами.

Зрозумiло, що цi частини теорiї напiвгруп тiсно переплетенi мiж собою:
перша створює вiдповiдний теоретичний апарат для другою, а друга дає iлю-
стративнi приклади i ставить задачi для першої.

Дана робота належить до конкретної частини теорiї напiвгруп. Вона при-
свячена дослiдженню напiвгруп вiдповiдностей унiверсальних алгебр.

Задачу вивчення напiвгруп вiдповiдностей унiверсальних алгебр свого
часу ставив Курош О.Г. в своєму курсi загальної алгебри, який вiн читав
на механiко-математичному факультетi Московського унiверситету в 1969-
70 навчальному роцi (див. [1]). Однак зроблено в цьому напрямку небагато.
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Першими тут були роботи А.А. Iскандера [2], [3], учня О.Г. Куроша. Однак
Iскандера цiкавила лише будова напiвгруп вiдповiдностей як частково впо-
рядкованих множин стосовно природного часткового порядку, який там є.

У роботi [4] показано, що коли G — група, то елементи напiвгрупи S(G)
можна ототожнити з п’ятiрками вигляду (H1, G1, H2, G2, φ) , де H1�G1 < G ,
H2�G2 < G , а φ — iзоморфiзм факторгрупи G1/H1 на факторгрупу G2/H2 .
При цьому вiдповiдний елемент напiвгрупи S(G) — як пiдмножина iз G×G
— має вигляд

(H1, G1, H2, G2, φ) =
∪
a∈G1

(aH1 × φ(aH1)).

Множини вигляду aH1×bH2 , де bH2 = φ(aH1) , будемо називати блоками
елемента A = (H1, G1, H2, G2, φ) .

Також у [4] пiдраховано порядок напiвгруп S(G) , коли G є скiнченною
групою. Зокрема, явно вказано порядок |S(G)| для трьох класичних серiй
скiнченних груп: циклiчних, дiєдральних та елементарних абелевих.

Будову вiдношень Грiна на напiвгрупi вiдповiдностей скiнченної групи
описано в роботi [5]. Для циклiчних, дiєдральних та елементарних абелевих
груп обчислено також кiлькiсть та потужнiсть D -, R -, H -класiв.

Описано умови iдемпотентностi елементiв i максимальнi пiдгрупи
D -класу напiвгрупи вiдповiдностей скiнченної групи. Доведена теорема про
регулярнiсть напiвгрупи вiдповiдностей [6].

У роботi [7] описано центр напiвгрупи вiдповiдностей скiнченної групи.
Введено означення суперцентрального автоморфiзму скiнченної групи. По-
казано, що кожний автоморфiзм циклiчної групи є суперцентральним. Дове-
дено, що центр напiвгрупи вiдповiдностей скiнченної групи iзоморфний групi
суперцентральних iзоморфiзмiв групи.

1. Означення напiвгрупи вiдповiдностей.
Нехай G — унiверсальна алгебра. Якщо G не мiстить 0 -арних опера-

торiв (тобто видiлених елементiв), то пусту пiдмножину ми також будемо
вважати пiдалгеброю алгебри G . Розглянемо множину S(G) всiх пiдалгебр
декартового квадрату G × G алгебри G . На кожну пiдалгебру H 6 G × G
можна дивитися як на бiнарне вiдношення на множинi G .

Твердження 1. Множина S(G) як множина бiнарних вiдношень на алге-
брi G утворює напiвгрупу вiдносно деморганiвського добутку вiдношень.

Доведення. Оскiльки деморганiвський добуток вiдношень є асоцiатив-
ним, то треба довести тiльки замкненiсть множини S(G) вiдносно деморга-
нiвського добутку.
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Нехай H1 , H2 — два елементи з S(G) , а ω — n -арна операцiя iз си-
гнатури G . Розглянемо довiльну n -ку елементiв (a1, c1) , . . . , (an, cn) iз
деморганiвського добутку H1 ◦ H2 . Тодi iснують такi елементи b1, . . . , bn iз
G , що

(a1, b1), . . . , (an, bn) ∈ H1 i (b1, c1), . . . , (bn, cn) ∈ H2

Оскiльки H1 i H2 — пiдалгебри з G × G , то H1 мiстить елемент
(ω(a1, . . . , an), ω(b1, . . . , bn)) , а H2 — елемент (ω(b1, . . . , bn), ω(c1, . . . , cn)) .
Але тодi

ω((a1, c1), . . . , (an, cn)) = (ω(a1, . . . , an), ω(c1, . . . , cn)) ∈ H1 ◦H2.

Отже, вiдношення H1 ◦H2 є замкненим вiдносно операцiї ω .
Iз довiльностi ω випливає, що H1 ◦H2 є пiдалгеброю алгебри G×G . 2

Напiвгрупу S(G) називають напiвгрупою вiдповiдностей алгебри G .
Зауважимо, що S(G) мiстить дiагональ

∆ = {(a, a)|a ∈ G},
яка є одиницею напiвгрупи B(G) усiх бiнарних вiдношень на множинi G .
Оскiльки S(G) 6 B(G) , то ∆ буде одиницею i для напiвгрупи S(G) . Таким
чином напiвгрупа вiдповiдностей є напiвгрупою з одиницею.

2. Приклади напiвгруп вiдповiдностей.
1. Нехай G — напiвгрупа з нулем 0 i нульовим множенням (тобто ab = 0

для довiльних a, b ∈ G ). Тодi G × G також є напiвгрупою з нульовим
множенням (нулем буде елемент (0, 0) ). Тому пiднапiвгрупами в G × G
(тобто елементами напiвгрупи S(G) ) будуть усi пiдмножини з G × G , якi
мiстять (0, 0) . Зокрема, якщо |G| = n , то |S(G)| = 2n

2−1 .
Нехай B0(G) — напiвгрупа всiх бiнарних вiдношень на множинi G\{0} .

Розглянемо множину

B̃0(G) = {φ ∪ {(0, 0)}|φ ∈ B0(G).}

Легко бачити, що B̃0(G) буде пiднапiвгрупою з S(G) , iзоморфною напiвгру-
пi B0(G) :

(φ ∪ {(0, 0)}) ◦ (ψ ∪ {(0, 0)}) = (φ ◦ ψ) ∪ {(0, 0)}).
Таким чином, хоча напiвгрупа G влаштована надзвичайно просто, будова
її напiвгрупи вiдповiдностей S(G) є дуже складною. Зауважимо, що до-
слiдженню повної напiвгрупи бiнарних вiдношень присвячено багато робiт
рiзних авторiв (див. напр., [8] i вказану там лiтературу).
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2. Нехай G — напiвгрупа лiвих нулiв (тобто ab = a для всiх a, b ∈ G ).
Оскiльки (a, b)(c, d) = (ac, bd) = (a, b) , то кожна пiдмножина з G × G буде
пiдалгеброю. Таким чином, напiвгрупа вiдповiдностей S(G) збiгається з мно-
жиною всiх пiдмножин множини G , а тому є iзоморфною напiвгрупi B(G)
усiх бiнарних вiдношень на напiвгрупi G .

Цей факт у певному сенсi можна обернути:

Твердження 2. Напiвгрупа вiдповiдностей S(G) напiвгрупи G буде збi-
гатися з напiвгрупою B(G) усiх бiнарних вiдношень на множинi G тодi i
тiльки тодi, коли G – напiвгрупа лiвих (правих) нулiв.

Доведення. Достатнiсть фактично вже доведена вище.
Необхiднiсть. Якщо кожна пiдмножина з G × G є пiднапiвгрупою, то

пiднапiвгрупою повинна бути i кожна двоелементна пiдмножина. Тому для
довiльних двох елементiв (a, a) i (b, b) iз G×G має бути

(a, a) · (b, b) = (ab, ab) = (a, a) або (ab, ab) = (b, b).

Таким чином, для довiльних елементiв a, b ∈ G маємо ab = a або ab = b.
Нехай для деяких a, b ∈ G , a ̸= b маємо ab = a (випадок ab = b розгля-

дається аналогiчно). Покажемо, що тодi xy = x для довiльних x, y ∈ G.
Припустимо, що це не так. Тодi iснують такi елементи c ̸= d , що cd = d .

Тут можливi такi випадки.
1) {a, b} ∩ {c, d} = ∅ . Тодi для пiдмножини H = {(a, c), (b, d)} iз G×G

маємо:
(a, c) · (b, d) = (ab, cd) = (a, d) ̸∈ H.

Отже, пiдмножина H не є замкненою вiдносно множення, а тому не є пiдна-
пiвгрупою. Таким чином, цей випадок неможливий.

2) a = c. Тодi для пiдмножини H = {(c, c), (b, d)} маємо:

(c, c) · (b, d) = (cb, cd) = (ab, cd) = (a, d) ̸∈ H.

Отже, пiдмножина H знову не є замкненою вiдносно множення, а тому не є
пiднапiвгрупою. Таким чином, i цей випадок неможливий.

Iншi можливi випадки розглядаються аналогiчно:
3) a = d. Тодi для H = {(d, c), (b, d)} маємо:

(d, c) · (b, d) = (db, cd) = (cb, cd) = (a, d) ̸∈ H.

4) b = c. Тодi для H = {(a, b), (b, d)} маємо:

(a, b) · (b, d) = (ab, bd) = (ab, cd) = (a, d) ̸∈ H.
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5) b = d. Тодi для H = {(a, c), (d, d)} маємо:

(a, c) · (d, d) = (ad, cd) = (ab, cd) = (a, d) ̸∈ H.

2

3. Нехай G = (N, ◦) , де N = {1, 2, . . . , n} , а дiя ◦ визначається так:
a ◦ b = max (a, b) . Тодi iз рiвностi

(a1, a2) ◦ (b1, b2) = (max (a1, b1),max (a2, b2))

випливає, що пiдмножина H ⊆ G×G буде пiднапiвгрупою тодi i тiльки тодi,
коли для довiльних (a1, a2), (b1, b2) ∈ G iз a1 > b1 i b2 > a2 випливає, що
(a1, b2) ∈ H.

Твердження 3. Нехай 0 6 k 6 n , {b1, b2, . . . , bk} ⊆ N , b1 < b2 < . . . < bk ,
A1, A2, . . . , Ak ⊆ N , a′i = max Ai , (i = 1, 2, . . . , k) , a′′i = min Ai ,
(i = 1, 2, . . . , k) , a′1 6 a′2 6 . . . a′k та для кожного j (1 < j 6 k ) вико-
нується умова

Aj ⊇ [a′′j , a
′
j] ∩ (

∪
i<j

Ai). (1)

Тодi множина

C =
k∪
i=1

(Ai, bi)

буде елементом напiвгрупи S(G) i кожен елемент iз S(G) можна отри-
мати в такий спосiб.

Доведення. Покажемо спочатку, що множина G є пiднапiвгрупою в G×G .
Справдi, нехай (ai, bi) , (aj, bj) ∈ G i ai > aj , bj > bi . Тодi

(ai, bi) · (aj, bj) = (ai, bj).

Тому треба показати, що ai ∈ Aj . Це очевидно, якщо i = j . Нехай
тепер i ̸= j . Тодi з нерiвностi bj > bi випливає, що j > i . Крiм того, з
нерiвностi ai > aj випливає, що ai > a′′j . Звiдси i з нерiвностi ai 6 a′i 6 a′j
отримуємо, що ai ∈ [a′′j , a

′
j] . Але тодi з умови (1) випливає, що ai ∈ Ai , а

тому (ai, bj) ∈ C .
Навпаки, нехай C ⊆ G×G — пiднапiвгрупа. Очевидно, що пуста пiдмно-

жина iз G×G одержується в потрiбний спосiб при k = 0 . Тому далi можна
вважати, що C ̸= ∅ .
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Нехай {b1, b2, . . . , bk} (b1 < b2 < . . . < bk) — проекцiя C на другий
множник.

Покладемо для кожного i = 1, 2, . . . , k Ai = {a|(a, bi) ∈ C} ,
a′i = max Ai , a′′i = min Ai .

Нехай i < j . Тодi для елементiв (a′i, bi) та (a′j, bj) маємо:

(a′i, bi) · (a′j, bj) = (max (a′i, a
′
j), bj).

Оскiльки max (a′i, a
′
j) ∈ Aj , то max (a′i, a

′
j) 6 a′j , звiдки a′i 6 a′j . Отже,

a′1 6 a′2 6 . . . 6 a′k.

Лишилось довести умови (1).
Нехай a ∈ [a′′j , a

′
j] ∩ (∪i<jAi) . Тодi iснує такий номер i0 < j , що

(a, bi0) ∈ C . Далi маємо

(a, bi0) · (a′′j , bj) = (a, bj).

Отже, (a, bi) ∈ C , а тому a ∈ Aj . 2

Наслiдок 1. Нехай G = ({1, 2, . . . , n}, ◦) , де a◦b = max(a, b) . Тодi порядок
напiвгрупи вiдповiдностей S(G) задовольняє нерiвнiсть

|S(G)| > 1 +
n∑
k=1

(
n
k

) ∑
16a16a26...6ak6n

a1 · a2 · . . . · ak. (2)

Доведення. Досить показати, що для деякого k , 1 6 k 6 n конструкцiя
iз попереднього твердження дає не менше нiж(

n
k

) ∑
16a16a26...6ak6n

a1 · a2 · . . . · ak

рiзних елементiв напiвгрупи S(G) . Справдi, множину {b1, b2, . . . , bk} ⊆ N

може вибрати
(
n

k

)
способами.

Далi для фiксованої множини {b1, b2, . . . , bk} вибираємо набiр

1 6 a1 6 a2 6 . . . 6 ak 6 n.

Для кожного i , 1 6 i 6 k , множину Ai вибираємо як множину вигляду

Ai = [a′′i , ai], 1 6 a′′i 6 ai.
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Очевидно, що тодi max Ai = ai , а саму множину Ai можна вибрати ai спосо-
бами. Умова (1) тепер виконується очевидним чином, бо при нашому виборi
Ai маємо Ai = [a′′i , a

′
i] .

Таким чином, для кожного такого набору множин Ai одержуємо елемент
iз S(G) , рiзним наборам вiдповiдають рiзнi елементи, а рiзних наборiв Ai ,
1 6 i 6 k , буде a1 · a2 · . . . · ak. 2

Зауваження. Безпосереднiм обчисленням перевiряється, що при n = 1, 2
в наслiдку 1. маємо рiвнiсть. При n > 3 напiвгрупа S(G) мiстить елемент

H = {(1, 1), (1, 2), (3, 2), (3, 3)}.

Оскiльки в цьому випадку A2 = {1, 3} не є iнтервалом, то H не одержу-
ється конструкцiєю iз доведення наслiдку 1. Отже, при n > 3 нерiвнiсть (2)
буде строгою.
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Examples of semigroup of correspondence
This article contains some examples of semigroup of correspondences, namely,

the semigroup of correspondence of a semigroup with zero and zero multiplicati-
on, the semigroup of correspondence of the semigroup of left (right) zeros, which
is isomorphic to the semigroup of all binary relations. The method of obtaini-
ng elements of the semigroup of correspondences S(G) is also described, where
G = (N, ◦) where N = {1, 2, . . . , n} , and the operation of ◦ is defined as:
a ◦ b = max (a, b). N = 1, 2, ..., n.

Keywords: the semigroup of correspondence, semigroup of left zeros, semi-
group of binary relations
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