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ЕКСТРЕМАЛЬНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПОДВIЙНИХ ОПЕРАТОРIВ
ВАЛЛЕ ПУССЕНА НА КЛАСI АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

Вивчаються верхнi гранi вiдхилень подвiйних операторiв Фейєра на класi аналiтичних
функцiй дiйсної змiнної, якi не обов’язково можуть подаватися у виглядi iнтегралiв Пуас-
сона. Отриманi асимптотичнi формули для цих величин за природних умов забезпечують
розв’язки вiдповiдної задачi Колмогорова-Нiкольського.
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Нехай L — множина сумовних 2π –перiодичних функцiй i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x)

— ряд Фур’є функцiї f ∈ L . Позначимо через Sn(f ; x) частковi суми ряду
Фур’є. Для фiксованого p ∈ N вiдповiднi суми Валле Пуссена функцiї f ∈ L
задаються спiввiдношенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x).

Застосовуючи метод пiдсумовування Валле Пуссена двiчi, отримуємо насту-
пний метод побудови тригонометричних полiномiв. Нехай p є довiльним
натуральним числом таким, що 2p < n . Функцiї f ∈ L поставимо у вiд-
повiднiсть послiдовнiсть подвiйних середнiх Валле Пуссена

V (2)
n,p (f, x) =

1

p

n−1∑
k=n−p

Vk+1,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

1

p

k∑
m=k−p+1

Sm(f, x) =

=
a0
2
+

n−1∑
k=1

λ
(n)
k (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx), (1)
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де

λ
(n)
k =


1, 1 6 k 6 n− 2p+ 1;
1− (k−n+2p)(k−n+2p−1)

2p2 , n− 2p+ 1 6 k 6 n− p;
1− 2p2−(n−k)(n−k+1)

2p2 . n− p 6 k 6 n− 1.

(2)

Наслiдуючи О.I. Степанця [1, 2], класи перiодичних функцiй запровадимо
наступним чином. Нехай ψ(k) — довiльна функцiя натурального аргументу i
β — фiксоване дiйсне число. Множина неперервних функцiй f(x) , для яких
ряд

∞∑
k=1

1

ψ(k)

(
ak cos(kx+

βπ

2
) + bk sin(kx+

βπ

2
)

)
є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї fψβ (x) , позначається Cψ

β . Якщо
f ∈ Cψ

β i, крiм того, fψβ (x) ∈ S0
M , тобто виконаними є умови

π∫
−π

fψβ (t)dt = 0, ess sup|fψβ (t)| 6 1,

то множина таких функцiй позначається Cψ
β,∞.

Для фiксованого q ∈ (0; 1) позначимо символом Dq множину послiдов-
ностей ψ(k), k ∈ N, для яких має мiсце спiввiдношення

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q.

У цьому випадку множини Cψ
β,∞ складаються з 2π -перiодичних функцiй, якi

є звуженнями на дiйсну ось функцiй F (z), аналiтичних у смузi |ℑz| < ln q−1 .
Важливим прикладом таких класiв функцiй є класи неперервних 2π -

перiодичних функцiй f(x) , якi можна подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑
k=1

qk cos(kt+
βπ

2
)dt.

В цьому випадку класи Cψ
β,∞ позначаються Cq

β,∞ i називаються класами
iнтегралiв Пуассона [3].

Задача наближення класiв iнтегралiв Пуассона лiнiйними операторами
має багату iсторiю, пов’язану з iменами С.М. Нiкольського, С.Б. Стечкина,
О.I. Степанця, С.А. Сердюка, В.I. Рукасова, С.О. Чайченка та iнших [3].
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Для точних верхнiх меж вiдхилень сум Фур’є на класах функцiй Cψ
β,∞ ,

ψ(k) ∈ Dq у роботi [2] отримана при n→ ∞ асимптотична формула

E(Cψ
β,∞;Sn) =

8ψ(n)

π2
K(q) +O(1)

(
ψ(n)

n(1− q)
+
ψ(n)εn
(1− q)2

)
,

де

εn = sup
k>n

∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣, (3)

O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n , q , β i ψ(k) .
У роботi [4] отримано асимптотичнi формули для точних верхнiх меж вiд-

хилень сум Валле Пуссена на класах аналiтичних функцiй Cψ
β,∞ , ψ(k) ∈ Dq,

q ∈ (0; 1) . Цi результати також було розповсюджено на двовимiрнi аналоги
класiв Cψ

β,∞, ψ(k) ∈ Dq, q ∈ (0; 1) у роботi [5].
В данiй роботi отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхи-

лень тригонометричних полiномiв V
(2)
n,p (f, x) на класах Cψ

β,∞ , де ψ(k) ∈ Dq,
q ∈ (0; 1)

E(Cψ
β,∞, V

(2)
n,p ) = sup

f∈Cψβ,∞

||f(x)− V (2)
n,p (f, x)||C .

Теорема 1. Нехай ψ(k) ∈ Dq , q ∈ (0; 1) , ψ(k) > 0 , β ∈ R . Тодi при
n− 2p→ ∞ , має мiсце асимптотична формула

E(Cψ
β,∞;V (2)

n,p ) =
8ψ(n− 2p+ 2)

πp2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;
2
√
q

1 + q

)
+

+O(1)

(
ψ(n− 2p)

p2(n− 2p)(1− q)4
+
ψ(n− 2p)qp

p2(1− q)3
+
ψ(n− 2p)εn−2p+2

(1− q)2

)
, (4)

де Π(n; k) — повний елiптичний iнтеграл третього роду, O(1) — вели-
чина, рiвномiрно обмежена щодо n , q , β , p i ψ(k) , величини εm заданi
спiввiдношенням (3).

Доведення. Нехай величини λ
(n)
k заданi спiввiдношенням (2). Для

f ∈ Cψ
β,∞ мають мiсце iнтегральнi зображення [1, 2]

ρn,p(f, x) ≡ f(x)−V (2)
n,p (f, x) =

1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑
k=1

(1−λ
(n)
k )ψ(k) cos(kt+

βπ

2
)dt.

Тодi, виконуючи перетворення, маємо

ρn,p(f, x) =
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= ψ(n−2p+2)
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑

k=n−2p+2

(1−λ
(n)
k )

ψ(k)

ψ(n− 2p+ 2)
cos(kt+

βπ

2
)dt =

=
ψ(n− 2p+ 2)

π

 π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑

k=n−2p+2

(1− λ
(n)
k )

[
ψ(k)

ψ(n− 2p+ 2)
− qk

qn−2p+2

]
×

× cos(kt+
βπ

2
)dt+

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑

k=n−2p+2

(1− λ
(n)
k )qk

qn−2p+2
cos(kt+

βπ

2
)dt

 =

=
ψ(n− 2p+ 2)

qn−2p+2

1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑

k=n−2p+2

(1− λ
(n)
k )qk cos(kt+

βπ

2
)dt+

+ψ(n− p1 − p2 + 2)Rn−2p(f, x),

де

Rn−2p(f, x) =
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)rn−2p(t)dt, rn−2p(t) =
∞∑
k=1

(1− λ
(n)
n−2p+2+k)×

×
[
ψ(n− 2p+ 2 + k)

ψ(n− 2p+ 2)
− qn−2p+2+k

qn−2p+2

]
cos((n− 2p+ 2 + k)t+ βπ/2). (5)

Розглянемо величину rn−2p(t) . Оскiльки

k−1∏
l=0

ψ(n− 2p+ k + 3)

ψ(n− 2p+ l + 2)
=
ψ(n− 2p+ 3)

ψ(n− 2p+ 2)

ψ(n− 2p+ 4)

ψ(n− 2p+ 3)
...
ψ(n− 2p+ k + 2)

ψ(n− 2p+ k + 1)
=

=
ψ(n− 2p+ 2 + k)

ψ(n− 2p+ 2)
,

то

rn−2p(t) =
∞∑
k=1

(1− λ
(n)
n−2p+2+k)

[
ψ(n− 2p+ 2 + k)

ψ(n− 2p+ 2)
− qn−2p+k+2

qn−2p+2

]
×

× cos((n− 2p+ 2 + k)t+
βπ

2
) =

=
∞∑
k=1

(1−λ
(n)
n−2p+2+k)

(
k−1∏
l=0

ψ(n− 2p+ k + 3)

ψ(n− 2p+ l + 2)
− qk

)
cos((n− 2p+2+k)t+

βπ

2
).
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Враховуючи спiввiдношення (3.5.9) роботи [1], маємо∣∣∣∣∣
k−1∏
l=0

ψ(n− 2p+ k + 3)

ψ(n− 2p+ l + 2)
− qk

∣∣∣∣∣ 6 (q + εn−2p+2)
k − qk,

де величини εm заданi спiввiдношенням (3). Тодi маючи на увазi умову
0 6 1− λ

(n)
k 6 1 , отримуємо

|rn−2p(t)| 6
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣
k−1∏
l=0

ψ(n− 2p+ k + 3)

ψ(n− 2p+ l + 2)
− qk

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
i=2

(q + εn−2p+1)
k − qk 6

6 εn−2p+2

((1− q)− εn−2p+2))(1− q)
.

Оскiльки, для будь-якої f ∈ Cψ
β,∞ виконується |fψβ (x)| 6 1 , то

||Rn−2p(f ;x)||C = ||1
π

π∫
−π

fψβ (x+ t)rn−2p(t)dt||C = O(1)
εn−2p+2

(1− q)2
.

Нехай Jqβ(φ) є (β, q)–iнтегралом функцiї φ ∈ S0
M . Тодi

ρn,p(J
q
β(f

ψ
β , x)) =

1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑

k=2m−n+2

(1− λ
(n)
k )qk cos(kt+

βπ

2
)dt.

Таким чином, маючи на увазi спiввiдношення (5) i (6), отримуємо

ρn,p(f, x) =
ψ(n− 2p+ 2)

qn−2p+2
ρn,p(J

q
β(f

ψ
β , x)) + ψ(n− 2p+ 2)Rn−2p(f ;x),

||ρn,p(f, x)||C =
ψ(n− 2p+ 2)

qn−2p+2
||ρn,p(Jqβ(f

ψ
β , x))||C+O(1)

ψ(n− 2p)εn−2p+2

(1− q)2
. (7)

В роботi [6] показано, що

sup
φ∈S0

M

||ρn,p(J qβ(φ, ·))||C = E(Cq
β,∞, V

(2)
n,p ) =

8qn−2p+2

πp2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;
2
√
q

1 + q

)
+

+O(1)

(
qn−2p

p2(n− 2p)(1− q)4
+

qn−p

p2(1− q)3

)
. (8)

Враховуючи, що

sup
f∈Cψβ,∞

||ρn,p(J qβ(f
ψ
β , ·))||C = sup

φ∈S0
M

||ρn,p(Jqβ(φ, ·))||C = E(Cq
β,∞, V

(2)
n,p ),
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отримуємо для верхнiх граней правої i лiвої частин рiвностi (7)

E(Cψ
β,∞, V

(2)
n,p ) =

ψ(n− 2p+ 2)

qn−2p+2
E(Cq

β,∞, V
(2)
n,p ) +O(1)

ψ(n− 2p)εn−2p+2

(1− q)2
.

Тож, пiдставивши в останню рiвнiсть спiввiдношення (8), отримуємо асим-
птотичну формулу (4). Теорема доведена.
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An extreme tasks for double operators of Vallee Poussin on the class
of analytic functions
Donbas State Teachers’ Training University, Slovijans’k, Ukraine
Donbas State Engineering Academy, Kramators’k, Ukraine.

Novikov O., Rovens’ka O., Kozachenko Yu., Vagner G., Chala V.
Upper bounds of inflexions of double Fejer’s operators on a group of analyti-

cal functions of a real variable which not necessarily can be set in the form of
Poisson integrals are studied. The received asymptotic formulas for these values
provide the solution of a corresponding Kolmogorov-Nikol’skiy problem in certain
conditions.

Keywords: Fourier series, repeated sums of Fejer, asymptotic formula.
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