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БIНОМIАЛЬНI КОЕФIЦIЄНТИ В ЕКСТРЕМАЛЬНИХ
ЗАДАЧАХ ТЕОРIЇ НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ

Методом математичної iндукцiї доведенi деякi допомiжнi формули для величин, якi зада-
ються за допомогою бiномiальних коефiцiєнтiв. Обчислене значення iнтегралу у головному
членi розв’язку екстремальної задачi у виглядi суми квадратiв бiномiальних коефiцiєнтiв.

Ключовi слова: бiномiальнi коефiцiєнти, метод математичної iндукцiї.

В роботi розглянутi задачi, якi у своїх формулюваннях мiстять бiномiаль-
нi коефiцiєнти, розв’язуються методом математичної iндукцiї, що виникли пiд
час розв’язання однiєї з екстремальних задач теорiї наближення перiодичних
функцiй.

1. Отримання компонент уявлень величин кратного пiд-
сумовування
Теорема 1. Нехай, q ∈ (0; 1) , Λr̄ = {λ1, λ2, ..., λr}, – множина натураль-

них чисел таких, що
r∑

k=1

λk 6 n+ r ,

Λr−1 = {λ2, λ3, ..., λr}; Λr−2 = {λ3, λ4, ..., λr}; ...Λ1 = {λr}
величини

G
(1)
n,Λ1

(t), G
(2)
n,Λ2

(t), ..., G
(r)
n,Λr

(t)

задовольняють рекурентнiй умовi

G
(r)
n,Λr̄

(t) =
1

λ1

n−1∑
k1=n−λ1

G
(r−1)
n,Λr−1

(t) =
1

λ1

n−1∑
k1=n−λ1

1

λ2

k1∑
k2=k1−λ2

G
(r−2)
n,Λr−2

(t), (1)
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де
G

(1)
n,Λ1̄

(t) =
qn+1

λ1

([
− cos(n+ 1)t+ 2q cosnt− q2 cos(n− 1)t

]
+

+qn−λ1+1
[
cos(n− λ1 + 1)t− 2q cos(n− λ1)t+ q2 cos(n− λ1 − 1)t

])
. (2)

Тодi для будь-якого r ∈ N виконується рiвнiсть

G
(r)
n,Λr̄

(t) =
Z

2(r−1)
q (t)∏r
i=1 λi

∑
α⊂r

r+1∑
ν=0

(−1)r−|α|+νCν
r+1q

n−ΣαΛr̄+r+ν cos(n− Σα
Λr̄

+ r − ν)t,

(3)
де Σα

Λr̄
=
∑
j∈α

λj, |α| – кiлькiсть елементiв множини α ⊂ r ,

Zq(x) =
1√

1− 2q cosx+ q2
,

Ck
n = n!

k!(n−k)! – коефiцiєнти бiномiального розвинення.

Доведення. Для доведення застосуємо метод математичної iндукцiї. За-
уважимо, що за формулою (2)

G
(1)
n,Λ1̄

(t) =
(t)qn+1

λ1

([
− cos(n+ 1)t+ 2q cosnt− q2 cos(n− 1)t

]
+ qn−λ1+1× +

×
[
cos(n− λ1 + 1)t− 2q cos(n− λ1)t+ q2 cos(n− λ1 − 1)t

])
=
Z

2(1−1)
q (t)∏1
i=1 λi

×

×
∑
α⊂1

1+1∑
ν=0

(−1)1−|α|+νCν
1+1q

n−ΣαΛr̄+1+ν cos(n− Σα
Λr̄

+ 1− ν)t = G
(r)
n,Λr

(t)

∣∣∣∣∣
r=1

,

тобто за умовою теореми для r = 1 формула (3) виконується. Не-
хай r ∈ N . Припустимо, що для довiльного набору натуральних чисел

Λr′ = {λ2, λ3, ..., λr+1} таких, що
r+1∑
i=2

λi < k1 + r i r′ = {2, 3, ..., r + 1} , спра-

ведливою є формула (3). Вiдшукаємо вирази для величини G
(r+1)
k0+1,Λr+1

(t) з
набором чисел Λr+1 = {λ1}∪Λr′ , для яких, окрiм вище зазначених, виконанi

такi умови λ1 ∈ N ,
r+1∑
i=1

λi < k0 + r . В силу спiввiдношення (1) маємо

G
(r+1)
k0+1,Λr+1

(t) =
1

λ1

k0∑
k1=k0−λ1+1

G
(r)
k1+1,Λ

r′
(t) =

Z
2(r−1)
q (t)

λ1
∏r+1

i=2 λi
×
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×
k0∑

k1=k0−λ1+1

∑
α⊂r

r+1∑
ν=0

(−1)r−|α|+νCν
r+1q

k1−ΣαΛ
r′
+r+ν

cos(k1 − Σα
Λ
r′
+ r − ν)t =

=
Z

2(r−1)
q (t)

2
∏r+1

i=1 λi

∑
α⊂r

r+1∑
ν=0

((−1)r−|α|+νCν
r+1q

2ν×

×
k0∑

k=k0−λ1+1

((
qeit
)k−ΣαΛ

r′
+r−ν

+
(
qe−it

)k−ΣαΛ
r′
+r−ν)

.

Застосовуючи формулу суми елементiв нескiнченої спадної геометричної
прогресiї, отримуємо

k0∑
k=k0−λ1+1

(
qeit
)k−∑

j∈α
λj+r−ν

=
(
qeit
)k0−Σα

Λ̄r
+r+1−ν

(
qe−it

)λ1 − 1

1− qeit
.

Тодi, виконуючи елементарнi перетворення, отримуємо

q2ν
k0∑

k=k0−λ1+1

((
qeit
)k−ΣαΛ

r′
+r−ν

+
(
qe−it

)k−ΣαΛ
r′
+r−ν)

=

=
q
k0−ΣαΛ

r′
+r+1+ν

1− 2q cos t+ q2
q
k0−ΣαΛ

r′
+r+1−ν

{
q−λ1 cos (k0 − Σα

Λ
r′
+ r + 1− λ1 − ν)t−

−q1−λ1 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − λ1 − ν)t− cos (k0 − Σα

Λ
r′
+ r + 1− ν)t+

+q cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − ν)

}
.

Таким чином,

G
(r+1)
k0+1,Λr+1

(t) =
Z2r
q (t)∏r+1
i=1 λi

∑
α⊂r

(−1)r−|α|q
k0−ΣαΛ

r′
+r+1

[
r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1×

×qν−λ1 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− λ1 − ν)t−

r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν+1−λ1×

× cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − λ1 − ν)t−

r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− ν)t+

+
r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν+1 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − ν)

]
.
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Виконуючи перетворення з врахуванням очевидної рiвностi

Cν
r+1 + Cν−1

r+1 = Cν
r+2, (4)

отримуємо

r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− λ1 − ν)t−

r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν+1×

× cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − λ1 − ν)t = C0

r+1 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− λ1)t+

+
r+1∑
ν=1

[Cν
r+1 + Cν−1

r+1 ](−1)νqν cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− λ1 − ν)t+

+(−1)r+2Cr+1
r+1q

r+2 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − λ1 − r − 1)t =

= C0
r+2 cos (k0 − Σα

Λ
r′
+ r + 1− λ1)t+

+
r+1∑
ν=1

Cν
r+2(−1)νqν cos (k0 − Σα

Λ
r′
+ r + 1− λ1 − ν)t+

+(−1)r+2Cr+2
r+2q

r+2 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− λ1 − (r + 2))t =

=
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νqν cos (k0 − Σα

Λ
r′
+ r + 1− λ1 − ν)t.

Аналогiчно
r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− ν)t−

−
r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν+1 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − ν)t =

=
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νqν cos (k0 − Σα

Λ
r′
+ r + 1− ν)t.

Таким чином, поклавши α′ = α∪{1} i зауваживши, що r + 1 = r′∪{1} ,
отримуємо

∑
α⊂r′

(−1)r−|α|qk0−Σα
Λ̄r

+r+1

[
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νqν−λ1 cos (k0 − Σα

Λ̄r
+ r + 1− λ1 − ν)t−
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−
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νqν cos (k0 − Σα

Λ̄r
+ r + 1− ν)t

]
=
∑
α⊂r′

(−1)r−|α|×

×

[
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νq

k0−ΣαΛ
r′
+r+1−λ1+ν

cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 2− λ1 − ν)t−

−
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νq

k0−ΣαΛ
r′
+r+1+ν

cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 2− ν)t

]
=

=
∑

α′⊂r+1

(−1)r+1−|α′|
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νq

k0−Σα
′

Λ
r+1

+(r+1)+ν×

× cos (k0 − Σ
α∪{1}
Λr+1

+ (r + 1) + 1− ν)t+
∑

α⊂r+1,1/∈α

(−1)r+1−|α|×

×
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νq

k0−ΣαΛ
r′
+r+1+ν

cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ 1 + (r + 1)− ν)t.

Оскiльки, для множин A = {λi, i ∈ α′ ⊂ r + 1} , C = {λi, i ∈ α ⊂ r + 1}
B = {λi, i ∈ α ⊂ r + 1, 1 /∈ α} виконується A∪B = C , то нарештi отримуємо

G
(r+1)
n,Λr+1

(t) =
Z

2((r+1)−1)
q (t)∏r+1

i=1 λi

∑
α⊂r+1

(r+1)+1∑
ν=0

(−1)(r+1)−|α|+ν×

×Cν
(r+1)+1q

n−ΣαΛ
r+1

+(r+1)+ν
cos(n− Σα

Λr+1
+ (r + 1)− ν)t.

Це означає, що iз справедливостi виразу (3) для величини G
(m)
k0+1,Λm

(t) для
m = r випливає його справедливiсть для m = r+1 . Отже, за iндукцiєю, для
довiльного r ∈ N справедливим є спiввiдношення (3). Теорема доведена.

2. Застосування полiнома Лежандра для обчислення
визначених iнтегралiв
Теорема 2. Для будь-яких ν ∈ N , q ∈ (0; 1)

π∫
0

dx

(1 + q2 − 2q cosx)ν
=

π

(1− q2)2ν−1

ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1

)2
q2k,

де Cn
m = n!

(n−m)!m! – бiномiальнi коефiцiєнти.
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Доведення. Поклавши для зручностi 1+q2

2q = α2 , отримуємо∫
dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

1

(2q)ν

∫
dt

(1+q
2

2q − cos t)ν
=

1

(2q)ν

∫
dt

(α2 − cos t)ν
. (5)

Застосовуючи унiверсальну тригонометричну пiдстановку

x = tg
t

2
, cos t =

1− x2

1 + x2
, dt =

2dx

1 + x2
,

маємо на основi спiввiдношення (5)
π∫

0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

1

(2q)ν

π∫
0

dt

(α2 − cos t)ν
=

=
1

(2q)ν

∞∫
0

2dx
1+x2

(α2 − 1−x2
1+x2 )

ν
=

1

(2q)ν

∞∫
0

2dx
1+x2

1
(1+x2)ν (α

2(1 + x2)− 1 + x2)ν
=

=
1

(2q)ν

∞∫
0

2(1 + x2)ν−1dx

(α2 − 1 + (α2 + 1)x2)ν
=

1

(2q)ν

∞∫
0

2(1 + x2)ν−1dx

(α2 + 1)ν(α
2−1
α2+1 + x2)ν

=

=
1

(2q)ν
2

(α2 + 1)ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(α
2−1
α2+1 + x2)ν

.

Знову, застосовуючи для зручностi позначення a2 ≡ α2−1
α2+1 , отримуємо

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

1

(2q)ν
2

(α2 + 1)ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(α
2−1
α2+1 + x2)ν

=

=
2

(2q)ν(α2 + 1)ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

2

(1 + q)2ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
. (6)

Таким чином, приходимо до вивчення iнтегралiв

Jν(x) =

∫
(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
, a2 < 1.

Нехай ν ∈ N, ν > 2, ν = p + 1, (p > 1) . Тодi, застосовуючи формулу степеня
бiнома

(A+B)n =
n∑
k=0

Cn
kA

n−kBk; (1 + x2)p =

p∑
k=0

Cp
kx

2k,
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маємо

Jp+1 =

∫
(1 + x2)pdx

(a2 + x2)p+1
=

p∑
k=0

Cp
k

∫
x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

=

∫
dx

(a2 + x2)p+1
+

p∑
k=1

Cp
k

∫
x2kdx

(a2 + x2)p+1
. (7)

Щоб вiдшукати для обчислення останнього iнтегралу рекурентну форму-
лу для k > 1 , виконаємо iнтегрування частинами∫

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

=

∣∣∣∣u =
1

(a2 + x2)p+1
, dv = x2kdx, du =

−2(p+ 1)xdx

(a2 + x2)p+2
, v =

x2k+1

2k + 1

∣∣∣∣ =
=

x2k+1

2k + 1

1

(a2 + x2)p+1
−
∫

x2k+1

2k + 1

[−2(p+ 1)x]dx

(a2 + x2)p+2
=

=
1

2k + 1

x2k+1

(a2 + x2)p+1
− −2(p+ 1)

2k + 1

∫
x2(k+1)dx

(a2 + x2)p+2
.

Таким чином, для будь-якого k > 1 , p > 1∫
x2(k+1)dx

(a2 + x2)p+2
=

2k + 1

2(p+ 1)

(∫
x2kdx

(a2 + x2)p+1
− 1

2k + 1

x2k+1

(a2 + x2)p+1

)
=

=
2k + 1

2(p+ 1)

∫
x2kdx

(a2 + x2)p+1
− 1

2(p+ 1)

x2k+1

(a2 + x2)p+1
.

Отже, для k > 1∫
x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

2k − 1

2p

∫
x2(k−1)dx

(a2 + x2)p
− 1

2p

x2(k−1)+1

(a2 + x2)p
. (8)

Враховуючи спiввiдношення (8), знаходимо для 1 6 k 6 p

∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

2k − 1

2p

∞∫
0

x2(k−1)dx

(a2 + x2)p
− 1

2p

x2k−1

(a2 + x2)p

∣∣∣∣∣
∞

0

=

=
2k − 1

2p

∞∫
0

x2(k−1)dx

(a2 + x2)p
. (9)
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Отже, для 1 6 m 6 n

∞∫
0

x2mdx

(a2 + x2)n
=

2m− 1

2(n− 1)

∞∫
0

x2(m−1)dx

(a2 + x2)n−1
; (10)

так само
∞∫
0

x2(k−1)dx

(a2 + x2)p
=

2(k − 1)− 1

2(p− 1)

∞∫
0

x2((k−1)−1)dx

(a2 + x2)p−1
=

2k − 3

2(p− 1)

∞∫
0

x2(k−2)dx

(a2 + x2)p−1
.

Поєднуючи останню рiвнiсть з формулою (9), для p > 2 маємо

∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

2k − 1

2p

∞∫
0

x2(k−1)dx

(a2 + x2)p
=

2k − 1

2p

2k − 3

2(p− 1)

∞∫
0

x2(k−2)dx

(a2 + x2)p−1
=

=
(2k − 1)(2k − 3)

22p(p− 1)

∞∫
0

x2(k−2)dx

(a2 + x2)p−1
.

На пiдставi спiввiдношення (10) знаходимо

∞∫
0

x2(k−2)dx

(a2 + x2)p−1
=

2(k − 2)− 1

2(p− 2)

∞∫
0

x2((k−2)−1)dx

(a2 + x2)p−2
=

2k − 5

2(p− 2)

∞∫
0

x2(k−3)dx

(a2 + x2)p−2
.

Поєднуючи останнi рiвностi для p > 3 , маємо

∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

(2k − 1)(2k − 3)

22p(p− 1)

∞∫
0

x2(k−2)dx

(a2 + x2)p−1
=

=
(2k − 1)(2k − 3)

22p(p− 1)

2k − 5

2(p− 2)

∞∫
0

x2(k−3)dx

(a2 + x2)p−2
=

=
(2k − 1)(2k − 3)(2k − 5)

23p(p− 1)(p− 2)

∞∫
0

x2(k−3)dx

(a2 + x2)p−2
=

=

∏3
i=1(2k − (2i− 1))

23
∏3

i=1(p− 3 + 1)

∞∫
0

x2(k−3)dx

(a2 + x2)p−3+1
.
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Продовжуючи за аналогiєю, для достатньо великих p > k > m > 1
отримуємо

∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

=
(2k − 1)(2k − 3)(2k − 5)...(2k − (2m− 1))

2mp(p− 1)(p− 2)...(p−m+ 1)

∞∫
0

x2(k−m)dx

(a2 + x2)p−m+1
=

=

∏m
i=1(2k − (2i− 1))

2m
∏m

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

x2(k−m)dx

(a2 + x2)p−m+1
. (11)

Таким чином, на пiдставi (11) для k = 1, 2, ..., p− 1 маємо
∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

∏k
i=1(2k − (2i− 1))

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
=

=
(2k − 1)!!

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
, (12)

де
(2k − 1)!! = 1 · 3 · 5 · ... · (2k − 1)

добуток всiх непарних чисел до (2k − 1) . Зокрема,
∞∫
0

x2pdx

(a2 + x2)p+1
=

(2p− 1)!!

2p
∏p

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−p+1
=

=
(2p− 1)!!

2pp!

∞∫
0

dx

(a2 + x2)
. (13)

Враховуючи, що
∞∫
0

dx

(a2 + x2)
=

1

a
arctg

x

a

∣∣∣∣∣
∞

0

=
π

2a

та маючи на увазi спiввiдношення (7), (12) отримуємо
∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

∏k
i=1(2k − (2i− 1))

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
=
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=
(2k − 1)!!

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
;

∞∫
0

x2pdx

(a2 + x2)p+1
=

(2p− 1)!!

2pp!

π

2a
.

Отже,
∞∫
0

(1 + x2)pdx

(a2 + x2)p+1
=

p∑
k=0

Cp
k

∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

=

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p+1
+

p−1∑
k=1

Cp
k

∏k
i=1(2k − (2i− 1))

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
+

+
(2p− 1)!!

2pp!

∞∫
0

dx

(a2 + x2)
=

=

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p+1
+

p−1∑
k=1

Cp
k

(2k − 1)!!

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
+

+
(2p− 1)!!

2pp!

π

2a
. (14)

На пiдставi формули (120.9) роботи [2] для k = 0, 1, 2, ..., p− 1 маємо

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
=

x

2(p− k)(a2 + x2)p−k

∣∣∣∣∣
∞

0

+
2(p− k)− 1

2(p− k)a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k
=

=
2(p− k)− 1

2(p− k)a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k
=

2(p− k)− 1

2(p− k)a2
×

×

 x

2(p− k − 1)(a2 + x2)p−k−1

∣∣∣∣∣
∞

0

+
2(p− k − 1)− 1

2(p− k − 1)a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k−1

 =

=
2(p− k)− 1

2(p− k)a2
× 2(p− k − 1)− 1

2(p− k − 1)a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k−1
=
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=
2(p− k)− 1

2(p− k)a2
× 2(p− k − 1)− 1

2(p− k − 1)a2
× 2(p− k − 2)− 1

2(p− k − 2)a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k−2
=

=
2(p− k)− 1

2(p− k)a2
× ...× 2(p− k − (p− k − 1))− 1

2(p− k − (p− k − 1))a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k−(p−k−1)
=

=

∏p−k−1
i=0 2(p− k − i)− 1∏p−k−1
i=0 2(p− k − i)a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)
=

=

∏p−k−1
i=0 (2(p− k)− 2i− 1)

(2a2)p−k(p− k)!

1

a
arctg

x

a

∣∣∣∣∣
∞

0

=
π

2a

∏p−k−1
i=0 (2(p− k)− 2i− 1)

(2a2)p−k(p− k)!
.

Таким чином, для k = 0, 1, 2, ..., p− 1

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
=

π

2a

∏p−k−1
i=0 (2(p− k)− 2i− 1)

(2a2)p−k(p− k)!
=

π

2a

(2(p− k)− 1)!!

(2a2)p−k(p− k)!
,

зокрема, для k = 0

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p+1
=

π

2a

∏p−1
i=0 (2p− 2i− 1)

(2a2)pp!
=

π

2a

(2p− 1)!!

(2a2)pp!

i в силу (14), вважаючи, що (−1)! = 0! = 1

∞∫
0

(1 + x2)pdx

(a2 + x2)p+1
=

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p+1
+

+

p−1∑
k=1

Cp
k

∏k
i=1(2k − (2i− 1))

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
+

(2p− 1)!!

2pp!

∞∫
0

dx

(a2 + x2)
=

=
π

2a

(2p− 1)!!

(2a2)pp!
+

p−1∑
k=1

Cp
k(2k − 1)!!

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

π

2a

(2(p− k)− 1)!!

(2a2)p−k(p− k)!
+

+
(2p− 1)!!

2pp!

π

2a
=

p∑
k=0

Cp
k(2k − 1)!!

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

π

2a

(2(p− k)− 1)!!

(2a2)p−k(p− k)!
=

=
π

2a

p∑
k=0

Cp
k(2k − 1)!!(2(p− k)− 1)!!

2k(2a2)p−k(p− k)!
∏k

i=1(p− i+ 1)
=
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=
π

2a

p∑
k=0

Cp
k(2k − 1)!!(2(p− k)− 1)!!

2k(2a2)p−k(p− k)!(p− k + 1)(p− k + 2)...p
=

=
π

2a

p∑
k=0

Cp
k(2k − 1)!!(2(p− k)− 1)!!

2k(2a2)p−kp!
.

Отже,
∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

π

2a(ν − 1)!

ν−1∑
k=0

Cν−1
k (2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

2k(2a2)ν−1−k .

Тодi, на пiдставi (6)

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

2

(1 + q)2ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

=
2

(1 + q)2ν
π

2a(ν − 1)!

ν−1∑
k=0

Cν−1
k (2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

2k(2a2)ν−1−k =

=
π

(1 + q)2νa(ν − 1)!

ν−1∑
k=0

(ν − 1)!

k!(ν − 1− k)!

(2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

2k(2a2)ν−1−k =

=
π

(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

k!(ν − 1− k)!2k(2a2)ν−1−k =

=
π

(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

k!(ν − 1− k)!2k2ν−1−k(a2)ν−1−k =

=
π

(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

2kk!2ν−1−k(ν − 1− k)!(a2)ν−1−k .

Оскiльки

(2k − 1)!! =
(2k)!

2kk!
, (2(ν − 1− k)− 1)!! =

(2(ν − 1− k))!

2ν−1−k(ν − 1− k)!
,

то
π∫

0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=
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=
π

(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

2kk!2ν−1−k(ν − 1− k)!(a2)ν−1−k =

=
π

(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k)!(2(ν − 1− k))!

(2kk!2ν−1−k(ν − 1− k)!)2(a2)ν−1−k =

=
π

(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k)!(2(ν − 1− k))!

(2ν−1)2(k!)2((ν − 1− k)!)2(a2)ν−1−k =

=
π

(2ν−1)2(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k)!

k!((ν − 1− k)!)

(2(ν − 1− k))!

k!(ν − 1− k)!

1

(a2)ν−1−k .

Оскiльки a = 1−q
1+q , то

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

π 1+q
1−q

22(ν−1)(1 + q)2ν

ν−1∑
k=0

Ck
2kC

ν−1−k
2(ν−1−k)

1(
(1−q)2
(1+q)2

)ν−1−k =

=
π

22(ν−1)(1 + q)2ν−1(1− q)

ν−1∑
k=0

Ck
2kC

ν−1−k
2(ν−1−k)

(
(1 + q)2

(1− q)2

)ν−1−k

=

=
π

22(ν−1)(1 + q)2ν−1(1− q)

(
1 + q

1− q

)2ν−2 ν−1∑
k=0

Ck
2kC

ν−1−k
2(ν−1−k)

(
(1− q)2

(1 + q)2

)k
=

=
π

22(ν−1)(1− q)2ν−1(1 + q)

ν−1∑
k=0

[
Ck

2kC
(ν−k−1)
2(ν−k−1)

(
1− q

1 + q

)2k
]
. (15)

Далi застосуємо спiввiдношення (1.2.7.38) роботи [3, с. 627]

n∑
k=0

Ck
2kC

(n−k)
2(n−k)x

2k = 22nxnPn

(
1

2
(x+ 1/x)

)
,

де Pn(z) — полiном Лежандра. Тодi

ν−1∑
k=0

Ck
2kC

(ν−1−k)
2(ν−1−k)

(
1− q

1 + q

)2k

= 22(ν−1)

(
1− q

1 + q

)ν−1

Pν−1

(
1 + q2

1− q2

)
. (16)

На основi спiввiдношення (1.2.7.6) роботи [3, с. 625]

(1− y)nPn

(
1 + y

1− y

)
=

n∑
k=0

(Ck
n)

2yk.
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Отже, для y = q2 , n = ν − 1 маємо

Pν−1

(
1 + q2

1− q2

)
=

1

(1− q2)ν−1

ν−1∑
k=0

(Ck
ν−1)

2q2k.

Тодi, на основi (16)

ν−1∑
k=0

Ck
2kC

(ν−1−k)
2(ν−1−k)

(
1− q

1 + q

)2k

=
22(ν−1)

(1 + q)2(ν−1)

ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1

)2
q2k.

Поєднуючи останню рiвнiсть з (15), отримуємо

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

=
π

22(ν−1)(1− q)2ν−1(1 + q)

ν−1∑
k=0

[
Ck

2kC
(ν−k−1)
2(ν−k−1)

(
1− q

1 + q

)2k
]
=

=
π

22(ν−1)(1− q)2ν−1(1 + q)
· 22(ν−1) 1

(1 + q)2(ν−1)
·
ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1

)2
q2k =

=
π

(1− q2)2ν−1

ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1

)2
q2k.

Теорема доведена.

3. Доведення iнших рiвностей для величин, якi мiстять
бiномiальнi коефiцiєнти
Теорема 3. Для будь-яких q ∈ (0; 1) , r ∈ N(

r∑
ν=0

(−1)νCν
r q

ν cos νt

)2

+

(
r∑

ν=1

(−1)νCν
r q

ν sin νt

)2

=

= (1− 2q cos t+ q2)r. (17)

Доведення. Застосовуючи формули Ейлера, маємо(
r∑

ν=0

Cν
r (−1)νqν cos νt

)2

+

(
r∑

ν=0

Cν
r (−1)νqν sin νt

)2

=
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=

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r q

ν

(
eiνt + e−iνt

2

))2

+

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r q

ν

(
eiνt + e−iνt

2i

))2

=

=

[(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r q

ν e
iνt

2

)
+

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r q

ν e
−iνt

2

)]2
+

+

[(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r q

ν e
iνt

2

)
−

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r q

ν e
−iνt

2

)]2
=

=

[
1

4

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

it)ν

)2

+
1

4

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

−it)ν

)2

+

+
1

2

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

it)ν

)
·

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

−it)ν

)]
+

+

[(
−1

4

)( r∑
ν=0

(−1)νCν
r (qe

it)ν

)2

+

(
−1

4

)( r∑
ν=0

(−1)νCν
r (qe

−it)ν

)2

−

−2 · 1

2i

1

2i

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

it)ν ·
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

−it)ν

)]
=

=

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

it)ν

)
·

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

−it)ν

)
=

=

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

it)ν

)
·

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

−it)ν

)
=

=
(
1− qeit

)r
(1− qe−et)r =

(
(1− qeit)(1− qe−it)

)r
=

=
(
1− qeit − qe−it + q2eite−it

)r
=
(
1− 2q cos t+ q2

)r
.

Таким чином, справедлива рiвнiсть (17). Теорема доведена.

Теорема 4. Нехай q ∈ (0; 1) , тодi для будь-якого n ∈ N

arctg

(
−
∑n

ν=1(−1)νCν
nq

ν sin νt∑n
ν=0(−1)νCν

nq
ν cos νt

)
= narctg

q sin t

1− q cos t
. (18)
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Доведення. Застосуємо метод математичної iндукцiї. Позначимо

ξ(t) =
q sin t

1− q cos t
.

Оскiльки

arctg

(
−
∑1

ν=1(−1)νCν
1 q

ν sin νt∑1
ν=0(−1)νCν

1 q
ν cos νt

)
= arctg

q sin t

1− q cos t
= arctgξ(t),

то для n = 1 формула (18) є вiрною.
Припустимо, що формула (18) є вiрною для n = r . Тодi

−
∑r

k=1(−1)kCk
r q

k sin kt∑r
k=0(−1)kCk

r q
k cos kt

= tgrξ(t).

Застосовуючи формулу тангенсу суми та виконуючи елементарнi перетворе-
ння, отримуємо

tg ((r + 1)ξ(t)) = tg(rξ(t) + ξ(t)) =
tgrξ(t) + tgξ(t)

1− tgrξ(t)tgξ(t)
=

=

[
−

r∑
k=1

(−q)kCk
r sin kt

]
(1− q cos t) + q sin t

r∑
k=0

(−1)kCk
r q

k cos kt

(1− q cos t)
r∑

k=0

(−1)kCk
r q

k cos kt+ q sin t
r∑

k=1

(−1)kCk
r q

k sin kt
=

=

−
r∑

k=1

(−q)kCk
r sin kt−

r∑
k=1

(−q)k+1Ck
r sin kt cos t−

r∑
k=0

(−q)k+1Ck
r cos kt sin t

r∑
k=0

(−q)kCk
r cos kt+

r∑
k=0

(−q)k+1Ck
r cos kt cos t−

r∑
k=1

(−q)k+1Ck
r sin kt sin t

=

=

−
r∑

k=1

(−1)k(Ck
r + Ck−1

r )qk sin kt− Cr+1
r+1q

r+1 sin(r + 1)t

r∑
k=1

(−1)k(Ck
r + Ck−1

r )qk cos kt+ Cr+1
r+1q

r+1 cos(r + 1)t
=

=

−
r+1∑
k=1

(−1)kCk
r+1q

k sin kt

r+1∑
k=0

(−1)kCk
r+1q

k cos kt

.

Таким чином, iз припущення справедливостi формули (18) для n = r випли-
ває, що вона є справедливою для n = r+1 . Враховуючи, що вона справедлива
для n = 1 робимо висновок, що формула (18) є справедливою для довiльного
n ∈ N . Теорема доведена.
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