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Вiд редакцiйної колегiї
Шановнi читачi!
Ви тримаєте в руках сьомий випуск «Збiрника наукових праць фiзико-

математичного факультету ДДПУ» державного вищого навчального закладу
«Донбаський державний педагогiчний унiверситет». Видання наукових праць
викладачiв, студентiв та молодих науковцiв фiзико-математичного факуль-
тету ДДПУ започатковано у 2010 роцi, коли результати наукових дослiджень
було опублiковано окремою серiєю «Фiзико-математичнi науки» в збiрнику
наукових праць «Пошуки i знахiдки» за матерiалами науково-практичної
конференцiї «Актуальнi питання науки i освiти» (Слов’янськ, СДПУ, 20-22
квiтня 2010 р.)

Метою збiрника є пiдтримка наукової активностi як серед студентiв, так
i серед молодих викладачiв ДДПУ та iнших ВНЗ.

Основу сьомого випуску збiрника складають оригiнальнi повнотекстовi
статтi (в авторськiй редакцiї) переважно iз числа доповiдей, запланованих
для участi у цьогорiчнiй Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї
«Перспективнi напрямки сучасної науки та освiти», Слов’янськ, ДДПУ, 17-19
травня 2017 р.).

Засновники збiрника мають намiр зробити його максимально вiдкритим
як для авторiв, так i для читачiв. Вiн виходить один раз на рiк у друкованому
та електронному виглядi. Електронна версiя журналу та iнформацiя щодо
спiвпрацi з авторами є доступною на офiцiйному сайтi збiрника за адресою
http://ddpu.edu.ua/fizmatzbirnyk/begin.htm.

Запрошуємо до спiвпрацi. Наснаги та творчих успiхiв!
Члени редакцiйної колегiї.
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Пам’ятi
Олександра Iвановича Степанця

 

Степанець Олександр Iванович
видатний український учений, доктор фiзико-математичних наук, професор,
член-кореспондент НАН України, Заслужений дiяч науки i технiки України

(1942–2007)

24 травня мало виповнитися 75 рокiв видатному вченому, педагогу, на-
ставнику – Олександру Iвановичу Степанцю. З сумом усвiдомлюємо, що
майже 10 рокiв, як перестало битися його серце, i вiдчуваємо, яку величезну
роль в нашому життi зiграла приналежнiсть до кругу цiєї видатної особи-
стостi. Ми знову i знову висловлюємо шану видатному вченому, педагогу,
людинi.

Олександр Iванович народився на Чернiгiвщинi у родинi сiльського вчите-
ля. Закiнчивши з медаллю Комарiвську середню школу, Олександр Iванович
вступив на механiко-математичний факультет Київського державного унiвер-
ситету iменi Тараса Шевченка.
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Вже пiд час навчання в унiверситетi пiд керiвництвом видатного вченого
Владислава Кириловича Дзядика вiн робив першi кроки у велику науку i
невдовзi пiд його ж керiвництвом блискуче захистив дисертацiю на здобуття
наукового ступеня кандидата, а згодом i доктора фiзико-математичних наук.
Його чудовi органiзаторськi та педагогiчнi здiбностi створювали умови для
його успiшної дiяльностi з пiдготовки та виховання висококвалiфiкованих мо-
лодих вчених. Вiн створив вiдому далеко за межами України, наукову школу
з теорiї наближення функцiй, яка має осередки у рiзних регiонах України.
Лише офiцiйно Олександр Iванович пiдготував i виховав 7 докторiв i 32 кан-
дидати наук. У своїх спогадах академiк Сергiй Миколайович Нiкольський,
колега i товариш Олександра Iвановича, вiдмiчає високий рiвень його моно-
графiй, якi дiйсно є в той же час гарними навчальними посiбниками для
молодих вчених i мiстять у доступнiй формi багато корисного для дослi-
джень матерiалу. Вiн є автором 7 монографiй, якi видавалися в Українi i
перевидавалися за кордоном англiйською мовою. Основнi науковi результати
Олександра Iвановича також опублiкованi в 190 наукових статтях. Впродовж
багатьох рокiв вiн очолював спецiалiзовану вчену раду iз захисту дисертацiй,
керував регулярними семiнарами з теорiї функцiй в Iнститутi математики
НАН України, був органiзатором ряду мiжнародних конференцiй з теорiї на-
ближень та її застосувань.

Олександр Степанець був головою видавничої ради Iнституту матема-
тики НАН України, вiдповiдальним редактором збiрникiв праць Iнституту
математики НАН України з теорiї наближення функцiй, членом редакцiйних
колегiй «Українського математичного журналу» та «Українського математи-
чного вiсника».

Далi, ми пропонуємо згадати основнi важливi дати наукового шляху вида-
тного українського вченого, доктора фiзико-математичних наук, професора,
члена-кореспондента НАН України, Заслуженого дiяча науки i технiки Укра-
їни Олександра Iвановича Степанця.

1965 р. — закiнчення механiко-математичного факультету Київського дер-
жавного унiверситету iменi Тараса Шевченка;

1969 р. — захист кандидатської дисертацiї «О некоторых линейных про-
цессах приближения функций»;

1974 р. — захист докторської дисертацiї «Исследования по экстремальным
задачам теории суммирования рядов Фурье»;

1981 р. — початок роботи на посадi завiдувача лабораторiї гармонiчного
аналiзу вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України;
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Пам’ятi Олександра Iвановича Степанця

1981 р. — вихiд з друку монографiї «Равномерные приближения триго-
нометрическими полиномами»;

1982 р. — присвоєння вченого звання професора;
1983 р. — запровадження нової бiльш загальної класифiкацiї перiодичних

функцiй, яка єдиним чином дозволяє ранжувати широкий спектр на основi
поняття узагальненої (ψ, β)–похiдної;

1987 р. — вихiд з друку монографiї «Классификация и приближение пе-
риодических функций»;

1990 р. — початок роботи на посадi завiдувача вiддiлу теорiї функцiй
Iнституту математики НАН України;

1996 р. — призначення на посаду заступника директора з наукової роботи
Iнституту математики НАН України;

1993 р. — обрання членом бюро Вiддiлення математики Нацiональної ака-
демiї наук України;

1997 р. — обрання членом-кореспондентом НАН України;
2002 р. — вихiд з друку монографiї «Методы теории приближений»;
2007 р. — обрання Почесним професором Слов’янського державного пе-

дагогiчного унiверситету.
2012 р. — в пам’ять про О. I. Степанця проведено Мiжнародну конфе-

ренцiю «Теорiя наближення функцiй та її застосування» у м. Кам’янець-
Подiльський (28 травня – 3 червня 2012 року);

2017 р. — в пам’ять про О. I. Степанця буде проведено Мiжнародну кон-
ференцiю «Теорiя наближення функцiй та її застосування» у м. Слов’янск
(28 травня – 3 червня).

С.О. Чайченко, С.М. Чуйко, В.О. Надточiй, О.О. Новiков,
Є.С. Сiлiн, В.I. Бодра, О.В. Чуйко,

О.А. Кадубовський, В.Є. Величко, Т.В. Турка
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БIНОМIАЛЬНI КОЕФIЦIЄНТИ В ЕКСТРЕМАЛЬНИХ
ЗАДАЧАХ ТЕОРIЇ НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ

Методом математичної iндукцiї доведенi деякi допомiжнi формули для величин, якi зада-
ються за допомогою бiномiальних коефiцiєнтiв. Обчислене значення iнтегралу у головному
членi розв’язку екстремальної задачi у виглядi суми квадратiв бiномiальних коефiцiєнтiв.

Ключовi слова: бiномiальнi коефiцiєнти, метод математичної iндукцiї.

В роботi розглянутi задачi, якi у своїх формулюваннях мiстять бiномiаль-
нi коефiцiєнти, розв’язуються методом математичної iндукцiї, що виникли пiд
час розв’язання однiєї з екстремальних задач теорiї наближення перiодичних
функцiй.

1. Отримання компонент уявлень величин кратного пiд-
сумовування
Теорема 1. Нехай, q ∈ (0; 1) , Λr̄ = {λ1, λ2, ..., λr}, – множина натураль-

них чисел таких, що
r∑

k=1

λk 6 n+ r ,

Λr−1 = {λ2, λ3, ..., λr}; Λr−2 = {λ3, λ4, ..., λr}; ...Λ1 = {λr}
величини

G
(1)
n,Λ1

(t), G
(2)
n,Λ2

(t), ..., G
(r)
n,Λr

(t)

задовольняють рекурентнiй умовi

G
(r)
n,Λr̄

(t) =
1

λ1

n−1∑
k1=n−λ1

G
(r−1)
n,Λr−1

(t) =
1

λ1

n−1∑
k1=n−λ1

1

λ2

k1∑
k2=k1−λ2

G
(r−2)
n,Λr−2

(t), (1)

c⃝Новiков О.О., Ровенська О.Г., Кадубовський О.А., Шулик Т.В., Козаченко Ю.О.,
2017
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Математика

де
G

(1)
n,Λ1̄

(t) =
qn+1

λ1

([
− cos(n+ 1)t+ 2q cosnt− q2 cos(n− 1)t

]
+

+qn−λ1+1
[
cos(n− λ1 + 1)t− 2q cos(n− λ1)t+ q2 cos(n− λ1 − 1)t

])
. (2)

Тодi для будь-якого r ∈ N виконується рiвнiсть

G
(r)
n,Λr̄

(t) =
Z

2(r−1)
q (t)∏r
i=1 λi

∑
α⊂r

r+1∑
ν=0

(−1)r−|α|+νCν
r+1q

n−ΣαΛr̄+r+ν cos(n− Σα
Λr̄

+ r − ν)t,

(3)
де Σα

Λr̄
=
∑
j∈α

λj, |α| – кiлькiсть елементiв множини α ⊂ r ,

Zq(x) =
1√

1− 2q cosx+ q2
,

Ck
n = n!

k!(n−k)! – коефiцiєнти бiномiального розвинення.

Доведення. Для доведення застосуємо метод математичної iндукцiї. За-
уважимо, що за формулою (2)

G
(1)
n,Λ1̄

(t) =
(t)qn+1

λ1

([
− cos(n+ 1)t+ 2q cosnt− q2 cos(n− 1)t

]
+ qn−λ1+1× +

×
[
cos(n− λ1 + 1)t− 2q cos(n− λ1)t+ q2 cos(n− λ1 − 1)t

])
=
Z

2(1−1)
q (t)∏1
i=1 λi

×

×
∑
α⊂1

1+1∑
ν=0

(−1)1−|α|+νCν
1+1q

n−ΣαΛr̄+1+ν cos(n− Σα
Λr̄

+ 1− ν)t = G
(r)
n,Λr

(t)

∣∣∣∣∣
r=1

,

тобто за умовою теореми для r = 1 формула (3) виконується. Не-
хай r ∈ N . Припустимо, що для довiльного набору натуральних чисел

Λr′ = {λ2, λ3, ..., λr+1} таких, що
r+1∑
i=2

λi < k1 + r i r′ = {2, 3, ..., r + 1} , спра-

ведливою є формула (3). Вiдшукаємо вирази для величини G
(r+1)
k0+1,Λr+1

(t) з
набором чисел Λr+1 = {λ1}∪Λr′ , для яких, окрiм вище зазначених, виконанi

такi умови λ1 ∈ N ,
r+1∑
i=1

λi < k0 + r . В силу спiввiдношення (1) маємо

G
(r+1)
k0+1,Λr+1

(t) =
1

λ1

k0∑
k1=k0−λ1+1

G
(r)
k1+1,Λ

r′
(t) =

Z
2(r−1)
q (t)

λ1
∏r+1

i=2 λi
×

8 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ
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×
k0∑

k1=k0−λ1+1

∑
α⊂r

r+1∑
ν=0

(−1)r−|α|+νCν
r+1q

k1−ΣαΛ
r′
+r+ν

cos(k1 − Σα
Λ
r′
+ r − ν)t =

=
Z

2(r−1)
q (t)

2
∏r+1

i=1 λi

∑
α⊂r

r+1∑
ν=0

((−1)r−|α|+νCν
r+1q

2ν×

×
k0∑

k=k0−λ1+1

((
qeit
)k−ΣαΛ

r′
+r−ν

+
(
qe−it

)k−ΣαΛ
r′
+r−ν)

.

Застосовуючи формулу суми елементiв нескiнченої спадної геометричної
прогресiї, отримуємо

k0∑
k=k0−λ1+1

(
qeit
)k−∑

j∈α
λj+r−ν

=
(
qeit
)k0−Σα

Λ̄r
+r+1−ν

(
qe−it

)λ1 − 1

1− qeit
.

Тодi, виконуючи елементарнi перетворення, отримуємо

q2ν
k0∑

k=k0−λ1+1

((
qeit
)k−ΣαΛ

r′
+r−ν

+
(
qe−it

)k−ΣαΛ
r′
+r−ν)

=

=
q
k0−ΣαΛ

r′
+r+1+ν

1− 2q cos t+ q2
q
k0−ΣαΛ

r′
+r+1−ν

{
q−λ1 cos (k0 − Σα

Λ
r′
+ r + 1− λ1 − ν)t−

−q1−λ1 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − λ1 − ν)t− cos (k0 − Σα

Λ
r′
+ r + 1− ν)t+

+q cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − ν)

}
.

Таким чином,

G
(r+1)
k0+1,Λr+1

(t) =
Z2r
q (t)∏r+1
i=1 λi

∑
α⊂r

(−1)r−|α|q
k0−ΣαΛ

r′
+r+1

[
r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1×

×qν−λ1 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− λ1 − ν)t−

r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν+1−λ1×

× cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − λ1 − ν)t−

r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− ν)t+

+
r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν+1 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − ν)

]
.
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Виконуючи перетворення з врахуванням очевидної рiвностi

Cν
r+1 + Cν−1

r+1 = Cν
r+2, (4)

отримуємо

r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− λ1 − ν)t−

r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν+1×

× cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − λ1 − ν)t = C0

r+1 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− λ1)t+

+
r+1∑
ν=1

[Cν
r+1 + Cν−1

r+1 ](−1)νqν cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− λ1 − ν)t+

+(−1)r+2Cr+1
r+1q

r+2 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − λ1 − r − 1)t =

= C0
r+2 cos (k0 − Σα

Λ
r′
+ r + 1− λ1)t+

+
r+1∑
ν=1

Cν
r+2(−1)νqν cos (k0 − Σα

Λ
r′
+ r + 1− λ1 − ν)t+

+(−1)r+2Cr+2
r+2q

r+2 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− λ1 − (r + 2))t =

=
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νqν cos (k0 − Σα

Λ
r′
+ r + 1− λ1 − ν)t.

Аналогiчно
r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 1− ν)t−

−
r+1∑
ν=0

(−1)νCν
r+1q

ν+1 cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r − ν)t =

=
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νqν cos (k0 − Σα

Λ
r′
+ r + 1− ν)t.

Таким чином, поклавши α′ = α∪{1} i зауваживши, що r + 1 = r′∪{1} ,
отримуємо

∑
α⊂r′

(−1)r−|α|qk0−Σα
Λ̄r

+r+1

[
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νqν−λ1 cos (k0 − Σα

Λ̄r
+ r + 1− λ1 − ν)t−
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−
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νqν cos (k0 − Σα

Λ̄r
+ r + 1− ν)t

]
=
∑
α⊂r′

(−1)r−|α|×

×

[
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νq

k0−ΣαΛ
r′
+r+1−λ1+ν

cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 2− λ1 − ν)t−

−
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νq

k0−ΣαΛ
r′
+r+1+ν

cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ r + 2− ν)t

]
=

=
∑

α′⊂r+1

(−1)r+1−|α′|
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νq

k0−Σα
′

Λ
r+1

+(r+1)+ν×

× cos (k0 − Σ
α∪{1}
Λr+1

+ (r + 1) + 1− ν)t+
∑

α⊂r+1,1/∈α

(−1)r+1−|α|×

×
r+2∑
ν=0

Cν
r+2(−1)νq

k0−ΣαΛ
r′
+r+1+ν

cos (k0 − Σα
Λ
r′
+ 1 + (r + 1)− ν)t.

Оскiльки, для множин A = {λi, i ∈ α′ ⊂ r + 1} , C = {λi, i ∈ α ⊂ r + 1}
B = {λi, i ∈ α ⊂ r + 1, 1 /∈ α} виконується A∪B = C , то нарештi отримуємо

G
(r+1)
n,Λr+1

(t) =
Z

2((r+1)−1)
q (t)∏r+1

i=1 λi

∑
α⊂r+1

(r+1)+1∑
ν=0

(−1)(r+1)−|α|+ν×

×Cν
(r+1)+1q

n−ΣαΛ
r+1

+(r+1)+ν
cos(n− Σα

Λr+1
+ (r + 1)− ν)t.

Це означає, що iз справедливостi виразу (3) для величини G
(m)
k0+1,Λm

(t) для
m = r випливає його справедливiсть для m = r+1 . Отже, за iндукцiєю, для
довiльного r ∈ N справедливим є спiввiдношення (3). Теорема доведена.

2. Застосування полiнома Лежандра для обчислення
визначених iнтегралiв
Теорема 2. Для будь-яких ν ∈ N , q ∈ (0; 1)

π∫
0

dx

(1 + q2 − 2q cosx)ν
=

π

(1− q2)2ν−1

ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1

)2
q2k,

де Cn
m = n!

(n−m)!m! – бiномiальнi коефiцiєнти.
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Доведення. Поклавши для зручностi 1+q2

2q = α2 , отримуємо∫
dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

1

(2q)ν

∫
dt

(1+q
2

2q − cos t)ν
=

1

(2q)ν

∫
dt

(α2 − cos t)ν
. (5)

Застосовуючи унiверсальну тригонометричну пiдстановку

x = tg
t

2
, cos t =

1− x2

1 + x2
, dt =

2dx

1 + x2
,

маємо на основi спiввiдношення (5)
π∫

0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

1

(2q)ν

π∫
0

dt

(α2 − cos t)ν
=

=
1

(2q)ν

∞∫
0

2dx
1+x2

(α2 − 1−x2
1+x2 )

ν
=

1

(2q)ν

∞∫
0

2dx
1+x2

1
(1+x2)ν (α

2(1 + x2)− 1 + x2)ν
=

=
1

(2q)ν

∞∫
0

2(1 + x2)ν−1dx

(α2 − 1 + (α2 + 1)x2)ν
=

1

(2q)ν

∞∫
0

2(1 + x2)ν−1dx

(α2 + 1)ν(α
2−1
α2+1 + x2)ν

=

=
1

(2q)ν
2

(α2 + 1)ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(α
2−1
α2+1 + x2)ν

.

Знову, застосовуючи для зручностi позначення a2 ≡ α2−1
α2+1 , отримуємо

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

1

(2q)ν
2

(α2 + 1)ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(α
2−1
α2+1 + x2)ν

=

=
2

(2q)ν(α2 + 1)ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

2

(1 + q)2ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
. (6)

Таким чином, приходимо до вивчення iнтегралiв

Jν(x) =

∫
(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
, a2 < 1.

Нехай ν ∈ N, ν > 2, ν = p + 1, (p > 1) . Тодi, застосовуючи формулу степеня
бiнома

(A+B)n =
n∑
k=0

Cn
kA

n−kBk; (1 + x2)p =

p∑
k=0

Cp
kx

2k,
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маємо

Jp+1 =

∫
(1 + x2)pdx

(a2 + x2)p+1
=

p∑
k=0

Cp
k

∫
x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

=

∫
dx

(a2 + x2)p+1
+

p∑
k=1

Cp
k

∫
x2kdx

(a2 + x2)p+1
. (7)

Щоб вiдшукати для обчислення останнього iнтегралу рекурентну форму-
лу для k > 1 , виконаємо iнтегрування частинами∫

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

=

∣∣∣∣u =
1

(a2 + x2)p+1
, dv = x2kdx, du =

−2(p+ 1)xdx

(a2 + x2)p+2
, v =

x2k+1

2k + 1

∣∣∣∣ =
=

x2k+1

2k + 1

1

(a2 + x2)p+1
−
∫

x2k+1

2k + 1

[−2(p+ 1)x]dx

(a2 + x2)p+2
=

=
1

2k + 1

x2k+1

(a2 + x2)p+1
− −2(p+ 1)

2k + 1

∫
x2(k+1)dx

(a2 + x2)p+2
.

Таким чином, для будь-якого k > 1 , p > 1∫
x2(k+1)dx

(a2 + x2)p+2
=

2k + 1

2(p+ 1)

(∫
x2kdx

(a2 + x2)p+1
− 1

2k + 1

x2k+1

(a2 + x2)p+1

)
=

=
2k + 1

2(p+ 1)

∫
x2kdx

(a2 + x2)p+1
− 1

2(p+ 1)

x2k+1

(a2 + x2)p+1
.

Отже, для k > 1∫
x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

2k − 1

2p

∫
x2(k−1)dx

(a2 + x2)p
− 1

2p

x2(k−1)+1

(a2 + x2)p
. (8)

Враховуючи спiввiдношення (8), знаходимо для 1 6 k 6 p

∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

2k − 1

2p

∞∫
0

x2(k−1)dx

(a2 + x2)p
− 1

2p

x2k−1

(a2 + x2)p

∣∣∣∣∣
∞

0

=

=
2k − 1

2p

∞∫
0

x2(k−1)dx

(a2 + x2)p
. (9)
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Отже, для 1 6 m 6 n

∞∫
0

x2mdx

(a2 + x2)n
=

2m− 1

2(n− 1)

∞∫
0

x2(m−1)dx

(a2 + x2)n−1
; (10)

так само
∞∫
0

x2(k−1)dx

(a2 + x2)p
=

2(k − 1)− 1

2(p− 1)

∞∫
0

x2((k−1)−1)dx

(a2 + x2)p−1
=

2k − 3

2(p− 1)

∞∫
0

x2(k−2)dx

(a2 + x2)p−1
.

Поєднуючи останню рiвнiсть з формулою (9), для p > 2 маємо

∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

2k − 1

2p

∞∫
0

x2(k−1)dx

(a2 + x2)p
=

2k − 1

2p

2k − 3

2(p− 1)

∞∫
0

x2(k−2)dx

(a2 + x2)p−1
=

=
(2k − 1)(2k − 3)

22p(p− 1)

∞∫
0

x2(k−2)dx

(a2 + x2)p−1
.

На пiдставi спiввiдношення (10) знаходимо

∞∫
0

x2(k−2)dx

(a2 + x2)p−1
=

2(k − 2)− 1

2(p− 2)

∞∫
0

x2((k−2)−1)dx

(a2 + x2)p−2
=

2k − 5

2(p− 2)

∞∫
0

x2(k−3)dx

(a2 + x2)p−2
.

Поєднуючи останнi рiвностi для p > 3 , маємо

∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

(2k − 1)(2k − 3)

22p(p− 1)

∞∫
0

x2(k−2)dx

(a2 + x2)p−1
=

=
(2k − 1)(2k − 3)

22p(p− 1)

2k − 5

2(p− 2)

∞∫
0

x2(k−3)dx

(a2 + x2)p−2
=

=
(2k − 1)(2k − 3)(2k − 5)

23p(p− 1)(p− 2)

∞∫
0

x2(k−3)dx

(a2 + x2)p−2
=

=

∏3
i=1(2k − (2i− 1))

23
∏3

i=1(p− 3 + 1)

∞∫
0

x2(k−3)dx

(a2 + x2)p−3+1
.
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Продовжуючи за аналогiєю, для достатньо великих p > k > m > 1
отримуємо

∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

=
(2k − 1)(2k − 3)(2k − 5)...(2k − (2m− 1))

2mp(p− 1)(p− 2)...(p−m+ 1)

∞∫
0

x2(k−m)dx

(a2 + x2)p−m+1
=

=

∏m
i=1(2k − (2i− 1))

2m
∏m

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

x2(k−m)dx

(a2 + x2)p−m+1
. (11)

Таким чином, на пiдставi (11) для k = 1, 2, ..., p− 1 маємо
∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

∏k
i=1(2k − (2i− 1))

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
=

=
(2k − 1)!!

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
, (12)

де
(2k − 1)!! = 1 · 3 · 5 · ... · (2k − 1)

добуток всiх непарних чисел до (2k − 1) . Зокрема,
∞∫
0

x2pdx

(a2 + x2)p+1
=

(2p− 1)!!

2p
∏p

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−p+1
=

=
(2p− 1)!!

2pp!

∞∫
0

dx

(a2 + x2)
. (13)

Враховуючи, що
∞∫
0

dx

(a2 + x2)
=

1

a
arctg

x

a

∣∣∣∣∣
∞

0

=
π

2a

та маючи на увазi спiввiдношення (7), (12) отримуємо
∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

∏k
i=1(2k − (2i− 1))

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
=
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=
(2k − 1)!!

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
;

∞∫
0

x2pdx

(a2 + x2)p+1
=

(2p− 1)!!

2pp!

π

2a
.

Отже,
∞∫
0

(1 + x2)pdx

(a2 + x2)p+1
=

p∑
k=0

Cp
k

∞∫
0

x2kdx

(a2 + x2)p+1
=

=

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p+1
+

p−1∑
k=1

Cp
k

∏k
i=1(2k − (2i− 1))

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
+

+
(2p− 1)!!

2pp!

∞∫
0

dx

(a2 + x2)
=

=

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p+1
+

p−1∑
k=1

Cp
k

(2k − 1)!!

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
+

+
(2p− 1)!!

2pp!

π

2a
. (14)

На пiдставi формули (120.9) роботи [2] для k = 0, 1, 2, ..., p− 1 маємо

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
=

x

2(p− k)(a2 + x2)p−k

∣∣∣∣∣
∞

0

+
2(p− k)− 1

2(p− k)a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k
=

=
2(p− k)− 1

2(p− k)a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k
=

2(p− k)− 1

2(p− k)a2
×

×

 x

2(p− k − 1)(a2 + x2)p−k−1

∣∣∣∣∣
∞

0

+
2(p− k − 1)− 1

2(p− k − 1)a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k−1

 =

=
2(p− k)− 1

2(p− k)a2
× 2(p− k − 1)− 1

2(p− k − 1)a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k−1
=
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=
2(p− k)− 1

2(p− k)a2
× 2(p− k − 1)− 1

2(p− k − 1)a2
× 2(p− k − 2)− 1

2(p− k − 2)a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k−2
=

=
2(p− k)− 1

2(p− k)a2
× ...× 2(p− k − (p− k − 1))− 1

2(p− k − (p− k − 1))a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k−(p−k−1)
=

=

∏p−k−1
i=0 2(p− k − i)− 1∏p−k−1
i=0 2(p− k − i)a2

∞∫
0

dx

(a2 + x2)
=

=

∏p−k−1
i=0 (2(p− k)− 2i− 1)

(2a2)p−k(p− k)!

1

a
arctg

x

a

∣∣∣∣∣
∞

0

=
π

2a

∏p−k−1
i=0 (2(p− k)− 2i− 1)

(2a2)p−k(p− k)!
.

Таким чином, для k = 0, 1, 2, ..., p− 1

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
=

π

2a

∏p−k−1
i=0 (2(p− k)− 2i− 1)

(2a2)p−k(p− k)!
=

π

2a

(2(p− k)− 1)!!

(2a2)p−k(p− k)!
,

зокрема, для k = 0

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p+1
=

π

2a

∏p−1
i=0 (2p− 2i− 1)

(2a2)pp!
=

π

2a

(2p− 1)!!

(2a2)pp!

i в силу (14), вважаючи, що (−1)! = 0! = 1

∞∫
0

(1 + x2)pdx

(a2 + x2)p+1
=

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p+1
+

+

p−1∑
k=1

Cp
k

∏k
i=1(2k − (2i− 1))

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

∞∫
0

dx

(a2 + x2)p−k+1
+

(2p− 1)!!

2pp!

∞∫
0

dx

(a2 + x2)
=

=
π

2a

(2p− 1)!!

(2a2)pp!
+

p−1∑
k=1

Cp
k(2k − 1)!!

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

π

2a

(2(p− k)− 1)!!

(2a2)p−k(p− k)!
+

+
(2p− 1)!!

2pp!

π

2a
=

p∑
k=0

Cp
k(2k − 1)!!

2k
∏k

i=1(p− i+ 1)

π

2a

(2(p− k)− 1)!!

(2a2)p−k(p− k)!
=

=
π

2a

p∑
k=0

Cp
k(2k − 1)!!(2(p− k)− 1)!!

2k(2a2)p−k(p− k)!
∏k

i=1(p− i+ 1)
=
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=
π

2a

p∑
k=0

Cp
k(2k − 1)!!(2(p− k)− 1)!!

2k(2a2)p−k(p− k)!(p− k + 1)(p− k + 2)...p
=

=
π

2a

p∑
k=0

Cp
k(2k − 1)!!(2(p− k)− 1)!!

2k(2a2)p−kp!
.

Отже,
∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

π

2a(ν − 1)!

ν−1∑
k=0

Cν−1
k (2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

2k(2a2)ν−1−k .

Тодi, на пiдставi (6)

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

2

(1 + q)2ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

=
2

(1 + q)2ν
π

2a(ν − 1)!

ν−1∑
k=0

Cν−1
k (2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

2k(2a2)ν−1−k =

=
π

(1 + q)2νa(ν − 1)!

ν−1∑
k=0

(ν − 1)!

k!(ν − 1− k)!

(2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

2k(2a2)ν−1−k =

=
π

(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

k!(ν − 1− k)!2k(2a2)ν−1−k =

=
π

(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

k!(ν − 1− k)!2k2ν−1−k(a2)ν−1−k =

=
π

(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

2kk!2ν−1−k(ν − 1− k)!(a2)ν−1−k .

Оскiльки

(2k − 1)!! =
(2k)!

2kk!
, (2(ν − 1− k)− 1)!! =

(2(ν − 1− k))!

2ν−1−k(ν − 1− k)!
,

то
π∫

0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=
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=
π

(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k − 1)!!(2(ν − 1− k)− 1)!!

2kk!2ν−1−k(ν − 1− k)!(a2)ν−1−k =

=
π

(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k)!(2(ν − 1− k))!

(2kk!2ν−1−k(ν − 1− k)!)2(a2)ν−1−k =

=
π

(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k)!(2(ν − 1− k))!

(2ν−1)2(k!)2((ν − 1− k)!)2(a2)ν−1−k =

=
π

(2ν−1)2(1 + q)2νa

ν−1∑
k=0

(2k)!

k!((ν − 1− k)!)

(2(ν − 1− k))!

k!(ν − 1− k)!

1

(a2)ν−1−k .

Оскiльки a = 1−q
1+q , то

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

π 1+q
1−q

22(ν−1)(1 + q)2ν

ν−1∑
k=0

Ck
2kC

ν−1−k
2(ν−1−k)

1(
(1−q)2
(1+q)2

)ν−1−k =

=
π

22(ν−1)(1 + q)2ν−1(1− q)

ν−1∑
k=0

Ck
2kC

ν−1−k
2(ν−1−k)

(
(1 + q)2

(1− q)2

)ν−1−k

=

=
π

22(ν−1)(1 + q)2ν−1(1− q)

(
1 + q

1− q

)2ν−2 ν−1∑
k=0

Ck
2kC

ν−1−k
2(ν−1−k)

(
(1− q)2

(1 + q)2

)k
=

=
π

22(ν−1)(1− q)2ν−1(1 + q)

ν−1∑
k=0

[
Ck

2kC
(ν−k−1)
2(ν−k−1)

(
1− q

1 + q

)2k
]
. (15)

Далi застосуємо спiввiдношення (1.2.7.38) роботи [3, с. 627]

n∑
k=0

Ck
2kC

(n−k)
2(n−k)x

2k = 22nxnPn

(
1

2
(x+ 1/x)

)
,

де Pn(z) — полiном Лежандра. Тодi

ν−1∑
k=0

Ck
2kC

(ν−1−k)
2(ν−1−k)

(
1− q

1 + q

)2k

= 22(ν−1)

(
1− q

1 + q

)ν−1

Pν−1

(
1 + q2

1− q2

)
. (16)

На основi спiввiдношення (1.2.7.6) роботи [3, с. 625]

(1− y)nPn

(
1 + y

1− y

)
=

n∑
k=0

(Ck
n)

2yk.
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Отже, для y = q2 , n = ν − 1 маємо

Pν−1

(
1 + q2

1− q2

)
=

1

(1− q2)ν−1

ν−1∑
k=0

(Ck
ν−1)

2q2k.

Тодi, на основi (16)

ν−1∑
k=0

Ck
2kC

(ν−1−k)
2(ν−1−k)

(
1− q

1 + q

)2k

=
22(ν−1)

(1 + q)2(ν−1)

ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1

)2
q2k.

Поєднуючи останню рiвнiсть з (15), отримуємо

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

=
π

22(ν−1)(1− q)2ν−1(1 + q)

ν−1∑
k=0

[
Ck

2kC
(ν−k−1)
2(ν−k−1)

(
1− q

1 + q

)2k
]
=

=
π

22(ν−1)(1− q)2ν−1(1 + q)
· 22(ν−1) 1

(1 + q)2(ν−1)
·
ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1

)2
q2k =

=
π

(1− q2)2ν−1

ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1

)2
q2k.

Теорема доведена.

3. Доведення iнших рiвностей для величин, якi мiстять
бiномiальнi коефiцiєнти
Теорема 3. Для будь-яких q ∈ (0; 1) , r ∈ N(

r∑
ν=0

(−1)νCν
r q

ν cos νt

)2

+

(
r∑

ν=1

(−1)νCν
r q

ν sin νt

)2

=

= (1− 2q cos t+ q2)r. (17)

Доведення. Застосовуючи формули Ейлера, маємо(
r∑

ν=0

Cν
r (−1)νqν cos νt

)2

+

(
r∑

ν=0

Cν
r (−1)νqν sin νt

)2

=
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=

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r q

ν

(
eiνt + e−iνt

2

))2

+

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r q

ν

(
eiνt + e−iνt

2i

))2

=

=

[(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r q

ν e
iνt

2

)
+

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r q

ν e
−iνt

2

)]2
+

+

[(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r q

ν e
iνt

2

)
−

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r q

ν e
−iνt

2

)]2
=

=

[
1

4

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

it)ν

)2

+
1

4

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

−it)ν

)2

+

+
1

2

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

it)ν

)
·

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

−it)ν

)]
+

+

[(
−1

4

)( r∑
ν=0

(−1)νCν
r (qe

it)ν

)2

+

(
−1

4

)( r∑
ν=0

(−1)νCν
r (qe

−it)ν

)2

−

−2 · 1

2i

1

2i

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

it)ν ·
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

−it)ν

)]
=

=

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

it)ν

)
·

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

−it)ν

)
=

=

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

it)ν

)
·

(
r∑

ν=0

(−1)νCν
r (qe

−it)ν

)
=

=
(
1− qeit

)r
(1− qe−et)r =

(
(1− qeit)(1− qe−it)

)r
=

=
(
1− qeit − qe−it + q2eite−it

)r
=
(
1− 2q cos t+ q2

)r
.

Таким чином, справедлива рiвнiсть (17). Теорема доведена.

Теорема 4. Нехай q ∈ (0; 1) , тодi для будь-якого n ∈ N

arctg

(
−
∑n

ν=1(−1)νCν
nq

ν sin νt∑n
ν=0(−1)νCν

nq
ν cos νt

)
= narctg

q sin t

1− q cos t
. (18)
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Доведення. Застосуємо метод математичної iндукцiї. Позначимо

ξ(t) =
q sin t

1− q cos t
.

Оскiльки

arctg

(
−
∑1

ν=1(−1)νCν
1 q

ν sin νt∑1
ν=0(−1)νCν

1 q
ν cos νt

)
= arctg

q sin t

1− q cos t
= arctgξ(t),

то для n = 1 формула (18) є вiрною.
Припустимо, що формула (18) є вiрною для n = r . Тодi

−
∑r

k=1(−1)kCk
r q

k sin kt∑r
k=0(−1)kCk

r q
k cos kt

= tgrξ(t).

Застосовуючи формулу тангенсу суми та виконуючи елементарнi перетворе-
ння, отримуємо

tg ((r + 1)ξ(t)) = tg(rξ(t) + ξ(t)) =
tgrξ(t) + tgξ(t)

1− tgrξ(t)tgξ(t)
=

=

[
−

r∑
k=1

(−q)kCk
r sin kt

]
(1− q cos t) + q sin t

r∑
k=0

(−1)kCk
r q

k cos kt

(1− q cos t)
r∑

k=0

(−1)kCk
r q

k cos kt+ q sin t
r∑

k=1

(−1)kCk
r q

k sin kt
=

=

−
r∑

k=1

(−q)kCk
r sin kt−

r∑
k=1

(−q)k+1Ck
r sin kt cos t−

r∑
k=0

(−q)k+1Ck
r cos kt sin t

r∑
k=0

(−q)kCk
r cos kt+

r∑
k=0

(−q)k+1Ck
r cos kt cos t−

r∑
k=1

(−q)k+1Ck
r sin kt sin t

=

=

−
r∑

k=1

(−1)k(Ck
r + Ck−1

r )qk sin kt− Cr+1
r+1q

r+1 sin(r + 1)t

r∑
k=1

(−1)k(Ck
r + Ck−1

r )qk cos kt+ Cr+1
r+1q

r+1 cos(r + 1)t
=

=

−
r+1∑
k=1

(−1)kCk
r+1q

k sin kt

r+1∑
k=0

(−1)kCk
r+1q

k cos kt

.

Таким чином, iз припущення справедливостi формули (18) для n = r випли-
ває, що вона є справедливою для n = r+1 . Враховуючи, що вона справедлива
для n = 1 робимо висновок, що формула (18) є справедливою для довiльного
n ∈ N . Теорема доведена.
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АПРОКСИМАТИВНI ВЛАСТИВОСТI ПОВТОРНИХ
ОПЕРАТОРIВ ФЕЙЄРА

Розглянутi питання наближення функцiй, якi можна подати у виглядi iнтегралiв Пуассона,
4-повторними операторами Фейєра. Для верхнiх граней вiдхилень повторних операторiв
Фейєра на класi iнтегралiв Пуассона отриманi асимптотичнi формули, якi за певних умов
забезпечують розв’язок вiдповiдної задачi Колмогорова-Нiкольського.

Ключовi слова: ряд Фур’є, повторнi оператори Фейєра, асимптотична формула

Нехай

Sn(f ;x) =
a0
2
+

n∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

— часткова сума ряду Фур’є сумовної 2π –перiодичної функцiї f ∈ L . Суми
Валле Пуссена функцiї f ∈ L задаються спiввiдношенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x).

У випадку p = n такий оператор називають методом Фейєра. Нехай p1 ,
p2 , p3 , p4 — довiльнi натуральнi числа такi, що p1 + p2 + p3 + p4 = n + 3 .
Тригонометричнi полiноми, якi задаються наступним спiввiдношенням

σ
(4)
n,p(f ; x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

1

p3

m∑
j=m−p3+1

1

p4

j∑
r=j−p4+1

Sr(f ; x). (1)

будемо називати 4-повторними сумами Фейєра функцiї f ∈ L . У випадку
p4 = 1 суми σ

(4)
n,p(f ;x) спiвпадають з потрiйними сумами Фейєра σ

(3,−2)
n,p , якi

вивчалися у роботi [1] та iнших. У випадку p3 = 1 потрiйнi оператори Фейєра
спiвпадають з подвiйними σ

(2,0)
n,p , якi вивчалися у роботi [2] та iнших.

c⃝Бодра В.I., Стьопкiн А.В., Сипчук Є.Ю., Литвиненко О.В., Волiк С.В., 2017
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Наслiдуючи О.I. Степанця [3], позначимо через S0
M множину функцiй

iстотно обмежених i таких, що мають нульове середнє значення на перiодi, а
через Cq

β,∞ – класи неперервних 2π –перiодичних функцiй f(x) , якi можна
подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)P q
β(t) dt,

в якiй P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt + βπ
2 ) – ядро Пуассона, а функцiя φ ∈ S0

M нази-

вається (β, q)−похiдною функцiї f(x) i позначається φ(z) ≡ f qβ(x) .
Питанням наближення класiв Cq

β,∞ лiнiйними методами присвячено ряд
робiт спецiалiстiв з теорiї функцiй. З бiблiографiєю до цих питань можна
ознайомитися у роботах [3]-[4]

В данiй роботi отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiд-
хилень тригонометричних полiномiв σ

(4)
n,p на класах Cq

β,∞ для β = 1

E(Cq
1,∞, σ

(4)
n,p) ≡ sup

f∈Cq1,∞
||f(x)− σ

(4)
n,p(f, x)||C .

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1/4) , Σp ≡
4∑
j=1

pj = n + 3, тодi для n → ∞ ,

pi → ∞ , i = 1, 2, 3, 4 має мiсце асимптотична формула

E(Cq
1,∞, σ

(4)
n,p) =

q[4 + 3q2 − q4]

π
∏4

i=1 pi(1− q2)4
+
O(1)

∑4
i=1 q

pi∏4
i=1 pi

, (2)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена за n , q .

Доведення. Позначивши

ξα(t; q) = (−1)(4−|α|)
5∑
j=0

(−1)jCj
5q
n−Σαp+4+j sin(n− Σα

p + 4− j)t,

де Σα
p ≡

∑
j∈α

pj, |α| – кiлькiсть елементiв множини α ⊂ 4 ≡ {1, 2, 3, 4} ,

Ck
n = n!

k!(n−k)! – коефiцiєнти бiномiального розвинення, i наслiдуючи [5], мо-
жемо записати

δ
(4)
n,p(f ; x) ≡ f(x)− σ(4)n (f, x) =

1

π

π∫
−π

f qβ(x+ t)
−Z10

q (t)∏4
i=1 pi

∑
α⊂4

ξα(t; q)dt =
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=
1

π

π∫
−π

f qβ(x+ t)
−Z10

q (t)∏4
i=1 pi

ξ4(t; q)dt+O(1)
1

π

π∫
−π

f qβ(x+ t)
Z10
q (t)∏4
i=1 pi

∑
α⊂4,α ̸=4

ξα(t; q)dt,

де
Zq(x) =

1√
1− 2q cosx+ q2

.

Тодi, оскiльки для f ∈ S0
M виконується esssup|f(x)| 6 1 , то

E(Cq
1,∞;σ

(4)
n,p) 6

π∫
−π

∣∣Z10
q (t)ξ4(t; q)

∣∣
π
∏4

i=1 pi
dt+

O(1)∏4
i=1 pi

∑
α⊂4,α ̸=4

π∫
−π

∣∣Z10
q (t)ξα(t; q)

∣∣ dt.
Вiдшукаємо функцiю φ(t) ∈ S0

M , для якої

sup
f∈Cq1,∞

∥∥∥∥∥1π
π∫

−π

f q1 (x+ t)
−Z10

q (t)∏4
i=1 pi

ξ4(t; q)dt

∥∥∥∥∥
C

=
1

π
∏4

i=1 pi

π∫
−π

φ(t)Z10
q (t)ξ4(t; q)dt.

Для цього вивчимо функцiю ξ4 . Виконавши елементарнi перетворення, маємо

ξ4(t, q) =
Z10
q (t)∏4
i=1 pi

(q sin t− 10q3 sin t+ 10q4 sin 2t− 5q5 sin 3t+ q6 sin 4t) =

=
Z10
q (t)∏4
i=1 pi

ζ(cos t, q) sin t,

де
ζ(z, q) ≡ [1− 10q2 + 5q4] + [20q3 − 4q5]z − 20q4z2 + 8q5z3.

Вiдшукаємо нулi функцiї ζ(z, q) . Оскiльки

256ζ(z, 1/4) = 101 + 79z − 20z2 + 2z3 = (z + 1)(2z2 − 22z + 101),

то z = −1 єдиний дiйсний корiнь рiвняння ζ(z, 1/4) = 0 .
Оскiльки для всiх q ∈ (0; 1/4) виконується ν ′z(z; q) > 0 , то за теоремою

про неявну функцiю для z ∈ [−1; 1] на промiжку q ∈ (0; 1/4] спiввiдношення

ν(z; q) = [1− 10q2 + 5q4] + [20q3 − 4q5]z − 20q4z2 + 8q5z3 = 0

задає функцiю z(q) неявним чином. Оскiльки на промiжку q ∈ (0; 1/4]
виконується z′(q) > 0 , то на цьому промiжку функцiя z(q) зростає i до-
сягає значення z(1/4) = −1 . А це у свою чергу означає, що для будь-якого
q ∈ (0; 1/4) функцiя ζ(cos t, q) зберiгає знак i виконується умова

|ζ(cos t, q)| = ζ(cos t, q); q ∈ (0; 1/4); t ∈ (−π; π).
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Це означає, що для q ∈ (0; 1/4); t ∈ (0;π) функцiя ξ4(t; q) є додатною, а для
q ∈ (0; 1/4); t ∈ (−π; 0) вона є вiд’ємною. Отже для функцiї

φ(t) = signξ4(t; q) =

{
1, t ∈ (0;π);
−1, t ∈ (−π; 0)

виконується φ(t) ∈ S0
M i

sup
f∈Cq1,∞

∥∥∥∥∥1π
π∫

−π

f q1 (x+ t)
−Z10

q (t)∏4
i=1 pi

ξ4(t; q)dt

∥∥∥∥∥
C

=
1

π
∏4

i=1 pi

π∫
−π

φ(t)Z10
q (t)ξ4(t; q)dt =

= q2J2(t) + q2[2− 3q2]J3(t) + 3q2(1− q2)2J4(t)− (1− q2)4J5(t), (3)

де

Jk(t) =

∫
dz

(1− 2qz + q2)k
.

Виконуючи обчислення

J2(t)

∣∣∣∣∣
π

0

=
−2

(1− q2)2
; J3(t)

∣∣∣∣∣
π

0

=
−2− 2q2

(1− q2)4
; J4(t)

∣∣∣∣∣
π

0

=
−2− 20

3 q
2 − 2q4

(1− q2)6
;

J5(t)

∣∣∣∣∣
π

0

=
−2− 27

2 q
2 − 27

2 q
4 − 2q6

(1− q2)8
,

на пiдставi (3), маємо

J(t)

∣∣∣∣∣
π

0

=
q[4 + 3q2 − q4]

π
∏4

i=1 pi(1− q2)4
.

Таким чином

E(Cq
1,∞;σ

(4)
n,p) =

q[4 + 3q2 − q4]

π
∏4

i=1 pi(1− q2)4
+O(1)

∑
α⊂4,α ̸=4

|ξα(t; q)|

π
∏4

i=1 pi

π∫
−π

Z10
q (t)dt. (4)

Оскiльки, для α ⊂ 4, α ̸= 4

|ξα(t; q)| = qn−Σαp+4|
5∑
j=0

(−1)jCj
5q
j sin(n− Σα

p + 4− j)t| = O(1)qn−Σαp ,

тож ∑
α⊂4,α ̸=4

|ξα(t; q)| = O(1)
∑

α⊂4,α ̸=4

qn−Σαp = O(1)
4∑
i=1

qpi. (5)
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Оскiльки, (1 − 2q cos t + q2) > (1 − 2q + q2) = (1 − q)2 , то для q ∈ (0; 1/4)
маємо

π∫
−π

dt

(1− 2q cos t+ q2)5
6

π∫
−π

dt

(1− q)10
6 2π

(3/4)10
= O(1). (6)

Пiдставивши оцiнки (5), (6) в спiввiдношення (4), отримуємо асимптотичну
формулу (2). Теорема доведена.
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Approximation properties of the repeat Fejer’s operators.
Kyiv National University of Technologies and Design, Kyiv, Ukraine,
Donbas State Teachers’ Training University, Slovijans’k, Ukraine.

Bodra V., Stepkin A., Sypchuk Ye., Lytvynenko O., Volik S.
Questions of approximations of functions, which can be set in the form of Poi-

sson integrals, by 4-repeated Fejer operators are considered. Asymptotic formulas
for upper bounds of inflexions of repeated Fejer operators on the class of Poisson
integrals are obtained. These formulas provide the solution of a corresponding
Kolmogorov-Nikol’skiy problem in certain conditions.

Keywords: Fourier series, repeated sums of Fejer, asymptotic formula.
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ЕКСТРЕМАЛЬНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПОДВIЙНИХ ОПЕРАТОРIВ
ВАЛЛЕ ПУССЕНА НА КЛАСI АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

Вивчаються верхнi гранi вiдхилень подвiйних операторiв Фейєра на класi аналiтичних
функцiй дiйсної змiнної, якi не обов’язково можуть подаватися у виглядi iнтегралiв Пуас-
сона. Отриманi асимптотичнi формули для цих величин за природних умов забезпечують
розв’язки вiдповiдної задачi Колмогорова-Нiкольського.

Ключовi слова: ряд Фур’є, повторнi суми Фейєра, асимптотична формула.

Нехай L — множина сумовних 2π –перiодичних функцiй i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x)

— ряд Фур’є функцiї f ∈ L . Позначимо через Sn(f ; x) частковi суми ряду
Фур’є. Для фiксованого p ∈ N вiдповiднi суми Валле Пуссена функцiї f ∈ L
задаються спiввiдношенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x).

Застосовуючи метод пiдсумовування Валле Пуссена двiчi, отримуємо насту-
пний метод побудови тригонометричних полiномiв. Нехай p є довiльним
натуральним числом таким, що 2p < n . Функцiї f ∈ L поставимо у вiд-
повiднiсть послiдовнiсть подвiйних середнiх Валле Пуссена

V (2)
n,p (f, x) =

1

p

n−1∑
k=n−p

Vk+1,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

1

p

k∑
m=k−p+1

Sm(f, x) =

=
a0
2
+

n−1∑
k=1

λ
(n)
k (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx), (1)

c⃝Новiков О.О., Ровенська О.Г., Козаченко Ю.О., Вагнер Г.О., Чала В.В., 2017
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де

λ
(n)
k =


1, 1 6 k 6 n− 2p+ 1;
1− (k−n+2p)(k−n+2p−1)

2p2 , n− 2p+ 1 6 k 6 n− p;
1− 2p2−(n−k)(n−k+1)

2p2 . n− p 6 k 6 n− 1.

(2)

Наслiдуючи О.I. Степанця [1, 2], класи перiодичних функцiй запровадимо
наступним чином. Нехай ψ(k) — довiльна функцiя натурального аргументу i
β — фiксоване дiйсне число. Множина неперервних функцiй f(x) , для яких
ряд

∞∑
k=1

1

ψ(k)

(
ak cos(kx+

βπ

2
) + bk sin(kx+

βπ

2
)

)
є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї fψβ (x) , позначається Cψ

β . Якщо
f ∈ Cψ

β i, крiм того, fψβ (x) ∈ S0
M , тобто виконаними є умови

π∫
−π

fψβ (t)dt = 0, ess sup|fψβ (t)| 6 1,

то множина таких функцiй позначається Cψ
β,∞.

Для фiксованого q ∈ (0; 1) позначимо символом Dq множину послiдов-
ностей ψ(k), k ∈ N, для яких має мiсце спiввiдношення

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q.

У цьому випадку множини Cψ
β,∞ складаються з 2π -перiодичних функцiй, якi

є звуженнями на дiйсну ось функцiй F (z), аналiтичних у смузi |ℑz| < ln q−1 .
Важливим прикладом таких класiв функцiй є класи неперервних 2π -

перiодичних функцiй f(x) , якi можна подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑
k=1

qk cos(kt+
βπ

2
)dt.

В цьому випадку класи Cψ
β,∞ позначаються Cq

β,∞ i називаються класами
iнтегралiв Пуассона [3].

Задача наближення класiв iнтегралiв Пуассона лiнiйними операторами
має багату iсторiю, пов’язану з iменами С.М. Нiкольського, С.Б. Стечкина,
О.I. Степанця, С.А. Сердюка, В.I. Рукасова, С.О. Чайченка та iнших [3].
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Для точних верхнiх меж вiдхилень сум Фур’є на класах функцiй Cψ
β,∞ ,

ψ(k) ∈ Dq у роботi [2] отримана при n→ ∞ асимптотична формула

E(Cψ
β,∞;Sn) =

8ψ(n)

π2
K(q) +O(1)

(
ψ(n)

n(1− q)
+
ψ(n)εn
(1− q)2

)
,

де

εn = sup
k>n

∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣, (3)

O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n , q , β i ψ(k) .
У роботi [4] отримано асимптотичнi формули для точних верхнiх меж вiд-

хилень сум Валле Пуссена на класах аналiтичних функцiй Cψ
β,∞ , ψ(k) ∈ Dq,

q ∈ (0; 1) . Цi результати також було розповсюджено на двовимiрнi аналоги
класiв Cψ

β,∞, ψ(k) ∈ Dq, q ∈ (0; 1) у роботi [5].
В данiй роботi отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхи-

лень тригонометричних полiномiв V
(2)
n,p (f, x) на класах Cψ

β,∞ , де ψ(k) ∈ Dq,
q ∈ (0; 1)

E(Cψ
β,∞, V

(2)
n,p ) = sup

f∈Cψβ,∞

||f(x)− V (2)
n,p (f, x)||C .

Теорема 1. Нехай ψ(k) ∈ Dq , q ∈ (0; 1) , ψ(k) > 0 , β ∈ R . Тодi при
n− 2p→ ∞ , має мiсце асимптотична формула

E(Cψ
β,∞;V (2)

n,p ) =
8ψ(n− 2p+ 2)

πp2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;
2
√
q

1 + q

)
+

+O(1)

(
ψ(n− 2p)

p2(n− 2p)(1− q)4
+
ψ(n− 2p)qp

p2(1− q)3
+
ψ(n− 2p)εn−2p+2

(1− q)2

)
, (4)

де Π(n; k) — повний елiптичний iнтеграл третього роду, O(1) — вели-
чина, рiвномiрно обмежена щодо n , q , β , p i ψ(k) , величини εm заданi
спiввiдношенням (3).

Доведення. Нехай величини λ
(n)
k заданi спiввiдношенням (2). Для

f ∈ Cψ
β,∞ мають мiсце iнтегральнi зображення [1, 2]

ρn,p(f, x) ≡ f(x)−V (2)
n,p (f, x) =

1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑
k=1

(1−λ
(n)
k )ψ(k) cos(kt+

βπ

2
)dt.

Тодi, виконуючи перетворення, маємо

ρn,p(f, x) =
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= ψ(n−2p+2)
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑

k=n−2p+2

(1−λ
(n)
k )

ψ(k)

ψ(n− 2p+ 2)
cos(kt+

βπ

2
)dt =

=
ψ(n− 2p+ 2)

π

 π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑

k=n−2p+2

(1− λ
(n)
k )

[
ψ(k)

ψ(n− 2p+ 2)
− qk

qn−2p+2

]
×

× cos(kt+
βπ

2
)dt+

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑

k=n−2p+2

(1− λ
(n)
k )qk

qn−2p+2
cos(kt+

βπ

2
)dt

 =

=
ψ(n− 2p+ 2)

qn−2p+2

1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑

k=n−2p+2

(1− λ
(n)
k )qk cos(kt+

βπ

2
)dt+

+ψ(n− p1 − p2 + 2)Rn−2p(f, x),

де

Rn−2p(f, x) =
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)rn−2p(t)dt, rn−2p(t) =
∞∑
k=1

(1− λ
(n)
n−2p+2+k)×

×
[
ψ(n− 2p+ 2 + k)

ψ(n− 2p+ 2)
− qn−2p+2+k

qn−2p+2

]
cos((n− 2p+ 2 + k)t+ βπ/2). (5)

Розглянемо величину rn−2p(t) . Оскiльки

k−1∏
l=0

ψ(n− 2p+ k + 3)

ψ(n− 2p+ l + 2)
=
ψ(n− 2p+ 3)

ψ(n− 2p+ 2)

ψ(n− 2p+ 4)

ψ(n− 2p+ 3)
...
ψ(n− 2p+ k + 2)

ψ(n− 2p+ k + 1)
=

=
ψ(n− 2p+ 2 + k)

ψ(n− 2p+ 2)
,

то

rn−2p(t) =
∞∑
k=1

(1− λ
(n)
n−2p+2+k)

[
ψ(n− 2p+ 2 + k)

ψ(n− 2p+ 2)
− qn−2p+k+2

qn−2p+2

]
×

× cos((n− 2p+ 2 + k)t+
βπ

2
) =

=
∞∑
k=1

(1−λ
(n)
n−2p+2+k)

(
k−1∏
l=0

ψ(n− 2p+ k + 3)

ψ(n− 2p+ l + 2)
− qk

)
cos((n− 2p+2+k)t+

βπ

2
).
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Враховуючи спiввiдношення (3.5.9) роботи [1], маємо∣∣∣∣∣
k−1∏
l=0

ψ(n− 2p+ k + 3)

ψ(n− 2p+ l + 2)
− qk

∣∣∣∣∣ 6 (q + εn−2p+2)
k − qk,

де величини εm заданi спiввiдношенням (3). Тодi маючи на увазi умову
0 6 1− λ

(n)
k 6 1 , отримуємо

|rn−2p(t)| 6
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣
k−1∏
l=0

ψ(n− 2p+ k + 3)

ψ(n− 2p+ l + 2)
− qk

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
i=2

(q + εn−2p+1)
k − qk 6

6 εn−2p+2

((1− q)− εn−2p+2))(1− q)
.

Оскiльки, для будь-якої f ∈ Cψ
β,∞ виконується |fψβ (x)| 6 1 , то

||Rn−2p(f ;x)||C = ||1
π

π∫
−π

fψβ (x+ t)rn−2p(t)dt||C = O(1)
εn−2p+2

(1− q)2
.

Нехай Jqβ(φ) є (β, q)–iнтегралом функцiї φ ∈ S0
M . Тодi

ρn,p(J
q
β(f

ψ
β , x)) =

1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑

k=2m−n+2

(1− λ
(n)
k )qk cos(kt+

βπ

2
)dt.

Таким чином, маючи на увазi спiввiдношення (5) i (6), отримуємо

ρn,p(f, x) =
ψ(n− 2p+ 2)

qn−2p+2
ρn,p(J

q
β(f

ψ
β , x)) + ψ(n− 2p+ 2)Rn−2p(f ;x),

||ρn,p(f, x)||C =
ψ(n− 2p+ 2)

qn−2p+2
||ρn,p(Jqβ(f

ψ
β , x))||C+O(1)

ψ(n− 2p)εn−2p+2

(1− q)2
. (7)

В роботi [6] показано, що

sup
φ∈S0

M

||ρn,p(J qβ(φ, ·))||C = E(Cq
β,∞, V

(2)
n,p ) =

8qn−2p+2

πp2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;
2
√
q

1 + q

)
+

+O(1)

(
qn−2p

p2(n− 2p)(1− q)4
+

qn−p

p2(1− q)3

)
. (8)

Враховуючи, що

sup
f∈Cψβ,∞

||ρn,p(J qβ(f
ψ
β , ·))||C = sup

φ∈S0
M

||ρn,p(Jqβ(φ, ·))||C = E(Cq
β,∞, V

(2)
n,p ),
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отримуємо для верхнiх граней правої i лiвої частин рiвностi (7)

E(Cψ
β,∞, V

(2)
n,p ) =

ψ(n− 2p+ 2)

qn−2p+2
E(Cq

β,∞, V
(2)
n,p ) +O(1)

ψ(n− 2p)εn−2p+2

(1− q)2
.

Тож, пiдставивши в останню рiвнiсть спiввiдношення (8), отримуємо асим-
птотичну формулу (4). Теорема доведена.
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An extreme tasks for double operators of Vallee Poussin on the class
of analytic functions
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Novikov O., Rovens’ka O., Kozachenko Yu., Vagner G., Chala V.
Upper bounds of inflexions of double Fejer’s operators on a group of analyti-

cal functions of a real variable which not necessarily can be set in the form of
Poisson integrals are studied. The received asymptotic formulas for these values
provide the solution of a corresponding Kolmogorov-Nikol’skiy problem in certain
conditions.
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ПРИКЛАДИ НАПIВГРУП ВIДПОВIДНОСТЕЙ

У данiй статтi наведено деякi приклади напiвгруп вiдповiдностей, а саме напiгрупа вiд-
повiдностей напiвгрупи з нулем i нульовим множенням, напiвгрупа вiдповiдностей напiв-
групи лiвих (правих) нулiв, яка є iзоморфною напiвгрупi всiх бiнарних вiдношень. Також
описано спосiб отримання елементiв напiвгрупи вiдповiдностей S(G) , для G = (N, ◦) , де
N = {1, 2, . . . , n} , а дiя ◦ визначається так: a ◦ b = max (a, b) .

Ключовi слова: напiвгрупа вiдповiдностей, напвiгрупа лiвих нулiв, напiвгрупа бi-
нарних вiдношень.

Вступ
Теорiю напiвгруп, як i бiльшiсть роздiлiв алгебри, можна умовно подiлити

на двi великi частини. Першу з них можна назвати загальною або абстра-
ктною. Це та частина теорiї напiвгруп, яка вивчає напiвгрупи, виходячи з
певних абстрактних обмежень, що покладаються на напiвгрупи: регулярнi
напiвгрупи, iнверснi, моногеннi, зi скороченням ... (цей список можна про-
довжувати дуже довго).

Другу частину теорiї напiвгруп можна назвати прикладною або конкре-
тною. Вона вивчає конкретнi приклади або класи напiвгруп, що виникають
як у самiй теорiї напiвгруп, так i за її межами.

Зрозумiло, що цi частини теорiї напiвгруп тiсно переплетенi мiж собою:
перша створює вiдповiдний теоретичний апарат для другою, а друга дає iлю-
стративнi приклади i ставить задачi для першої.

Дана робота належить до конкретної частини теорiї напiвгруп. Вона при-
свячена дослiдженню напiвгруп вiдповiдностей унiверсальних алгебр.

Задачу вивчення напiвгруп вiдповiдностей унiверсальних алгебр свого
часу ставив Курош О.Г. в своєму курсi загальної алгебри, який вiн читав
на механiко-математичному факультетi Московського унiверситету в 1969-
70 навчальному роцi (див. [1]). Однак зроблено в цьому напрямку небагато.

c⃝Рябухо О.М., Смоляков О.В., Турка Т.В., 2017
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Першими тут були роботи А.А. Iскандера [2], [3], учня О.Г. Куроша. Однак
Iскандера цiкавила лише будова напiвгруп вiдповiдностей як частково впо-
рядкованих множин стосовно природного часткового порядку, який там є.

У роботi [4] показано, що коли G — група, то елементи напiвгрупи S(G)
можна ототожнити з п’ятiрками вигляду (H1, G1, H2, G2, φ) , де H1�G1 < G ,
H2�G2 < G , а φ — iзоморфiзм факторгрупи G1/H1 на факторгрупу G2/H2 .
При цьому вiдповiдний елемент напiвгрупи S(G) — як пiдмножина iз G×G
— має вигляд

(H1, G1, H2, G2, φ) =
∪
a∈G1

(aH1 × φ(aH1)).

Множини вигляду aH1×bH2 , де bH2 = φ(aH1) , будемо називати блоками
елемента A = (H1, G1, H2, G2, φ) .

Також у [4] пiдраховано порядок напiвгруп S(G) , коли G є скiнченною
групою. Зокрема, явно вказано порядок |S(G)| для трьох класичних серiй
скiнченних груп: циклiчних, дiєдральних та елементарних абелевих.

Будову вiдношень Грiна на напiвгрупi вiдповiдностей скiнченної групи
описано в роботi [5]. Для циклiчних, дiєдральних та елементарних абелевих
груп обчислено також кiлькiсть та потужнiсть D -, R -, H -класiв.

Описано умови iдемпотентностi елементiв i максимальнi пiдгрупи
D -класу напiвгрупи вiдповiдностей скiнченної групи. Доведена теорема про
регулярнiсть напiвгрупи вiдповiдностей [6].

У роботi [7] описано центр напiвгрупи вiдповiдностей скiнченної групи.
Введено означення суперцентрального автоморфiзму скiнченної групи. По-
казано, що кожний автоморфiзм циклiчної групи є суперцентральним. Дове-
дено, що центр напiвгрупи вiдповiдностей скiнченної групи iзоморфний групi
суперцентральних iзоморфiзмiв групи.

1. Означення напiвгрупи вiдповiдностей.
Нехай G — унiверсальна алгебра. Якщо G не мiстить 0 -арних опера-

торiв (тобто видiлених елементiв), то пусту пiдмножину ми також будемо
вважати пiдалгеброю алгебри G . Розглянемо множину S(G) всiх пiдалгебр
декартового квадрату G × G алгебри G . На кожну пiдалгебру H 6 G × G
можна дивитися як на бiнарне вiдношення на множинi G .

Твердження 1. Множина S(G) як множина бiнарних вiдношень на алге-
брi G утворює напiвгрупу вiдносно деморганiвського добутку вiдношень.

Доведення. Оскiльки деморганiвський добуток вiдношень є асоцiатив-
ним, то треба довести тiльки замкненiсть множини S(G) вiдносно деморга-
нiвського добутку.
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Нехай H1 , H2 — два елементи з S(G) , а ω — n -арна операцiя iз си-
гнатури G . Розглянемо довiльну n -ку елементiв (a1, c1) , . . . , (an, cn) iз
деморганiвського добутку H1 ◦ H2 . Тодi iснують такi елементи b1, . . . , bn iз
G , що

(a1, b1), . . . , (an, bn) ∈ H1 i (b1, c1), . . . , (bn, cn) ∈ H2

Оскiльки H1 i H2 — пiдалгебри з G × G , то H1 мiстить елемент
(ω(a1, . . . , an), ω(b1, . . . , bn)) , а H2 — елемент (ω(b1, . . . , bn), ω(c1, . . . , cn)) .
Але тодi

ω((a1, c1), . . . , (an, cn)) = (ω(a1, . . . , an), ω(c1, . . . , cn)) ∈ H1 ◦H2.

Отже, вiдношення H1 ◦H2 є замкненим вiдносно операцiї ω .
Iз довiльностi ω випливає, що H1 ◦H2 є пiдалгеброю алгебри G×G . 2

Напiвгрупу S(G) називають напiвгрупою вiдповiдностей алгебри G .
Зауважимо, що S(G) мiстить дiагональ

∆ = {(a, a)|a ∈ G},
яка є одиницею напiвгрупи B(G) усiх бiнарних вiдношень на множинi G .
Оскiльки S(G) 6 B(G) , то ∆ буде одиницею i для напiвгрупи S(G) . Таким
чином напiвгрупа вiдповiдностей є напiвгрупою з одиницею.

2. Приклади напiвгруп вiдповiдностей.
1. Нехай G — напiвгрупа з нулем 0 i нульовим множенням (тобто ab = 0

для довiльних a, b ∈ G ). Тодi G × G також є напiвгрупою з нульовим
множенням (нулем буде елемент (0, 0) ). Тому пiднапiвгрупами в G × G
(тобто елементами напiвгрупи S(G) ) будуть усi пiдмножини з G × G , якi
мiстять (0, 0) . Зокрема, якщо |G| = n , то |S(G)| = 2n

2−1 .
Нехай B0(G) — напiвгрупа всiх бiнарних вiдношень на множинi G\{0} .

Розглянемо множину

B̃0(G) = {φ ∪ {(0, 0)}|φ ∈ B0(G).}

Легко бачити, що B̃0(G) буде пiднапiвгрупою з S(G) , iзоморфною напiвгру-
пi B0(G) :

(φ ∪ {(0, 0)}) ◦ (ψ ∪ {(0, 0)}) = (φ ◦ ψ) ∪ {(0, 0)}).
Таким чином, хоча напiвгрупа G влаштована надзвичайно просто, будова
її напiвгрупи вiдповiдностей S(G) є дуже складною. Зауважимо, що до-
слiдженню повної напiвгрупи бiнарних вiдношень присвячено багато робiт
рiзних авторiв (див. напр., [8] i вказану там лiтературу).
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2. Нехай G — напiвгрупа лiвих нулiв (тобто ab = a для всiх a, b ∈ G ).
Оскiльки (a, b)(c, d) = (ac, bd) = (a, b) , то кожна пiдмножина з G × G буде
пiдалгеброю. Таким чином, напiвгрупа вiдповiдностей S(G) збiгається з мно-
жиною всiх пiдмножин множини G , а тому є iзоморфною напiвгрупi B(G)
усiх бiнарних вiдношень на напiвгрупi G .

Цей факт у певному сенсi можна обернути:

Твердження 2. Напiвгрупа вiдповiдностей S(G) напiвгрупи G буде збi-
гатися з напiвгрупою B(G) усiх бiнарних вiдношень на множинi G тодi i
тiльки тодi, коли G – напiвгрупа лiвих (правих) нулiв.

Доведення. Достатнiсть фактично вже доведена вище.
Необхiднiсть. Якщо кожна пiдмножина з G × G є пiднапiвгрупою, то

пiднапiвгрупою повинна бути i кожна двоелементна пiдмножина. Тому для
довiльних двох елементiв (a, a) i (b, b) iз G×G має бути

(a, a) · (b, b) = (ab, ab) = (a, a) або (ab, ab) = (b, b).

Таким чином, для довiльних елементiв a, b ∈ G маємо ab = a або ab = b.
Нехай для деяких a, b ∈ G , a ̸= b маємо ab = a (випадок ab = b розгля-

дається аналогiчно). Покажемо, що тодi xy = x для довiльних x, y ∈ G.
Припустимо, що це не так. Тодi iснують такi елементи c ̸= d , що cd = d .

Тут можливi такi випадки.
1) {a, b} ∩ {c, d} = ∅ . Тодi для пiдмножини H = {(a, c), (b, d)} iз G×G

маємо:
(a, c) · (b, d) = (ab, cd) = (a, d) ̸∈ H.

Отже, пiдмножина H не є замкненою вiдносно множення, а тому не є пiдна-
пiвгрупою. Таким чином, цей випадок неможливий.

2) a = c. Тодi для пiдмножини H = {(c, c), (b, d)} маємо:

(c, c) · (b, d) = (cb, cd) = (ab, cd) = (a, d) ̸∈ H.

Отже, пiдмножина H знову не є замкненою вiдносно множення, а тому не є
пiднапiвгрупою. Таким чином, i цей випадок неможливий.

Iншi можливi випадки розглядаються аналогiчно:
3) a = d. Тодi для H = {(d, c), (b, d)} маємо:

(d, c) · (b, d) = (db, cd) = (cb, cd) = (a, d) ̸∈ H.

4) b = c. Тодi для H = {(a, b), (b, d)} маємо:

(a, b) · (b, d) = (ab, bd) = (ab, cd) = (a, d) ̸∈ H.
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5) b = d. Тодi для H = {(a, c), (d, d)} маємо:

(a, c) · (d, d) = (ad, cd) = (ab, cd) = (a, d) ̸∈ H.

2

3. Нехай G = (N, ◦) , де N = {1, 2, . . . , n} , а дiя ◦ визначається так:
a ◦ b = max (a, b) . Тодi iз рiвностi

(a1, a2) ◦ (b1, b2) = (max (a1, b1),max (a2, b2))

випливає, що пiдмножина H ⊆ G×G буде пiднапiвгрупою тодi i тiльки тодi,
коли для довiльних (a1, a2), (b1, b2) ∈ G iз a1 > b1 i b2 > a2 випливає, що
(a1, b2) ∈ H.

Твердження 3. Нехай 0 6 k 6 n , {b1, b2, . . . , bk} ⊆ N , b1 < b2 < . . . < bk ,
A1, A2, . . . , Ak ⊆ N , a′i = max Ai , (i = 1, 2, . . . , k) , a′′i = min Ai ,
(i = 1, 2, . . . , k) , a′1 6 a′2 6 . . . a′k та для кожного j (1 < j 6 k ) вико-
нується умова

Aj ⊇ [a′′j , a
′
j] ∩ (

∪
i<j

Ai). (1)

Тодi множина

C =
k∪
i=1

(Ai, bi)

буде елементом напiвгрупи S(G) i кожен елемент iз S(G) можна отри-
мати в такий спосiб.

Доведення. Покажемо спочатку, що множина G є пiднапiвгрупою в G×G .
Справдi, нехай (ai, bi) , (aj, bj) ∈ G i ai > aj , bj > bi . Тодi

(ai, bi) · (aj, bj) = (ai, bj).

Тому треба показати, що ai ∈ Aj . Це очевидно, якщо i = j . Нехай
тепер i ̸= j . Тодi з нерiвностi bj > bi випливає, що j > i . Крiм того, з
нерiвностi ai > aj випливає, що ai > a′′j . Звiдси i з нерiвностi ai 6 a′i 6 a′j
отримуємо, що ai ∈ [a′′j , a

′
j] . Але тодi з умови (1) випливає, що ai ∈ Ai , а

тому (ai, bj) ∈ C .
Навпаки, нехай C ⊆ G×G — пiднапiвгрупа. Очевидно, що пуста пiдмно-

жина iз G×G одержується в потрiбний спосiб при k = 0 . Тому далi можна
вважати, що C ̸= ∅ .
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Нехай {b1, b2, . . . , bk} (b1 < b2 < . . . < bk) — проекцiя C на другий
множник.

Покладемо для кожного i = 1, 2, . . . , k Ai = {a|(a, bi) ∈ C} ,
a′i = max Ai , a′′i = min Ai .

Нехай i < j . Тодi для елементiв (a′i, bi) та (a′j, bj) маємо:

(a′i, bi) · (a′j, bj) = (max (a′i, a
′
j), bj).

Оскiльки max (a′i, a
′
j) ∈ Aj , то max (a′i, a

′
j) 6 a′j , звiдки a′i 6 a′j . Отже,

a′1 6 a′2 6 . . . 6 a′k.

Лишилось довести умови (1).
Нехай a ∈ [a′′j , a

′
j] ∩ (∪i<jAi) . Тодi iснує такий номер i0 < j , що

(a, bi0) ∈ C . Далi маємо

(a, bi0) · (a′′j , bj) = (a, bj).

Отже, (a, bi) ∈ C , а тому a ∈ Aj . 2

Наслiдок 1. Нехай G = ({1, 2, . . . , n}, ◦) , де a◦b = max(a, b) . Тодi порядок
напiвгрупи вiдповiдностей S(G) задовольняє нерiвнiсть

|S(G)| > 1 +
n∑
k=1

(
n
k

) ∑
16a16a26...6ak6n

a1 · a2 · . . . · ak. (2)

Доведення. Досить показати, що для деякого k , 1 6 k 6 n конструкцiя
iз попереднього твердження дає не менше нiж(

n
k

) ∑
16a16a26...6ak6n

a1 · a2 · . . . · ak

рiзних елементiв напiвгрупи S(G) . Справдi, множину {b1, b2, . . . , bk} ⊆ N

може вибрати
(
n

k

)
способами.

Далi для фiксованої множини {b1, b2, . . . , bk} вибираємо набiр

1 6 a1 6 a2 6 . . . 6 ak 6 n.

Для кожного i , 1 6 i 6 k , множину Ai вибираємо як множину вигляду

Ai = [a′′i , ai], 1 6 a′′i 6 ai.
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Очевидно, що тодi max Ai = ai , а саму множину Ai можна вибрати ai спосо-
бами. Умова (1) тепер виконується очевидним чином, бо при нашому виборi
Ai маємо Ai = [a′′i , a

′
i] .

Таким чином, для кожного такого набору множин Ai одержуємо елемент
iз S(G) , рiзним наборам вiдповiдають рiзнi елементи, а рiзних наборiв Ai ,
1 6 i 6 k , буде a1 · a2 · . . . · ak. 2

Зауваження. Безпосереднiм обчисленням перевiряється, що при n = 1, 2
в наслiдку 1. маємо рiвнiсть. При n > 3 напiвгрупа S(G) мiстить елемент

H = {(1, 1), (1, 2), (3, 2), (3, 3)}.

Оскiльки в цьому випадку A2 = {1, 3} не є iнтервалом, то H не одержу-
ється конструкцiєю iз доведення наслiдку 1. Отже, при n > 3 нерiвнiсть (2)
буде строгою.
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Donbas State Teachers’ Training University, Slovijans’k, Ukraine.

Examples of semigroup of correspondence
This article contains some examples of semigroup of correspondences, namely,

the semigroup of correspondence of a semigroup with zero and zero multiplicati-
on, the semigroup of correspondence of the semigroup of left (right) zeros, which
is isomorphic to the semigroup of all binary relations. The method of obtaini-
ng elements of the semigroup of correspondences S(G) is also described, where
G = (N, ◦) where N = {1, 2, . . . , n} , and the operation of ◦ is defined as:
a ◦ b = max (a, b). N = 1, 2, ..., n.

Keywords: the semigroup of correspondence, semigroup of left zeros, semi-
group of binary relations
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УСТОЙЧИВОСТЬ ДИСЛОКАЦИЙ, СОЗДАННЫХ
АКТИВНЫМ ИСТОЧНИКОМ В ТОНКОМ

ПРИПОВЕРХНОСТНОМ СЛОЕ КРИСТАЛЛА
ПОЛУПРОВОДНИКА

Рассмотрена модель, в которой источник дислокаций заблокирован испущенными от него
дислокациями в приповерхностном слое и они находятся под действием дислокационных
сил изображения. Вычислены напряжения, действующие на дислокационный источник со
стороны испущенной петли, полупетли и от дислокаций, являющихся их изображением.
Показано, что при заданном внешнем напряжении силы изображения способны вывести
на поверхность лишь малые дислокационные петли из глубины, не большей нескольких
сотен ангстрем.

Ключевые слова: дислокация, полупроводник, силы изображения, эллиптический
интеграл, диффузия, структура.

Введение
Ковалентные кристаллы германий и кремний абсолютно хрупкие при

температуре ниже 0,35 температуры плавления. Вместе с тем прецизионные
измерения, выполненные с использованием высокочувствительных датчиков
деформации, электрические измерения структурно чувствительных харак-
теристик, структурные исследования с помощью оптической и электронной
микроскопии, а также рентгеновский микроанализ дали возможность обнару-
жить ряд аномальных деформационных эффектов, проявляющихся в тонких

c⃝Надточий В.А., Уколов А.И., Баранюкова И.С., 2017
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приповерхностных слоях полупроводников, толщиной в несколько микромет-
ров [1, 2]. Среди них можно отметить явление диффузионного массопереноса,
являющегося основой диффузионно-дислокационного механизма микропла-
стичности. В работе [3] впервые предложен новый физический механизм фор-
мирования квантово-размерных структур на поверхности германия за счет
дислокационно-поверхностной диффузии. Массивы таких низкоразмерных
(6 50 нм) образований могут быть использованы в квантовых компьюте-
рах.

Рис. 1: а – дислокационный источник S находится под действием напряжений от соб-
ственных дислокаций и дислокации зеркального источника S ′ ; б – электромагнитная
модель, в которой силовая характеристика dB представляется родственной функции dτ

в модели а; в – вспомогательное построение для расчета τ IIb

Практическая реализация полупроводниковых наноструктур требует раз-
работки способа создания высокой плотности дислокаций в тонком слое кри-
сталла, а также исследования их устойчивости при действии сил зеркального
изображения, стремящихся вытянуть их на поверхность. В данной работе
для этого воспользовались уравнениями [4], где в рамках линейной теории
упругости изотропной среды определено поле напряжений дислокации, пер-
пендикулярной в месте выхода к свободной поверхности (рис. 1). Способ
создания такого вида петель рассмотрен в работах [1, 3].
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Основная часть
Представляет интерес провести сравнительную оценку эффективных на-

пряжений, необходимых для работы приповерхностных и объемных дисло-
кационных источников одинаковой геометрии и природы, а также сравнить
соответствующие величины обратных напряжений, запирающих эти источ-
ники. Такая сравнительная оценка величин обратных и соответствующих
эффективных напряжений, действующих на источник, испустивший одну
круговую петлю или одну полупетлю вблизи свободной поверрхности и в объ-
еме кристалла (рис. 1), была нами сделана для Ge. При этом использовалась
методика расчета, предложенная в [4].

Согласно Пичу и Келеру [5], сдвиговое напряжение dτ в том месте r , где
действуют напряжения от элемента дислокационной петли dl , определяется
как

dτ =
Gb

4π

[
dl × r

]
r3

. (1)

Это уравнение подобно выражению для вектора магнитной индукции dB

(силовой характеристики поля) в некоторой точке C, создаваемой витком с
током величиной J (рис. 1):

dB =
µ0µJ

4π

[
dl × r

]
r3

. (2)

Величины обратных напряжений, действующих от участков дислокаций I, II,
III, IV, V и VI (рис. 1) на источник S внутри кристалла, можно расчитать
интегрированием уравнения (1). Тогда обратное напряжение петли I

τ Ib =
Gb

4π

2πρ∫
0

ρ sin
(
d̂l, ρ

)
ρ3

dl =
Gb

4π

2π∫
0

dφ

ρ
=
Gb

2ρ
. (3)

Здесь dl = ρdφ

τ IIb = −Gb
4π

∫ r sin
(
d̂l, r

)
r3

dl.

Перейдем от переменного r к ρ :

r =
√
ρ2 + 4D2 − 4Dρ cosφ.

Из рис. 1, в r sin
(
d̂l, r

)
= r sinα = 2D cosφ − ρ ; тогда подстановка в τ IIb

дает

τ IIb = −Gb
4π

2π∫
0

{
ρ2 − 2Dρ cosφ

(ρ2 + 4D2 − 4Dρ cosφ)
3
2

}
dφ (4)
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Перейдем к новым параметрам и преобразуем выражение, стоящее в знаме-
нателе:

φ = π − 2β; cosφ = − cos 2β; dφ = −2dβ; cos 2β = 1− sin2 β.

При φ = 0 β = π/2, φ = 2π β = −π/2 . Тогда после преобразований

ρ2 + 4D2 − 4Dρ cosφ = (ρ+ 2D)2[1−K2 sin2 β]. (5)

Здесь

k2 =
8Dρ

(ρ+ 2D)2
; (6)

после преобразования имеем

τ IIb = −Gb
4π

π/2∫
0

ρ2 + 2Dρ− 4Dρ sin2 β{
(ρ2 + 2D)2[1− k2 sin2 β]

} 3
2

dβ. (7)

Интеграл (7) можно выразить как

τ IIb =
Gb

4π
ρ
∂J1
∂ρ

, где J1 =
4

ρ+ 2D

π/2∫
0

dβ

[1− k2 sin2 β]
1
2

. (8)

Проверим, выполняется ли это соотношение

J1 =
4

ρ+ 2D

π/2∫
0

dβ

[1− k2 sin2 β]
1
2

= 4

π/2∫
0

dβ

[(ρ+ 2D)2 − 8Dρ sin2 β]
1
2

,

dJ1
dρ

= −1

ρ

π/2∫
0

ρ2 + 2Dρ− 4Dρ sin2 β

[(ρ+ 2D)2 · (1− k2 sin2 β)]
3
2

dβ. (9)

Сравнивая правые подынтегральные части уравнений (7) и (9), находим, что
они полностью идентичны, откуда следует, что действительно

τ IIb = −Gb
4π

ρ
∂J1
∂ρ

.

Решим интеграл

J1 =
4

ρ+ 2D

π/2∫
0

(
1− k2 sin2 β

)−1
2 dβ =

4

ρ+ 2D
F
(π
2
, k
)
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Здесь F

(
π

2
, k

)
– полный эллиптический интеграл I рода [6],

F
(π
2
, k
)
=
π

2

[
1 + 2

k2

8
+ 9

(
k2

8

)2

+ . . .

]
,

J1 =
4π

2(ρ+ 2D)

[
1 + 2

k2

8
+ 9

(
k2

8

)2

+ . . .

]

После подстановки значения k2 (см. [6]), преобразований и дифферненци-
рования получим

∂J1
∂ρ

= − πρ

8D3
; τ IIb =

Gb

4π
ρ
∂J1
∂ρ

= −Gbρ2

32D3
. (10)

Напряжение τ IIIb определяется аналогично τ Ib :

τ IIIb =
Gb

4π

π∫
0

1

ρ
dφ =

Gb

4ρ
. (11)

Выражение для τ IVb находится аналогично τ IIb путем перехода к эллептиче-
скому интегралу II рода:

τ IVb = −Gb
4π

3π/2∫
π/2

ρ2 − 2Dρ cosφ

(ρ2 + 4D2 − 4Dρ cosφ)
3
2

dφ =
Gb

4π
ρ
∂J2
∂ρ

, (12)

где J2 =
4

ρ+2D

π/4∫
0

(1− k2 sin2 β)−
1
2dβ; k2 =

8Dρ

(ρ+ 2D)2
.

Правая подынтегральная часть выражения J2 представляет эллиптиче-
ский интеграл F = (π/4, k) , который находится так же, как это было сделано
ранее для τ IIb . После подстановки значения K , преобразований и дифферен-
цирования получим

τ IVb = −Gb
4π

[
πρ

(ρ+ 2D)2
− 0,4(2Dρ)

1
2

(ρ+ 2D)2
+

1,6(2Dρ)
1
2ρ

(ρ+ 2D)3

]
. (13)
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Путем несложных тригонометрических преобразований находятся τVb и τV Ib

τV Ib = −2
Gb

4π

arctg( 2D
ρ )∫

arctg(Dρ )

cosφ

ρ
dφ =

= − Gb

2πρ

{
sin

[
arctg

(
2D

ρ

)]
− sin

[
arctg

(
D

ρ

)]}
, (14)

τVb = 2
Gb

4π

arctg(Dρ )∫
0

cosφ

ρ
dφ =

Gb

2πρ
sin

[
arctg

(
2D

ρ

)]
. (15)

В выражениях для τVb и τV Ib учтено действие одновременно двух участ-
ков петель V и VI (рис. 1).

Рассмотрим теперь работу двух дислокационных источников: одного в
объеме и другого вблизи поверхности кристалла, которые генерируют дисло-
кационные петли. Предположим, что на начальной стадии работы источников
каждый из них излучил по одной петле. Тогда обратное запирающее напря-
жение, действующее на источник в объеме кристалла будет равно τ Ib , а на

источник вблизи поверхности — τG = τ Ib − τ IIb =
Gb

2ρ
−
Gbρ2

32D3
, т.е. меньше

на величину τ IIb . Таким образом, компонент изображения представляет со-
бой напряжение, на величину котого понижается обратное напряжение τG ,
запирающее источник, и, как следствие этого, повышается соответствующая
величина эффективного напряжения генерирования петель приповерхност-
ным источником дислокаций. При D → ρ τ IIb → Gb/32ρ . Пусть ρ = 40 Å .
Тогда для германия получим τ IIb = 15, 6 кгс/мм2) . Компоненту τ IIb можно
также рассматривать как напряжение, стремящееся вытянуть уже готовую
петлю I на свободную поверхность. При аналогичных параметрах R = 40 Å
и a = 40 Å по модели Бастечка [7] имеем τG = 54, 6 кгс/мм2) , т.е. величину
несколько большую, чем τ IIb . Это является вполне естественным, поскольку
в данном случае имеет место более выгодная ориентация петли относительно
действия сил изображения (петля призматическая, параллельная поверхно-
сти).

При условии, если источник вблизи поверхности излучает петлю, которая
выходит на поверхность, превращаясь в полупетлю, имеем
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τG =τ IIIb + τVb + τV Ib + τ IVb =
Gb

4ρ
+
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2πρ
sin
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(
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)]
−

− Gb
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{
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−
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+
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1
2ρ
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]
. (16)

При D → ρ после вычислений получим τG = 0, 3625Gb/ρ−0, 0438Gb/ρ .
В этом случае зеркальная компонента напряжения изображения выше, чем
для круговой петли, и при тех же условиях (ρ = 40 Å ) для германия составит
величину 21, 9 кгс/мм2) . Следовательно, величина эффективного напряже-
ния на источнике будет еще больше, чем в первом случае.

Зная величины напряжений, при которых движутся дислокации в соот-
ветствующих материалах, можно найти глубину слоя aкр , из которого петля
будет выходить на поверхность.

Задаваясь для Si и Ge при T < Tкр (Tкр — температурный порог хрупко-
сти) значением τ ≃ 40− 60 кГс/мм2 для петель радиуса ρ = 40 Å находим
aкр ≃ 40 − 60 Å , и для R = 400 Å aкр ≃ 40 − 100 Å . Для нашего случая
полупетель с R = 4 мкм = 40000 Å , используемых для выращивания на-
ноструктур [3] aкр = 0, 4 мкм = 4000 Å . Таким образом можно полагать,
что используемые нами для полупроводниковых нанотехнологий дислока-
ционные петли с размерами, равными 4 ÷ 5 мкм не смогут выходить на
поверхность под действием сил изображения aкр < R будут устойчивыми.

Выводы
Выполнена сравнительная оценка обратных напряжений, действующих

на дислокационный источник вблизи поверхности кристалла со стороны ис-
пущенных дислокаций и дислокаций изображения. Установлено, что малые
дислокационные петли (40− 100 Å )могут выходить на поверхность под дей-
ствием дислокаций изображения из глубины . Чем больше размеры петли,
тем больше толщина слоя, из которого они могут выходить на поверхность.
Петли дислокаций, созданные в Ge и Si при T = 300K с размерами 1 – 5 мкм
останутся стабильными.
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Dislocation stability, created by an active source of a thin near-
surface layer of a semiconductor crystal

A model is considered in which a dislocation source is blocked by dislocations
emitted from it in the near-surface layer and they are under the action of
dislocation image forces. The stresses acting on the dislocation source from the
side of the emitted loop, the half loop and from the dislocations that are their
images are calculated.

It is shown that at a given external voltage, the image forces are able to bring
to the surface only small dislocation loops from a depth not exceeding several
hundred angstroms.

Keywords: dislocation, semiconductor, image forces, elliptic integral,
diffusion, structure.

50 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



УДК 539.4

Надточий В.А., Уколов А.И., Нечволод Н.К., Баранюкова И.С.

1 доктор физико-математических наук, заведующий кафедры физики, ГВУЗ «ДГПУ»
2 кандидат физико-математических наук, ассистент кафедры высшей математики и физики,

Керченский государственный морской технологический университет
3 доктор физико-математических наук, советник ректора, ГВУЗ «ДГПУ»
4 студентка 5 курсу физико-математического факультета, ГВУЗ «ДГПУ»

e-mail: fiziksgpu@ya.ru

ОБРАЗОВАНИЕ ДЕФЕКТОВ В МОНОКРИСТАЛЛАХ
ГЕРМАНИЯ ПРИ ИМПУЛЬСНОМ ЛАЗЕРНОМ

ВОЗДЕЙСТВИИ

Выполнены структурные исследования на поверхности германия (Ge) в области действия
импульса лазерного излучения в режиме свободной генерации (λ = 0, 694 мкм) длитель-
ностью τ = 1 мс и энергией в импульсе W = 6 Дж. Снимки выполнены на расстоянии от
центра лазерного пятна, где температура не превышала 150 ◦C . Обнаружены упорядочен-
ные линейные дефекты типа дислокаций, ориентированных в радиальном направлении от
центра облучения. Показано также, что после импульсного облучения Ge при температуре
77 К линейные дефекты образуются из коротких петель дислокаций размерами 3–4 мкм.

Ключевые слова: лазер, дефекты, импульсное облучение, германий, структура.

Введение
Возможность получения при лазерном воздействии высоких скоростей

нагрева и градиентов температур на поверхности, а также селективность и
локальность воздействия позволяют направленно менять (модифицировать)
те или иные физико-химические характеристики поверхностного слоя полу-
проводников и диэлектриков. Хорошо известны такие приложения лазерной
модификации поверхности, как лазерный отжиг, лазерное легирование, ла-
зерная аморфизация и перекристаллизация и т.д. [1–3]. С другой стороны,
действие мощного лазерного излучения на поверхность может привести к ге-
нерации в поверхностном слое значительной концентрации дефектов, что в
ряде случаев является нежелательным при проведении вышеуказанных тех-
нологических операций. Поэтому диагностика поверхностных изменений и
поиск возможности управления процессом дефектообразования при воздей-
ствии мощного лазерного излучения на поверхность представляют значитель-
ный интерес для прикладных задач лазерной микротехнологии.

c⃝Надточий В.А., Уколов А.И., Нечволод Н.К., Баранюкова И.С., 2017
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Рис. 1: Распределение плотности оптической энергии на поверхности кристалла германия
и изотермы в кристалле через 0,33 мс после начала действия импульса свободной генера-
ции (λ = 0, 694 мкм, энергия в импульсе W = 6 Дж, длительность импульса τp = 1 мс)

Основная часть
При воздействии на поверхность (112) Ge лазерного импульса с энер-

гией W = 6 Дж, что соответствует распределению плотности оптической
энергии, показанной на рис. 1, в непосредственной близости к расплаву воз-
никают трещины и происходит слабое оплавление на дислокациях. По мере
удаления от центра наблюдаются дислокационные структуры без оплавле-
ния (рис. 2; 3). Структура на рис. 2 снята на расстоянии 1,6 мм от центра
лазерного пятна. Наблюдается ориентация линий травления в радиальном на-
правлении от его центра, видна также капля расплава, выброшенная из зоны
оплавления. Снимки на рис. 3, а, б сделаны на расстоянии 2 мм от центра
пятна, где согласно расчетам температура не превышала 150 ◦C. Дислокаци-
онная природа фигур травления подтверждается тем, что в местах выхода
на свободную поверхность вытравливаются ямки. Характерным для дисло-
кационных конфигураций является увеличение их периодичности по мере
удаления от центра пятна, а ориентация не всегда связана с кристаллогра-
фией.

В зоне трещинообразования преобладают дислокационные сплетения, а в
периферийных областях на протяженных участках поверхности выявляются

52 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Надточий В.А., Уколов А.И.,... Дефекты при лазерном воздействии

Рис. 2: Образование упорядоченных линейных дефектов (дислокаций), ориентирован-
ных в радиальном направлении от центра лазерного пятна. Указано направление выброса

капли из лунки расплава Ge, x1000

а) б)

Рис. 3: Дислокационная структура Ge после лазерного облучения при температуре 300 К.
Расстояние от центра пятна 2 мм; снимок (а) соответствует увеличению х1000, (б ) — х2000

Рис. 4: Начальный процесс формирования линейных дефектов из отдельных полупетель.
Температура облучения Ge 77 К. х1000

периодические структуры с периодом 0,9 мкм. Кратковременное химическое
травление показало, что все наблюдаемые дислокационные структуры на-
ходятся в тонком приповерхностном слое. Глубина залегания дислокаций со-
ставляет 10 мкм в зоне трещинообразования и уменьшается до долей микрона
на периферийных участках облучения. Вследствие близости поверхности,
действия сил зеркального изображения и наличия большой концентрации
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вакансий, способствующих переползанию, отдельные участки дислокаций со
временем выходят из кристалла, что обнаруживается по появлению дополни-
тельных ямок травления вдоль дислокаций через несколько суток хранения
образцов.

Важным является установление последовательности структурных изме-
нений от начала воздействия лазерного луча. Оплавление поверхности рань-
ше всего начинается на дислокациях, что совпадает с выводами работы [4]
при лазерном облучении кристаллов Si. Это означает, что дислокации зарож-
даются, в основном, во время действия импульса, а не в процессе релаксации
остаточных напряжений после его окончания. Кроме того, дислокационные
линии всегда имеют продолжение на поверхности при пересечении трещин,
что вполне объяснимо, если считать, что зарождение дислокаций предше-
ствует трещинообразованию. Таким образом, зарождение дислокаций при
одновременном действии светового излучения и термоупругих напряжений
происходит, по-видимому, в начальный период действия импульса.

Облучение кристаллов при 77 К также способствует зарождению дисло-
каций (рис. 4). На снимке видны отдельные полупетли (1) и дислокации (2),
расположенные в периодических структурах. Диффузионно-контролируемое
расширение таких петель вдоль ориентированных направлений вызывает их
объединение за счет аннигиляции краевых компонент противоположного зна-
ка и при повышенной температуре облучаемой поверхности приводит к фор-
мированию протяженных дислокаций периодической структуры (рис. 2; 3).
На рис. 4 отмечен оплавленный участок 3, вдоль берегов которого видны
ямки травления в местах выхода дислокаций на поверхность. Снимок под-
тверждает тот факт, что коэффициент поглощения лазерного излучения в
области дислокаций выше [5].

Выводы
Впервые показано, что при лазерном облучении поверхности кристалла

линии дислокаций упорядоченной структуры образуются из коротких приз-
матических петель межузельного типа, выходящих на поверхность. Увеличе-
ние дислокационной петли со временем осуществляется за счет достраивания
ее атомной плотности новыми атомами при создании их локального пересы-
щения.
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Defect formation in germanium single crystals under pulsed laser
action

Structural studies on the surface of germanium (Ge) in the field of the action
of a laser radiation in the mode of free generation (λ = 0, 694 µm ) with a duration
of τ = 1 ms and an energy in the pulse W = 6 J were performed. Pictures at a
distance from the center of the laser spot where the temperature did not exceed
150 ◦C were taken. Linear defects of the dislocation type oriented in the radial
direction from the center of irradiation were identified. It was reveaded that after
pulse radiation of Ge at 77 K, linear defects were formed from short dislocation
loops of 3–4 µm in size.
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ПРОБЛЕМИ ВИВЧЕННЯ ОСНОВ ФIЗИКИ
У ПОЧАТКОВIЙ ШКОЛI

Стаття присвячена дослiдженню основних проблем вивчення елементiв фiзики у курсi
«Природознавство» початкової школи. Розглянуто можливостi їх подолання на сучасно-
му етапi розвитку початкової освiти. Видiлено шляхи подолання проблеми початкової
фiзичної освiти та допомоги вчителю початкових класiв, окреслено основнi вимоги до
органiзацiї заходiв щодо залучення молодших школярiв до активного навчання.

Ключовi слова: навчальний процес, явище, дослiд, етап, послiдовнiсть, повторю-
ванiсть, запитання, активнiсть.

Вступ.
Проблема викладання основ фiзики в курсi «Природознавство» початко-

вої школи та її окремi аспекти пiднiмалася у наших попереднiх дослiдженнях.
Подальше вивчення проблеми дає змогу стверджувати, що одним iз найпро-
стiших шляхiв вирiшення проблеми є консультування вчителiв початкових
класiв з приводу фiзичного змiсту матерiалу «Природознавства».

Отже, метою статтi є окреслення шляхiв подолання проблеми початкової
фiзичної освiти та допомоги вчителю початкових класiв, видiлення основних
вимог до органiзацiї заходiв iз залучення молодших школярiв до активного
навчання.

Основна частина.
Основою для вивчення ШКФ є життєвий досвiд дитини (його спостере-

ження), знання з курсу природознавства та математики початкової школи.
Проблема набуття життєвого досвiду малечi додається до умови система-

тичного впливу дорослого оточення на неї:
— зосередження уваги на явищах;
— елементарне пояснення змiн, що вiдбуваються (за умови дозованостi

пояснень);
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— встановлення найпростiших зав’язкiв мiж явищами (сонце свiтить –
калюжi зникають);

— мотивацiя дитини до спостережень.
У такий спосiб ще до початку шкiльної освiти закладаються елементарнi

основи фiзичної освiти.
Учитель початкової школи пiдтримуючи iдею наступностi навчання на

уроках природознавства (безпосереднє вивчення природи) та математики
(вивчення будови та правил роботи з елементарними вимiрювальними при-
ладами), читання (опис явищ) забезпечує формування уяви особистостi та
мотивацiї до спостережень.

Проблема пiдготовки фахiвцiв з фiзики полягає у вiдсутностi знань про-
фесiйної роботи з молодшими школярами. Тому, аби уникнути складнощiв,
вчитель фiзики має бути квалiфiкованим консультантом для викладача по-
чаткових класiв. У такий спосiб органiзацiя фiзичної освiти буде мати послi-
довний, логiчно-обґрунтований хiд, а розвиток та формування «свiтогляду»
дитини вiдповiдати усiм етапам її природного розвитку.

На уроках математики вiдбувається початкове знайомство з елементар-
ними вимiрювальними приладами, а саме:

— призначення;
— будова (основнi елементи, без деталей);
— правила користування;
— вiдпрацювання вмiнь та навичок роботи.
Принципово важливим для молодших школярiв є те, що безпосередня

«жива» робота з приладом має передувати спостереженню приладiв та їх
використання на малюнках. У такий спосiб вiдбувається легке розумiння
дитиною сутi малюнка, чого не дає, нажаль, зворотнiй спосiб. Окрiм того, до-
цiльно вiдпрацювати вмiння великiй кiлькостi вправ не жалкуючи для цього
додаткового часу. Так, наприклад, при вивченнi лiнiйки:

— вимiряти тiла для яких довжини лiнiйки достатньо;
— вимiряти тiла для яких довжини лiнiйки не достатньо: пояснити що слiд

змiнити вимiрювальний прилад, якщо вимiрювальних можливостей даного не
вистачає.

В подальшому, при вивченнi термометра доцiльно пояснити яким чином
слiд вчинити, аби отримати результат бажаного вимiрювання, при вивченнi
термометра;

— вимiряти температуру;
— пояснити принцип роботи при цьому слiд пояснити, що не можна ви-

користовувати прилад «замалий» та в чому полягає небезпека такого вико-
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ристання. Також, показати вiдмiнностi використання лiнiйки та термометра
для вимiрювання вiдповiдних величин, бiльших за можливостi приладу.

Творчим завданням для закрiплення навичок роботи з лiнiйкою має бути
створення копiї березового листка, намальованого на аркушi (або в зошитi),
або з натури. Завдання полягає у визначеннi найбiльш принципових розмi-
рiв листка та вiдповiдно їх вiдтворення на аркушi (довжина осi, стеблини,
найбiльшої ширини, кiлька додаткових величин). До того ж слiд звернути
увагу на його симетричнiсть та правила постановки «основних» крапок. Таке
завдання сприяє вiдпрацюванню вмiнь дитини малювати прямi лiнiї з викори-
станням лiнiйки та вiдкладати рiвнi вiдрiзки (наприклад, для бiльш точного
малювання листочка доцiльно проведення кiлькох розмiрiв, перпендикуляр-
них до його вiсi, вимiрювання вiдстаней до країв та їх вiдповiдне вiдкладання
на власному малюнку. Викладання основ фiзики у початковiй освiтi базується
на таких основних аспектах:

— Опора на життєвий досвiд;
— Метод навчання: спостереження та дослiд;
— Засiб навчання: запитання та якiсна задача.
Зважаючи на те, що в першому класi органiзувати взаємонавчання дуже

складно та вважається фахiвцями методично невиправданим, то вчитель є
єдиним джерелом iнформацiї у школi. Такi обставини вимагають вiд спецiалi-
ста знань, вмiнь та навичок урiзноманiтнювати методи навчання. Доцiльним
та виправданим з методичної точки зору є спiвробiтництво. В початковiй
школi воно є подвiйним, вчитель-учень та учень-учень пiд пильним наглядом
керiвника.

Тому, окремої уваги потребує органiзацiя консультацiй з фiзики для вчи-
телiв початкових класiв.

1. Аналiз навчальних програм. Визначення матерiалу заснованого на
фiзичних явищах.

2. Розгляд фiзичного явища з наукової точки зору. Сприйняття та усвi-
домлення вчителями початкових класiв фiзичної сутi явища та експерименту,
яким воно демонструється, пiдтверджується або пояснюється.

3. Встановлення «меж доступностi» явища для молодшого школяра.
Встановлення особливостей умов та протiкання сутi явища.

4. Усвiдомлення методичної доцiльностi методiв та прийомiв роботи з
пояснення матерiалу учням.

5. Окреслення кола запитань пов’язаних з поданим матерiалом та при-
значених для закрiплення отриманих знань (якiснi задачi, запитання, експе-
рименти).
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6. Обговорення варiантiв творчих завдань за темою вивчення.
Введення окремих фiзичних явищ має полягати у розглядi та винайденнi

основних їх особливостей та характеристик, а не у безпосередньому введеннi
означення. Дитина, має зрозумiти ознаки, причини, фiзичну суть на тому
рiвнi, що вiдповiдає її вiковим можливостям.

Завдання мають бути взаємопов’язаними (пiдтримка цiлiсностi вивчення
матерiалу) аби єдина повна картина створювалася у свiдомостi особистостi.

Окремий аспект проблеми – залучення батькiв (iнших дорослих) до уча-
стi у домашнiй навчальнiй роботi дитини. При цьому вважаємо за необхiдне
акцентувати увагу на таких моментах:

— Виявити зацiкавленiсть до того, про що йшла мова на заняттi, та що
було цiкавим, чи сподобалося, та що саме дитина отримала в якостi дома-
шнього завдання. Пiдтримати школяра власною зацiкавленiстю батькiв до
теми розмови.

— Принципово важливо «брати участь», а не «виконувати» завдання за-
мiсть дитини.

— Дозволити дитинi керувати допомогою дорослих («Чим саме я можу
тобi допомогти?»). Органiзувати домашнє взаємонавчання: дати можливiсть
дитини «навчити дорослого» тому, чому вона навчилася в школi. При цьому
дорослi в свою чергу допоможуть виконати подальшi завдання.

— Ставитися схвально до будь-якої оцiнки та обов’язково обговорювати,
конкретизувати позитивнi та негативнi впливи на отриманий результат.

— Виховувати вмiння сприймати негативний результат, як результат вла-
сної дiяльностi.

Висновки.
На основi вище зазначеного у подоланнi основних проблем викладання

основ фiзики в курсi початкової школи можна зробити такi висновки:
1. Органiзацiя практичної допомоги фахiвця з фiзики вчителю поча-

ткових класiв є методично виправданою та доцiльною. Фрагментарна при-
сутнiсть вчителя фiзики може лише урiзноманiтнювати навчальний процес,
але не набувати систематичностi бо це вимагає знань методики початкової
освiти, яка значно вiдрiзняється вiд методики викладання фiзики у середнiй
школi.

2. Залучення батькiв та iнших дорослих iз оточення дитини до взаємодiї
у навчаннi школяра створює мiцний фундамент для подальшого формування
в особистостi стiйких навичок самоаналiзу та самоосвiти. Додаткове консуль-
тування дорослих може бути органiзоване як учителями початкових класiв
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так i фахiвцями з фiзики. Така «доросла домашня пiдтримка» дитини у фор-
мi «змiни ролей» змiцнює i стосунки в родинi, i, таким чином, забезпечує
цiлеспрямоване виховання та розвиток дитини.

3. Взаємодiя основних учасникiв навчально-виховного процесу з фiзи-
ки у початковiй школi має ґрунтуватися на чiткому усвiдомленнi учителем
елементарних дiй (етапiв) у вирiшеннi задачi початкової освiти з фiзики;
вiдпрацюваннi кожного з видiлених етапiв на численних прикладах; багато-
разовому повтореннi; використаннi великої кiлькостi запитань, що вимагають
однослiвної вiдповiдi та придатних для колективного опитування.

Перспективи подальших розвiдок вбачаємо у розробцi методичних реко-
мендацiй за окремими темпами курсу фiзики для вчителiв початкових класiв
та їх впровадження у навчальний процес ЗОШ.
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ОСНОВНI ПРОБЛЕМИ НАВЧАННЯ
ВИРIШЕННЮ ФIЗИЧНИХ ЗАДАЧ УЧНIВ БАЗОВОЇ ШКОЛИ

Стаття присвячена дослiдженню основних проблем вивчення фiзики у базовiй школi. Роз-
глянуто можливостi їх подолання на сучасному етапi розвитку шкiльної освiти. Видiлено
основнi вимоги до органiзацiї заходiв щодо подолання проблеми залучення школярiв до
вирiшення фiзичної задачi.

Ключовi слова: навчальний процес, фiзична задача, етап, послiдовнiсть, повто-
рюванiсть, запитання.

Вступ.
Монiторинг успiшностi учнiв базової школи ЗОШ дозволяє стверджува-

ти, що основна проблема складностi у навчаннi розв’язуванню задач походить
iз 7 класу та вiд самих витокiв вивчення фiзики. Надмiрна програмна ма-
тематизацiя фiзики вiд початку вивчення не дає змоги учням поступово
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налаштуватися на фiзику як науку та методи її вивчення. Тому перед вчите-
лем постає задача пристосувати програмнi вимоги до вiкових можливостей
учнiв та їх рiвня освiченостi iз iнших предметiв, головними iз яких виступа-
ють математика та природознавство.

Отже, метою статтi є встановлення основних причин що ускладнюють
вивчення фiзики у базовiй школi, визначення шляхiв їх подолання та алго-
ритмiв вiдпрацювання кожного окремого етапу досягнення поставленої мети.

Основна частина.
Власний досвiд роботи та результати проходження активної педагогiчної

практики свiдчить про те, що в сучасному викладаннi фiзики iснують кiлька
«елементарних» прогалин якi створюють фундамент невпевненостi учня вже
на початкових етапах засвоєння навчального матерiалу з курсу фiзики. Не
одноразово на таких проблемах наголошувалося у працях сучасних методи-
стiв [2, 6 – 8] та iнших. До цих проблем належать:

— визначення фiзичних величини;
— математичнi перетворення основної формули та виведення шуканої ве-

личини;
— перевiрка одиниць вимiрювання;
— скорочений запис умови задачi на дошцi.
Вирiшення цiєї низки проблем має починатися iз перших урокiв на яких

учнi чiтко мають усвiдомити першi фiзичнi поняття та їх характеристики, а
саме:

— поняття фiзичної величини;
— умовне позначення (лiтера): загальноприйнятi, варiативнi;
— одиницi вимiрювання (стандартнi та нестандартнi);
— властивiсть, яку характеризує дана фiзична величина;
— прилад яким вимiрюється (без з’ясування принципу дiї);
— зв’язок з iншими величинами.
Окремо слiд звернути увагу на використання iндексу та чiтке засвоєння

того факту, що iндекс (якщо вiн використовується) не змiнює фiзичної сутi
та фiзичного змiсту величини, тобто маса – залишається масою, а довжина
– довжиною.

Iз перших же задач необхiдно вимагати вирiшення у загальному виглядi.
Вiд початку, будь якi фiзичнi величини мають бути трансформованi у

стандартнi одиницi вимiрювання i всi подальшi математичнi операцiї мають
вiдбуватися лише з ними.
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Навчання розв’язуванню задач починається iз ознайомлення на конкре-
тному прикладi з усiма етапами розв’язування фiзичної задачi. А саме:

1. Ознайомлення зi змiстом задачi.
2. Встановлення вiдомих величин заданих у умовi.
3. Конкретизацiя запитання поставленого в задачi та встановлення фi-

зичної величини, яку необхiдно знайти. Iз цього моменту починається все
незрозумiле у вирiшеннi задач.

4. Запис скороченої умови задачi, що є чередою вiдповiдей на таку по-
слiдовнiсть запитань:
a) — що вiдомо? (назвати величину)

— якою лiтерою позначається?
— чому дорiвнює?
— якi одиницi вимiрювання?

b) — що необхiдно знайти? (назвати величину)
— якою лiтерою позначається?
5. Аналiз умови та окреслення алгоритму розв’язування задачi.
6. Створення фiзичної моделi задачi (малюнок, графiк).
7. Складання математичної моделi задачi.
8. Встановлення фiзичних законiв та принципiв, що будуть основою ви-

рiшення задачi.
9. Розв’язок задачi в загальному виглядi (виконання математичних пе-

ретворень над системою формул) та отримання розрахункової формули для
обчислення шуканої величину.

10. Перевiрка розмiрностi (одиниць вимiрювання). Метою якої є пере-
вiрка правильностi розрахункової формули.
Цей етап надзвичайно важливий та вимагає досконалого вiдпрацювання на
значнiй кiлькостi задач. Учень має чiтко засвоїти алгоритми виконання дiй
та практичну їх доцiльнiсть. Особливим для засвоєння учнiв при цьому є те,
що перевiрка розмiрностi повнiстю повторює робочу формулу, але записана в
одиницях вимiрювання вiдповiдних фiзичних величин (L – м; V – м/с; t – C;
m – кг; F – H; i iншi). Так само всi математичнi дiї з одиницями вимiрювання
повторюють математичнi дiї iз звичайними числами. Кiнцевим результатом
шуканої величини при цьому має бути одиниця вимiрювання саме зазначеної
величини, а не будь-якої iншої.

11. Безпосереднє обчислення невiдомої величини (отримання числового
результату).

12. Аналiз отриманого результату та його перевiрка на достовiрнiсть
(швидкiсть руху людини не може бути 80 км/год або маса слона 4 кг)
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Кожний етап у розв’язуваннi задачi має бути коментований, але не у мо-
нологiчний спосiб, а у дiалогiчний, коли учнi будуть вiдповiдати на послiдовнi
запитання вчителя:

— яка величина позначається конкретною лiтерою;
— якою є одиниця вимiрювання даної величини i т. iн.
Iншою проблемою стають теми, що мiстять велику кiлькiсть нових понять

на початку її вивчення та складають, таким чином, фундамент для вивчен-
ня. Наприклад: «Механiчний рух, тiло вiдлiку, система вiдлiку, матерiальна
точка, траєкторiя, шлях, перемiщення» або «тепловi явища, агрегатний стан
речовини, взаємнi перетворення рiдин та газiв». Велика кiлькiсть означень
ускладнює їх швидке запам’ятовування та розумiння.

На нашу думку, механiзм подолання зазначеної проблеми має вiдповiдати
наступному алгоритму:

1) коментований запис означень (коментар дає змогу пояснити незрозумi-
лi слова);

2) пояснення на прикладах iз життя та демонстрацiях на пiдручних ма-
терiалах;

3) показ короткометражних вiдео матерiалiв iз введених понять та меха-
нiзмiв протiкання явищ;

4) колективне повторення отриманої iнформацiї засноване на однослiвних
вiдповiдях на запитання учителя.

Зауважимо, що запитання мають бути логiчно послiдовними та заздале-
гiдь продуманими учителем.

Завжди залишається на вустах вчителiв, проблема залучення школярiв
базової школи до роботи з формулами, а саме спiввiдношення математичного
виразу та фiзичного змiсту, операцiї (математичне перетворення) над ними,
виведення невiдомою величини. I результат вiд цього один єдиний: задача
залишається без вiдповiдi, то вона по окремих дiях не може, дуже часто,
бути вирiшеною, а в загальному виглядi у дитини трансформується iз 7 класу
i надалi, залишаючись проблемою без вирiшення.

На основi власного досвiду проведення урокiв у базовiй школi та спостере-
жень за роботою iнших учителiв можемо зробити такий висновок вирiшення
поставленої проблеми:

— використання вiзуалiзацiї формули (наочнiсть). Наприклад: трикутник
рiвномiрного руху (S -V - t ), який згодом можна узагальнити.

— багаторазовим повторенням закрiпити навички роботи iз трикутником.
Єдиним питанням має бути «Як знайти (шлях, час, швидкiсть та прискоре-
ння)?»
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— математичнi перетворення формул.
На цьому етапi виникає, так звана, «невiдповiднiсть» невiдомої величини

у математицi (позначається лiтерою «x») та у фiзицi (позначається iншою
лiтерою). Тому важливо на конкретних прикладах показати аналогiю матема-
тичного виразу та фiзичної формули. Вчитель у такий спосiб має отримати
у свiдомостi учня, що невiдома величина може позначатися не лише через
«x», але й будь-якою iншою лiтерою.

До тренувальних завдань на перетворення формул можна вiдвести будь-
якi вирази (без чисел), що вимагають знайти зазначену лiтеру. З метою
подальшого ж ускладнення учням пропонується вираз iз багатьох лiтер по-
в’язаних математичними операцiями з якого слiд зазначити вираз для кожної
лiтери, за умови, що всi iншi є вiдомими.

Висновки.
На основi вище зазначених проблем, якi виникають на самому початку

вивчення фiзики у ЗОШ можна зробити висновок, що з методичної точки
зору виправданими є така послiдовнiсть дiй для їх подолання:

— чiтке усвiдомлення учителем елементарних дiй (етапiв) у вирiшеннi
задачi;

— вiдпрацювання кожного з видiлених етапiв на численних прикладах;
— багаторазове повторення (позначень, одиниць вимiрювання, формул, їх

перетворень);
— використання великої кiлькостi запитань, що вимагають однослiвної

вiдповiдi та придатних для колективного опитування.
Перспективи подальших розвiдок проблем методики викладання фiзики у

базовiй школi вбачаємо у розширеннi та дослiдженнi спектру iнших проблем
пов’язаних iз технiкою їх подолання.
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ПРОГРАМНЕ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ ДЛЯ ЗНАХОДЖЕННЯ
ЛОКАЛЬНО-ОПТИМАЛЬНОГО РОЗМIЩЕННЯ ОПУКЛИХ

МНОГОКУТНИКIВ У ПРЯМОКУТНIЙ ОБЛАСТI

Стаття присвячена опису створеного програмного забезпечення знаходження локально-
оптимального розмiщення опуклих многокутникiв у прямокутнiй областi.

Ключовi слова: програмне забезпечення, Φ -функцiя, математична модель, ло-
кальний мiнiмум, локально-оптимальне розмiщення.

Вступ
Унiверсальний конструктивний математичний апарат, що дозволяє буду-

вати аналiтичний опис умов взаємного розташування об’єктiв з урахуванням
технологiчних обмежень, був розроблений у роботах наукової школи, очолю-
ваної Ю.Г. Стояном (м. Харкiв).

На основi апарату, пов’язаного з використанням функцiй щiльного роз-
мiщення, було здiйснено розробку автоматичної системи розв’язання задач
розмiщення досить великого набору геометричних об’єктiв. Отримуванi ре-
зультати давали добрi наближення до локального мiнiмуму [2,3].

Надалi теорiя отримала свiй розвиток на тлi поняття Ф-функцiя, яке фор-
малiзує геометричнi вiдносини неперетину геометричних об’єктiв i є якiсною
мiрою виконання цих вiдносин [4].

c⃝Сьомкiн В.С., Омельченко Д.М., 2017
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Основна частина.
Постановка задачi.
Задача. Задано прямокутник S зi змiнними шириною L i висотою

H , а також опуклi многокутники Pi , i = 1 . . . 8 . Необхiдно розмiстити цi
многокутники у прямокутнику S так, щоб вони не перетиналися, а площа
прямокутника досягала мiнiмуму.

З кожним многокутником, який розмiщуємо у прямокутнику S , зв’яжемо
власну систему координат. Центри цих систем називаються полюсами мно-
гокутника. Координати полюсiв будемо задавати вiдносно нерухомої системи
координат прямокутника S .

 

Положення многокутника Pi на площинi однозначно визначається ко-
ординатами xi, yi його полюса у загальнiй системi координат i кутом його
повороту θi , i ∈ {1, 2, ..., n} вiдносно цiєї системи координат. Величини
ui = (xi, yi, θi) називаються параметрами розмiщення многокутника Pi ,
i ∈ {1, 2, ..., n} .

Для розв’язання цiєї задачi перш за все були описанi умови неперетину
многокутникiв i їх знаходження у прямокутнику S .

В математицi iснує поняття, яке дозволяє описати умови неперетину гео-
метричних фiгур (об’єктiв), введене членом-кореспондентом НАН України
Ю.Г. Стояном.

Означення 1. Будь-яка неперервна всюди визначена функцiя Φi,j(ui, uj)
називається Φ -функцiєю об’єктiв Ti i Tj , якщо виконуються наступнi
властивостi:

Φi,j(ui, uj) > 0 , якщо Ti ∩ Tj = ∅ ;
Φi,j(ui, uj) = 0 , якщо int Ti ∩ int Tj = ∅ , fr Ti ∩ fr Tj ̸= ∅ ;
Φi,j(ui, uj) < 0 , якщо int Ti ∩ int Tj ̸= ∅ .
Φ -функцiя двох об’єктiв служить для визначення мiри перетину цих об’-

єктiв. Нами в якостi таких об’єктiв розглядаються опуклi многокутники, а в
якостi аргументiв функцiї – параметри їх розмiщення.
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Φ -функцiя приймає нульове значення, якщо об’єкти лише дотикаються,
значення менше нуля — якщо перетинаються, i значення бiльше нуля — якщо
розглянутi об’єкти не мають спiльних точок.

Запишемо математичну модель розв’язання поставленої задачi, як задачi
нелiнiйного програмування:

minF (x), x ∈ D,

X = (x1, y1, θ1, x2, y2, θ2, ..., x8, y8, θ8, L,H) ∈ D ⊂ R26,

де
F (X) = L ·H ,
D =

{
X ∈ R26|Φi,j(xi, yi, θi, xj, yj, θj) > 0, i < j 6 8,

Φi(xi, yi, θi, L,H) > 0, i 6 8} .
Функцiєю мети поставленої задачi є площа прямокутника S , а область

допустимих розв’язкiв задається Φ -функцiями Φ1,Φ2,Φ3 .
Для автоматизацiї процесу розв’язування задачi нами написана комп’ю-

терна програма опис якої представлений нижче.

1. Характеристика програмного забезпечення.
Програма написана на мовi програмування C#.
Коло задач, що розв’язуються: задачi знаходження локально опти-

мального розмiщення опуклих многокутникiв у прямокутнiй областi.

Iнтерфейс програми складає:

— панель iнструментiв (рис. 1) (доступ до основних команд);

Рис. 1: Меню

— вiкно створення опуклих многокутникiв (CreateArea) (рис. 2)

— вiкно тимчасової бiблiотеки (pending) (рис. 3), де зберiгаються створенi
фiгури, якi, за бажанням, можна перенести до бiблiотеки;
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Рис. 2: Create Area

 
 

Рис. 3: Pending

— вiкно бiблiотеки (library) (рис. 4), де зберiгаються створенi фiгури;

 
 Рис. 4: Бiблiотека

— робоча область (рис. 5) (безпосереднє створення задачi шляхом розмiще-
ння обраних многокутникiв на площинi);
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Рис. 5: Робоча область

— вiкно збережених задач (Saved Problems) (рис. 6) надає можливiсть пере-
глянути всю iнформацiю щодо збережених задач.

 
 

Рис. 6: Архiв збережених задач

Режими роботи:

— створення фiгур (рис. 7) — на робочому полi обираємо вкладку
«CreateArea», потiм за допомогою мишi розмiщуємо потрiбну кiлькiсть
точок на площинi — це будуть вершини многокутника. Далi натискаємо

для його побудови. У випадку, якщо точки розставленi так, що мно-
гокутник не опуклий програма будує опуклу оболонку, iгноруючи зайвi
точки. Для того, щоб додати отриману фiгуру до промiжної бiблiоте-
ки, достатньо натиснути (для того, щоб додати фiгуру до бiблiотеки,
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необхiдно перейти до промiжної, вiдкривши вкладку «Pending» та пiд
фiгурою натиснути «Addtolib»);

 
 

Рис. 7: Створення многокутникiв

— розв’язання задачi — обравши вкладку «Problem», на областi, що з’яви-
лась, можна розмiщувати фiгури з бiблiотеки у якiй заздалегiдь на-
копичуються многокутники необхiднi для розв’язання задачi. Розмiри
фiгур та робочої площi регулюються колесом мишi. За допомогою
можна включати/вiдключати повороти многокутникiв. Розмiри фiгур
та робочої площi регулюються колесом мишi. Для безпосереднього вирi-
шення задачi необхiдно натиснути . Отримуємо результат розмiщення
(рис. 8).

 
 

Рис. 8: Розв’язок задачi
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— виведення результатiв (рис. 9) — виводиться таблиця координат фiгур у
нерухомiй системi координат та кути їх повороту:

 
 

Рис. 9: Данi локально оптимального розмiщення многокутникiв

— в той же час, з архiву виводяться зображення збережених задач автома-
тично впорядкованих по площi S (рис. 10):

 
 

Рис. 10: Результати розмiщення
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Система команд (Рис. 11):

— створення нової задачi (1) ;
— запуск програми (2) ;
— збереження задачi (3) ;
— увiмкнення/вимкнення повороту (4) ;
— змiна кольору робочого поля (5) ;
— побудова фiгури (6) ;
— занесення фiгури до бiблiотеки (7) ;
— видалення створеної фiгури (8) ;
— видалення фiгури з бiблiотеки (9) ;
— змiна кольору фiгури (10) ;
— змiна розмiру фiгури (за допомогою колiщатка мишi);
— порiвняння результатiв декiлькох вирiшених задач (11) ;;
— завантаження збереженої задачi (12) ;
— перегляд додаткової iнформацiї щодо збереженої задачi (13) ;
— видалення збереженої задачi (14) .

 
 

Рис. 11: Засоби керування програмою
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2. Приклади розв’язання задач.
Розглянемо декiлька прикладiв розв’язування задач за допомогою розро-

бленої програми.
В якостi вихiдних даних вiзьмемо значення, наведенi в таблицi 1, якi вiд-

повiдають розмiщенню многокутникiв на рисунку 12.

Таблиця 1

 
 

 
 

Рис. 12: Початкове розмiщення

В результатi розв’язання задачi отримуємо точку локального мiнiмуму
X∗ таку, що

min F (X∗) = 45929.4884.

Випуск №7, 2017 75



Iнформатика та методика її викладання

У точцi X∗ лiнiйнi розмiри прямокутника L = 385.5024 i H = 119.1419 ,
а вiдповiдне розмiщення наведено на рис. 13.

 
 

Рис. 13:

Точцi локального мiнiмуму вiдповiдають наступнi данi розмiщення мно-
гокутникiв (таб. 2):

Таблиця 2.

 
 

Наведемо розв’язання цiєї задачi без поворотiв (рис. 14), тобто зафiксуємо
θi = 0 , тому розмiрнiсть простору розв’язкiв зменшується на n .

В результатi розв’язання задачi отримуємо точку локального мiнiмуму
X∗ таку, що

min F (X∗) = 56357.28085944.
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У точцi X∗ лiнiйнi розмiри прямокутника L = 364.3014 , H = 154.6996 .

 
 

Рис. 14:

Точцi локального мiнiмуму вiдповiдають наступнi данi розмiщення мно-
гокутникiв (таб. 3):

Таблиця 3.

 
 

Бачимо, що для однiєї i тiєї ж початкової точки, при розв’язаннi задачi
з поворотами отримуємо мiнiмум функцiї значно менший, нiж без поворотiв.
Рiзниця в даному випадку становить 18.5%.

Зрозумiло, що отриманий результат в розглянутiй задачi залежить вiд
початкової точки. Спробуємо, змiнюючи цю точку, досягти ще меншого зна-
чення площi прямокутника. Проведемо декiлька експериментiв. Результати
розмiщень будемо подавати у виглядi рисункiв «Початкове розмiщення» i
«Розв’язок задачi».
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Задача 1.

  

Початкове розміщення Розв’язок задачі 

 
Рис. 15: до задачi 1

Розмiри прямокутника:

L = 395.9682, H = 118.5562, S = 46944.4851.

Задача 2.

  

Початкове розміщення Розв’язок задачі 

 
Рис. 16: до задачi 2

Розмiри прямокутника:

L = 364.6317, H = 120.309, S = 43868.4475.
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Задача 3.

  

Початкове розміщення Розв’язок задачі 

 

Рис. 17: до задачi 3

Розмiри прямокутника:

L = 411.4672, H = 101.868, S = 41915.3407.

Задача 4.

  

Початкове розміщення Розв’язок задачі 

 Рис. 18: до задачi 4

Розмiри прямокутника:

L = 232.3503, H = 168.3939, S = 39126.373183.
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Задача 5.

  

Початкове розміщення Розв’язок задачі 

 

Розмiри прямокутника L = 266.4012 , H = 148.6465 , S = 39599.606

Найкращi данi отриманi при розв’язаннi задачi 4. Саме тут отримано
мiнiмальне значення функцiї цiлi: S = 39126.373183 . На рисунках наведено
вiдповiдне розмiщення многокутникiв на початку i в кiнцi розв’язку задачi,
а у таблицi 4 — числовi данi цього розмiщення

Таблиця 4. 
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Зрозумiло, що можуть знайтись розмiщення ще з меншою площею S , але
для цього знадобиться провести бiльшу кiлькiсть експериментiв.

Висновки
Створене програмне забезпечення може бути використане як в подальших

теоретичних дослiдженнях, так i в якостi оптимiзацiйного засобу в задачах
моделювання розкрою листового матерiалу у рiзних сферах дiяльностi лю-
дини.
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To the question about the application of algorithmic approach while
solving of shot-rational inequalities with the method of intervals

The article describes software that has been developed for solving a placement
problem of convex polygons in a rectangular domain.
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15 РОКIВ ЕЛЕКТРОННОМУ НАВЧАННЮ НА
ФIЗИКО-МАТЕМАТИЧНОМУ ФАКУЛЬТЕТI

Iнформатизацiя суспiльства проявляє себе в усiх галузях дiяльностi i освiта не є виклю-
ченням. Значний емпiричний досвiд використання комп’ютерних технологiй в освiтнiй
дiяльностi та необхiднiсть його теоретичного аналiзу та осмислення призводить до появи
нових форм i методiв освiтньої дiяльностi, що безпосередньо спираються на IКТ. Сьо-
годення педагогiчної теорiї призводить до необхiдностi розробки нового виду дiяльностi
– електронного навчання. У статтi розглядаються успiхи використання IКТ в освiтнiй
дiяльностi майбутнiх учителiв за напрямом пiдготовки математика, фiзика та iнформа-
тика на фiзико-математичному факультетi ДВНЗ «Донбаський державний педагогiчний
унiверситет».

Ключовi слова: електронне навчання, пiдготовка вчителiв, фiзико-
математичний факультет.

Вступ
Характер розвитку сучасного суспiльства, а також глобальнi соцiально-

економiчнi та науково-технiчнi процеси активiзують застосування iнновацiй-
них пiдходiв до процесу навчання на додаток до традицiйних. У останнi роки
iнтерес до питання впровадження iнформацiйних новацiй набув особливої
значимостi. Це пов’язано з iнформатизацiєю системи освiти, та, як наслiдок,
упровадженням нових IКТ у процес пiдготовки майбутнiх учителiв.

Напрями використання iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй у освiт-
нiй дiяльностi слiд розглядати як: елемент методики наукових дослiджень;
складову частину системи управлiння освiтою; об’єкт вивчення; засiб навчан-
ня. Кожен iз зазначених напрямiв знаходиться в тiснiй взаємодiї один з одним.

Сьогодення використання IКТ у навчальному процесi пiдготовки майбу-
тнiх учителiв характеризується, насамперед, додаванням широких можли-
востей комп’ютерних комунiкацiйних технологiй i побудованих на їх основi
хмарних технологiй в освiтнiй дiяльностi. Використання IКТ для побудови

c⃝Величко В.Є., Федоренко О.Г., 2017
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дистанцiйної освiти, масових вiдкритих он-лайн курсiв, гiбридного навчання
та мобiльного навчання породжують розробку нових вимог як до методики
використання програмного забезпечення, так i до самого програмного забез-
печення [1].

Таким чином, постає не тiльки питання теоретичного обгрунтування су-
часних форм i методiв використання IКТ в освiтнiй дiяльностi, а й питання
розробки теоретичних i методичних основ електронного навчання, з ура-
хуванням специфiки його використання, дидактичних переваг та недолiкiв.
Дослiдження питання електронного навчання вiдображенi в роботах О. Ан-
дрєева, В. Бикова, К. Бугайчука, Р. Гуревич, М. Кадемiя, Р. Кларк (R. Clark),
В. Кухаренка, Р. Майер (R. Mayer), А. Манако, М. Росенберг (M. Rosenberg),
О. Семерiкова, М. Шишкiної та iнших.

Основна частина
Пiд електронним навчанням, за дослiдженням В. Бублик та спiвавто-

рiв, розумiється сукупнiсть методiв, форм i засобiв самостiйного, але кон-
трольованого засвоєння певного масиву знань за допомогою спецiалiзовано-
го iнформацiйно-освiтнього середовища. Iнформацiйно-освiтнiм середовищем
електронного навчання є системно-органiзована сукупнiсть засобiв передачi
даних, iнформацiйних ресурсiв, протоколiв взаємодiї, апаратно-програмного
забезпечення, орiєнтованих на задоволення освiтнiх проблем користувачiв [2].

Марк Розенберг (Marc Rozenberg) говорить про e-Learning як про ви-
користання Iнтернет-технологiй для надання широкого спектру рiшень, що
забезпечують пiдвищення знань та продуктивнiсть працi. На його думку,
електронне навчання базується на наступних принципах: робота здiйснює-
ться в мережi, доставка навчального контенту кiнцевому користувачу здiй-
снюється за допомогою комп’ютера з використанням стандартних Iнтернет-
технологiй [3].

У деяких дослiдженнях, електронне навчання сприймається i трактується
як технологiя, тобто набiр IКТ в навчаннi або пакети прикладних програм,
системи оболонок за допомогою яких можна здiйснювати навчання, вико-
ристовуючи при цьому ресурси мережi. В iнших дослiдженнях електронне
навчання розглядається як сукупнiсть освiтнiх технологiй, що базується на
досягненнях високих технологiй hi-tech, i технологiчних iнструментiв, у яких
реалiзуються навчальнi методики. Вiдмiнна думка визначення електронно-
го навчання полягає в тому, що це органiзацiйнi та методичнi елементи
педагогiчного процесу, якi здiйснюються завдяки сучасним iнформацiйним
технологiям, а не оболонка для традицiйного навчального процесу.
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Еллiсон Роззетт (Allison Rossett) визначає e-Learning як: Web-навчання
(WBT) або електронне навчання, або онлайн навчання та стверджує, що це
навчальнi курси, що знаходяться на серверi або на комп’ютерi, який пiдклю-
чений до мережi Iнтернет [5].

Кларк Адрич (Clark Adrich) визначає електронне навчання як широке по-
єднання процесiв, змiсту та iнфраструктури для використання комп’ютерiв i
мереж в процесi створення та/або полiпшення будь-якої складової навчальної
дiяльностi [5].

Фахiвцi ЮНЕСКО вважають, що e-Learning — це навчання за допомогою
Iнтернет i мультимедiа [6]. Iснує велика кiлькiсть тлумачень, якi роблять
акцент на iнших аспектах e-Learning. Наведемо декiлька з них [6]:

• e-Learning — широкий набiр додаткiв i процесiв, що забезпечують: на-
вчання, побудоване на використаннi web-технологiй; навчання, побудо-
ване з використанням персонального комп’ютера, вiртуальних комп’ю-
терних лабораторiй; засоби органiзацiї взаємодiї користувачiв у мережi.
e-Learning включає в себе доставку навчального контенту через Iнтер-
нет, аудiо- i вiдеозапис, супутникове мовлення, iнтерактивне телебачення
тощо;

• e-Learning — навчання, побудоване з використанням iнформацiйних i те-
лекомунiкацiйних технологiй. Охоплює весь спектр дiй, починаючи вiд
пiдтримки процесу навчання, до доставки навчального контенту слуха-
чам.

Розвиток електронного навчання, за дослiдженням С. Семерiкова, вiдбу-
вався за трьома етапами [4, с. 103–105]:

Перший етап (20-50-тi роки ХХ столiття) охоплює перiод з моменту поя-
ви механiчних, електромеханiчних та електронних iндивiдуалiзованих при-
строїв, за допомогою яких подавався навчальний матерiал та виконувався
контроль i самоконтроль знань. Час коли була розроблена технологiя про-
грамованого навчання.

Другий етап охоплює перiод 50-80-х рокiв минулого столiття та пов’язаний
з широким впровадженням ЕОМ у навчальну практику. Ключовими термi-
нами даного перiоду стали: iнтелектуальнi навчаючi системи, комп’ютерно-
орiєнтованi системи навчання, комп’ютерна пiдтримка навчального процесу,
комп’ютернi системи контролю знань. Пiд час другого перiоду була створена
лiнiйка спецiалiзованого програмного забезпечення – автоматизованих на-
вчальних систем PLATO, Coursewriter, Tutor тощо. Цьому сприяли очевиднi
переваги електронних комп’ютерiв над електромеханiчними — наявнiсть па-
м’ятi для зберiгання навчальних матерiалiв, висока швидкiсть опрацювання
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та розрахункiв, бiльш широкi засоби для перегляду навчальних матерiалiв та
багато iншого. Головним недолiком розробок другого етапу була їх стацiонар-
нiсть та автономнiсть, пов’язана з використанням «великих» обчислювальних
машин або, у кращому випадку, пiд’єднаних до них термiналiв. Також бу-
ло важко реалiзувати обмiн освiтнiми ресурсами та послугами мiж великою
кiлькiстю користувачiв.

Третiй етап (з 80-х рокiв минулого столiття) розпочався з появою комп’ю-
терних мереж та персональних комп’ютерiв. Виключно потужний iмпульс у
розвитку освiтнiх технологiй пов’язаний з використанням глобальної мере-
жi Iнтернет. Використання спiльних i розподiлених ресурсiв, Web-технологiй,
вiддалений доступ до навчальних матерiалiв забезпечив суттєве пiдвищення
ефективностi професiйної пiдготовки, її доступностi та масовостi. Мережевi
технологiї, висока якiсть та пiдвищення апаратного забезпечення уможливи-
ли створення професiйних середовищ та систем для надання освiтнiх послуг
i реалiзацiї рiзноманiтних видiв формальної (органiзованої) та неформальної
(не органiзованої спецiально) освiти. Ключовими термiнами даного етапу є Iн-
тернет, Web-курси, гiпертекст, вiртуальне навчання, вiртуальний унiверситет,
неперервна освiта, навчання протягом усього життя, дистанцiйне навчання,
електронне навчання та мобiльне навчання.

Першi кроки до електронного навчання на фiзико-математичному фа-
культетi Донбаського державного педагогiчного унiверситету розпочались iз
об’єднання комп’ютерних класiв обчислювального центру факультету в єдину
локальну мережу. За iнiцiативою викладачiв Величка В.Є. та Пiруса Є.М. на
наявному обладнаннi в 2002 роцi було запущено комплект програм Eserv/2,
який включав у собi mail, proxy, news, web та ftp сервери. У створенiй мережi
Iнтранет були розмiщенi лабораторнi роботи, у яких окрiм роздiлiв з програ-
мування були також й завдання з комп’ютерних мереж, електронної пошти,
баз даних.

Влiтку 2003 року почала функцiонувати перша мультимедiйна аудиторiя
на факультетi. Це дозволило демонструвати розробленi електроннi освiтнi
ресурси пiд час лекцiйних занять, та розмiщувати накопиченi лекцiйнi ма-
терiали в електронних навчальних курсах. Також, у зв’язку з цим iншого
змiсту набули захисти курсових та дипломних робiт, а особливо тi, що вико-
ристовували IКТ.

У квiтнi 2004 року за пiдтримки декана факультету Новiкова О.А. було
створено видiлений сервер, що працював пiд дiєю ОС Windows Server 2003 з
лiцензiєю за програмою MSDN AA. На даний сервер було перенесено навчаль-
нi матерiали та встановлено вiдповiднi служби. У тестовому режимi була
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встановлена система дистанцiйного навчання Moodle, основним завданням
якої була iнформацiйна пiдтримка навчальних дисциплiн кафедри алгебри.
Накопичений матерiал невдовзi дозволив використовувати систему Moodle
для проведення тестування як одного з компонентiв державного екзамену з
iнформатики.

У 2006 роцi на кафедрi фiзики почала функцiонувати лабораторiя впро-
вадження нових iнформацiйних технологiй навчання обладнана сучасним
комплектом шкiльного кабiнету фiзики в поєднаннi з мультимедiйними smart-
пристроями.

У 2008 роцi у зв’язку з пiдключенням локальної мережi факультету до
глобальної мережi Iнтернет була змiнена серверна операцiйна система на
Centos 5 та з’явилась можливiсть доступу у студентiв до навчальних ресур-
сiв факультету з будь-якого пристрою. Останнє дало поштовх до розробки
персональних i тематичних сайтiв, результатом якого стало написання цiлої
низки курсових i дипломних робiт як зi створення систем управлiння змi-
стом електронних ресурсiв, так й iз розробки та використання електронних
освiтнiх ресурсiв.

У 2012 роцi за iнiцiативою заступника декана факультета Кадубовського
О.А. було розроблено та створено iнформацiйний сайт фiзико-математичного
факультету. Даний сайт являє собою iнформацiйний ресурс на якому розмi-
щенi офiцiйнi повiдомлення, нормативна документацiя та методичнi посiбни-
ки якi доповнили iснуючi електроннi ресурси до необхiдного забезпечення
електронного навчання на факультетi.

Висновки
Виконаний аналiз дозволяє зробити висновок, що електронне навчання

є новим кроком у процесi iнформатизацiї освiти. До недолiкiв електронного
навчання вiдносять: вiдсутнiсть «живих» контактiв з викладачем; недолiки
в органiзацiї навчального процесу; слабкi пропускнi спроможностi каналiв
Iнтернет; вiдсутнiсть методичних розробок за новими формами навчання та
розробки електронних освiтнiх ресурсiв. Однак, повертатися до традицiйної
форми навчання не має можливостi з точки зору пiдготовки випускника су-
часностi. Очевидним виходом є впровадження моделi змiшаного навчання,
головною концепцiєю якого є оптимальне поєднання традицiйних та iннова-
цiйних способiв реалiзацiї освiтньої дiяльностi ВНЗ.
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15 Years of e-Learning on the faculty of physics and mathematics
Computerization of society manifests itself in all spheres of activity and

education is no exception. Considerable empirical experience of using computer
technology in education and the need for its theoretical analysis and understandi-
ng leads to new forms and methods of educational activities that are directly
based on ICT. The present educational theory leads to the need to develop a new
activity – e-Learning. The article discusses the success of ICT use in the education
of future teachers in the direction of mathematics, physics and computer science
on the faculty physics and mathematics of «Donbas State Teachers’ Training Uni-
versity».
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МОВИ ПРОГРАМУВАННЯ FREE PASCAL

У статтi розглядається реалiзацiя алгоритму представлення ланцюгових дробiв гаусових
чисел засобами мови програмування Free Pascal. Автори розробили програму для такого
представлення.
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Вступ
Електроннi обчислювальнi машини вирiшують сьогоднi найрiзноманiтнi-

шi завдання — керують процесами, доводять теореми, перекладають тексти
з однiєї мови на iншу, малюють картини, складають музику ...

Проблема використання криптографiчних методiв у iнформацiйних систе-
мах (IС) стала зараз особливо актуальна. З одного боку, розширилося вико-
ристання комп’ютерних мереж, зокрема глобальної мережi Iнтернет, по яких
передаються великi обсяги iнформацiї державного, вiйськового, комерцiйного
i приватного характеру, не допускає можливiсть доступу до неї стороннiх осiб.
З iншої сторони, поява нових потужних комп’ютерiв, мережевих технологiй
i нейронних обчислень зробило можливим дискредитацiю криптографiчних
систем якi ще недавно вважалися практично не уразливими.

В криптографiї замiсть простих натуральних чисел розглядається мо-
жливiсть застосування простих гаусових чисел. Тому досить актуальним є
дослiдження гаусових чисел та їх представлення.[2]

Основна частина
На множинi чисел виду a + bi , де a, b — довiльнi цiлi числа, а i — є

коренем рiвняння x2 = −1 , К. Гаусс вперше побудував теорiю подiльностi,
аналогiчну теорiї подiльностi цiлих чисел. Вiн обґрунтував справедливiсть

c⃝Вагнер Г.О., Пащенко З.Д., Рябухо О.М., 2017
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основних властивостей подiльностi; показав, що в кiльцi комплексних чисел
iснує тiльки чотири оборотних елемента ±1,±i ; довiв справедливiсть тео-
реми про дiлення з залишком, теореми про єдинiсть розкладання на простi
множники; показав, якi простi натуральнi числа залишаться простими i в
кiльцi Z[i] ; з’ясував природу простих цiлих комплексних чисел.

Розвинена теорiя, описана в його працi «Арифметичнi дослiдження», ста-
ла фундаментальним вiдкриттям для теорiї чисел алгебри.

В кiльцi Z[i] можливе дiлення з остачею, при якому остача менша дiль-
ника по нормi. Точнiше для будь-яких α i β ̸= 0 знайдеться γ таке, що
δ(α − βγ) < δ(β) . В якостi γ можна взяти найближче до комплексного чи-
сла α/β гаусове число. Бiльше того, кiльце Z[i] = {a + bi|a, b ∈ Z} цiлих
гаусових чисел є евклiдовим.[3]

Враховуючи цi властивостi гаусових чисел, довiльнi комплекснi числа
можна представити у виглядi ланцюгових дробiв. А у виглядi скiнченних
ланцюгових дробiв представляються рацiональнi гаусовi числа i тiльки во-
ни.[1] В основi алгоритму цього представлення лежить знаходження такого
цiлого гаусового числа, яке знаходиться найближче до даного комплексного.

Для створення програми побудови ланцюгового дробу для дробу цiлих га-
усових чисел ми обрали мову програмування Pascal, а саме компiлятор Free
Pascal, активна розробка якого велася останнi 15 рокiв. Free Pascal Compiler
(FPC) — це вiльно поширюваний компiлятор мови Pascal з вiдкритими ви-
хiдними кодами, поширюється на умовах GNU General Public License (GNU
GPL). Середовище має текстовий iнтерфейс дуже схожий на iнтерфейс Turbo
Pascal 7. 0.

Комплекснi числа z = a + bi в алгебраїчному виглядi задаємо як record
(запис Паскаля «record» — структурований комбiнований тип даних, що
складається з фiксованого числа компонентiв (полiв) рiзного типу). А ви-
вiд чисел виконуємо задопомогою процедури «Вивiд», де z.re = a, z.im = b .
Для виконання основних операцiй використовуються пiдпрограми: «Добу-
ток», «Частка», «Рiзниця».[3] До комплексних чисел ми не можемо напряму
застосувати операцiї div (цiлочислове дiлення), mod (залишок вiд дiлення)
так як їхнiй тип операндiв цiлий, а не комплексний. Функцiї int(x) — цiла
частина числа, frac(x) — дробова частина числа, також неможна застосову-
вати, навiть для цiлої i уявної частин комплексних чисел окремо, оскiльки
поняття цiлої та дробової частини комплексного числа принципово вiдрiзня-
ється вiд понять для дiйсного числа.

Для знаходження цiлої частини комплексного числа ми використовуємо
функцiю round(x) — округлення числа. Саме застосування цiєї функцiї до
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дiйсної та уявної частин комплексного числа дає можливiсть знайти най-
ближче цiле гаусове число до даного комплексного. Цей процес виконується
за допомогою створеної процедури «Обчислення цiлої частини»:

type complex=record
re,im:real;
end;
procedure Celoe (z:complex; var k:complex);
begin
k.re:=round(z.re);
k.im:=round(z.im);
end;
Блок-схема створеної програми обчислення ланцюгових дробiв рацiональ-

них гаусових чисел має наступний вигляд:
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Вивiд обчисленого ланцюгового дробу рацiональних гаусових чисел
α = a/b = [q0; q1, . . . , qi] на екран здiйснюється за допомогою оператору ци-
клу з параметром j .

Висновки
В роботi представлено програмну реалiзацiю алгоритму представлення

ланцюгових дробiв рацiональних гаусових чисел на мовi програмування Free
Pascal. Дана проблема може розвиватися на випадок представлення довiль-
них комплексних чисел у виглядi ланцюгових дробiв цiлих гаусових чисел з
деякою заданою точнiстю.
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Implementation of the algorithm for representing continued fracti-
ons of Gaussian numbers with the Free Pascal programming language

The article considers the Implementation of the algorithm for representi-
ng continued fractions of Gaussian numbers with the Free Pascal programming
language. The authors developed a program for this representation.
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ВИКОРИСТАННЯ WEB-РЕДАКТОРУ
BRACKETS НА УРОКАХ IНФОРМАТИКИ В ШКОЛI.

У статтi висвiтлено сучасний стан проблеми використання web-редакторiв на уроках
iнформатики в загальноосвiтнiх школах. Розглянуто основнi переваги та недолiки вико-
ристання редактору Brackets у роботi вчителя iнформатики.

Ключовi слова: web-редактор, brackets, вiльнопоширюване програмне забезпечення,
методика навчання iнформатики.

Вступ
Шкiльний курс iнформатики в системi освiти з кожним днем стає все

бiльш важливiшим за рахунок широкої комп’ютеризацiї, яка в свою чер-
гу потребує постiйно пiдвищувати комп’ютерну грамотнiсть учнiв, так як
згодом вона перетворюється в комп’ютерну грамотнiсть нашого суспiльства.
Через брак годин вiдведених програмою в шкiльному курсi iнформатики на
ознайомлення з методами створення web-сторiнок та з web-програмуванням,
досконале оволодiння хоча б їх основами стає неможливим. Проте, iнтерес
школярiв до вивчення web-програмування, а не тiльки до ознайомлення з ним
досить високий. У бiльшостi з них є як мотивацiя, так i здатнiсть до освоєння
необхiдних матерiалiв. Але, враховуючи те, що навiть мова розмiтки гiпер-
тексту HTML, пропонується до вивчення лише в програмах з профiльним та
поглибленим рiвнями вивчення iнформатики, а каскаднi таблицi стилiв CSS
та мова програмування JavaScript так i зовсiм тiльки в програмах з поглибле-
ним вивченням, то становиться зрозумiлим, що витрачати час на незручностi
користування звичайними текстовими редакторами, такими як WordPad чи
Блокнот, недоречно.

Тому мета нашої роботи полягає в пошуку найбiльш оптимального для
загальноосвiтнiх шкiл web-редактора, який дозволяє зручно створювати web-
сторiнки та редагувати вже наявний код, створений за допомогою HTML,
CSS та JavaScript; а також надає простий iнтерфейс користувача зi зручним
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навiгацiйним меню; i, бажано, розповсюджуваний за лiцензiєю вiльного про-
грамного забезпечення.

Основна частина
Приймаючи до уваги закордонний та вiтчизняний досвiд (I.В. Роберт, I.Б.

Софронова, П.I. Самойленко, Н.В. Апатова, О.О. Кузнєцов) можна зробити
висновок, що iнформацiйнi технологiї доцiльно використовувати при вивчен-
нi всiх предметiв [1], зрозумiло, що iнформатика не є вийнятком. Цi технологiї
постають як новi iнтерактивнi засоби навчання, якi мають певнi дидактичнi
особливостi, що дають змогу якiсно змiнити методи i форми навчання. В наш
час iснує велика кiлькiсть програмних засобiв для розробки web-сторiнок,
якi надають досить широкий спектр iнструментiв для зручної роботи. Але
кожен програмний засiб має як переваги, так i недолiки. Вагомою залишає-
ться проблема вибору оптимального програмного засобу, який в повнiй мiрi
забезпечить потреби вчителя та учнiв на уроках iнформатики.

Серед великої кiлькостi web-редакторiв, представлених в наш час, скла-
дно обрати оптимальний програмний засiб. Зрозумiло що для бiльш зручно-
го користування вiн має бути кросплатформенний, тому, наприклад, web-
редактори notepad++, coda та iншi ми не розглядаємо. Також, зважаючи на
те, що використовуватися наш редактор буде для навчання в загальноосвi-
тнiх школах, якi в бiльшостi випадкiв не можуть дозволити собi комерцiйне
програмне забезпечення, то коло пошуку також зменшуємо до безкоштов-
них програм, тим самим не розглядається можливiсть використання таких
web-редакторiв як Sublime Text, WebStorm, Adobe Dreamweaver та iншi.

Один з web-редакторiв, який вiдповiдає представленим вимогам є реда-
ктор з вiдкритим кодом Brackets. Вiн орiєнтований на роботу з HTML, CSS
i JavaScript [2], тобто повнiстю задовольняє потреби вчителя при вивченнi
роздiлiв «Комунiкацiйнi технологiї» та «Основи комп’ютерного проектуван-
ня» в школах з поглибленим вивченням iнформатики. За допомогою цих же
технологiй та з використанням Chromium Embedded Framework реалiзовано
сам редактор, що забезпечує його кросплатформеннiсть, тобто сумiснiсть з
операцiйними системами Mac, Windows i Linux. Brackets створений i розвива-
ється Adobe Systems пiд лiцензiєю MIT License та пiдтримується на GitHub. В
основi Brackets лежать такi проекти, як CodeMirror, jQuery, Bootstrap, Node.js
[3]. Основна мета проекту – спрощення процесу web-розробки. Середа розроб-
ки цiлком стабiльна – самi розробники IDE Brackets стали використовувати
її у своїй повсякденнiй роботi вже досить давно. На сьогоднiшнiй день iснує
безлiч розширень для Brackets, що додають велику кiлькiсть необхiдних iн-
струментiв для роботи, таких як система контролю версiй Git [4], перегляд
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HTML-коду в браузерi Chrome в реальному часi, синхронiзацiя з FTP та iнше.
Iнтерфейс редактора досить простий та зручний у використаннi. Основ-

ними елементами iнтерфейсу є:
1. Меню, що включає в себе стандартний набiр пунктiв (файл, правка, по-

шук та iн.).
2. Область роботи з файлами проекту. Передбаченi стандартнi функцiї,

наприклад, запуск на редагування, перейменування файлу, створення
нових файлiв та каталогiв, вiдкриття каталогу в провiднику та iн.

3. Область роботи з кодом, де саме i вiдбувається створення та редагування
коду.

Розглянемо бiльш детально основнi можливостi, якi значно спрощують
користування редактором та виокремлюють його серед бiльшостi аналогi-
чних web-редакторiв:

1. В Brackets включенi рiзнi теми оформлення, що дозволяє налаштувати
iнтерфейс редактора за вашим бажанням.

2. Є можливiсть роздiлення екрану на двi частини, що дозволяє одночасно
переглядати та редагувати два документи, що значно спрощує редагу-
вання web-сторiнок. Роздiляти екран можна як по вертикалi так i по
горизонталi.

3. Brackets пiдтримує мiнiкарту документу, що значно спрощує орiєнтува-
ння в досить великих документах.

4. Також в редакторi є пiдтримка множинних курсорiв, що дозволяє вно-
сити однотипну iнформацiю одразу в декiлька рядкiв, наприклад, коли
необхiдно закрити одночасно декiлька однакових тегiв.

5. Iнтелектуальне автодоповнення коду. Завдяки новому API (application
programming interface) автодоповнення працює з HTML, CSS, JavaScript
(включаючи jQuery) [5].

6. Inline-редагування коду. Основна iдея – це скорочення числа перемi-
щень мiж файлами в рамках одного проекту – втiлюється за допомогою,
так званого, Inline-редагування, яке дозволяє працювати з контекстно-
залежними частинами iнших файлiв, не покидаючи своє поточне мiсце
розташування в проектi. Також реалiзовано «Inline Color Editor» для
редагування кольору об’єкту без використання графiчного редактору та
таблицi кольорiв, необхiдно просто обрати колiр з запропонованого спе-
ктру, i редактор сам додасть необхiдний колiр до коду [5].

7. Швидкий доступ до документацiї. Дуже корисна функцiя вiдображення
довiдки по CSS-елементам безпосередньо пiд час роботи з кодом. Довiд-
кова система заснована на базi матерiалiв з webplatform.org. Щоправда
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довiдка доступна лише англiйською мовою.
8. Швидкий доступ до файлiв проекту. Iснує панель швидкого переходу до

файлiв проекту. При введеннi початку iменi необхiдного файлу редактор
запропонує нам всi файли проекту, якi задовольняють введенiй умовi,
обравши файл вiн одразу вiдкривається для редагування.

9. Менеджер розширень. Установка необхiдних плагiнiв (а їх нараховує-
ться десь бiля 200) вiдбувається у вiкнi менеджера розширень. Плагiни
в Brackets дозволяють розширити стандартний функцiонал i полегшити
розробку проектiв. Один з самих вiдомих плагiнiв є всiм вiдомий Emmet.
Emmet – це плагiн, що дозволяє за допомогою спецiального скороченого
синтаксису написати великий код, що значно економить час при розробцi
проектiв [5].
Наприклад, написавши такий код в html документi:

ul > li ∗ 2 > a[href = #]{Link$}
та натиснувши клавiшу TAB, отримаємо наступну конструкцiю:

<ul>
<li><a href = ”#”> Link1 </a></li>
<li><a href = ”#”> Link2 </a></li>

</ul>
10. Живий попереднiй перегляд (Live Preview). За замовчуванням живий

попереднiй перегляд працює завдяки локальному Node.js серверу. Осо-
бливiсть цього перегляду в тому, що можна бачити результат в реаль-
ному часi. Принцип простий: вибираєте html документ, включаєте Live
Preview. Вiдкриється вiконце браузера, в якому буде вiдображатися ваш
проект в поточному варiантi написання. Варто додати, що ця функцiя
працює тiльки з браузером Chrome. Також при редагуваннi HTML в
Brackets в браузерi пiдсвiчується вiдповiдний редагований елемент [4,5].

Незважаючи на те, що виробники сконцентрувалися в першу чергу на
десктопних версiях, планується створення версiї Brackets для запуску в бра-
узерах. А також вже працюють над мобiльним додатком Brackets, який
перетворить планшети в зручний засiб створення web-сторiнок. Крiм того,
Brackets буде вбудовуватися в iснуючi web-додатки.

Основними недолiками Brackets є, наприклад, вiдсутнiй зрозумiлий меха-
нiзм налаштування IDE, не найбiльша швидкiсть завантаження програми i
роботи певних функцiй (наприклад, inline-редагування JavaScript). При вста-
новленнi редактору за замовчуванням в ньому є проблема з вiдображенням
кирилицi, але це швидко вирiшується простою змiною шрифту за замовчува-
нням.
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Висновки
У закiнченнi наводяться висновки з даного дослiдження i стисло пода-

ються перспективи подальших розвiдок у цьому напрямку. Brackets – це
неймовiрно зручний i багатофункцiональний web-редактор, використовуючи
який, ви обов’язково знайдете найбiльш зручнi для вас функцiї i власти-
востi. Цей редактор не вимогливий до ресурсiв, простий в iнтерфейсi, а за
допомогою гарячих клавiш i плагiнiв дозволяє прискорити i спростити на-
писання коду, що дозволить вчителю використовувати його на непотужних
комп’ютерах з операцiйною системою довiльного сiмейства. За функцiоналом
i кiлькiстю плагiнiв, Brackets на даний момент поступається iншим зрiлим
редакторам, але вiн вже зараз може стати повноцiнним iнструментом для
web-розробника, а тим паче для вчителя.
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The article is devoted to modern state of the problem of web-editors usage on
the lessons of informatics in schools. Basic advantages and disadvantages of usage
of web-editor Brackets in the work of a teacher of informatics are considered here.
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МЕТОДИКА ВИКОРИСТАННЯ ЕЛЕМЕНТIВ НАОЧНОЇ
ГЕОМЕТРIЇ В КУРСI МАТЕМАТИКИ 5-6 КЛАСIВ

У статтi розглядається проблема вивчення геометрiї у 5-6 класах та дослiджено вдоско-
налення методики використання елементiв наочної геометрiї.

Ключовi слова: наочна геометрiя, методика, елементи наочної геометрiї, геоме-
трiя.

Вступ
Основним завданням школи та вчителя у сучасному свiтi є виховання

гармонiйно розвиненої особистостi, тобто людини, яка розвинена всебiчно.
Головним завданням цього процесу є боротьба за високу якiсть вмiнь та знань
учнiв, формування в них навичок самостiйної розумової працi.

Збiльшення розумового навантаження на уроках математики примушує
задуматися над тим, як пiдтримати в учнiв iнтерес до матерiалу, що вивчає-
ться, їх активнiсть впродовж всього уроку. У зв’язку з цим ведуться пошуки
нових ефективних методiв навчання i таких методичних прийомiв, якi акти-
вiзували б думку школярiв, стимулювали б їх до самостiйного набуття знань.

Одним з таких способiв є використання елементiв наочної геометрiї на
уроках. Тому вдосконалення методики використання елементiв наочної гео-
метрiї у 5-6-х класах є досить актуальною темою для дослiдження.

Введення геометричного матерiалу в курс математики 5-6 класiв надзви-
чайно важливо для подальшого успiшного навчання школярiв, їх залучення
до пiзнання навколишнього свiту, розвитку їх розумових здiбностей. Все це
робить актуальним питання правильної органiзацiї навчання математики та
елементiв геометрiї, зокрема.

c⃝Беседiн Б.Б., Вагнер Г.О., 2017

97



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

Прихильниками використання елементiв наочної геометрiї в курсi матема-
тики є: А.Т. Фоменко, А.М. Астряб, Д. Гiльберт, Г.В. Дорофєєв, I.Ф. Шаригiн;
Н.Я. Вiленкiн, В.I. Жохов, А.С. Чесноков, С.М. Нiкольський, М.К. Потапов,
Н.Н. Решетнiков та iншi.

Наочна геометрiя не повинна бути придатком до арифметики, вироджу-
ючись у вивчення мiр довжини, площi та об’єму i способiв вимiрювання
прямолiнiйних вiдрiзкiв, площ прямокутникiв i обсягiв прямокутних пара-
лелепiпедiв.

Основна частина
Розвиток дитини є складним процесом становлення людської особистостi,

процесом безперервного руху, змiни i вдосконалення її фiзичних та духовних
сил. Внутрiшньою рушiйною силою розвитку дитини є боротьба протиле-
жних, суперечливих тенденцiй, що виникають внаслiдок розходження мiж
досягнутим рiвнем розвитку дитини i тим новим змiстом дiяльностi, яким
вона оволодiває.

Вiк чiпко утримує розвиток i диктує свою волю. Закономiрностi, що дi-
ють в цiй областi, жорстко лiмiтують можливостi розвитку. Я.А. Коменський
був першим, хто наполягав на строгому облiку в учбово-виховнiй роботi
вiкових особливостей дiтей. Вiн висунув i обґрунтував принцип природо-
вiдповiдностi, згiдно з яким вчення i виховання повиннi вiдповiдати вiковим
етапам розвитку. Як у природi все вiдбувається свого часу, так i у вихованнi
все повинно йти своєю чергою - своєчасно i послiдовно.

Урахування вiкових особливостей — один з основоположних педагогiчних
принципiв.

Учень 5 класу може керувати своєю увагою. Вiн добре концентрує увагу
до значущої для нього дiяльностi. Тому для бiльш успiшного навчання мате-
матики, необхiдно пiдтримувати iнтерес школяра до вивчення цього предме-
та. При цьому доцiльно на уроках використовувати наочнi засоби навчання:
таблицi, схеми, картинки. Процес навчання буде проходити бiльш ефективно,
якщо на уроках демонструвати зв’язок дослiджуваного матерiалу з життям,
застосування нових знань на практицi.

Основою формування у дiтей уявлень про геометричнi фiгури є здатнiсть
їх до сприйняття форми. Ця здатнiсть дозволяє дитинi дiзнаватися, розрi-
зняти i зображати рiзнi геометричнi фiгури: точку, пряму, криву, ламану,
вiдрiзок, кут, багатокутник, квадрат, прямокутник i т.д.

А.М. Астряб в основу курсу «Наочна геометрiя» поклав такi мiркуван-
ня [1]:
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1. Першою стадiєю пiзнання геометричних форм є безпосереднє сприйнят-
тя. Для того щоб це безпосереднє сприйняття було яскравим та повним,
необхiдно, щоб у ньому брали участь не тiльки очi, а по можливостi
бiльше число органiв почуттiв. Ось чому при розв’язаннi задач дiти по-
виннi лiпити, малювати, вимiрювати, накладати одну фiгуру на iншу,
розрiзати i склеювати їх.

2. Другою стадiєю психологiчного процесу пiзнання геометричних форм є
виникнення в дитячiй свiдомостi геометричних образiв. Повнота i яскра-
вiсть останнiх залежить вiд дитячої уяви, рiвносильного iнтересу. Пов’я-
зане з ними почуття задоволення з’являється у дiтей тiльки тодi, коли
вони в дослiджуваному новому знаходять елементи добре знайомого або
старого (апперцепцiя).

3. Увага i iнтерес у дiтей можуть пiдтримуватися тiльки тодi, коли ви-
вчення буде погоджено з дитячою природою, по сутi своїй дiяльною i
творчою.

Дитина за своєю природою є активним дослiдником зовнiшнього свiту.
Ось чому вивчення геометричних форм повинно бути побудоване на прин-
ципi самодiяльностi i активностi. Завдання потрiбно складати так, щоб дiти
самi вимiрювали, порiвнювали, розвивали свiй окомiр, дослiджуючи пропо-
нований їм матерiал, самi приходили до доступному для їх сил висновку,
вiдчуваючи таким чином радiсть самостiйного вiдкриття iстини.

За допомогою наочностi на уроках геометрiї добре формується в учнiв
логiко-пошукова пiзнавальна дiяльнiсть. Правильно органiзована навчаль-
на дiяльнiсть пiзнавально-пошукового типу при використаннi наочностi на
уроках математики, продумане керiвництво нею з боку педагога, викликає в
учнiв iнтерес до навчального процесу, розвиває активнiсть i самостiйнiсть.

За висловом Л.М.Толстого: «. . . знання тiльки тодi знання, коли набутi зу-
силлям думки, а не пам’ятi.» [4]. Тому, необхiдно зробити навчальний процес
творчим, осмисленим, активiзувати всю пiзнавальну дiяльнiсть школярiв.

Яким вимогам мають вiдповiдати елементи наочної геометрiї, щоб
учнi змогли отримати широкi геометричнi уявлення, оволодiти наочно-
емпiричним методом дослiдження, розвинули просторову уяву, геометри-
чне сприйняття, мислення?

Шлях знайомства з найпростiшими фiгурами: вiдрiзок, пряма, кут тощо,
без вивчення їх властивостей, оволодiння способами побудови, знайомства з
рiзними геометричними конфiгурацiями i вiдношеннями фiгур, виявився ту-
пиковим i не дав позитивних результатiв. Розглянемо тi вимоги, яким мають
вiдповiдати елементи наочної геометрiї.
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По-перше, це рiзномаїття геометричних форм i конфiгурацiй, яке б забез-
печувало широту сформованих уявлень, в поєднаннi з видiленням «головних»
об’єктiв. Паралельно повинно здiйснюватися вивчення плоскої та просторової
геометрiї. При цьому плоскi фiгури повиннi «виходити в простiр» i розгляда-
тися як елементи просторових тiл, а просторовi тiла «переходити» на плоский
аркуш паперу в якостi зображень, розгорток. При вивченнi лiнiй акцент роби-
ться на пряму i коло, при вивченнi фiгур — на трикутники i чотирикутники.

Щоб уявлення про фiгуру було всеохоплюючим, а не поверхневим, при
його формуваннi повиннi враховуватися рiзнi аспекти. В якостi таких аспе-
ктiв вивчення геометричного об’єкта можна видiлити: а) його елементи; б)
способи моделювання i графiчного зображення; в) розподiл фiгури i склада-
ння фiгур; г) «вихiд у простiр» для плоских фiгур; д) вiдношення з iншими
фiгурами i класифiкацiї; е) симетрiя; ж) вимiр.

Друга вимога — оволодiння способами дiй з геометричними фiгурами
також має бути об’єктом вивчення i входити в змiст освiти. Це оволодiння
способами графiчної побудови геометричних фiгур, прийомами їх моделюва-
ння, навичками практичних вимiрювань, дiями по вiзуальному сприйняттю
геометричних об’єктiв, створення їх уявних образiв i оперування ними.

I. Ф. Шаригiн висловив думку про вiдмiннiсть курсу геометрiї 5-6 кла-
сiв вiд курсу 1-4 класiв, яка полягає в тому, що, незважаючи на значимiсть
геометричного матерiалу в початковiй школi, вiн виконує допомiжну роль по
вiдношенню до арифметичного матерiалу. Тут метою є вироблення мiцних
асоцiативних зв’язкiв у парах «фiгура-число» i «фiгура-слово»: враховує-
ться обсяг дослiджуваних геометричних об’єктiв i вiдношень, вводяться рiзнi
класифiкацiї, збiльшується частка графiчних вправ i завдань, виконуваних у
вiзуальному планi, вводяться новi методи дослiдження. Однiєю з вiдмiнних
особливостей курсу геометрiї 5-6 класiв є завдання зацiкавити, привернути
увагу учнiв до математики, показавши багатограннiсть i рiзноманiтнiсть її
проявiв.

Останнiм часом з’явилася велика кiлькiсть рiзноманiтної (за концепцiєю,
способом викладу, добору матерiалу) лiтератури для учнiв 5–6 класiв, що мi-
стить геометричний матерiал. Пiд час аналiзу цiєї лiтератури легко помiтити
два основних напрямки, яких дотримуються автори рiзних посiбникiв.

Перший — орiєнтований на ознайомлення дiтей з рiзноманiтними геоме-
тричними фiгурами в наочнiй (часто iгровiй ) формi через серiю цiкавих
сюжетiв, пiдкрiплених вправами. При цьому основною метою, яку ставлять
перед собою автори, є розвиток просторових уявлень учнiв та прищеплення
їм iнтересу до предмета.
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Прихильники другого напрямку вважають за необхiдне використання
двох рокiв для бiльш раннього включення учнiв у систематичне вивчення
геометрiї: на доступному для них рiвнi з урахуванням їх психологiчного i
предметного досвiду викладання систематичного курсу, що мiстить доведен-
ня багатьох теорем.

Ми вважаємо, що необхiдна «золота середина». На наш погляд, геоме-
тричний матерiал, призначений для вивчення в 5-6 класах, повинен являти
собою курс, який органiчно включається в структуру безперервної геометри-
чної освiти. З одного боку, дозволяє поглибити i розширити уявлення дiтей
про вiдомi їм геометричнi фiгури, а з iншого боку, — такий, що має основною
метою пiдготовку учнiв до систематичного вивчення геометрiї в 7-9 класах.

При цьому необхiдно враховувати наступне:

1) весь змiст курсу i спосiб його викладу повиннi спиратися на попереднiй
життєвий i геометричний досвiд учнiв;

2) весь змiст пропедевтичного курсу повинен пiдкорятися внутрiшнiй логi-
цi, максимально наближеної до логiки систематичного курсу;

3) має бути придiлено достатньо уваги розвитку мовлення: роботi з термi-
нами, реченнями, формулюванню визначень;

4) система вправ повинна сприяти, з одного боку, розвитку просторових
уявлень, а з iншого боку – знайомити учнiв з найпростiшими логiчни-
ми операцiями i закладати основи формування навичок проведення цих
операцiй.

У пропедевтичному курсi геометрiї особливу роль вiдiграє наочнiсть. В
систематичному курсi наочнiсть носить, як правило, iлюстративний хара-
ктер, але в пропедевтичному курсi вона повинна стати основним джерелом
геометричної iнформацiї, що диктує особливий пiдхiд до пiдбору i виготовле-
ння засобiв наочностi.

Через те, що у сучасному свiтi широко розвиненi комп’ютернi технологiї,
для використання елементiв наочної геометрiї можна використовувати:

1. GeoGebra — вiльно розповсюджувана комп’ютерна програма для вивче-
ння математики;

2. GEONExT — дозволяє виконувати на iнтерактивнiй дошцi побудови май-
же як на паперi, тобто зберiгаючи у школяра правильне уявлення про
технiку геометричної побудови за допомогою циркуля i лiнiйки.

3. Kig — додаток для iнтерактивних геометричних побудов, що дозволяє
учням i студентам вивчати геометричнi фiгури за допомогою комп’юте-
ра.

Випуск №7, 2017 101



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

4. KmPlot — це графопобудовник алгебраїчних функцiй для KDE. Програ-
ма має потужний вбудований iнтерпретатор.

5. FreeMind — програма для вiзуалiзацiї планiв та iдей у виглядi схеми.

Висновки
Отже, пiдвищенню якостi знань з математики у дiтей 10-11 рокiв буде

сприяти: використання елементiв наочної геометрiї на уроках у поєднаннi з
iншими видами навчально-пiзнавальної дiяльностi учнiв, застосування рацiо-
нальної та ефективної методики використання елементiв наочної геометрiї у
5-6-х класах, дотримання вiдповiдних психолого-педагогiчних умов та мето-
дичних вимог.

В процесi навчання доцiльно використовувати експеримент, спостережен-
ня, вимiрювання, моделювання, комп’ютерне моделювання на уроках геоме-
трiї, аби учнiв гарно пiдготувати до систематичного вивчення курсу геометрiї
та для того, щоб їм було простiше сприймати теоретичний матерiал.
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Methods of using elements of visual geometry in the mathematics
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The article deals with the problem of studying geometry in 5-6 grades and
examines the improvement of methods of using elements of visual geometry.
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ВИКОРИСТАННЯ НАОЧНОСТI
НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ

Стаття присвячена вивченню проблеми використання наочностi в основнiй школi. У нiй
окреслено потребу у використаннi наочностi i надано деякi рекомендацiї по використанню
наочностi на уроках математики.

Ключовi слова: наочнiсть, види наочностi, математика, основна школа.

Вступ
ХХI столiття – це час переходу до високотехнологiчного iнформацiйно-

го суспiльства, в якому якiсть людського потенцiалу, рiвень освiченостi й
культури всього населення набувають вирiшального значення. Сьогоднi для
розвитку iнтересу дiтей до навчання на уроках математики недостатньо лише
особистiсних якостей учителя.

Застосування наочностi є одним з основних дидактичних принципiв на-
вчання. На основi безпосереднiх сприймань i мiркувань , що спираються на
наочнiсть , у дiтей створюється уявлення , а потiм формується поняття. Вiд
якостi засвоєння цих понять залежить успiх дальшого засвоєння математики.

За допомогою спецiальних засобiв наочностi математика дозволяє форму-
вати i розвивати образне, абстрактне, вiзуальне, просторове мислення учнiв,
що полегшує їм задачу сприйняття, розумiння, осмислення i засвоєння учбо-
вого матерiалу.

Нажаль, деякi вчителi не надають великого значення наочностi, або ж
використовують її не правильно, що не тiльки не допомагає учням, але й нав-
паки, шкодить. Таким чином, актуальнiсть статтi визначається необхiднiстю
розгляду науково-обґрунтованої теорiї використання наочностi у викладан-
нi математики в основнiй школi, що приводить до полiпшення якостi знань
учнiв i пiдвищення їх iнтересу до предмету.

c⃝Беседiн Б.Б., Смоляков О.В., 2017
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Основна частина
Принцип наочностi в навчаннi вважається похiдним вiд принципу до-

ступностi: чим насиченiшим є унаочнення заняття, тим доступнiшим буде
пояснення нової теми. Сутнiсть цього принципу можна передати висловом:
«краще один раз побачити, нiж сто разiв почути». Вiн спирається на провiдну
роль зорових аналiзаторiв у сприйманнi зовнiшнього свiту (адже за їхньою до-
помогою людина отримує вiд 80 до 90 вiдсоткiв iнформацiї). Тому навчальний
матерiал потрiбно подавати в найбiльш унаочненiй формi. Засновник цього
принципу Я. В. Коменський стверджував, що необхiдно здобувати мудрiсть
не з книг, а з неба, землi, дубiв i букiв, а якщо ми маємо намiр передавати
учням iстиннi й достовiрнi знання, то повиннi навчати за допомогою особи-
стого спостереження i чуттєвої наочностi.

Основнi правила принципу наочностi:
— чiтко визначити мету використання засобiв наочностi;
— комплексно використовувати такi види наочностi, якi давали б найбiль-

ший ефект, але нi в якому разi не зловживати ними;
— активно залучати суб’єктiв учiння до роботи iз засобами наочностi;
— керувати спостереженнями суб’єктiв учiння;
— вiдкидати все зайве, щоб не викликати додаткових асоцiацiй;
— застосовувати наочнiсть на всiх етапах навчального процесу;
— демонструвати засоби наочностi послiдовно в мiру подання навчального

матерiалу;
— забезпечувати змiстовнiсть i естетичнiсть їх оформлення;
— наочнiсть має вiдповiдати психологiчним закономiрностям сприймання;
— не використовувати засоби наочностi як самоцiль, а вдало доповнювати

матерiал, що вивчається;
— не переоцiнювати й не недооцiнювати роль наочностi в навчаннi тощо.

Пiд час навчання необхiдно застосовувати рiзнi види наочностi — нату-
ральну, образну, словесно-образну наочнiсть (динамiчну i статичну, плоску i
об’ємну).

Отже, принцип наочностi можна визначити як сукупнiсть норм, якi ви-
пливають iз закономiрностей процесу навчання i стосуються пiзнання дiйсно-
стi на основi спостережень, мислення i практики на шляху вiд конкретного
до абстрактного, i навпаки.

Вiдомо, що вихiдним моментом у пiзнаннi є споглядання. Вiд живого
споглядання до абстрактного мислення, а вiд нього до практики — такий
дiалектичних шлях пiзнання реальної дiйсностi. Отже, для здiйснення живо-
го споглядання вчитель повинен потурбуватись про наочнi посiбники.
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Наочними посiбниками називають тi речi, моделi, малюнки, таблицi, схе-
ми, якi показують учням у процесi навчання для того, щоб вони успiшно
засвоїли навчальний матерiал. У процесi навчання математики найчастiше
використовують такi наочнi посiбники:

1) натуральну наочнiсть, яка представляє собою реальнi предмети, що
зустрiчаються в природi, побутi, технiцi;

2) моделi, прилади та iнструменти;
3) схематичнi малюнки, графiки, таблицi, дiаграми.
Часто найкращим наочним посiбником є справжня рiч. Застосування на-

очностi на уроках математики дещо вiдмiнне вiд застосування її на iнших
уроках. Головне призначення наочного приладдя на уроках математики —
полегшити процес утворення абстрактних понять, створити основу для пев-
них узагальнень. Наочнiсть використовується не тiльки пiд час пояснення
нового матерiалу на уроцi, а й при його закрiпленнi, при повтореннi вивче-
ного, пiд час розв’язання задач тощо.

Наприклад, розглядаючи в курсi геометрiї 7 класу трикутник як жорстку
фiгуру, слiд показати учням використання жорсткостi трикутника на практи-
цi: при побудовi пiдйомних кранiв, рiзних архiтектурних споруд, мостiв.

Вивчаючи тему «Прямокутник» у курсi геометрiї 8 класу, доцiльно на-
водити приклади прямокутникiв з оточуючого середовища: стiни, стеля i
пiдлога класної кiмнати, кришка стола, вiкно, аркуш зошита, пiдручника то-
що.

Використання натуральної наочностi на уроках математики переконує
учнiв у тому, що математика вивчає просторовi форми i кiлькiснi вiдношення
реального свiту. Але iнодi модель реального предмета краща, нiж сам пре-
дмет. Наприклад, для порiвняння рацiональних чисел, вивчення дiй над ними
зручно використовувати модель термометра з рухомою стрiчкою, а справжнiй
термометр для цього не придатний.

Наочними посiбниками є також рiзнi прилади i iнструменти. Якщо вчи-
тель вперше показує транспортир i пояснює, як ним вимiрювати кути, то вiн
у цьому випадку є наочним посiбником, а пiзнiше учнi ним користуються
як вимiрювальним приладом. Такими приладами i iнструментами на уроках
математики є: лiнiйка, складний метр, рулетка, польовий циркуль, штан-
генциркуль, мiкрометр (для вимiрювання довжин вiдрiзкiв), транспортир,
астролябiя, теодолiт (для вимiрювання кутiв, побудови кiл i дуг), палетка
(для вимiрювання площ). При вивченнi вiдповiдного матерiалу слiд демон-
струвати i пояснювати, як ними користуватися.
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На уроках математики серед усiх наочних посiбникiв найчастiше викори-
стовуються малюнки. При виведеннi формул, доведеннi теорем, розв’язуваннi
задач доводиться будувати графiки, схеми, дiаграми, рiзнi геометричнi фi-
гури. До малюнка ставляться певнi вимоги. Вiн повинен бути правильним,
наочним i простим у виконаннi. Правильним вважається малюнок, який є
однiєю з проекцiй зображуваної фiгури, вiдповiдає розглядуванiй задачi чи
теоремi. Малюнок вважається наочним, якщо вiн викликає таке ж сприйман-
ня форми фiгури, як i при безпосередньому розглядi її моделi. Третя вимога
зводиться до того, щоб малюнок, по можливостi, виконувався безпосередньо,
при мiнiмальнiй кiлькостi допомiжних побудов.

На дошцi малюнки краще виконувати кольоровою крейдою, рiвнi вiдрiз-
ки позначати однаковим числом невеликих рисочок, прямi кути позначати
маленькими квадратиками. За готовим малюнком учень може розпiзнати
певне поняття, сформулювати теорему чи задачу, висунути гiпотезу. Корисно
учням пропонувати i самостiйно виконати малюнок до теореми чи задачi.

Також, ефективним видом наочностi при засвоєннi системи понять є кла-
сифiкацiйнi схеми — схеми з пропущеними рядками, схеми з недостатньою
або зайвою iнформацiєю.

Одним iз видiв наочностi є таблицi. Особливостями таблиць є велика
iнформативнiсть, наочнiсть i статичнiсть поданої iнформацiї, що дає можли-
вiсть узагальнювати знання учнiв, засвоювати поняття в системi. До кожної
таблицi вчитель може запропонувати систему питань, що сприяють усвiдом-
ленню учнями взаємозв’язкiв мiж поняттями. Таблицi подiляють на:

1) довiдковi;
2) iлюстративнi;
3) робочi (таблицi-завдання).
Принципово новi можливостi використання наочностi надають комп’юте-

ри, якi в даний час досить широко використовуються в школах. Комп’ютери
надають потужнi й унiверсальнi засоби отримання, опрацювання, зберiган-
ня, подання рiзноманiтної iнформацiї, розкривають широкi можливостi щодо
iстотного зменшення навчального навантаження i водночас iнтенсифiкацiї
навчального процесу, надання навчально-пiзнавальнiй дiяльностi творчого,
дослiдницького спрямування, яка природно приваблює учня, результати якої
приносять йому задоволення, стимулюють бажання працювати, набувати но-
вих знань.

Необхiднiсть використання комп’ютера у навчаннi математики пов’язана
перш за все зi значно ширшими (порiвняно з традицiйними технологiями
навчання) можливостями розкриття загальноосвiтнiх функцiй математики.
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Ефективнiсть використання комп’ютера пiд час вивчення математики
значною мiрою залежить вiд спецiальних програмних засобiв, якi дають
змогу поєднати високi обчислювальнi можливостi з графiчним поданням ре-
зультатiв опрацювання iнформацiї; дають можливiсть економити навчальний
час за рахунок виключення механiчних нетворчих обчислень, здебiльшого
розрахункового характеру, озброюють учнiв ефективними наочними метода-
ми розв’язування широкого класу задач. Використання таких програмних
засобiв дозволяє учневi розв’язувати окремi задачi, не знаючи вiдповiдно-
го аналiтичного апарату, методiв i формул, правил тотожних перетворень
виразiв тощо. Але iнколи ми можемо бачити, що наочнiсть застосовується
неправильно, наприклад: при використаннi презентацiї, вчитель занадто заха-
ращив її текстом i купою формул. Дiти швидко втомляться i втратять iнтерес
до пояснюваного матерiалу. Наочнiсть використана в цьому випадку, не лише
не допомагає, але й навпаки, шкодить учням.

У процесi навчання наочнi посiбники використовуються по-рiзному. Роз-
глянемо, використання наочних посiбникiв: для ознайомлення з новим ма-
терiалом, закрiплення знань, умiнь та навичок (ЗУН), перевiрки засвоєння
ЗУН.

Треба звернути увагу на те, що коли наочний посiбник виступає як дже-
рело знань, вiн особливо повинен пiдкреслювати iстотне — те, що є основою
для узагальнення, а також показувати неiстотне. Наприклад, моделi прямо-
кутникiв треба взяти рiзних розмiрiв — це дає можливiсть дiтям побачити,
що рiвнiсть протилежних сторiн є загальна властивiсть будь-яких прямоку-
тникiв, вона не залежить вiд довжини його сторiн.

Ознайомлюючи з новим матерiалом, вчитель часто використовує нао-
чний посiбник для конкретизацiї нових знань. У цьому разi вiн виступає як
iлюстрацiя словесних пояснень. Наочний посiбник може виступати для кон-
кретизацiї нових знань. Наприклад, допомагаючи дiтям у пошуках розв’язку
задачi, вчитель робить схематичний малюнок або креслення до задачi; по-
яснюючи прийом обчислення, супроводжує пояснення дiями з предметами i
вiдповiдними записами. При цьому важливо використати наочний посiбник
своєчасно, iлюструючи суть пояснення, залучаючи до роботи з посiбником i
пояснення самих учнiв. Пiд час розкриття прийому обчислення, вимiрюва-
ння, розв’язування задачi треба особливо чiтко показувати рух (додати —
присунути, вiдняти — вiдсунути).

Супроводжуючи пояснення малюнком i математичними записами на до-
шцi, вчитель не лише полегшує сприймання матерiалу дiтьми, а й одночасно
показує зразок виконання роботи в зошитах. Пояснення вчителя на дошцi –

Випуск №7, 2017 107



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

є прикладом, тому виконувати креслення i записи треба красиво i грамотно.
Пiд час ознайомлення з новим матерiалом i особливо пiд час закрiпле-

ння знань i умiнь, треба так органiзувати роботу з наочними посiбниками,
щоб учнi самостiйно оперували ними i супроводжували свої дiї вiдповiдними
поясненнями. При ознайомленнi з новим матерiалом i при закрiпленнi ЗУН
учнi мають самостiйно оперувати наочними посiбниками i пояснювати свої
дiї. Якiсть засвоєння матерiалу в цих випадках значно пiдвищується, бо в
роботу включаються рiзнi аналiзатори. Вчитель повинен заохочувати дiтей
до використання наочних засобiв пiд час самостiйної роботи.

На етапi закрiплення ЗУН широко використовують для рiзноманiтних
вправ довiдковi таблицi, таблицi для усної лiчби, малюнки, схеми, креслення
для складання задач дiтьми.

Наочнi посiбники iнодi використовують для перевiрки знань, умiнь учнiв.
Наприклад, використовуючи роздавальний матерiал (картки з вiдрiзками,
многокутниками i т.д), учитель перевiряє умiння вимiрювати довжину вiд-
рiзкiв, площу i периметр многокутникiв тощо.

Найбiльше унаочнення потрiбно при вивченнi нового матерiалу, при за-
крiпленнi i повтореннi — лише частково. З вiдстаючими учнями унаочнення
треба використовувати частiше.

Висновки
Отже, у процесi навчання математики найчастiше використовують та-

кi наочнi посiбники: натуральну наочнiсть, яка представляє собою реальнi
предмети, що зустрiчаються в природi, побутi, технiцi; моделi, прилади та
iнструменти; схематичнi малюнки, графiки, таблицi, дiаграми.

Можна зробити висновок, що наочнi посiбники треба вмiло застосовувати
пiд час уроку. При надмiрному унаочненнi робота схожа на гру, учень бави-
ться, не напружуючи думки. Таке унаочнення втрачає свою доцiльнiсть, воно
гальмує розумовий розвиток учнiв. У свою чергу при правильному засто-
суваннi наочнi посiбники дають змогу урiзноманiтнити навчальний процес,
зробити його бiльш цiкавим, захоплюючим, ефективно органiзувати як ко-
лективну, так i iндивiдуальну роботу. Правильне використання наочностi на
уроках математики сприяє формуванню чiтких просторових i кiлькiсних уяв-
лень, змiстовних понять, розвиває логiчне мислення i мову, допомагає на
основi розгляду й аналiзу конкретних явищ прийти до узагальнень, якi потiм
застосовуються на практицi.

Використання наочних посiбникiв дає змогу: активiзувати роботу учнiв;
зекономити час на уроцi; збiльшити обсяг роботи на уроцi; пiдвищити ефе-
ктивнiсть процесу оволодiння знаннями, вмiннями i навичками.
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1 викладач квалiфiкацiйної категорiї «спецiалiст вищої категорiї», «старший викладач»

Державного вищого навчального закладу «Слов’янський коледж транспортної iнфраструктури»

e-mail: inna boevec@mail.ru

ВИКОРИСТАННЯ ДIЛОВОЇ ГРИ ЯК ОДНОГО З
IНТЕРАКТИВНИХ МЕТОДIВ НАВЧАННЯ ПРИ
ВИКЛАДАННI ДИСЦИПЛIНИ «МАТЕМАТИКА»

Одним з прiоритетних завдань сучасної освiти є створення необхiдних i повноцiнних
умов для особистiсного розвитку кожного студента, формування їх активної позицiї в
навчальному процесi. Тому використання дiлової гри є основою розвитку пiзнавальної
компетентностi студента.

Ключовi слова: пiзнавальна компетентнiсть, iнтерактивнi вправи, «мозкова
атака», лабiрiнт, математичне лото, турнiри, диспути, конференцiї.

Вступ
Дiловi iгри є педагогiчним засобом i активною формою навчання, яка iн-

тенсифiкує навчальну дiяльнiсть, моделюючи управлiнськi, економiчнi, пси-
хологiчнi, педагогiчнi ситуацiї i дає можливiсть їх аналiзувати i виробляти
оптимальнi дiї в подальшому. Iгровий супровiд вивчення матерiалу дозволяє
пiдтримувати постiйний високий iнтерес у студентiв до змiсту дисциплiни,
активiзує їх самостiйну дiяльнiсть, формує i закрiплює практичнi навички.

Дiловi iгри на вiдмiну вiд iнших традицiйних методiв навчання, дозво-
ляють бiльш повно вiдтворювати практичну дiяльнiсть, виявляти проблеми i
причини їх появи, розробляти варiанти вирiшення проблем, оцiнювати кожен
iз варiантiв вирiшення проблеми, приймати рiшення i визначати механiзм йо-
го реалiзацiї. Перевагою дiлових iгор є те, що вони дозволяють: розглянути
певну проблему в умовах значного скорочення часу; освоїти навички виявлен-
ня, аналiзу та вирiшення конкретних проблем; працювати груповим методом
при пiдготовцi та прийняттi рiшень, орiєнтацiї в нестандартних ситуацiях;
концентрувати увагу учасникiв на головних аспектах проблеми i встанов-
лювати причинно-наслiдковi зв’язки. Крiм того, за допомогою дiлових iгор
можна вчити i вчитися не лише тому, як i чому треба працювати, можна
тренувати такi важливi для успiшної роботи якостi, як комунiкативнiсть, лi-
дерськi якостi, вмiння орiєнтуватися в складнiй, швидко мiнливiй ситуацiї.

c⃝Боєвець Н.В., 2017
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Основна частина
Використання iгрових завдань та iнтерактивних вправ на заняттях з ма-

тематики позитивно вплинуло на якiсть успiшностi студентiв, про що свiдчать
результати контрольних робiт, тематичного тестування. Показник якостi зрiс
з 51% у 2012 роцi до 59% у 2016 роцi.

Iгри, якi я використовую на уроках математики, розвивають мислення,
кмiтливiсть, збагачують увагу студентiв, спонукають їх до пошуку, активiзу-
ють групу пiд час вивчення нового i закрiплення вже вивченого матерiалу.

У своїй практицi я використовую такi дидактичнi iгри як математичне
лото, лабiринти, математичнi турнiри, диспути, вiкторини, конференцiї, про-
воджу заняття «мозкової атаки», заняття систематизацiї та узагальнення
знань у формi подорожей, конкурсiв, математичних змагань.

1. Математичне лото

Математичне лото можна використовувати на семiнарських заняттях пiд
час закрiплення вивченої теми i повтореннi матерiалу.

Наведемо приклади карток i великої картки математичного лото при ви-
вченнi теми: «Iнтеграл i його застосування».

Велика картка

Маленькi картки

3∫
1

dx

x2

2∫
−1

x4dx
16∫
9

dx

2
√
x

1∫
0

exdx
π/2∫

−π/2
cosxdx

π/3∫
0

sin xdx

Велика картка

2/3 1 1/2
6,6 1,7 2

2. Математичнi турнiри

Математичнi турнiри можна проводити в кiнцi заняття, з метою активiза-
цiї навчальної дiяльностi студентiв, коли студенти втомилися. На проведення
турнiру вiдводиться 15-20 хвилин. Групу подiляють на 2 команди. Кожнiй
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командi пропонується 2-3 нескладнi задачi, або 5-6 прикладiв. Через 6-8 хви-
лин кожен студент повинен записати у зошит розв’язок задач або прикладiв
своєї команди. Допускаються консультацiї в серединi команди.

Наведемо приклад завдань однiєї з команд при вивченнi теми: «Похiдна
та її застосування».

Знайти похiднi функцiй:

a) f(x) = 5 + 2 · sin x ;
б) f(x) = x2 · tg x ;
в) f(x) =

√
sinx

г) f(x) = 8 lnx2 + 29 · ex − 1
д) f(x) =

√
lg 6x

е) f(x) = x2 · ln4 x

3. Лабiринт
Основна мета: перевiрити теоретичнi знання студентiв з даної теми та

вмiння розв’язувати задачi.
Для кожного студента з трьох команд у окремий конверт кладуть 3-5 кар-

ток. Задачi в кожному наборi розташованi по наростаючiй складностi. Задачi
команд мало вiдрiзняються одна вiд одної. Студент бере з конверта ту кар-
тку, код якої вказав вчитель. Код другої картки вiдповiдає вiдповiдi першої
задачi. Тому другу картку можна вибрати лише пiсля розв’язку першого зав-
дання. Код першої картки –– це вiдповiдь до задачi на останнiй картцi. Таким
чином, виходить ланцюжок чисел, за яким, як по орiєнтиру, студент виходить
з лабiринту.

Наведемо приклад завдань для проведення лабiринту при вивченнi теми:
«Границя функiї».

Знайти границi:

код: -0,5

lim
x→0

2x2 + 7x+ 6

x2 + 3

код: 2

lim
x→3

x2 − 6x+ 9

x2 − 9

код: 0

lim
x→∞

2x3 + x

x3 − 1

код: 2

lim
x→2

x2 − 5x+ 6

x− 2

код: -1

lim
x→5

1−
√
x− 4

x− 5

Таким чином, виходить ланцюжок чисел: 2; 0; 2; -1; -0,5.
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4. Поле чудес
Поле чудес також можна використовувати на семiнарських заняттях.

Правила гри: групу подiляють на 3 команди, кожнiй з команд пропонується
вгадати слово (з однаковою кiлькiстю лiтер для кожної команди). У вчителя
iснує стiльки завдань, скiльки лiтер у словi. Якщо команда знайшла правиль-
ну вiдповiдь до вiдповiдного цiй лiтерi завдання, лiтера вважається вгаданою.
Перемагає та команда, яка вгадає усi лiтери у своєму словi.

5. Заняття «мозкової атаки»
Такого типу уроки проводять пiсля завершення теми чи роздiлу. Змiст

цього методу — в тому, щоб за мiнiмум хвилин дати максимум iдей.
Бiнарне заняття. Такий урок часто називають iнтегрованим. Голов-

на перевага бiнарного заняття полягає у можливостi створити у студентiв
систему знань, допомогти уявити взаємозв’язок предметiв i таким чином
пiдвищити рiвень знань студентiв. Бiнарнi заняття вимагають активної дi-
яльностi кожного студента, тому клас необхiдно готувати до їх проведення:
запропонувати лiтературу з теми заняття, порадити узагальнити практичний
досвiд, придивитись до конкретного явища.

Iнтегроване заняття має такi особливостi: по-перше, дозволяє студен-
там здiйснити засвоєння знань з предмета в сукупностi з iншими науками;
по-друге, сприяє формуванню пiзнавального iнтересу; по-третє, забезпечує
узагальненя наявних знань, умiння використовувати їх у процесi вивчення
iнших наук.

6. Робота в малих групах
Робота в малих групах (3-5 осiб) слiд використовувати тодi, коли необхi-

дно вирiшити проблему, якою важко впоратися iндивiдуально, або ставиться
завдання, поряд з iншими, набути навичок роботи у командi. Рольовi iгри
розвивають професiйнi, комунiкативнi навички, вiдпрацьовують рiзнi варi-
анти поведiнки в пробних ситуацiях. Працюючи в малих групах, студенти
отримують бiльше можливостей брати активну участь у заняттi, бути кори-
сним один одному, вiдчути власнi можливостi та змiцнити їх, практикувати
навички спiвпрацi, мiж осiбного спiлкування, учитися один у одного, цiну-
вати рiзнi точки зору, виступати перед аудиторiєю як спiкер, що повiдомляє
групове рiшення. Рульовi iгри за своєю ефективнiстю є одним з основних
прийомiв на iнтерактивних заняттях. Процес роботи групи опирається на
розподiл функцiї серед її учасникiв, що дозволяє кожному активно включа-
тися у роботу (починаючи роботу, викладач об’єднує студентiв в малi групи,
доводить до них завдання).
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7. Заняття-дискусiя
Основнi етапи:

Пiдготовча частина Основа частина Заключна частина

Уточнити i записати на
дошцi тезу заняття-
диспуту

Надати слово «захисниковi»
стверджувальної сторони

Надати слово студентам,
що записували стверджу-
вальнi аргументи

Визначити групи, якi
братимуть участь у
диспутi, та розподiлити
стверджувальну i запере-
чувальну сторони

Надати слово всiм
учасникам групи пiдтримки
стверджувальної сторони

Надати слово студентам,
що записували заперечу-
вальнi аргументи

Визначити групи
iнформацiйної пiдтримки
стверджувальної сторони i
розподiлити її учасникiв

Надати слово «захисниковi»
заперечувальної сторони

Надати слово студентам,
що бажають висловитись
з приводу диспуту

за секторами:
«вiйськовий експерт»,
«архiвiст»,
«полiтолог».

Надати слово всiм
учасникам iнформацiйної
пiдтримки заперечувальної
сторони.

Виробити аргументи i
контраргументи шляхом
спiльного обговорення.

Визначити серед решти
студентiв групи, що будуть

Завершальний диспут
«захисникiв» з метою

Обов’язково дати
домашнє завдання.

записувати аргументи i
контраргументи перших
двох груп, тобто

з’ясування, фактiв,
аргументiв, доведень,
позицiй.

Зробити пiдсумок уроку.

виконуватимуть завдання. Використання пiд час ви-
ступiв унаочнень, таблиць,
схем, стiннiвок є обов’язко-
вим.

Виставити оцiнки.

8. Заняття – брейн-ринг
Заняття – брейн-ринг дозволяє студентам вiдчути себе ерудитом, части-

ною команди, згуртовує колектив. «Брейн-ринг» – вiдома телевiзiйна гра, де
стартом є цiкаве запитання, а фiнiшем -– вiдповiдь. Необхiдно швидко зреа-
гувати, адже час для прийняття рiшення обмежений.

9. Заняття – прес-конференцiя
Заняття – прес-конференцiї розвивають активнiсть, пошуковi здiбностi,

вмiння розкривати суть певної проблеми, стисло i коротко висвiтлювати її,
конкретно вiдповiдати на поставленi питання. Вони вчать самостiйно здобу-
вати знання. Також на заняттях досить часто застосовуються «незакiнченi
речення», математичнi диктанти, круговi завдання.
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Ураховуючи всi вимоги, вiк i тип студентiв можна розробити таку гру, що
вона буде цiкава всiм учасникам. На заняттях студенти вирiшують досить ба-
гато завдань, всi вони однаковi i не цiкавi. Прийшовши на математичну дiлову
гру, вони побачать, що вирiшувати задачi зовсiм не нудно, вони бувають не
такi складнi або навпаки одноманiтнi, що у завдань можуть бути незвичай-
нi й цiкавi формулювання, i не менш цiкавi розв’язки. Вирiшуючи завдання
практичного значення, вони усвiдомлюють всю значимiсть математики як
науки. У свою чергу iгрова форма, в якiй буде проходити вирiшення завдань,
додасть всьому заходу зовсiм не навчальний, а цiкавий характер i студенти
не помiтять, що вони навчаються.

Висновки
До всього вищесказаного слiд додати, що неможливо створювати нове в

жоднiй галузi життя, не маючи творчих здiбностей. Щоби бути ефективним
педагогом треба бачити, знаходити i створювати нове у професiї. А як знайти
нове? На думку С. Гiппiуса, так: «Важке зробити звичним, звичне –– легким,
легке — красивим».

У цiй статтi розглядається тiльки один iз методiв iнновацiйних технологiй
навчання, який несе реальну користь для педагогiчного процесу. Стаття при-
значена для викладачiв математики вищих навчальних закладiв I-II рiвнiв
акредитацiї.
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Using business game as one of interactive teaching methods in
teaching discipline «Mathematics»

One of the priorities of modern education is to create the necessary conditions
for full and personal development of each student, the formation of an active
position in the classroom. Therefore, the use of business game is the basis of
cognitive competence of students.
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ВИКОРИСТАННЯ ПРОГРАМИ GEOGEBRA 5.0
ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ СТЕРЕОМЕТРIЇ

У статтi розглядається програма GeoGebra 5.0 та її застосування пiд час розв’язування
задач стереометрiї . Наведено приклади стереометричних задач, якi доцiльно розв’язувати
за допомогою iнтерактивної геометричної системи GeoGebra 5.0. Задачi супроводжуються
методичним коментарем.

Ключовi слова: система динамiчної математики; GeoGebra 5.0; стереометрiя;
тiло обертання; розв’язування задач за допомогою IКТ.

Вступ
Останнiм часом пiд час навчання математики часто використовують спе-

цiалiзованi програмнi засоби, серед яких в окрему групу можна видiлити
системи динамiчної математики. Однiєю з таких програм є GeoGebra. Про-
сторовi iнструменти цiєї програми дозволяють будувати геометричнi тiла, їх
комбiнацiї, проводити площину через три заданi точки (або через двi пря-
мi або через пряму i точку), будувати перетин й iншi додатковi елементи
геометричних тiл, проводити вимiрювання, визначати кути та багато iншо-
го. Окремої уваги заслуговує функцiя побудови виносних малюнкiв, завдяки
якiй можна швидко побудувати креслення будь-якого двовимiрного об’єкта
(наприклад, зобразити окремо вiд основного малюнка перетин многогранни-
ка або його грань). Можливiсть креслити в тривимiрному просторi вiдсутня
в програмах «Жива геометрiя» або «Математичний конструктор». Iснує та-
кож низка програм для тривимiрного моделювання: Компас, 3D Studio Max
тощо, але саме GeoGebra дозволяє найбiльш яскраво проiлюструвати стере-
ометричнi аксiоми й теореми, що вивчаються в шкiльному курсi.

У роботах М. Жалдака, Ю. Горошка, Є. Вiнниченка, С. Ракова, Т. Кра-
маренко, В. Ракути та iн. розглядаються проблеми, пов’язанi з розробкою й
упровадженням систем динамiчної математики в навчальний процес загаль-
ноосвiтнiх навчальних закладiв.

c⃝Глазова В.В., Безсмертна А.В., 2017
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Особливостi роботи в динамiчному середовищi GeoGebra, iнтерфейс про-
грами, способи її застосування в навчаннi математики, приклади розв’язання
окремих задач висвiтлено в наукових доробках М. Хохенватера [2], В. Ракути
[5], Р. Зiатдинова [3], О. Семенiхiної [6], М. Друшляк [6] та iн.

Мета статтi — описати iнструменти GeoGebra 5.0 для розв’язування сте-
реометричних задач, а також навести приклади розв’язання задач з їх вико-
ристанням.

Основна частина
Програма GeoGebra 5.0 [1] написана Маркусом Хохенватером на мовi Java

(працює на великiй кiлькостi операцiйних систем), до її розробки долучилися
науковцi багатьох країн свiту. Вона доступна бiльш як 50 мовами, зокрема й
українською, i в цей час активно розробляється.

GeoGebra — найпопулярнiша в свiтi безкоштовна математична програма
за допомогою якої можна розв’язувати рiзноманiтнi типи математичних за-
дач:обчислення значення виразiв; спрощення дробово-рацiональних виразiв;
розкладання на множники многочленiв; розкладання на простi множники
числа; побудова графiкiв функцiй i рiвнянь, заданих аналiтично; графiчне
розв’язування рiвнянь i їх систем; знаходження координат точок перетину
графiкiв двох функцiй на заданому промiжку; графiчне розв’язування нерiв-
ностей i їх систем; побудова рiзноманiтних геометричних фiгур тощо. Також
GeoGebra має великий набiр iнструментiв для створення динамiчних комп’ю-
терних моделей.

Процес навчання наочний завдяки вiзуальнiй формi використання про-
грами. Наведемо приклади використання GeoGebra для розв’язування задач
стереометрiї.

Приклад 1. Побудувати фiгуру утворену при обертаннi кривої y = 4
x ,

x ∈ [1, 4] навколо: а) осi Oy ; б) осi Ox [4].
Методичний коментар: для кращого розумiння учнями фiгури утво-

реної обертанням кривої навколо прямої доцiльно застосувати середовище
GeoGebra, що дає змогу розглянути отриману фiгуру в 3D форматi.

Побудова. Встановимо додаткове полотно Вид/Полотно 3D, на якому
побудуємо необхiдну нам фiгуру.

В рядку Введення записуємо рiвняння кривої f(x) = 4
x .

Задаємо команду: Функцiя [f, 1, 4] (На полотнi iншим кольором буде
вiдображатися функцiя: h(x) = 4

x , (1 6 x 6 4) ).
В Панелi об’єктiв викликаємо контекстне меню функцiї f(x) = 4

x та
обираємо iнструмент Показувати об’єкт (Графiк функцiї не буде вiдобра-
жатися на полотнi).
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Побудуємо фiгуру утворену при обертаннi отриманої кривої h(x) навколо
осi Оу. В панелi iнструментiв в групi Спецiальнi лiнiї обираємо Паралельнi
прямi та будуємо пряму (i : x = 0) , яка проходить через точку A(0, 3) пара-
лельно Oy . Використовуючи iнструмент Повзунок, будуємо його на полотнi.
У вiкнi яке з’явилося задаємо iм’я (α) , значення повзунка (кут) та iнтер-
вал. На Полотнi 3D в панелi задач обираємо iнструмент Обертати об’єкт
навколо прямої. Вказуємо об’єкт обертання h(x) , потiм пряму та вводимо
значення кута обертання (α) (Ми отримали функцiю h1 ). В Панелi об’є-
ктiв викликаємо контекстне меню функцiї h1 та обираємо – Залишати слiд.
Викликавши контекстне меню повзунка α обираємо – Анiмацiя (Ми отри-
мали тiло обертання Рис.1).

 

Рис. 1: 3D зображення фiгури утвореної обертанням кривої навколо осi Oy

Побудова фiгури утвореної при обертаннi навколо осi Ox виконується
аналогiчно.

Однiєю з особливостей програми GeoGebra є можливiсть побудови дина-
мiчного слiду для 3D-об’єктiв. Отриманий слiд є статичним об’єктом, який не
можна динамiчно змiнювати в подальшому. На жаль, розробниками цiєї версiї
програми не передбачено iнструмент 3D-Локус. Нагадаємо, що для двовимiр-
них об’єктiв iнструмент Локус автоматично будує ГМТ, яке сприймається як
самостiйний повноцiнний об’єкт (до нього можна прив’язати точку, знайти
перетин з iншими об’єктами тощо). Але використання саме iнструмента Слiд
з позицiй методики навчання математики може бути бiльш ефективним через
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потребу фiксувати промiжнi результати пошуку, чого не дозволяє iнструмент
Локус.

Приклад 2. Обчислiть площу поверхнi тiла, утвореного обертанням
рiвнобедреного трикутника з бiчною стороною а та кутом при вершинi 120◦

навколо прямої, що мiстить сторону трикутника [4].
Методичний коментар: задача вимагає вiд учнiв розвиненої просто-

рової уяви й бачення складної тривимiрної конструкцiї, тому доцiльним є
застосування прийому «вiдхiд на площину», який iз залученням середовища
GeoGebra є результативним завдяки передбаченiй розробниками одночаснiй
демонстрацiї тривимiрних об’єктiв i їх плоского перерiзу площиною.

Розв’язування. Встановимо додаткове полотно Вид/Полотно 3D, на
якому побудуємо необхiдну нам фiгуру. В Полотнi на осi Ox побудуємо двi
точки B i C та вiдрiзок BC . За допомогою iнструмента Кут заданої величи-
ни побудуємо ∠ABC = 120◦ (повертаємо точку В навколо точки C на 120◦ ).
Обираємо iнструмент Паралельнi прямi та будуємо пряму (p ), яка проходить
через точку P (2, 0) паралельно Ox та пряму c , яка проходить через точку
A паралельно осi Oy . Використовуючи iнструмент Вiдрiзок будуємо ∆ABC
та вiдрiзок AO . За допомогою iнструмента Повзунок, створюємо повзунок
на полотнi. У вiкнi яке з’явилося задаємо iм’я (α) , значення повзунка (кут)
та його iнтервал. На Полотно 3D вибираємо iнструмент Обертати об’єкт
навколо прямої та обертаємо прямi BA i AC навколо прямої p .

 

Рис. 2: Iнтерактивне поєднання 2D i 3D зображень пiд час розв’язання задач
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Використовуючи рис. 2 приходимо до висновку що утворена фiгура є
конусом радiуса OA i висотою BO , з якого вирiзали конус радiуса OA

i висотою CO . Тодi площа утвореної фiгури дорiвнює сумi площ бiчних
поверхонь цих конусiв, тобто S = SBO + SCO , де SBO = π · AO · AB i
SCO = π · AO · AC .

Висновки
При традицiйному проведеннi урокiв з геометрiї потрiбнi численнi побу-

дови з використанням креслярських iнструментiв, якi займають багато часу.
Використання комп’ютерних iнструментiв системи динамiчної математики
GeoGebra пiд час навчання геометрiї уможливлює пiдвищення iнтересу до
вивчення предмету, вiдображує максимальну наочнiсть розв’язування задач,
урiзноманiтнює форми i методи роботи на уроках з метою пiдвищення їх
ефективностi, оптимiзує навчальний процес.
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Using the GeoGebra 5.0 for solving stereometry tasks
The article considers GeoGebra 5.0 and its using in solving stereometry tasks.

The article contains examples of solving stereometry tasks which are expedient to
solve with the help of an interactive geometric system GeoGebra 5.0. Tasks are
accompanied by a methodological commentary.

Keywords: dynamic mathematics system; GeoGebra 5.0; stereometry; solid
of revolution; the use of ICT to solving stereometry tasks.
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GEOGEBRA — IННОВАЦIЙНИЙ ЗАСIБ ДЛЯ ВИВЧЕННЯ
СТЕРЕОМЕТРIЇ

У статтi розглянуто проблему навчання школярiв за допомогою iнновацiйних систем ди-
намiчної математики та застосування їх у навчаннi математики. Проаналiзовано програму
GeoGebra та її iнструментарiй для розв’язування задач стереометрiї, зокрема з теми «Мно-
гогранники».

Ключовi слова: система динамiчної математики; GeoGebra; стереометрiя;
розв’язування задач; многогранники.

Вступ
Останнiм часом у освiтнiй процес шкiл запроваджуються новi засоби на-

вчання. Стає все важче пiдтримувати зацiкавленiсть «школярiв XXI сторiч-
чя» на уроках. Дiти бiльше уваги звертають на комп’ютернi та iнформацiйнi
технологiї, швидко пристосовуються до нового. Одним з найважчих завдань
вчителя є пiдготовка учня набувати, сприймати, перетворювати та застосо-
вувати знання отриманi в стiнах школи. Для пiдвищення iнтересу учнiв до
навчання застосовуються рiзноманiтнi програми, динамiчнi середовища, на-
вчальнi платформи.

GeoGebra — вiльно-розповсюджуване динамiчне геометричне середови-
ще, яке надає можливiсть створювати креслення в планiметрiї й стереометрiї,
крiм того, у програми великi можливостi роботи з функцiями (побудова гра-
фiкiв, обчислення коренiв, екстремумiв, iнтегралiв та iн.) за рахунок команд
вбудованої мови.

Аналiз дослiджень сучасної педагогiчної науки свiдчить, що склалися
певнi теоретичнi передумови до використання iнтерактивних засобiв навча-
ння. Авторами М. Жалдаком, Ю. Горошком, Є. Вiнниченком, С. Раковим,
Т. Крамаренко, В. Ракутою та iн. виконанi численнi дослiдження в галу-
зi застосування електронних освiтнiх ресурсiв та iнтерактивних технiчних
засобiв у навчальному процесi. Питання особливостей роботи в динамiчно-
му середовищi GeoGebra, його застосування пiд час навчання математики

c⃝Глазова В.В., Горзова С.А., 2017
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в загальноосвiтнiй школi дослiджували М. Хохенватер [2], В. Ракута [6],
Р. Зiатдинов [3], О Семенiхiна [7], М. Друшляк [7] та iн.

Метою статтi є розкриття можливостей застосування динамiчного сере-
довища GeoGebra для навчання стереометрiї.

Основна частина
Програма GeoGebra використовується для пiдтримки науки, технологiй,

освiти та iнновацiй у викладаннi та навчаннi в усьому свiтi, вона написана
мовою програмування Java й розповсюджується безкоштовно, має простий
iнтерфейс та україномовну версiю [1].

GeoGebra дозволяє створювати рiзнi конструкцiї з точок, вiдрiзкiв, ве-
кторiв, прямих, кiл, математичних функцiй та iнших базових елементiв, а
потiм динамiчно змiнювати їх i будувати анiмацiї. Завдяки тому, що в про-
грамi реалiзована можливiсть безпосередньо вводити рiвняння й працювати
з координатами, можна наочно будувати графiки функцiй, працювати з пов-
зунками для пiдбору параметрiв. Створенi в цьому динамiчному середовищi
креслення можна переглядати в режимi презентацiї на комп’ютерi або про-
ектувати їх на екран за допомогою мультимедiйного проектора. У зв’язку
з цим особливо ефективно можна використовувати програму на уроках гео-
метрiї при вивченнi роздiлу стереометрiї. Демонстрацiйнi креслення та 3D
моделi допомагають учням детально розiбратися в основних поняттях стере-
ометрiї.

Iснує бiблiотека створених моделей, якi можна переглянути й використати
для проведення урокiв [4].

Розглянемо практичне застосування GeoGebra пiд час розв’язування за-
дач з курсу геометрiя 11 класу, тема: «Многогранники».

Приклад 1. Побудувати всерединi куба правильний октаедр так, щоб
його вершини належали граням або ребрам куба [5].

Методичний коментар: задача вимагає вiд учнiв знання властивостей
квадрату, розвиненої просторової уяви й бачення складної тривимiрної кон-
струкцiї. Для кращого сприйняття учнями отриманої 3D моделi доцiльно
застосувати середовище GeoGebra.

Побудова: встановимо математичний додаток GeoGebra «3D Графiка»,
на якому побудуємо необхiдну нам фiгуру. Для точностi вимiру з допомогою
«Панелi налаштування стилю» накладемо сiтку на площину.

Зауваження 1.1 Октаедр — правильний многогранник, який має 8 гра-
ней (трикутних), 6 вершин (у кожнiй вершинi сходиться 4 ребра) та 12 ребер.

1. Побудуємо куб ABCDEFGH .
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2. З допомогою iнструмента «Вiдрiзок» поступово побудуємо дiагоналi ко-
жної гранi куба: AC,BD,CH,DG,CF,BG,AF,BE,EG, FH,AH,DE .

3. Вiдмiтимо точки їх перетину: AC ∩ BD = L , CH ∩ DG = J ,
CF ∩BG =M , AF ∩BE = N , EG ∩ FH = I , AH ∩DE = K .
Зауваження 1.2 Для зручностi й для того щоб не нагромаджувати
модель доцiльно буде зробити дiагоналi невидимими об’єктами.

4. Сполучимо вiдрiзками центри сумiжних граней куба: IJ , IK , IM , IN ,
JK , KM , MN , JN , LJ , LK , LN , LM

5. Отримали каркас октаедра.

 

Рис. 1: Октаедр в кубi

Зауваження 1.3 Для кращої наочностi бажано виконати наступнi по-
будови.

6. З допомогою iнструмента «Многокутник» вiдмiтимо гранi октаедра та
змiнимо їх колiр на будь-який вiдмiнний вiд кольору граней куба: IJM ,
IMN , INK , IJK , LJM , LMN , LNK , LJK .

7. IJMNKL — шуканий октаедр.

Приклад 2. Побудуйте перерiз площиною, що проходить через даннi
точки I , J , K [5].

Методичний коментар: задача вимагає вiд учнiв знання плану побудову
перерiзу за даними точками та розвиненої просторової уяви. Для кращого
сприйняття учнями отриманої 3D моделi доцiльно застосувати середовище
GeoGebra.
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Перенесення умови задачi на полотно середовища GeoGebra: Для розв’я-
зання задачi необхiдно встановити математичний додаток GeoGebra «3D
Графiка», на якому побудуємо необхiдну нам фiгуру. Для точностi вимiру
за допомогою «Панелi налаштування стилю» накладемо сiтку на площину.
Побудувати куб ABCDEFGH та обрати на ньому заданi точки. Для побу-
дови куба скористаємося iнструментом «Куб» i обравши iнструмент «Точка»
оберемо точки I ∈ [GF ] , J ∈ [GH] , K ∈ [HD] .

 

Рис. 2: Умова задачi

Побудова:

1. З’єднаємо точки, що лежать в однiй площинi: [IJ ], [JK] .
2. Побудуємо прямi (JK) та (CD) . Для цього скористаємося iнструментом

«Пряма», а для визначення точки їх перетину iнструментом «Точка».
L = (JK) ∩ (CD) .

3. Скориставшись iнструментом «Паралельна пряма» побудуємо пряму, що
проходить через точку L паралельно до [IJ ] .

4. Для задання точок перетину побудованої прямої з сторонами основи куба
скористаємося iнструментом «Точка»: j ∩ [AD] = N, j ∩ [BC] =M.

5. З’єднаємо точки що лежать в однiй площинi: [HN ], [IM ]
6. З допомогою вiдповiдного iнструмента визначимо многокутник
IJKNM та змiнимо для наочностi його колiр на колiр вiдмiнний
вiд кольору куба. Многокутник IJKNM — шуканий перерiз.
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Рис. 3: Розв’язок задачi

Висновки
Беручи до уваги те, що навчання геометрiї базується на створеннi образiв

математичних об’єктiв й оперування ними, спецiалiзоване динамiчне середо-
вище GeoGebra акцентує увагу на таких можливостях цього середовища як
наочнiсть, моделювання, динамiка, використання яких привносить iнновацiї
в традицiйну методику викладання геометрiї.

Програма дозволяє виконувати креслення будь-якого ступеня складно-
стi, створювати вiзуальне уявлення навчального матерiалу, роблячи його
цiкавим, бiльш iнформативним, зрозумiлим. Допомагає органiзовувати са-
мостiйну дослiдницьку роботу учнiв, пiдвищує рiзноманiтнiсть форм роботи,
значно збiльшує частку активної творчої роботи в їх навчальнiй дiяльностi,
пiдвищує iнтерес до вивчення математики та дослiдницької дiяльностi за ра-
хунок використання iнтерактивностi побудов.
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GEOGEBRA – INNOVATION WAY FOR STUDYING
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The article considers the problem of teaching schoolchildren with the help
of innovative system of dynamic mathematics and their applying in teachi-
ng mathematics. The GeoGebra program and its tools for solving stereometry
problems, in particular on the topic “Polyhedra”, have been analyzed.
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ВИКОРИСТАННЯ СИСТЕМ КОМП’ЮТЕРНОЇ МАТЕМАТИКИ
ПРИ РОЗВ’ЯЗАННI ЗАВДАНЬ ТЕОРIЇ ГРАФIВ

У статтi обговорюються особливостi систем комп’ютерної математики при розв’язаннi
завдань теорiї графiв. Наводяться загальнi характеристики систем комп’ютерної матема-
тики для вирiшення задач дискретної оптимiзацiї. Представленi основнi функцiї сервiсу
MathPartner для вирiшення завдань теорiї графiв. Представлено опис розв’язку завдання
про знаходження найкоротшого шляху мiж вершинами графу.

Ключовi слова: комп’ютерна математика, MathPartner, математична освiта,
теорiя графiв, хмарна математика.

Вступ
Особистiсна орiєнтацiя освiти, впровадження освiтнiх iнновацiй,

iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй, ґрунтовне використання окре-
мих компонентiв комп’ютерно-орiєнтованих систем навчання у поєднаннi з
традицiйними методами, формами та засобами навчання студентiв, створен-
ня сучасних засобiв навчання та виховання, забезпечення ними навчальних
закладiв є прiоритетними напрямами в навчально-виховному процесi. [9] У
контекстi навчання iнформатичних дисциплiн важливою запорукою реалiза-
цiї цiєї освiтньої парадигми є фундаменталiзацiя навчання. Як iнновацiйна
педагогiчна технологiя можуть бути використанi системи комп’ютерної
математики (СКМ), оскiльки вони є середовищем для проектування та
використання програмних засобiв пiдтримки навчання фундаментальних
дисциплiн.

Засоби IКТ невпинно вдосконалюються, причому змiнюються не лише
окремi програмнi продукти та системи, платформи їх реалiзацiї, а також
розвиваються принципи та методи їх проектування та використання, кон-
цептуальнi засади впровадження. Саме тому набуття глибоких фундамен-
тальних знань з iнформатичних дисциплiн дає змогу студенту самостiйно
пiдвищувати рiвень своєї компетентностi, адаптуватися до умов швидкої змi-
ни технологiчних парадигм, знайти своє мiсце на ринку працi. Показником
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iнтелектуальної потужностi комп’ютерiв стали новiтнi системи комп’ютерної
математики. СКМ випускаються рiзного рiвня складностi – вiд гнучкої си-
стеми Mathcad, зручної для символьних обчислень системи Derive до систем
Mathematika, Mathlab, Maple iз можливiстю графiчної вiзуалiзацiї обчислень.

Використання в навчаннi здобувачiв вищої освiти спецiальностi 014.04 Се-
редня освiта (математика) програмного забезпеченням спецiального призна-
чення, до якого належать i системи комп’ютерної математики, є надзвичайно
важливим, оскiльки їх вивчення та використання буде сприяти розширенню
та поглибленню знань студентiв як з iнформатики, так i з математичних ди-
сциплiн, оволодiнню студентами вмiннями розв’язувати задачi рiзноманiтно-
го характеру та формуванню навичок застосування сучасних математичних
пакетiв у процесi вивчення фiзико-математичних дисциплiн i в майбутнiй
професiйнiй дiяльностi.

Проблема застосування в навчальному процесi комп’ютерних техноло-
гiй та iнформацiйного методичного забезпечення ретельно дослiджується
вiтчизняними й зарубiжними науковцями та методистами. Зокрема, питання
впровадження комп’ютерних освiтнiх технологiй розглядали у своїх роботах
М. Жалдак, C. Рибак, В. Клочко, Ю. Рамський, М. Львов та iншi дослiдники.

Поширення набувають рiзноманiтнi засоби комп’ютерної математики,
зокрема програмнi, якi, на думку М.I. Жалдака [7], доцiльно умовно подi-
лити на двi великi групи: програмне забезпечення навчально-дослiдницького
призначення та програмне забезпечення науково-дослiдницького призначен-
ня.

Науково-дослiдницьке програмне забезпечення за призначенням, стру-
ктурою та функцiями науковцi умовно подiляють на кiлька груп, а саме:
математичнi пакети вузької спецiалiзацiї (GAP, Macaulay, Singular та iн.), про-
грамнi засоби вiзуалiзацiї математичних даних (GnuPlot, JMol, LaTeX), систе-
ми геометричного моделювання (Autodesk 3ds Max, ANSYS та iн.), системи
комп’ютерної математики (Derive, Maple, Matlab, Mathematica, MathCAD,
Maxima, Sage, MathPartner та iн.)

Основна частина.
У практицi прийняття рiшень в самих рiзних областях людської дiяль-

ностi доводиться стикатися з завданнями, якi належать до задач дискретної
оптимiзацiї, багато з яких, як вiдомо, належать класу NP. Iснує безлiч мето-
дiв, алгоритмiв i програмних засобiв вирiшення цих завдань. У зв’язку з цим
справедливо очiкувати можливостi їх вирiшення системами комп’ютерної ма-
тематики. Вони являють собою спецiалiзованi програмнi пакети розв’язуван-
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ня математичних завдань рiзного характеру. До числа найбiльш популярних
СКМ належать пакети Maxima, Matlab, Mathematica, Maple, Mathcad.

Програма Maxima призначена для символьних обчислень i має безкоштов-
не розповсюдження з вiдкритим вихiдним кодом. Вивчення програми Maxima
та реалiзацiя в нiй графiв, орграфiв i розв’язання на основi них прикладних
задач допомагає студентам у вивченнi теорiї графiв. Система комп’ютерної
математики Matlab, має потужний набiр засобiв для розв’язання рiзноманi-
тних задач неперервної оптимiзацiї у виглядi пакетiв Optimization Toolbox та
Global Optimization Toolbox, але не мiстить вбудованих функцiй для розв’я-
зування задач комбiнаторної оптимiзацiї. [3]

Використання вбудованого розширення Combinatorica системи комп’ю-
терної математики Mathematica дозволяє використовувати близько 450 фун-
кцiй для побудови та дослiдження графiв, i як наслiдок, представленi фун-
кцiї розв’язання задач дискретної оптимiзацiї, iнтерпретованих як зада-
чi теорiї графiв, серед яких Dijkstra, ShortestPath, MinimumSpanningTree,
NetworkFlow, TravelingSalesman. [6]

Програмний продукт Maple (вiд компанiї MapleSoft) є потужним iнстру-
ментом, що мiстить в собi бiльше двох тисяч команд, що дозволяють користу-
вачу вирiшувати безлiч математичних задач. Вирiшення завдань оптимiзацiї
в данiй СКМ реалiзованi за допомогою таких пакетiв як Global Optimization,
Optimization, Simplex, а також у випадку розв’язування задач на графах -
Network, Graph Theory. [2]

Система комп’ютерної математики Mathcad орiєнтована на побудову iн-
терактивних документiв для проведення розрахункiв з вiзуалiзованим супро-
водом. Для чисельного розв’язку задач пошуку локального мiнiмуму або
максимуму в Mathcad представленi вбудованi функцiї – Minner, Minimize
i Maximize. Однак в Mathcad не передбачено спецiальне розширення для
роботи з графами, однак користувач може досить гнучко використовувати
вбудований потужний графiчний редактор. [5]

Однак, в останнє десятилiття iнформацiйнi технологiї зазнають серйо-
зних змiн, швидкими темпами розвиваються хмарнi технологiй. Це призво-
дить до появи нового поколiння систем комп’ютерної математики, а саме до
математичних сервiсiв широкого призначення. Одним з таких сервiсiв є си-
стема комп’ютерної математики Math Partner, який доступний за адресою
mathpar.cloud.unihub.ru. [1] Новий сервiс є безкоштовним. Кожен може ство-
рювати в ньому свiй хмарний математичний зошит i робити в ньому необхiднi
розрахунки. Мовою цього сервiсу є мова Mathpar, в основi якої лежить ши-
роко використовувана математиками та фiзиками мова ТеХ, яка зазвичай
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використовується для набору математичних текстiв. Є можливiсть зберегти
як постановку задачi, так i її розв’язок. При цьому можна зберiгати й текс-
товий вигляд (Mathpar, TeX або MathML) i зображення (pdf, jpg).

Для роботи з графами використовується команда
\searchLeastDistances(A) , яка дозволяє знайти найменшi вiдстанi мiж
усiма вершинами графа. В результатi буде отримана матриця найкоротших
вiдстаней мiж вершинами. Команда \findTheShortestPath(A, i, j) дозволяє
знайти найкоротший шлях мiж вершинами i та j .

Розглянемо приклад: Зважений граф G = (V,E) , у якого
V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} задано матрицею ваг:

A =



− 11 6 − 9 8 − 10 −
11 − − 3 −2 3 − 2 1
6 − − − 2 1 4 − 2
− 3 − − − 5 − 1 2
9 − 2 − − 1 2 − 3
8 3 1 5 1 − 3 4 −
− − 4 − 2 3 − − 1
10 2 − 1 − 4 −2 − 5
− 1 2 2 3 − 1 5 −


Якщо за допомогою алгоритму Форда-Белмана знаходити для цього гра-

фа найкоротшi шляхи вiд вершини 0 до усiх iнших вершин, то хiд виконання
цього алгоритму зручно iлюструвати у виглядi таблицi:

1 2 3 4 5 6 7 8

11 6 12 9 8 10 10 8
10 10 8 7 9
9 7 8

0, 1 0, 2 0, 2, 5, 3 0, 4 0, 5 0, 2, 6 0, 7 0, 2, 8
0, 2, 5, 1 0, 2, 8, 3 0, 2, 4 0, 2, 5 0, 2, 8, 6
0, 2, 8, 1 0, 2, 8, 1, 4 0, 7, 6

Процес отримання результату наведеного прикладу в системi комп’ютер-
ної математики Math Partner має наступний вигляд: записуємо матрицю ваги

SPACE = R64MinPlus[x, y];
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A = [

[\infty, 11, 6, \infty, 9, 8, \infty, 10, \infty],
[11, \infty, \infty, 3, −2, 3, \infty, 2, 1],
[6, \infty, \infty, \infty, 2, 1, 4, \infty, 2],
[\infty, 3, \infty, \infty, \infty, 5, \infty, 1, 2],
[9, \infty, 2, \infty, \infty, 1, 2, \infty, 3],
[8, 3, 1, 5, 1, \infty, 3, 4, \infty],
[\infty, \infty, 4, \infty, 2, 3, \infty, \infty, 1],
[10, 2, \infty, 1, \infty, 4, −2, \infty, 5],
[\infty, 1, 2, 2, 3, \infty, 1, 5, \infty]

];

Потiм команду \findTheShortestPath(A, i, j) , яка дозволяє знайти найко-
ротший шлях мiж вершинами i та j

X = \findTheShortestPath(A, 0, 1); \print(X);
Y = \findTheShortestPath(A, 0, 2); \print(Y );
Z = \findTheShortestPath(A, 0, 3); \print(Z);
Q = \findTheShortestPath(A, 0, 4); \print(Q);
W = \findTheShortestPath(A, 0, 5); \print(W );
R = \findTheShortestPath(A, 0, 6); \print(R);
T = \findTheShortestPath(A, 0, 7); \print(T );
P = \findTheShortestPath(A, 0, 8); \print(P );

Результат виконання розрахункiв, який збiгається з таблицею, виглядає
наступним чином:
X = [0, 2, 8, 1]
Y = [0, 2]
Z = [0, 2, 8, 3]
Q = [0, 2, 8, 1, 4]
W = [0, 2, 5]
R = [0, 7, 6]
T = [0, 7]
P = [0, 2, 8]

Застосування цiєї СКМ дає змогу швидко та зручно зробити перевiрку
громiздких математичних розрахункiв.

Висновки
Коли ми обираємо математичний пакет серед усiєї рiзноманiтностi систем

комп’ютерної математики, слiд враховувати декiлька факторiв: потреби для
яких необхiдна СКМ (для наукових дослiджень чи все-таки для супроводу
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навчального процесу), вартiсть математичного пакету (якщо система є ко-
мерцiйною) та тип задач, якi необхiдно розв’язувати.

Використання «хмарних» засобiв є перспективним напрямом розвитку
СКМ, коли виникає бiльше можливостей адаптацiї середовища навчання до
рiвня навчальних досягнень студентiв, їх iндивiдуальних потреб та мети.
Звернення до програмного забезпечення, яке вже знаходиться на вiртуаль-
ному робочому мiсцi студента, не потребує витрачання навчального часу на
iнсталяцiю й оновлення, створює умови для бiльш диференцiйованого пiдходу
до органiзацiї навчання, дає можливiсть зосередитися на вивченнi основного
матерiалу.

Math Partner – це система комп’ютерної математики нового поколiння.
Поява таких систем позначиться на всiх прикладних сферах: в науцi, технi-
цi, економiцi. Вiдкритий математичний сервiс «Math Partner» представляє
нове поколiння систем символьно-чисельних розрахункiв. На вiдмiну вiд вi-
домих представникiв систем комп’ютерної алгебри, таких як Mathematica i
Maple, даний сервiс є вiльно доступним, їм можна скористатися з будь-якого
пристрою, який має в своєму розпорядженнi сучасний браузер.

Що стосується можливостей вирiшення оптимiзацiйних задач, то iснуючi
СКМ мають в своєму складi вбудованi функцiї, переважно орiєнтованi на
розв’язання задач безперервної оптимiзацiї. Однак в рамках СКМ створенi та
створюються розширення та окремi функцiї для вирiшення задач дискретної
оптимiзацiї, якi перш за все допускають трактування в термiнах теорiї графiв.
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Using of the system of computer mathematics in solving the problem
of graph theory

The article discusses the features of the systems of computer mathematics
in solving problems of the theory of graphs. The general characteristics of the
systems of computer mathematics are given. The basic service functions for solving
MathPartner graph theory are presented. The description of the solution of the
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CИСТЕМАТИЗАЦIЯ ТА УЗАГАЛЬНЕННЯ
ФАКТIВ ГЕОМЕТРIЇ ПАРАЛЕЛОГРАМIВ

В статтi висвiтлюється авторський досвiд щодо одного з можливих пiдходiв до системати-
зацiї та узагальнення фактiв геометрiї паралелограмiв. Шляхом укрупнення дидактичних
одиниць та розширення кола основних лiнiйних елементiв паралелограма викладено низку
як добре, так i мало вiдомих метричних спiввiдношень у паралелограмi, властивостей-
тверджень, зокрема афiнних, ознак рiвностi та подiбностi та ознак паралелограма тощо.

Ключовi слова: опуклий чотирикутник, паралелограм, властивостi, ознаки,
основнi та маловiдомi твердження, систематизацiя та узагальнення.

Вступ
Добре вiдомо (напр., [10]), що цiлiсна теорiя паралелограмiв була розроб-

лена ще наприкiнцi середнiх вiкiв але з’явилась у пiдручниках лише у XVII ст.
Слiд вiдзначити, що з викладом «паралелограмiв» у вiтчизнянiй навчальнiй
лiтературi пов’язанi iмена професора математики Харкiвського унiверсите-
ту Тимофiя Федоровича Осиповського («Курс математики. Ч. 2. Геометрия,
прямолинейная и сферическая тригонометрия и введение в криволинейную
геометрию», 1820 р.) та його учня — одного з найвидатнiших математикiв
ХIХ столiття, українського вченого, академiка Михайла Васильовича Остро-
градського («РУКОВОДСТВО НАЧАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРIЙ», 1855 р.).

Змiстова лiнiя «Чотирикутники» є невiд’ємною складовою сучасного
шкiльного курсу геометрiї. Традицiйно, тема «паралелограми» є своєрiдним
«мiстком» мiж геометрiєю трикутникiв та окремими видами чотирикутни-
кiв. Її вивчення пропонується бiльшiстю з дiючих пiдручникiв за хроноло-
гiєю «визначення – основнi властивостi – ознаки – додатковi властивостi-
твердження»; рiдше супроводжується найпростiшими «задачами на побудо-
ву» та ще рiдше — вiдповiдними задачами з «елементiв векторної алгебри»
[1, 2, 10, 15, 20, 21].

Серед посiбникiв, присвячених дидактичному забезпеченню вивчення те-
ми «паралелограми», хочемо видiлити посiбники [13], [15], [19] i [4].

c⃝Кадубовська В.М., Кадубовський О.А., 2017
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Серед навчальних посiбникiв з елементарної геометрiї, в яких наведено
яскравi геометричнi факти (зокрема про паралелограм), що не ввiйшли до
шкiльних пiдручникiв, маємо своїм приємним обов’язком видiлити посiбники
I.А. Кушнiра [11, 12], В.Ф. Бутузова [3], Р.К. Гордiна [5] та двотомне видан-
ня Я.П. Понарiна [16]. Серед збiрникiв задач, якi мiстять доволi широке коло
задач (на паралелограми) рiзного рiвня складностi, зокрема теоретичного ха-
рактеру, — чудовi збiрники В.В. Прасолова [17], I.Ф. Шаригiна [22], загально
вiдомий збiрник задач за редакцiєю М.I. Сканавi [18] та збiрники [7], [23].

Загально визнано, що одним iз основних завдань в будь-якiй сферi люд-
ської дiяльностi, зокрема математицi та дидактицi математики, є системати-
зацiя та узагальнення накопиченого досвiду. I хоча зазначенi вище навчальнi
посiбники i збiрники задач (в певному розумiннi) «цiлком закривають» тему
задачникiв з планiметрiї, проте якiсний аналiз змiсту запропонованих в них
задач саме «на паралелограми» дозволяє констатувати наступне:

— до «основних» елементiв паралелограма переважно вiдносять сторони,
дiагоналi, висоти, бiсектриси кутiв, перпендикуляри, опущенi з вершин на
дiагоналi, рiдше – середнi лiнiї й «медiани» (вiдрiзки, що сполучають верши-
ну паралелограма iз серединою несумiжної сторони) та кути мiж ними;

— вiдомостi про паралелограми, за винятком тих, якi викладено у пiдру-
чниках, та найбiльш типових задач i класичних результатiв, що не ввiйшли до
пiдручникiв, суттєво рiзняться за обсягами та носять доволi розрiзнений
характер в залежностi вiд способу їх класифiкацiї й уподобань авторiв;

— цiлу низку задач на обчислення (наведених у представленiй статтi в
загальному виглядi), або взагалi не пропонують, або ж (незначну їх частину)
пропонують в якостi задач виключно з числовими даними;

— накопилася значна кiлькiсть задач зi спiльними вихiдними даними /
умовою але рiзними вимогами / завданнями, якi носять змiстовно (та, як
з’ясувалося, «по-джерельно») вiдокремлений характер.

Крiм того, бiльшiсть запропонованих у шкiльних пiдручниках задач на
обчислення «пропедевтично заточенi» саме пiд окремi види паралелогамiв.
Можливо тому поза увагою залишаються яскравi факти «власної метричної
теорiї» паралелограмiв. Але ж, як зазначається в [6], «Навчальнi задачi є
ефективним засобом реалiзацiї i формою втiлення змiсту навчання. Викла-
дач повинен постiйно вирiшувати проблему вiдбору навчальних задач, щоб
забезпечити системне засвоєння змiсту навчальної дисциплiни. Тому, необ-
хiдною є вдала i обґрунтована систематизацiя задач. Проблемою в цьому
випадку є вибiр засад для такої систематизацiї».
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Пропонований у данiй статi пiдхiд до систематизацiї та узагальне-
ння фактiв геометрiї паралелограмiв орiєнтований саме на структурно-
компонентний склад задачi та змiст i структуру дослiджуваного матерiалу.

Питанням систематизацiї та узагальнення фактiв з окремих тем курсу
планiметрiї, в тому числi й властивостей основних геометричних фiгур та
їх елементiв, присвячена велика кiлькiсть навчально-методичних посiбни-
кiв i статей. Проте, як зазначає Г.П. Бевз (маючи на увазi книжки Д.Д.
Єфрємова 1 , О.С. Смогоржевського 2 та С.I. Зетеля 3 ), «... книжки, в яких
усi такi теми висвiтлюються в певнiй системi i повно, давно стали бiблiогра-
фiчною рiдкiстю». Дану статтю слiд вважати продовженням циклу статей
спiвавтора [9] i [10], а її основним завданням — привернення уваги майбутнiх i
молодих вчителiв математики до наведеного матерiалу та спроба продовжити
«традицiю», закладену ще за часiв Д.Д. Єфрємова, О.С. Смогоржевського
та С.I. Зетеля, «естафету» якої не менш яскраво перейняли сучасники
Шаригiн I.Ф. 4 ; Кушнiр I.А. 4 , Мякiшев О.Г. 6 , Бевз Г.П. 7 , Юзбашев А.В. 8 ,
Понарiн Я.П. 9 , Смiрнова I.М., Смiрнов В.О. 10 , Акопян А. 11 та багато iн-
ших фахiвцiв в галузi елементарної геометрiї.

З урахуванням зазначеного, метою статтi є:
з одного боку — звести в цiлiсну систему, як найвiдомiшi й найважливiшi
факти iз «сучасної» геометрiї паралелограмiв, так i маловiдомi проте яскравi
властивостi паралелограма, якi (на превеликий жаль) залишаються поза ува-
гою не лише пiдручникiв, а й перевидань загально визнаних збiрникiв задач
рiзного рiвня складностi, в тому числi олiмпiадних;
з iншого боку — надати вчителям можливiсть вибору задач цiкавого, саме
теоретичного змiсту/характеру, зокрема задач рiзного рiвня складностi.

Звiсно ж, що бiльшiсть iз наведених далi властивостей давно є вiдомими
й досконало вивченi, викладенi в багатьох виданнях, починаючи вiд шкiль-
них пiдручникiв та закiнчуючи олiмпiадними збiрниками задач. Проте деякi
властивостi-твердження та цiла низка метричних спiввiдношень паралелогра-
ма виявленi авторами та наведенi вперше.

1 «Новая геометрия треугольника», 1903
2 «Елементи геометрiї трикутника», 1939
3 «Новая геометрия треугольника», 1962
4 Страница Игоря Федоровича Шарыгина — http://eek.diary.ru/p148941323.htm
5 «Трикутник i тетраедр у задачах», 1991; «Повернення втраченої геометрi», 2000; «Триумф школь-

ной геометрии», 2005; «Геометрiя трапецiї в задачах», 2009; «Емоцiї рiзницевого трикутника», 2016
6 «Элементы геометрии треугольника», 2000
7 «Геометрiя чотирикутника», 2003; «Геометрiя кiл», 2004; «Геометрiя трикутника», 2005
8 «Свойства геометрических фигур — ключ к решению любых задач по планиметрии», 2005
9 «Элементарная геометрия. Том 3. Треугольники и тетраэдры», 2006
10 «50 задач о равенстве треугольников», 2007
11 «Геометрия в картинках», 2011
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Маючи на метi саме цiлiсний виклад матерiалу, який (на нашу думку)
допоможе при комплекснiй пiдготовцi випускникiв до ДПА та ЗНО, в першiй
та частково другiй частинi статтi авторами цiлком свiдомо наведено «за-
гальновiдомий теоретичний мiнiмум», засвоєння та розумiння сутi якого є
необхiдною складовою при формуваннi вiдповiдних компетентностей.

1. Основнi поняття та загальнi вiдомостi
Означення 1. Чотирикутник називають опуклим, якщо вiн лежить в
однiй пiвплощинi вiдносно кожної прямої, яка мiстить його сторону.
Означення 2. Вiдрiзки (а також прямi), що сполучають середини проти-
лежних сторiн чотирикутника, називають його середнiми лiнiями.
Означення 3. Центром симетрiї фiгури F називають таку точку O ,
центральна симетрiя вiдносно якої вiдображає цю фiгуру на себе.

Означення 4. Паралелограмом називають чотирикутник, у якого проти-
лежнi сторони паралельнi.
Означення 5. Ромбом називають паралелограм, у якого всi сторони рiвнi.

Прямокутником називають паралелограм, у якого всi кути прямi.
Квадратом називають прямокутник, у якого всi сторони рiвнi; або ж

ромб, у якого всi кути прямi.
Означення 6. Висотою паралелограма називають спiльний перпендикуляр
до прямих, якi мiстять протилежнi сторони паралелограма (iнколи висо-
тою паралелограма називають також i довжину перпендикуляра).
Зауваження 1. Паралелограм є опуклим чотирикутником. I тому вiн має
всi властивостi опуклого чотирикутника. Зокрема: кожна дiагональ по-
дiляє його на трикутники, дiагоналi перетинаються в точцi, яка є внутрi-
шньою вiдносно паралелограма, а сума всiх його кутiв становить 3600 .

? Чи можуть усi кути паралелограма бути: гострими, тупими, прямими,
негострими, нетупими? (Вiдповiдь: нi; нi; так; так; так.)

Добре вiдомо, що
Твердження 1. Середнi лiнiї опуклого чотирикутника (зокрема паралело-
грама) перпендикулярнi тодi i лише тодi, коли його дiагоналi є рiвними.
Твердження 2. Навколо паралелограма можна описати коло тодi i лише
тодi, коли вiн є прямокутником (зокрема квадратом).
Твердження 3. В паралелограм можна вписати коло тодi i лише тодi,
коли вiн є ромбом (зокрема квадратом).

Твердження 4. З усiх (опуклих) чотирикутникiв з даними дiагоналями
d1, d2 та кутом φ мiж ними найменший периметр має паралелограм.
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Зауваження 2. Заради визначеностi в подальшому вершини паралелогра-
ма завжди будемо iменувати лiтерами A,B,C,D за годинниковою стрiл-
кою та вважати, що AD = a > b = AB (AD – «нижня основа»),
∠DAB = α – нетупий кут мiж його сторонами («паралелограм не нахиле-
но лiворуч»), O – точка перетину дiагоналей AC i BD , d1, d2 – довжини
дiагоналей, причому d1 > d2 , а φ – нетупий кут мiж ними — рис. 1.
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Рис. 1:

2. Основна частина
2.1. «Найпростiшi» властивостi паралелограма

У паралелограма ...
1) сума кутiв, прилеглих до кожної зi сторiн, становить 1800 ;

(a) бiсектриси внутрiшнiх (зовнiшнiх) кутiв, прилеглих до певної сторони,
перетинаються пiд прямим кутом;

(b) кут мiж висотами, опущеними з вершини тупого кута, дорiвнює го-
строму куту мiж його сторонами;

(c) кут мiж висотами, опущеними з вершини гострого кута, дорiвнює ту-
пому куту мiж його сторонами;

2) кожна дiагональ утворює з протилежними (паралельними) сторонами двi
пари рiвних («внутрiшнiх рiзностороннiх») кутiв;
(a) протилежнi кути рiвнi;
(b) бiсектриси протилежних кутiв паралельнi або належать однiй прямiй;

3) висоти, опущенi на паралельнi сторони (або ж їх продовження) рiвнi;
4) сума вiдстаней вiд будь-якої точки всерединi паралелограма до його сторiн

є величиною сталою (та дорiвнює сумi довжин його висот);
5) бiсектриса внутрiшнього кута вiдтинає вiд нього рiвнобедрений трикутник;
6) довжина кожної з дiагоналей менша за суму довжин його непаралельних

сторiн та бiльша за модуль рiзницi довжин зазначених сторiн.

? Чи можуть два даних гострих кути бути кутами паралелограма?
(Вiдповiдь: якщо рiвнi — так; якщо нерiвнi — нi, не можуть.)
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2.2. «Основнi» властивостi паралелограма
У паралелограма ...

1) кожна з дiагоналей дiлить його на два рiвнi трикутники;
(a) протилежнi сторони рiвнi;

i. середня лiнiя паралельна та рiвна довжинi вiдповiдних сторiн;
ii. кожна середня лiнiя дiлить його на два рiвних паралелограма;

(b) висоти, опущенi з протилежних вершин на дiагональ, є рiвними;
2) вiдрiзки дiагоналей (на якi вони дiляться точкою їх перетину) разом з його

сторонами утворюють двi пари рiвних трикутникiв;
(a) дiагоналi точкою перетину дiляться навпiл;

i. кожна середня лiнiя проходить через точку перетину дiагоналей;
ii. будь-який вiдрiзок, який проходить через точку перетину дiагона-

лей i кiнцi якого належать паралельним його сторонам, дiлиться
цiєю точкою навпiл;
тобто, точка перетину дiагоналей є центром його симетрiї;

iii. точки перетину бiсектрис кутiв мiж дiагоналями зi сторонами па-
ралелограма є вершинами ромба.

3) точка перетину бiсектрис внутрiшнiх (зовнiшнiх) кутiв, прилеглих до пев-
ної сторони, належить прямiй, що мiстить вiдповiдну середню лiнiю;
(a) бiсектриси внутрiшнiх кутiв, прилеглих до меншої сторони, точкою

перетину дiляться навпiл;
4) вiдрiзки, якi сполучають певну вершину iз серединами несумiжних сторiн,

дiлять вiдповiдну дiагональ на три вiдрiзки однакової довжини;

Також добре вiдомим є наступне твердження

Твердження 5. Нехай вершини паралелограма A1B1C1D1 належать сто-
ронам паралелограма ABCD (точка A1 належить сторонi AB , B1 —
сторонi BC , C1 — сторонi CD , D1 — сторонi DA ). Тодi центри симе-
трiї (точки перетину їх дiагоналей) обох паралелограмiв спiвпадають.

? Скiльки на площинi iснує паралелограмiв з вершинами в трьох даних
точках, якi не належать однiй прямiй? (Вiдповiдь: три.)

? Чи однозначно визначається паралелограм своїм центром симетрiї та
двома своїми вершинами? (Вiдповiдь: якщо вершини симетричнi вiдносно
центра — нi; якщо сусiднi — так.)

? Чи визначається паралелограм своїми: сторонами; кутами; дiагоналя-
ми; стороною, кутом i дiагоналлю?
(Вiдповiдь: нi; нi; нi; так, причому в залежностi вiд спiввiдношень, в яких пе-
ребувають величини даних елементiв: два, один або жодного паралелограма.)
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2.3. «Розташуваня» основ висот та бiсектрис паралелограма
1) Нехай ∠A – гострий кут паралелограма ABCD , A , A – основи висот

опущених з вершини гострого кута A на прямi, що мiстять бiльшу (BC )
та вiдповiдно меншу (CD ) сторони паралелограма — рис. 2 a) ; B , B –
основи висот опущених з вершини тупого кута B на прямi, що мiстять
бiльшу (AD ) та вiдповiдно меншу (CD ) сторони паралелограма — рис. 2
c)–d) . Тодi мають мiсце твердження:

(a) A завжди належить продовженню сторони CB (за точку B );
(b) A завжди належить продовженню сторони CD (за точку D );
(c) B завжди належить сторонi AD (B ∈ [AD] );
(d) B належить сторонi CD тодi i лише тодi, коли ∠ABD = ∠CDB є

гострим (або, що теж саме, тодi i лише тодi, коли a · cosα < b < a );
(e) B спiвпадає з вершиною D тодi i лише тодi, коли ∠ABD = ∠CDB

є прямим (або, що теж саме, тодi i лише тодi, коли a · cosα = b < a );
(f) B належить продовженню сторони CD (за точку D ) тодi i лише

тодi, коли ∠ABD = ∠CDB є тупим (або, що теж саме, тодi i лише
тодi, коли b < a · cosα < a ). 
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Рис. 2:

? Чи iснує такий паралелограм, що основи всiх його висот належать сто-
ронам (спiвпадають з його вершинами)? (Вiдповiдь: так.)
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2) Нехай ∠A – гострий кут паралелограма ABCD , A′ , B′ , C ′ , D′ – основи
бiсектрис кутiв A , B , C i D вiдповiдно, AD = a > b = AB . Тодi мають
мiсце твердження:

(a) якщо a = b , то A′ ≡ C , C ′ ≡ A , B′ ≡ D , D′ ≡ B (i навпаки);
(b) якщо a > b , то A′ ∈ [BC] , B′ ∈ [AD] (i навпаки);

а «точка перетину бiсектрис внутрiшнiх кутiв при меншiй сторонi зав-
жди є внутрiшньою вiдносно паралелогрма»;

(c) якщо b < a < 2b , то A′ ∈ [BC] , D′ ∈ [BC] , причому саме точка D′

«лежить» мiж точками B та A′ (i навпаки);
а «точка Q перетину бiсектрис внутрiшнiх кутiв при бiльшiй сторонi
є внутрiшньою вiдносно паралелогрма»;

(d) якщо a = 2b , то A′ ≡ D′ ≡ Q ∈ [BC] (i навпаки);
а «точка Q перетину бiсектрис внутрiшнiх кутiв при бiльшiй сторонi
спiвпадає iз серединою протилежної сторони паралелогрма»;

(e) якщо a > 2b , то A′ ∈ [BC] , D′ ∈ [BC] , причому саме точка A′

«лежить» мiж точками B та D′ (i навпаки);
а «точка Q перетину бiсектрис внутрiшнiх кутiв при бiльшiй сторонi
є зовнiшньою вiдносно паралелогрма». 
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Рис. 3:

? Чи iснує такий паралелограм, що всi точки попарних перетинiв бiсек-
трис його внутрiшнiх кутiв лежать зовнi паралелограма? (Вiдповiдь: нi.)
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2.4. Навколо «середнiх лiнiй» та «медiан» паралелограма 
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Рис. 4:

Нехай A0 , B0 , C0 i D0 — середини сторiн AB , BC , CD i DA (вiдпо-
вiдно) паралелограма ABCD — рис. 4. Тодi:

1) чотирикутник A0B0C0D0 є паралелограмом:

(a) PA0B0C0D0
= AC +BD ; (b) 2SA0B0C0D0

= SABCD .

2) двi «чудовi» точки на дiагоналi AC :
(a) прямi BC0 i BD0 дiлять дiагональ AC на три рiвнi частини;
(b) прямi DA0 i DB0 дiлять дiагональ AC на три рiвнi частини;
(c) прямi BD0 i DB0 дiлять дiагональ AC на три рiвнi частини;
(d) точки A2 = BD0 ∩ A0D i C2 = BC0 ∩ DB0 належать дiагоналi AC

та дiлять її на три рiвнi частини;

3) двi «чудовi» точки на дiагоналi BD :
точки B2 = AB0 ∩ A0C i D2 = CD0 ∩ C0A належать дiагоналi BD та
дiлять її на три рiвнi частини;

4) три «чудовi» точки на середнiй лiнiї A0C0 :
точки A1 = AB0 ∩ BD0 , O = AC ∩ BD i C1 = B0D ∩ CD0 належать
середнiй лiнiї A0C0 та дiлять її на чотири рiвнi частини;

5) три «чудовi» точки на середнiй лiнiї B0D0 :
точки B1 = A0C ∩ BC0 , O = AC ∩ BD i D1 = C0A ∩ DA0 належать
середнiй лiнiї B0D0 та дiлять її на чотири рiвнi частини;

6) точки перетину «медiан» – 1-2:
(a) точки A1 , B1 , C1 i D1 є серединами «медiан» AB0, BD0 ; BC0, CA0 ;

CD0, DB0 i DA0, AC0 вiдповiдно;
(b) точки A2 , B2 , C2 i D2 дiлять кожну з вiдповiдних медiан (BD0

i DA0 ; AB0 i CA0 ; BC0 i DB0 ; CD0 i AC0 ) у вiдношеннi 2 : 1
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(рухаючись вiд вершини паралелограма), тобто:
BA2 : A2D0 = 2 : 1 , DA2 : A2A0 = 2 : 1 i т.д.

7) точки перетину «медiан» – 3-4:
(a) AA3 : A3B0 = BB3 : B3C0 = CC3 : C3C0 = DD3 : D3A0 = 4 : 1 ;
(b) AA4 : A4C0 = BB4 : B4D0 = CC4 : C4A0 = DD4 : D4B0 = 4 : 1 ;
(c) AD3 : D3B0 = BA3 : A3C0 = CB3 : B3D0 = DC3 : C3A0 = 2 : 3 ;
(d) AB4 : B4C0 = BC4 : C4D0 = CD4 : D4A0 = DA4 : A4B0 = 2 : 3 ;

8) Теорема [чудова властивiсть «медiан» паралелограма] На кожнiй з 8-ми
медiан паралелограма розташовано 4 точки її перетину з 4-ма iншими
медiанами. Кожна iз 8-ми зазначених четвiрок точок дiлить вiдповiдну
медiану, рухаючись вiд вершини паралелограма, у вiдношеннi

12 : 3 : 5 : 4 : 6 .
Наприклад: AD3 : D3A1 : A1B2 : B2A3 : A3B0 = 12 : 3 : 5 : 4 : 6 i т.д.

9) Чотирикутники AB0CD0 , BB0DD0 , AA0CC0 , BC0DA0 та A1B0C1D0 ,
B1C0D1A0 є паралелограмами:
(a) SAB0CD0

= SBB0DD0
= SAA0CC0

= SBC0DA0
= 1

2SABCD ;
(b) SA1B0C1D0

= SB1C0D1A0
= 1

4SABCD .
10) Чотирикутники A1B1C1D1 , A2B2C2D2 є паралелограмами:

(a) 2PA1B1C1D1
= AC +BD ,

(b) 8SA1B1C1D1
= SABCD ;

(c) 3PA2B2C2D2
= PABCD ,

(d) 9SA2B2C2D2
= SABCD .

11) Чотирикутники A3B3C3D3 , A4B4C4D4 є паралелограмами:
(a) 5SA3B3C3D3

= SABCD ; (b) 5SA4B4C4D4
= SABCD .

12) Чотирикутники D3C4B3A4 , B4A3D4C3 є паралелограмами:
(a) PD3C4B3A4

= 3
5AD + 1

5AB ,
(b) SD3C4B3A4

= 3
25SABCD ;

(c) PB4A3D4C3
= 1

5AD + 3
5AB ,

(d) SB4A3D4C3
= 3

25SABCD ;

13) Чот-ки AD3B3C3 , BA3C3D3 , CB3D3A3 i DC3A3B3 є паралелограмами:
(a) SAD3B3C3

= SBA3C3D3
= SCB3D3A3

= SDC3A3B3
= 1

5SABCD .
14) Чот-ки AC4D4B4 , BD4A4C4 , CA4B4D4 i DB4C4A4 є паралелограмами:

(a) SAC4D4B4
= SBD4A4C4

= SCA4B4D4
= SDB4C4A4

= 1
5SABCD .

15) Якщо S – площа паралелограма, то площа трикутника, вершинами якого
є одна з вершин паралелограма та ...
(a) середини двох несумiжних iз нею сторiн, становить 3

8S ;
(b) середини двох сумiжних iз нею сторiн, становить 1

8S ;
(c) середини двох послiдовних за нею сторiн, становить 1

8S ;
(d) середини двох паралельних сторiн, становить 1

4S ;
16) 6 · SA1B2B1C2C1D2D1A2

= SABCD .
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2.5. Ознаки рiвностi паралелограмiв
? Чи можуть два нерiвних паралелограма мати по рiвнiй сторонi й по

рiвнiй дiагоналi? (Вiдповiдь: так, можуть.)

Теореми-ознаки рiвностi паралелограмiв (та тi, що до них зводяться).
Якщо виконується одна з наступних умов

1) двi сторони та кут мiж ними одного паралелограма дорiвнюють двом
сторонам та куту мiж ними iншого паралелограма;

(a) середнi лiнiї та кут мiж ними одного паралелограма дорiвнюють
середнiм лiнiям та куту мiж ними iншого паралелограма;

(b) сторона, нерiвна їй середня лiнiя та кут мiж ними одного парале-
лограма дорiвнюють сторонi, нерiвнiй їй середнiй лiнiї та куту мiж
ними iншого паралелограма;

2) двi сторони та кут мiж дiагоналями одного паралелограма дорiвню-
ють двом сторонам та куту мiж дiагоналями iншого паралелограма;

3) двi дiагоналi та кут мiж сторонами одного паралелограма дорiвню-
ють двом дiагоналям та куту мiж сторонами iншого паралелограма;

4) дiагоналi та кут мiж ними одного паралелограма дорiвнюють дiаго-
налям та куту мiж ними iншого паралелограма;

5) сторона, дiагональ та кут мiж ними одного паралелограма дорiвню-
ють сторонi, дiагоналi та куту мiж ними iншого паралелограма;

6) сторона та двi дiагоналi одного паралелограма дорiвнюють сторонi
та двом дiагоналям iншого паралелограма;

7) непаралельнi сторони та дiагональ одного паралелограма дорiвню-
ють непаралельним сторонам та дiагоналi iншого паралелограма;

(a) середнi лiнiї та дiагональ одного паралелограма дорiвнюють сере-
днiм лiнiям та дiагоналi iншого паралелограма;

(b) дiагональ та два кути, якi вона утворює з непаралельними сторона-
ми одного паралелограма дорiвнюють дiагоналi та двом кутам, якi
вона утворює з непаралельними сторонами iншого паралелограма;

8) лiнiйний елемент, кут мiж дiагоналями та кут мiж сторонами
одного паралелограма дорiвнюють вiдповiдному лiнiйному елементу,
куту мiж дiагоналями та куту мiж сторонами iншого паралелограма;

то такi паралелограми є рiвними.
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2.6. Ознаки подiбностi паралелограмiв
? Чи можуть два неподiбних паралелограма мати вiдповiдно паралельнi

сторони? (Вiдповiдь: так, можуть.)

Теореми-ознаки подiбностi паралелограмiв (тi, що до них зводяться).
Якщо виконується одна з наступних умов

1) два кути, якi бiльша (менша) дiагональ утворює з непаралельними сто-
ронами одного паралелограма, вiдповiдно дорiвнюють двом кутам, якi
бiльша (менша) дiагональ утворює з непаралельними сторонами iншого
паралелограма;

2) двi (непаралельнi) сторони одного паралелограма вiдповiдно пропорцiй-
нi двом (непаралельним) сторонам iншого паралелограма i кути мiж
цими сторонами рiвнi мiж собою;

3) двi дiагоналi одного паралелограма вiдповiдно пропорцiйнi двом дiаго-
налями iншого паралелограма i кути мiж цими дiагоналями рiвнi;

4) бiльша (менша) сторона та бiльша (менша) дiагональ вiдповiдно про-
порцiйнi бiльшiй (меншiй) сторонi та бiльшiй (меншiй) дiагоналi iншого
паралелограма i кути мiж ними рiвнi мiж собою;

5) двi (непаралельнi) сторони та дiагональ одного паралелограма вiдпо-
вiдно пропорцiйнi двом (непаралельним) сторонам та дiагоналi iншого
паралелограма;

6) нетупий кут мiж сторонами та нетупий кут мiж дiагоналями одного
паралелограма вiдповiдно дорiвнюють нетупому куту мiж сторонами та
нетупому куту мiж дiагоналями iншого паралелограма;

то такi паралелограми є подiбними.

2.7. Паралелограм: задачi на обчислення.
Перелiк умовних позначень:

a i b – довжини сторiн паралелограма, причому a > b ;
α – нетупий, а β – негострий кут мiж його сторонами;
d1, d2 – довжини дiагоналей (d1 > d2 ), а φ – нетупий кут мiж ними;
ha, hb – довжини висот, проведених до сторiн a i b вiдповiдно;
h1, h2 – довжини перпендикулярiв, опущених iз вершин паралелограма

на дiагоналi d1 i d2 вiдповiдно;
la, lb – довжини бiсектрис нетупого та негострого кутiв вiдповiдно;
ma,m

′
a – довжини («медiан») вiдрiзкiв, що сполучають середину бiльшої

сторони з вершинами нетупого та негострого кутiв вiдповiдно;
mb,m

′
b – довжини («медiан») вiдрiзкiв, що сполучають середину меншої

сторони з вершинами нетупого та негострого кутiв вiдповiдно;
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α1, α2 – кути, якi утворює бiльша дiагональ з бiльшою та меншою сторо-
нами паралелограма вiдповiдно; β1, β2 – кути, якi утворює менша дiагональ
з бiльшою та меншою сторонами паралелограма вiдповiдно;

P , S – периметр та площа паралелограма вiдповiдно.

2.7.1. «Основнi метричнi спiввiдношення» в паралелограмi

1) hb = a sinα , ha = b sinα , звiдки: ha : hb = b : a ;

(a) sin2 α =
hahb
ab

, звiдки: ab > hahb, cos2 α =
ab− hahb

ab
;

2) h1 =
1
2d2 sinφ , h2 = 1

2d1 sinφ , звiдки: h1 : h2 = d2 : d1 ;

(a) sin2 φ =
4h1h2
d1d2

, звiдки: d1d2 > 4h1h2, cos2 φ =
d1d2 − 4h1h2

d1d2
;

3) la = 2b cos α2 , lb = 2b sin α
2 , звiдки:

l2a − l2b = 4b2 cosα , l2a + l2b = 4b2 , la · lb = 2b2 sinα , ctgα =
l2a − l2b
2lalb

.

4) кути, що утворенi дiагоналями зi сторонами паралелограма:

(a) ha = d1 sinα1 , hb = d1 sinα2 , звiдки: ha : hb = sinα1 : sinα2 ;

(b)
a

sinα2
=

b

sinα1
=

d1
sinα

,
a

sin β2
=

b

sin β1
=

d2
sinα

;

(c) cosα1 =
a+b cosα

d1
, cosα2 =

b+a cosα
d1

, cos β1 =
a−b cosα

d2
, cos β2 =

b−a cosα
d2

;

(d) ctgα1 =
a+ b cosα

b sinα
, ctgα2 =

b+ a cosα

a sinα
;

ctg β1 =
a− b cosα

b sinα
, ctg β2 =

b− a cosα

a sinα
.

5) S =
1

2
d1d2 sinφ ; S = a · ha = b · hb ; S = d1 · h1 = d2 · h2 ;

(a) S = ab sinα ;

(b) S =
d21 sinα1 sinα2

sin(α1 + α2)
;

(c) S =
√
abhahb ;

(d) S =
ha · hb
sinα

;

(e) S =
√
d1d2h1h2 ;

(f) S =
2h1 · h2
sinφ

;

(g) sinα · sinφ =
2hahb
d1d2

=
2h1h2
ab

,
sinα

sinφ
=
d1d2
2ab

=
hahb
2h1h2

;

«навколо теореми косинусiв»:
6) d21 = a2 + b2 + 2ab cosα, d22 = a2 + b2 − 2ab cosα :

(a) d21 + d22 = 2
(
a2 + b2

)
— «рiвнiсть паралелограма»;

(b) «проти бiльшого кута лежить бiльша дiагональ i навпаки»;
(c) «проти меншого кута лежить менша дiагональ i навпаки»;
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(d) «до нерiвностей паралелограма»:√
a2 + b2 6 d1 < a+ b, a− b < d2 6

√
a2 + b2 ;

(e) d21 − d22 = 4ab cosα :
i. «до нерiвностей паралелограма»:

4ab > d21 − d22 , cosα > d21 − d22
d21 + d22

, ctg α
2 =

la
lb

> d1
d2

;

ii. d1 = d2 ⇔ α = 900 ,
iii. d21 − d22 = 2ab⇔ α = 600 ,
iv. d21 − d22 = 2ab

√
2 ⇔ α = 450 ,

v. d21 − d22 = 2ab
√
3 ⇔ α = 300 ,

vi.
(
d21 − d22

)
· sinα = 4S · cosα ,

vii. a
(
l2a − l2b

)
= b

(
d21 − d22

)
,

viii. sinα = 1
4ab

√
16a2b2 − (d21 − d22)

2 , S = 1
4

√
16a2b2 − (d21 − d22)

2 ;

(f) d21d
2
2 =

(
a2 + b2

)2 − 4a2b2 cos2 α =

=
(
a2 − b2

)2
+ 4abhahb =

(
a2 − b2

)2
+ 4S2 :

i. d1 · d2 = a2 + b2 ⇔ α = 900 ;
ii. d21 · d22 = a4 + b4 ⇔ α = 450 ;

iii. d21 ·d22 = a4+b4+a2b2 ⇔ α = 600 ;
iv. d21 ·d22 = a4+b4−a2b2 ⇔ α = 300 ;

7) a2 =
1

4
d21 +

1

4
d22 +

1

2
d1d2 cosφ, b2 =

1

4
d21 +

1

4
d22 −

1

2
d1d2 cosφ ;

(a) «до нерiвностей паралелограма»:
1

2

√
d21 + d22 6 a <

1

2
(d1 + d2),

1

2
(d1 − d2) < b 6 1

2

√
d21 + d22 ;

(b) a2 − b2 = d1d2 cosφ :

i. «до нерiвностей паралелограма»:

d1d2 > a2 − b2 , cosφ > a2 − b2

a2 + b2
, ctg φ

2 > a

b
;

ii. a = b⇔ φ = 900 ,

iii. a2 − b2 = 1
2d1d2 ⇔ φ = 600 ,

iv. a2 − b2 =
√
2
2 d1d2 ⇔ φ = 450 ,

v. a2 − b2 =
√
3
2 d1d2 ⇔ φ = 300 ,

vi. a2 − b2 = 2S · ctgφ ,

vii. sinφ = 1
d1d2

√
d21d

2
2 − (a2 − b2)2 , S = 1

2

√
d21d

2
2 − (a2 − b2)2 ;

(c) 16a2b2 =
(
d21 + d22

)2 − 4d21d
2
2 cos

2 φ =

=
(
d21 − d22

)2
+ 16d1d2h1h2 =

(
d21 − d22

)2
+ 16S2 :

i. 4ab = d21 + d22 ⇔ a = b⇔ φ = 900 ,
ii. 16a2b2 = d41 + d42 + d21d

2
2 ⇔ φ = 600 ,

iii. 16a2b2 = d41 + d42 − d21d
2
2 ⇔ φ = 300 ,

iv. 16a2b2 = d41 + d42 ⇔ φ = 450 ,
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«навколо рiвностi паралелограма»:

8) 2

(
1

h2a
+

1

h2b

)
=

1

h21
+

1

h22
;

9) 4m2
a = 2(b2 + d21)− a2 , 4m′2

a = 2(b2 + d22)− a2 ;
4m2

b = 2(a2 + d21)− b2 , 4m′2
b = 2(a2 + d22)− b2 ;

(a) 2(m2
a −m′2

a ) = d21 − d22 = 4ab cosα , звiдки ma > m′
a ;

(b) 2(m2
b −m′2

b ) = d21 − d22 = 4ab cosα , звiдки mb > m′
b ;

(c) m2
a +m′2

b = m2
b +m′2

a ;
(d) 2(m2

a +m′2
a ) = 4b2 + a2 , 2(m2

b +m′2
b ) = 4a2 + b2 ;

(e) m2
a +m′2

a +m2
b +m′2

b = 5
2(a

2 + b2) = 5
4(d

2
1 + d22) ,

m2
a +m′2

b = m2
b +m′2

a = 5
4(a

2 + b2) = 5
8(d

2
1 + d22) ;

(f) 4(m2
b −m2

a) = 3(a2 − b2) = 3d1d2 cosφ , звiдки mb > ma ;
(g) 4(m′2

b −m′2
a ) = 3(a2 − b2) = 3d1d2 cosφ , звiдки m′

b > m′
a ;

10) «навколо формули Герона»:
(a) 4S2 =

[
(a+ b)2 − d2i

] [
d2i − (a− b)2

]
=

=
[
2ab+

(
a2 + b2 − d2i

)] [
2ab−

(
a2 + b2 − d2i

)]
=

= 4a2b2 −
(
a2 + b2 − d2i

)2
= 4a2b2 − 1

4

(
d21 − d22

)2
= d21d

2
2 −

(
a2 − b2

)2 ;
(b) 16S2 =

[
(d1 + d2)

2 − 4a2
] [
4a2 − (d1 − d2)

2
]
=

=
[
2d1d2 −

(
4a2 − d21 − d22

)] [
2d1d2 +

(
4a2 − d21 − d22

)]
=

= 4d21d
2
2 −

(
4a2 − d21 − d22

)2
= 4d21d

2
2 −

(
d21 + d22 − 4b2

)2
=

= 4d21d
2
2 − 4

(
a2 − b2

)2
= 16a2b2 − (d21 − d22)

2 .
11) «додатковi формули для знаходження площi паралелограма»:

(a) якщо m — добуток довжин непаралельних сторiн, n — добуток дов-
жин двох непаралельних висот паралелограма (m > n ), то

S =
√
mn .

(b) якщо m — добуток довжин дiагоналей, а n — добуток довжин двох
непаралельних перпендикулярiв, опущених на дiагоналi (m > 4n ), то

S =
√
mn .

(c) якщо a ̸= b⇔ φ < 900 , то S = 1
2

(
a2 − b2

)
tgφ =

2h2ah
2
b

h2b − h2a
ctgφ ;

(d) якщо d1 ̸= d2 ⇔ α < 900 , то S = 1
4

(
d21 − d22

)
tgα =

4h21h
2
2

h22 − h21
ctgα ;

(e) S = Phahb
2(ha+hb)

, S = 1
8

√
(P 2 − 4d21) (P

2 − 4d22) ;

(f) S =
d21

ctgα2 + ctgα1
=

d21hahb

ha
√
d21 − h2b + hb

√
d21 − h2a

;
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12) «навколо тригонометричних тотожностей»:

(a)
hahb
ab

+

(
a2 + b2

)2 − d21d
2
2

4a2b2
= 1 ;

4h1h2
d1d2

+

(
d21 + d22

)2 − 16a2b2

4d21d
2
2

= 1 ;

(b) sin(α∓ φ) =
S

2abd1d2
·
(
2(a2 − b2)∓ (d21 − d22)

)
;

i. якщо α+ φ = 900 , то S =
2abd1d2

2(a2 − b2) + (d21 − d22)
;

ii. якщо α = φ , то d21 − d22 = 2a2 − 2b2 ⇔ d1 = a
√
2 ⇔ d2 = b

√
2 ;

(c) cos(α∓ φ) =
(a2 − b2)(d21 − d22)± 8abhahb

4abd1d2
=

(a2 − b2)(d21 − d22)± 8S2

4abd1d2
;

i. якщо α+ φ = 900 , то 8S2 = (d21 − d22)(a
2 − b2) ;

ii. якщо α = φ , то 8S2 = 4abd1d2−(d21−d22)(a2−b2) = 12a2b2−2(a4+b4) ;
13) «навколо рiвностi кутiв мiж сторонами та дiагоналями»:

(a) Якщо d1 = a
√
2 ⇔ d2 = b

√
2 ⇔ d21 − d22 = 2a2 − 2b2 , то:

cosα =
d21 − d22
4ab

=
a2 − b2

2ab
, cosφ =

a2 − b2

d1d2
=
a2 − b2

2ab
, звiдки α = φ .

(b) Якщо α — гострий кут паралелограма, а φ — гострий кут мiж його
дiагоналями, то має мiсце рiвнiсть

ctgφ
(
d21 − d22

)
= ctgα

(
2a2 − 2b2

)
:

i. якщо ж α = φ , то d21 − d22 = 2a2 − 2b2 ⇔ d1 = a
√
2 ⇔ d2 = b

√
2 ;

(c) Якщо довжини дiагоналей пропорцiйнi довжинам непаралельних сто-
рiн, то кути мiж сторонами та дiагоналями рiвнi (α = φ ).

14) якщо у паралелограма одна з дiагоналей перпендикулярна до
його сторони, то мають мiсце рiвностi:
(a) φ = 900 − α2 ;
(b) hb = d2 ;
(c) h2 = b ;
(d) aha = b · d2 ;

(e) a2 = b2 + d22 ;
(f) 4b2 = d21 − d22 ;
(g) 4a2 = d21 + 3d22 ;
(h) S = 1

2d2
√
d21 − d22 ;

(i) S = b
√
a2 − b2 ;

(j) cosα = b
a ;

(k) cos β1 =
d2
a ;

(l) cosφ = sinα2 =
d2
d1

;

15) залежнiсть мiж сторонами a > b та нетупими кутами φ, α :
b

a
= sinα(

√
1 + ctg2 α+ ctg2 φ− ctgφ) ,

a

b
= sinα(

√
1 + ctg2 α + ctg2 φ+ ctgφ) ;

16) залежнiсть мiж дiагоналями d1 > d2 та нетупими кутами φ, α :
d2
d1

= sinφ(
√

1 + ctg2 α+ ctg2 φ− ctgα) ,

d1
d2

= sinφ(
√

1 + ctg2 α+ ctg2 φ+ ctgα) .
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2.7.3. «Зведенi таблицi»
для величин основних елементiв паралелограма

за вiдомими a, b, α (a > b) :
1) P = 2(a+ b) ;
2) S = ab sinα ;

3) ha = b sinα , hb = a sinα ;
4) la = 2b cos α2 , lb = 2b sin α

2 ;

5) d1 =
√
a2 + b2 + 2ab cosα , d2 =

√
a2 + b2 − 2ab cosα ;

6) h1 =
ab sinα√

a2 + b2 + 2ab cosα
, h2 =

ab sinα√
a2 + b2 − 2ab cosα

;

7) cosφ =
a2 − b2√

a4 + b4 − 2a2b2 cos 2α
, sinφ =

2ab sinα√
a4 + b4 − 2a2b2 cos 2α

;

8) ma =
1
2

√
4b2 + a2 + 4ab cosα , m′

a =
1
2

√
4b2 + a2 − 4ab cosα ;

9) mb =
1
2

√
4a2 + b2 + 4ab cosα , m′

b =
1
2

√
4a2 + b2 − 4ab cosα ;

10) cosα1 =
a+ b cosα√

a2 + b2 + 2ab cosα
, cosα2 =

b+ a cosα√
a2 + b2 + 2ab cosα

;

11) cos β1 =
a− b cosα√

a2 + b2 − 2ab cosα
, cos β2 =

b− a cosα√
a2 + b2 − 2ab cosα

;

за вiдомими d1, d2, φ (d1 > d2) :

1) S = 1
2d1d2 sinφ ; 2) h1 =

d2
2 sinφ , h2 = d1

2 sinφ ;

3) a = 1
2

√
d21 + d22 + 2d1d2 cosφ , b = 1

2

√
d21 + d22 − 2d1d2 cosφ ;

4) P =
√
d21 + d22 + 2d1d2 cosφ+

√
d21 + d22 − 2d1d2 cosφ ;

5) ha =
d1d2 sinφ√

d21 + d22 + 2d1d2 cosφ
, hb =

d1d2 sinφ√
d21 + d22 − 2d1d2 cosφ

;

6) cosα1 =
d1 + d2 cosφ√

d21 + d22 + 2d1d2 cosφ
, cosα2 =

d1 − d2 cosφ√
d21 + d22 − 2d1d2 cosφ

;

7) cos β1 =
d2 + d1 cosφ√

d21 + d22 + 2d1d2 cosφ
, cos β2 =

d2 − d1 cosφ√
d21 + d22 − 2d1d2 cosφ

;

8) cosα =
d21 − d22√

(d21 + d22)
2 − 4d21d

2
2 cos

2 φ
, sinα =

2d1d2 sinφ√
(d21 + d22)

2 − 4d21d
2
2 cos

2 φ
;

9) ma =
1
4

√
9d21 + d22 − 6d1d2 cosφ , m′

a =
1
4

√
9d22 + d21 − 6d1d2 cosφ ;

10) mb =
1
4

√
9d21 + d22 + 6d1d2 cosφ , m′

b =
1
4

√
9d22 + d21 + 6d1d2 cosφ ;

11) l2a = 2b2+
2b2(d21 − d22)√

(d21 + d22)
2 − 4d21d

2
2 cos

2 φ
, l2b = 2b2− 2b2(d21 − d22)√

(d21 + d22)
2 − 4d21d

2
2 cos

2 φ
;
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за вiдомими a, b, d1 (a > b) :
1) P = 2(a+ b) ; 2) d2 =

√
2(a2 + b2)− d21 ;

3) S = 1
2

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2 ;
4) ha =

1
2a

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2 , hb =
1
2b

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2 ;

5) h1 =

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2

2d1
, h2 =

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2

2
√

2(a2 + b2)− d21
;

6) cosα = 1
2ab(d

2
1 − a2 − b2) , sinα = 1

2ab

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2 ;

7) cosφ =
a2 − b2

d1
√
2(a2 + b2)− d21

, sinφ =

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2

d1
√
2(a2 + b2)− d21

;

8) l2a = 2b2
(
1 +

d21 − a2 − b2

2ab

)
, l2b = 2b2

(
1− d21 − a2 − b2

2ab

)
;

9) m2
a =

1
4(2d

2
1 + 2b2 − a2) , m2

b =
1
4(2d

2
1 + 2a2 − b2) ;

10) m′2
a = 1

4(3a
2 + 6b2 − 2d21) , m′2

b = 1
4(6a

2 + 3b2 − 2d21) ;
11) cosα1 =

1
2ad1

(a2 + d21 − b2) , cosα2 =
1

2bd1
(b2 + d21 − a2) ;

12) cos β1 =
3a2 + b2 − d21

2a
√

2(a2 + b2)− d21
, cos β2 =

a2 + 3b2 − d21

2a
√

2(a2 + b2)− d21
.

за вiдомими d1, d2, a (d1 > d2) :

1) b = 1√
2

√
d21 + d22 − 2a2 ; 2) P = 2a+

√
2
√
d21 + d22 − 2a2 ;

3) S = 1
4

√
4d21d

2
2 − (4a2 − d21 − d22)

2 ;

4) ha =
1
4a

√
4d21d

2
2 − (4a2 − d21 − d22)

2 , hb = 1
2
√
2

√
4d21d

2
2 −

(
4a2 − d21 − d22

)2
d21 + d22 − 2a2

;

5) h1 =
1
4d1

√
4d21d

2
2 − (4a2 − d21 − d22)

2 , h2 =
1
4d2

√
4d21d

2
2 − (4a2 − d21 − d22)

2 ;
6) 4m2

a = 3d21 + d22 − 3a2 , 4m′2
a = d21 + 3d22 − 3a2 ;

7) 4m2
b = 3a2 + 3

2d
2
1 − 1

2d
2
2 , 4m′2

b = 3a2 − 1
2d

2
1 +

3
2d

2
2 ;

8) sinφ = 1
2d1d2

√
4d21d

2
2 − (4a2 − d21 − d22)

2 , cosφ = 1
2d1d2

(4a2 − d21 − d22) ;

9) sinα = 1
2
√
2a

√
4d21d

2
2 −

(
4a2 − d21 − d22

)2
d21 + d22 − 2a2

, cosα = 1
2
√
2

d21 − d22

a
√
d21 + d22 − 2a2

;

10) l2a = 2b2 + 1√
2

b2(d21 − d22)

a
√
d21 + d22 − 2a2

, l2b = 2b2 − 1√
2

b2(d21 − d22)

a
√
d21 + d22 − 2a2

;

11) cosα1 =
1

4ad1
(4a2 + d21 − d22) , cos β1 =

1
4ad2

(4a2 + d22 − d21) ;

12) cosα2 =
3d21 + d22 − 4a2

2
√
2d1
√
d21 + d22 − 2a2

, cos β2 =
d21 + 3d22 − 4a2

2
√
2d2
√
d21 + d22 − 2a2

.
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2.7.3. «Найбiльш типовi задачi на обчислення»
Якщо у паралелограма вiдомими є:

1) вiдношення кутiв m : n (m > n ), то α = n
m+n · 180

0, β = m
m+n · 180

0 ;
2) рiзниця кутiв q ( q > 0 ), то α = 1

2(180
0 − q), β = 1

2(180
0 + q) ;

3) сума кутiв q ( q < 1800 ), то α = q
2 , β = 1800 − q

2 ;
4) сума кутiв q ( q > 1800 ), то α = 1800 − q

2 , β = q
2 ;

5) кут ψ мiж бiсектрисою тупого кута та висотою, опущеної з цiєї вершини,
то α = 2ψ, β = 1800 − 2ψ ;

6) кути ω1 i ω2 , якi утворюють (непаралельнi) висоти паралелограма з пев-
ною дiагоналлю, то його кути становлять

ω1 + ω2 та 1800 − (ω1 + ω2) ;
7) гострий кут α та довжини m i n вiдрiзкiв, на якi основа бiсектриси

тупого (гострого) кута дiлить сторону рухаючись вiд вершини гострого
(вiдповiдно тупого) кута, то S = m(m+ n) sinα ;

8) периметр P та ...
(a) сторона a (сторона b ), то

b = P−2a
2

(
a = P−2b

2

)
;

(b) рiзниця (нерiвних) сторiн q , то
a = P+2q

4 , b = P−2q
4 ;

(c) вiдношення сторiн m : n (m > n ), то

a =
P ·m

2(m+ n)
, b =

P · n
2(m+ n)

;

(d) вiдношення m : n , у якому основа бiсектриси тупого кута дiлить сто-
рону рухаючись вiд вершини гострого кута, то

a =
P (m+ n)

2(2m+ n)
, b =

Pm

2(2m+ n)
;

(e) довжини вiдрiзкiв m i n (m 6 n ), на якi бiсектриса гострого кута
дiлить дiагональ рухаючись вiд вершини тупого кута, то

a =
Pn

2(m+ n)
, b =

Pm

2(m+ n)
;

(f) довжини m i n (m < n ) вiдрiзкiв, на якi основа висоти, опущеної з
вершини гострого кута, дiлить (меншу) дiагональ, то

a =
1

P

(
P 2

4
+ n2 −m2

)
, b =

1

P

(
P 2

4
− n2 +m2

)
;

(g) дiагоналi d1 , d2 , то
a = 1

4

(
P +

√
4(d21 + d22)− P 2

)
, b = 1

4

(
P −

√
4(d21 + d22)− P 2

)
;

(h) висоти ha , hb (ha 6 hb ), то

a =
P · hb

2(ha + hb)
, b =

P · ha
2(ha + hb)

, S =
Phahb

2(ha + hb)
, sinα =

2(ha + hb)

P
;
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(i) вiдношення висот m : n (m > n ), то

a =
P ·m

2(m+ n)
, b =

P · n
2(m+ n)

;

(j) площа S i висота ha (висота hb ), то

hb =
2Sha

Pha − 2S

(
ha =

2Shb
Phb − 2S

)
;

9) сторони a , b та ...
(a) бiльша (менша) дiагональ di ( i = 1, 2 ), то

dj =
√

2(a2 + b2)− di, j ̸= i ;
(b) вiдношення дiагоналей m : n (m > n ), то

d1 = m

√
2a2 + 2b2

m2 + n2
, d2 = n

√
2a2 + 2b2

m2 + n2
;

(c) рiзниця дiагоналей q , то
d1 =

1
2

(√
4(a2 + b2)− q2 + q

)
, d2 =

1
2

(√
4(a2 + b2)− q2 − q

)
;

(d) висота ha (висота hb ), то

ctgφ =
a2 − b2

2aha

(
ctgφ =

a2 − b2

2bhb

)
;

(e) гострий кут φ мiж дiагоналями (φ < 900 ⇔ a ̸= b) , то:

i. S = 1
2

(
a2 − b2

)
tgφ ; ha =

a2 − b2

2a
tgφ , hb =

a2 − b2

2b
tgφ ;

ii. d21 = a2 + b2 + 1
cosφ

√
(a2 + b2)2 cos2 φ− (a2 − b2)2 ,

d22 = a2 + b2 − 1
cosφ

√
(a2 + b2)2 cos2 φ− (a2 − b2)2 ;

iii. cosα =

√
(a2 + b2)2 cos2 φ− (a2 − b2)2

2ab cosφ
, sinα =

a2 − b2

2ab
· tgφ ;

(f) гострий кут β1 , який менша дiагональ утворює з бiльшою стороною
мiж дiагоналями, причому з меншою стороною вона утворює саме ту-
пий кут, то

d21 = a2 + b2 + 2a(cos β1
√
b2 − a2 sin2 β1 + a sin2 β1) ;

(g) непрямий кут ψ , пiд яким iз середини бiльшої сторони a видно про-
тилежну до неї сторону, то

SABCD = 1
2(4b

2 − a2) tgψ ;
10) менша сторона b та довжини m i n вiдрiзкiв, на якi основа висоти, опу-

щеної з точки перетину дiагоналей, дiлить бiльшу сторону рухаючись вiд
вершини гострого кута, то

ha =
√
b2 − (m− n)2, S = (m+ n)

√
b2 − (m− n)2 ;

11) рiзниця сторiн q та довжини m i n (m < n ) вiдрiзкiв, на якi основа
висоти, опущеної з вершини тупого кута, дiлить (бiльшу) дiагональ, то

a = 1
2q

(
n2 −m2 + q2

)
, b = 1

2q

(
n2 −m2 − q2

)
;
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12) дiагоналi d1 , d2 та ...
(a) сторона a (сторона b ), то

b =

√
d21+d

2
2−2a2

2 ,
(
a =

√
d21+d

2
2−2b2

2

)
;

(b) вiдношення сторiн m : n (m > n ), то

a = m

√
d21 + d22

2m2 + 2n2
, b = n

√
d21 + d22

2m2 + 2n2
;

(c) рiзниця сторiн q , то
a = 1

2

(√
d21 + d22 − q2 + q

)
, b = 1

2

(√
d21 + d22 − q2 − q

)
;

(d) перпендикуляр h1 (перпендикуляр h2 ), то

ctgα =
d21 − d22
4d1h1

(
ctgα =

d21 − d22
4d2h2

)
;

(e) гострий кут α мiж сторонами (α < 900 ⇔ d1 ̸= d2) , то:

i. S = 1
4

(
d21 − d22

)
tgα ; h1 =

d21 − d22
4d1

tgα , h2 =
d21 − d22
4d2

tgα ;

ii. a2 = 1
4(d

2
1 + d22) +

1
4 cosα

√
(d21 + d22)

2 cos2 α− (d21 − d22)
2 ,

b2 = 1
4(d

2
1 + d22)− 1

4 cosα

√
(d21 + d22)

2 cos2 α− (d21 − d22)
2 ;

iii. cosφ =

√
(d21 + d22)

2 cos2 α− (d21 − d22)
2

2d1d2 cosα
, sinφ =

d21 − d22
2d1d2

· tgα ;

13) вiдношення сторiн m : n (бiльшої до меншої) та вiдношення дiаго-
налей p : q (бiльшої до меншої), то

cosα =
(p2 − q2)(m2 + n2)

2mn(p2 + q2)
, cosφ =

(m2 − n2)(p2 + q2)

2pq(m2 + n2)
;

14) висоти ha, hb та ...
(a) перпендикуляр h1 (перпендикуляр h2 ), то

1
h2

=
√

2
h2a

+ 2
h2b

− 1
h21

(
1
h1

=
√

2
h2a

+ 2
h2b

− 1
h22

)
;

(b) гострий кут α мiж сторонами (α < 900 ⇔ d1 ̸= d2) , то:

i. a =
hb

sinα
, b =

ha
sinα

; S =
hahb
sinα

;

ii. d1 =
√
h2b + h2a + 2hbha cosα

sinα
, d2 =

√
h2b + h2a − 2hbha cosα

sinα
;

iii. cosφ =
h2b − h2a√

h4a + h4b − 2h2ab
2
a cos 2α

, sinφ =
2hbha sinα√

h4a + h4b − 2h2ab
2
a cos 2α

;

(c) площа S , то:

a =
S

ha
, d21 =

S2

h2ah
2
b

(
h2a + h2b

)
+

2S

hahb

√
S2 − h2ah

2
b ;

b =
S

hb
, d22 =

S2

h2ah
2
b

(
h2a + h2b

)
− 2S

hahb

√
S2 − h2ah

2
b ;
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(d) гострий кут φ мiж дiагоналями (φ < 900 ⇔ a ̸= b) , то:

i. S =
2h2ah

2
b

h2b − h2a
ctgφ ; a =

2hah
2
b

h2b − h2a
ctgφ , b =

2h2ahb
h2b − h2a

ctgφ ;

ii. d21 =
4h2ah

2
b

(h2b − h2a)
2
· ctg2 φ ·

(
h2a + h2b +

√
(h2b + h2a)

2 −
(
h2b−h2a
cosφ

)2)
,

d22 =
4h2ah

2
b

(h2b − h2a)
2
· ctg2 φ ·

(
h2a + h2b −

√
(h2b + h2a)

2 −
(
h2b−h2a
cosφ

)2)
;

iii. cosα =

√
(h2b + h2a)

2 cos2 φ− (h2b − h2a)
2

2hahb cosφ
, sinα =

h2b − h2a
2hahb

· tgφ ;

15) менша висота ha та довжини m i n вiдрiзкiв, на якi основа висоти, опуще-
ної з вершини тупого кута, дiлить бiльшу сторону рухаючись вiд вершини
гострого кута, то

b =
√
m2 + h2a, S = ha(m+ n), hb =

ha(m+ n)√
m2 + h2a

;

16) площа S та довжини m i n вiдрiзкiв, на якi основа висоти, опущеної
з вершини тупого кута, дiлить бiльшу сторону рухаючись вiд вершини
гострого кута, то

ha =
S

m+ n
, tgα =

S

m(m+ n)
.

17) перпендикуляри h1, h2 та ...
(a) висота ha (висота hb ), то

1
hb

=
√

1
2h21

+ 1
2h22

− 1
h2a

(
1
ha

=
√

1
2h21

+ 1
2h22

− 1
h2b

)
;

(b) гострий кут φ мiж дiагоналями (φ < 900 ⇔ a ̸= b) , то:

i. d1 =
2h2
sinφ

, d2 =
2h1
sinφ

; S =
2h1h2
sinφ

.

ii. a = 1
sinφ

√
h22 + h21 + 2h1h2 cosφ ,

b = 1
sinφ

√
h22 + h21 − 2h1h2 cosφ ;

iii. cosα =
h22 − h21√

h41 + h42 − 2h21h
2
2 cos 2φ

,

sinα =
2h1h2 sinφ√

h41 + h42 − 2h21h
2
2 cos 2φ

;

(c) площа S , то:

d1 =
S

h1
, a2 =

S2

4h21h
2
2

(
h21 + h22

)
+

S

2h1h2

√
S2 − 4h21h

2
2 ;

d2 =
S

h2
, b2 =

S2

4h21h
2
2

(
h21 + h22

)
− S

2h1h2

√
S2 − 4h21h

2
2 ;
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(d) гострий кут α мiж сторонами (α < 900 ⇔ d1 ̸= d2) , то:

i. S =
4h21h

2
2

h22 − h21
ctgα ; d1 =

4h1h
2
2

h22 − h21
ctgα , d2 =

4h21h2
h22 − h21

ctgα ;

ii. a2 =
4h21h

2
2

(h22 − h21)
2
· ctg2 α ·

(
h21 + h22 +

√
(h21 + h22)

2 −
(
h22−h21
cosα

)2)
,

b2 =
4h21h

2
2

(h22 − h21)
2
· ctg2 α ·

(
h21 + h22 −

√
(h21 + h22)

2 −
(
h22−h21
cosα

)2)
;

iii. cosφ =

√
(h21 + h22)

2 cos2 α− (h22 − h21)
2

2h1h2 cosα
, sinφ =

h22 − h21
2h1h2

· tgα ;

18) бiсектриси la, lb ( la ̸= lb ) —

(a) sinα = 2lalb
l2a+l

2
b
;

(b) ctg α
2 = la

lb
;

(c) cosα =
l2a−l2b
l2a+l

2
b
;

(d) ha =
lalb√
l2a+l

2
b

;
(e) ctgα =

l2a−l2b
2lalb

;
(f) b = 1

2

√
l2a + l2b ;

та ...
(g) сторона a , то:

i. P = 2a+
√
l2a + l2b , S =

alalb√
l2a + l2b

,

ii. d21 = a2 + 1
4(l

2
a + l2b) +

a(l2a − l2b)√
l2a + l2b

, d22 = a2 + 1
4(l

2
a + l2b)−

a(l2a − l2b)√
l2a + l2b

;

iii. ctgφ =
4a2 − l2a − l2b

8alalb

√
l2a + l2b ;

(h) висота hb , то:

i. a =
hb(l

2
a + l2b)

2lalb
, P =

hb(l
2
a + l2b)

lalb
+
√
l2a + l2b , S = 1

2hb
√
l2a + l2b ;

ii. d21 =
h2b(l

2
a + l2b)

2

4l2al
2
b

+ 1
4(l

2
a + l2b) +

hb(l
2
a − l2b)

2lalb

√
l2a + l2b ,

d22 =
h2b(l

2
a + l2b)

2

4l2al
2
b

+ 1
4(l

2
a + l2b)−

hb(l
2
a − l2b)

2lalb

√
l2a + l2b ;

iii. ctgφ =
h2b(l

2
a + l2b)

2 − l2al
2
b(l

2
a + l2b)

4halalb
√
l2a + l2b

.

(i) гострий кут φ мiж дiагоналями (φ < 900 ⇔ a ̸= b) , то:

i. a =
1

2
√
l2a + l2b

(
2lalb ctgφ+

√
4l2al

2
b ctg

2 φ+ (l2a + l2b)
2
)

;

ii. S =
lalb

2(l2a + l2b)

(
2lalb ctgφ+

√
4l2al

2
b ctg

2 φ+ (l2a + l2b)
2
)

;

iii. hb =
lalb

(l2a + l2b)
3
2

(
2lalb ctgφ+

√
4l2al

2
b ctg

2 φ+ (l2a + l2b)
2
)

.
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19) нетупий кут α мiж сторонами, нетупий кут φ мiж дiагоналями
паралелограма та найбiльша його сторона a (висота hb ), то:
(a) b = a sinα(

√
1 + ctg2 α + ctg2 φ− ctgφ) = a sinα ·∆ = hb ·∆ , де

∆ = ∆(α, φ) =
√

1 + ctg2 α+ ctg2 φ− ctgφ

(b) P = 2a(1 + ∆ sinα) ;
(c) S = a2 sin2 α ·∆ = h2b ·∆ ;
(d) ha = a sin2 α ·∆ = hb sinα ·∆ ;
(e) d1 = a sinα

√
1 + [∆ + ctgα]2 = hb

√
1 + [∆ + ctgα]2 ;

(f) d2 = a sinα
√

1 + [∆− ctgα]2 = hb
√

1 + [∆− ctgα]2 ;
(g) la = 2 cos α2 · a sinα ·∆ = 2 cos α2 · hb ·∆ ;
(h) lb = 2 sin α

2 · a sinα ·∆ = 2 sin α
2 · hb ·∆ ;

(i) h1 =
1
2a sinα sinφ

√
1 + [∆− ctgα]2 = 1

2hb sinφ
√
1 + [∆− ctgα]2 ;

(j) h2 =
1
2a sinα sinφ

√
1 + [∆ + ctgα]2 = 1

2hb sinφ
√

1 + [∆ + ctgα]2 ;

(k) ma =
1
2a sinα

√
1 + [2∆ + ctgα]2 = 1

2hb
√

1 + [2∆ + ctgα]2 ,

(l) m′
a =

1
2a sinα

√
1 + [2∆− ctgα]2 = 1

2hb
√

1 + [2∆− ctgα]2 ;

(m) mb =
1
2a sinα

√
4 + [∆ + 2 ctgα]2 = 1

2hb
√

4 + [∆ + 2 ctgα]2 ,

(n) m′
b =

1
2a sinα

√
4 + [∆− 2 ctgα]2 = 1

2hb
√
4 + [∆− 2 ctgα]2 ;

Зауваження 3. Наведеними формулами зручно користуватися в обох
напрямках, бо за трiйкою a (hb), α, φ легко знайти довжини решти лi-
нiйних елементiв; з iншого боку – за кутами α, φ та одним з лiнiйних
елементiв можна знайти довжину сторони a , а потiм довжини решти
лiнiйних елементiв.

20) нетупий кут α мiж сторонами та нетупий кут φ мiж дiагоналя-
ми, то:
(a) ctgα1 = ∆+ 2 ctgφ+ ctgα =

√
1 + ctg2 α+ ctg2 φ+ ctgφ+ ctgα ,

(b) ctgα2 = ∆+ ctgα =
√
1 + ctg2 α+ ctg2 φ− ctgφ+ ctgα ;

(c) ctg β1 = ∆+ 2 ctgφ− ctgα =
√

1 + ctg2 α+ ctg2 φ+ ctgφ− ctgα ,
(d) ctg β2 = ∆− ctgα =

√
1 + ctg2 α + ctg2 φ− ctgφ− ctgα .

Зауваження 4. Безпосереднiм наслiдком з чотирьох останнiх спiввiд-
ношень є досить яскравий факт геометрiї паралелограмiв, а саме —
ознака подiбностi двох паралелограмiв за рiвнiстю нетупих кутiв мiж їх
сторонами та дiагоналями.
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2.8. Паралелограм: задачi на доведення.
2.8.1. «Навколо бiсектрис» в паралелограмi

Доведiть, що:
1) бiсектриси внутрiшнiх та зовнiшнiх кутiв, прилеглих до певної сторони,

утворюють прямокутник, дiагоналi якого паралельнi сторонам паралело-
грама i довжини яких дорiвнюють довжинi зазначеної сторони;

2) бiсектриси внутрiшнiх кутiв паралелограма (що не є ромбом) при перетинi
утворюють прямокутник, дiагоналi якого паралельнi сторонам паралело-
грама i довжина яких дорiвнює модулю рiзницi двох нерiвних його сторiн;

3) якщо Q — площа прямокутника, утвореного бiсектрисами внутрiшнiх ку-
тiв паралелограма, а S — площа паралелограма, то вiдношення сторiн
(a > b ) паралелограма становить
a : b = (S +Q+

√
Q2 + 2SQ) : S , b : a = (S +Q−

√
Q2 + 2SQ) : S ;

4) бiсектриси зовнiшнiх кутiв паралелограма при перетинi утворюють пря-
мокутник, дiагоналi якого паралельнi сторонам паралелограма i довжини
яких дорiвнюють сумi довжин двох нерiвних сторiн;

5) якщо точка перетину бiсектрис двох сусiднiх кутiв паралелограма нале-
жить його сторонi, то вiдношення довжин його сторiн становить 2 : 1 ;

6) якщо бiльша сторона паралелограма вдвiчi бiльша за меншу сторону, то
бiсектриси протилежних кутiв дiлять дiагональ на три рiвнi вiдрiзки.

7) Бiсектриса зовнiшнього кута при вершинi A гострого кута паралелограма
ABCD перетинає продовження сторiн CB i CD у точках B′ i D′ вiдпо-
вiдно, а периметр паралелограма становить P . Доведiть що сума довжин
вiдрiзкiв CB′ i CD′ також становить P .

8) Бiсектриси кутiв A i D при бiльшiй сторонi AD = a паралелограма
ABCD перетинаються в точцi I та перетинають протилежну сторону
BC у точках M i N вiдповiдно, b ̸= a

2 — менша сторона. Доведiть, що:
(a) довжина вiдрiзка MN = |a− 2b| ;
(b) має мiсце вiдношення AI : IM = DI : IN = a : |a− 2b| .

9) Бiсектриса ∠A паралелограма ABCD перетинає сторону BC в точцi K ,
а продовження сторони DC – в точцi M . Вiдомо, що BK = n , CM = m .
Доведiть, що AB = n , AD = m+ n .

10) Дано паралелограм ABCD . Пряма l , яка паралельна до прямої AB ,
перетинає бiсектриси кутiв A i C в точках P i Q вiдповiдно. Доведiть,
що ∠ADP = ∠ABQ .

11) На сторонах BC i DC паралелограма ABCD обрано точки D1 и B1

так, що BD1 = DB1 . Вiдрiзки BB1 i DD1 перетинаються в точцi Q .
Доведiть, що AQ — бiсектриса кута BAD .
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12) Бiсектриса кута A паралелограма ABCD перетинає сторону BC в точцi
A′ , а дiагональ BD – в точцi Q . Вiдомо, що AB : AD = m : n < 1 .
Доведiть, що SBQA′ : SABCD = m2 : 2n(m+ n) .

2.8.2. «Навколо перпендикулярiв» в паралелограмi
1) Доведiть, що якщо висоти BB1 i DD1 , опущенi iз вершин тупих кутiв

паралелограма, перетинаються в точцi H , то BH ·HB1 = DH ·HD1 .
2) Доведiть, що якщо на сторони BC i CD паралелограма ABCD (або

ж на їх продовження) опустити висоти AM i AN вiдповiдно, то
△MAN v△ ABC .

3) Через вершини A,B i D паралелограма ABCD проведено прямi перпен-
дикулярно до прямих BD , BC i CD вiдповiдно. Доведiть, що проведенi
прямi перетинаються в однiй точцi.

4) З вершини B паралелограма ABCD опустили перпендикуляр BE на
дiагональ AC . Через точку A проведено пряму m перпендикулярно до
прямої AD , а через точку C — пряму n перпендикулярно до прямої CD .
Доведiть, що точка перетину прямих m i n належить прямiй BE .

5) Через кожну вершину паралелограма проведено пряму, перпендикулярну
до дiагоналi, яка не проходить через цю вершину. Доведiть, що дiагона-
лi чотирикутника, утвореного перетинами чотирьох проведених прямих,
перпендикулярнi до сторiн паралелограма.

6) Нехай AC — бiльша з дiагоналей паралелограма ABCD . З довiльної
точки P променя AC на прямi, що мiстять сторони AB та AD , опущено
перпендикуляри PE i PF вiдповiдно. Доведiть, що AB ·PE = AD·PF .

7) Нехай AC — бiльша з дiагоналей паралелограма ABCD . З точки C на
продовження сторiн AB та AD опущено перпендикуляри CE i CF вiд-
повiдно. Доведiть, що виконується рiвнiсть

AB · AE + AD · AF = AC2 .
8) Довести, що вiдстанi вiд довiльної точки дiагоналi паралелограма до не-

паралельних сторiн обернено пропорцiйнi довжинам цих сторiн.
9) Точка Q належить прямiй, що мiстить дiагональ AC паралелограма
ABCD . Доведiть, що площi трикутникiв AQB i AQD є рiвними.

10) З вершини B паралелограма ABCD проведено його висоти BK i BH .
Вiдомо, що KH = t i BD = d . Доведiть, що вiдстань вiд точки B до
точки перетину висот трикутника BKH становить

√
d2 − t2 .

11) У паралелограмi ABCD CC1 – перпендикуляр, опущений на дiагональ
BD . Доведiть, що перпендикуляри до сторiн BC i CD , проведенi з вер-
шин D i B вiдповiдно, перетинаються на прямiй CC1 .
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12) Дiагоналi AC i BD паралелограма ABCD перетинаються в точцi O .
Точка M належить прямiй AB , причому ∠AMO = ∠MAD . Доведiть,
що точка M є рiвновiддаленою вiд точок C i D .

13) Всерединi паралелограма ABCD обрали таку точку E , що CD = CE .
Доведiть, що пряма DE перпендикулярна до прямої, яка проходить через
середини вiдрiзкiв AE i BC .

14) Пряма l має з паралелограмом ABCD єдину спiльну точку B . Вершини
A i C вiддаленi вiд прямої l на вiдстанях a i c вiдповiдно. Доведiть, що
вершина D вiдстоїть вiд цiєї прямої на вiдстанi d = a+ c .

15) Дано паралелограм ABCD з гострим ∠A = α та сторонами AD = a ,
AB = b ; BK – висота, а KM – перпендикуляр, опущений на продовже-
ння сторони CD . Доведiть, що

SBKM = 1
2b(a− b cosα) sin3 α .

16) Доведiть, що якщо прямi, якi мiстять вершини тупих кутiв i є перпенди-
кулярними до сторiн паралелограма (зi сторонами a , b та гострим кутом

α ), утворюють паралелограм подiбний до даного, то cosα =
2ab

a2 + b2
.

2.8.3. «Мiшаного» типу
1) В паралелограмi вiдношення сторiн та вiдношення дiагоналей спiвпадають

i становлять m : n (m > n ). З вершини тупого кута B опущено висоту
BB′ на бiльшу сторону AD . Доведiть, що

AA′ : A′D = (m2 − n2)(m2 + n2) .
2) Дано паралелограм ABCD з гострим кутом α при вершинi A . На про-

менях AB i CB вiдмiчено точки H i K вiдповiдно так, що CH = BC i
AK = AB . Доведiть, що:
(a) DH = DK ; (b) △ DKH v△ ABK .

3) Сторона BC паралелограма ABCD вдвiчi бiльша за сторону CD , P
— проекцiя вершини C на прямую AB , M — середина сторони AD .
Доведiть, що ∠DMP = 3∠APM .

4) Всерединi паралелограма ABCD обрано таку точку O , що
∠OAD = ∠OCD . Доведiть, що ∠OBC = ∠ODC .

5) На сторонах AB i AD паралелограма ABCD обрано точки M i N так,
що прямi CM i CN дiлять паралелограм на три фiгури рiвних площ.
Знайдiть MN , якщо BD = d .

6) Через довiльно обрану точку на однiй зi сторiн паралелограма та кiнцi про-
тилежної сторони зроблено два розрiзи. Площi «вiдрiзаних» трикутникiв
становлять S1 та S2 . Доведiть, що площа паралелограма становить

2 · (S1 + S2) .
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7) Нехай ABCD — паралелограм, точка E належить прямiй AB , F —
прямiй AD (B – на вiдрiзку AE , D – на вiдрiзку AF ), K — точка
перетину прямих ED i FB . Доведiть, що SABKD = SCEKF .

8) На сторонi AB паралелограма ABCD обрано таку т. M , що AD = DM ,
а на AD — точку N , таку що AB = BN . Доведiть, що CM = CN .

9) S — площа чотирикутника. Доведiть, що площа паралелограма, сторони
якого паралельнi та рiвнi дiагоналям цього чотирикутника, становить 2S .

10) Через вершину C паралелограма ABCD проведено пряму, яка перетинає
продовження сторiн (променi) AB i AD в точках B′ i D′ вiдповiдно.
Доведiть, що

(a) BB′ ·DD′ = BC · CD ; (b) S2
ABCD = 4S△BB′C · S△DD′C .

11) На дiагоналi BD паралелограма ABCD обрано точку K . Пряма AK
перетинає прямi BC i CD в точках L i M вiдповiдно. Доведiть, що

AK2 = LK ·KM .
12) Пряма l перетинає сторони AB i AD в точках E i F вiдповiдно. Нехай

G — точка перетину прямої l з дiагоналлю AC . Доведiть, що
AB
AE + AD

AF = AC
AG .

«Класичнi задачi на доведення»:
13) Нехай X — довiльна точка в площинi паралелограма ABCD . Доведiть

справедливiсть наступних тверджень:
(a) має мiсце рiвнiсть AX2 + CX2 −BX2 −DX2 = AC2 −BD2 ;

(b) якщо X є внутрiшньою вiдносно паралелограма, то має мiсце рiвнiсть
SABX + SCDX = SBCX + SADX .

14) Нехай M — довiльна точка площини паралелограма ABCD . Доведiть
справедливiсть наступних тверджень:
(a) якщо M є внутрiшньою вiдносно паралелограма, то має мiсце рiвнiсть

SACM = |SABM − SADM | ;

(b) якщо M є зовнiшньою вiдносно паралелограма, то має мiсце рiвнiсть
SACM = |SABM + SADM | .

15) [2 теорема Тебо] На сторонах BC i CD паралелограма ABCD зовнi-
шнiм чином побудовано правильнi трикутники BCK i CDL . Доведiть,
що трикутник ALK є правильним.

16) На сторонах AB i BC паралелограма ABCD зовнiшнiм чином побудо-
вано квадрати ABFE i BCKM . Доведiть, що ∠EDK = 900 .

17) [1 теорема Тебо] На сторонах паралелограма зовнiшнiм чином побудовано
квадрати. Доведiть, що їх центри утворюють квадрат.
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18) Доведiть, що якщо два паралелограма рiвних площ мають спiльну сторону,
то один з них можна розрiзати на частини та «скласти» з них iнший.

2.9. Задачi на: «паралельнiсть», «iнцидентнiсть» та «вiдношення»
1) Через вершину A паралелограма ABCD проведено пряму, яка перетинає

пряму BD та променi CD i CB у точках M , N i P вiдповiдно. Доведiть,
що вiдрiзок AM є середнiм геометричним для вiдрiзкiв MN i MP .

2) Доведiть, що прямi, якi мiстять сторони паралелограма, вiдтинають на
прямiй, яка є паралельною до однiєї з його дiагоналей, рiвнi вiдрiзки.

3) В паралелограмi ABCD проведено пряму l паралельно до AB ; l пере-
тинає сторону BC i дiагональ AC у точках N i K вiдповiдно. Доведiть,
що трикутники ADK i ABN мають рiвнi площi.

4) На кожнiй сторонi паралелограма взято по однiй точцi. Одна з дiагона-
лей чотирикутника з вершинами в цих точках є паралельною до сторони
паралелограма. Доведiть, що площа одержаного чотирикутника дорiвнює
половинi площi паралелограма.

5) Через точку Q на дiагоналi AC паралелограма ABCD проведено двi
прямi l i m паралельно до його сторiн; пряма l перетинає сторони AB

i CD у точках A′ i C ′ вiдповiдно, а пряма m перетинає сторони BC i
DA — у точках B′ i D′ вiдповiдно. Доведiть, що:
(a) SA′BB′Q = SC ′DD′Q ,

(b) SA′BCC ′ = SD′DCB′ ,

(c) SA′BB′D′ = SADC ′A′ ,

(d) SAA′QD′ : SQB′CC ′ = AQ2 : QC2 ;

6) Сторону AB паралелограма ABCD продовжено на вiдрiзок BE , а сто-
рону AD — на вiдрiзок DK , причому точка C не належить прямiй KE .
Прямi ED i BK перетинаються в точцi Q . Доведiть, що

SABQD = SCEQK .
7) Через середину M сторони BC паралелограма ABCD та вершину A

проведено пряму, яка перетинає дiагональ BD в точцi Q . Доведiть, що
SQMCD : SABCD = 5 : 12 .

8) В паралелограмi ABCD точки P i K дiлять дiагональ BD на три рiвнi
частини, а M i E — середини сторiн CD i BC вiдповiдно. Доведiть, що

SMEPK : SABCD = 5 : 24 .
9) В паралелограмi ABCD точки M i K — середини сторiн CD i AD

вiдповiдно, P — точка перетину вiдрiзкiв AM i BK . Доведiть, що
SAPK : SABCD = 1 : 20 .

10) Доведiть, що якщо через вершини опуклого чотирикутника провести прямi
паралельно до його дiагоналей, то площа паралелограма, який визначає-
ться цими прямими, вдвiчi бiльша за площу даного чотирикутника.
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11) На сторонах AD i CD паралелограма ABCD обрано точки M i N так,
що MN ||AC . Доведiть, що має мiсце рiвнiсть SABM = SCBN .

12) На дiагоналi AC паралелограма ABCD обрано точки P i Q так, що
AP = CQ . Точка M така, що PM ||AD и QM ||AB . Доведiть, що точка
M належить дiагоналi BD .

13) На сторонах AB , BC i CD паралелограма ABCD обрано точки K ,
L i M , якi дiлять цi сторони в однакових вiдношеннях. Прямi b , c , d
проходять через точки B , C , D паралельно до прямих KL , KM i ML
вiдповiдно. Доведiть, що прямi b , c , d проходять через одну точку.

14) Дано паралелограм ABCD i точка M . Через точки A , B , C i D про-
ведено прямi паралельно до прямих MC , MD , MA i MB вiдповiдно.
Доведiть, що вони перетинаються в однiй точцi.

15) В паралелограмi ABCD точка M дiлить сторону AD у вiдношеннi m : n
(AM : MD = m : n ) а точка N дiлить сторону DC у вiдношеннi p : q
(DN : NC = p : q ). Вiдрiзки BM i AN перетинаються у точцi Q .
Доведiть, що мають мiсце вiдношення

AQ : QN =
m(p+ q)

mp+ n(p+ q)
, BQ : QM =

nq(m+ n)(p+ q)

mp
.

16) В паралелограмi ABCD точки P i K дiлять сторони BC i CD у
вiдношеннi m : n , рухаючись вiд вершин B i C вiдповiдно. Знайдiть
вiдношення, у якому вiдрiзки PD i AK дiляться точкою їх перетину.

17) Через точку M , яка належить сторонi AB паралелограма ABCD , про-
ведено пряму MP паралельно до AC (P ∈ (BC) ), а через точку B —
пряму BN паралельно до MD (N ∈ (DC) ). Доведiть, що точки D , P
i Q = (AC) ∩ (BN) , належать однiй прямiй.

18) Дано паралелограм ABCD . Точки K , L , M i N належать сторонам
AB , BC , CD i DA вiдповiдно, причому вiдрiзки KM i LN паралельнi
до сторiн паралелограма та перетинаються в точцi Q . Доведiть, що:
(a) прямi BN , DK i CQ перетинаються в однiй точцi;
(b) NK , DB i ML перетинаються в однiй точцi або ж є паралельними;
(c) площi паралелограмiв KBLQ i MDNQ рiвнi тодi i лише тодi, коли

точка Q належить дiагоналi AC .
19) Дано паралелограм ABCD . На прямiй AB обрано точку M . Пряма, що

проходить через M i середину BC , перетинає пряму AC в точцi K .
Пряма, що проходить через K i середину AD , перетинає пряму CD в
точцi P . Доведiть, що прямi BC та MP є паралельними.

20) Точка M центрально-симетрично вiдображається послiдовно вiдносно
вершин паралелограма ABCD в точки M1 , M2 , M3 , M4 . Доведiть, що
точка M4 спiвпадає з точкою M .
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2.10. Ознаки паралелограма
2.10.1. «Паралелограми в паралелограмi та навколо нього»

1) Через точку O перетину дiагоналей паралелограма ABCD проведено
двi прямi, якi перетинають сторони AB , CD i BC , DA у точках A′ ,
C ′ i B′ , D′ вiдповiдно. Доведiть, що:
(a) чотирикутник A′B′C ′D′ є паралелограмом, а його центр симетрiї

спiвпадає з точкою O ;
(b) чотирикутник, утворений прямими AB′ , BC ′ , CD′ i DA′ , є пара-

лелограмом, а його центр симетрiї спiвпадає з точкою O .
2) На сторонах AB , BC , CD i DA паралелограма ABCD вiдмiчено

вiдповiдно точки E , F , K i L так, що AE : EB = CK : KD ,
BF : FC = DL : LA . Доведiть, що EFKL є паралелограмом.
(a) На сторонах AB , BC , CD i DA паралелограма ABCD вiдклали

рiвнi вiдрiзки AE , BF , CK i DL . Доведiть, що чотирикутники
BKDE та EFKL є паралелограмами.

3) На дiагоналi AC паралелограма ABCD вiдклали вiдрiзки AM = CK

(2AM < AC ). Доведiть, що чотирикутник MBKD є паралелограмом.
4) З вершин тупих кутiв B i D паралелограма ABCD опущено перпен-

дикуляри BM i DK до дiагоналi AC . Доведiть, що чотирикутник
BKDM є паралелограмом.

5) З вершин тупих кутiв паралелограма опущено висоти на його сторони.
Доведiть, що основи зазначених висот є вершинами паралелограма.

6) Бiсектриси кутiв A i C паралелограма ABCD перетинають сторони
BC i AD в точках A′ i C ′ , а дiагональ BD — в точках A′′ i C ′′

вiдповiдно. Доведiть, що AA′CC ′ та AA′′CC ′′ є паралелограмами.
7) Через вершини A i C паралелограма ABCD проведено двi паралельнi

прямi, якi перетинають дiагональ BD в точках A′ i C ′ , а сторони CD

i AB — в точках A′′ i C ′′ вiдповiдно. Доведiть, що чотирикутники
AC ′CA′ та AC ′′CA′′ є паралелограмами.

8) З точки перетину дiагоналей паралелограма опущено перпендикуляри
на всi його сторони. Доведiть, що чотирикутник, вершинами якого є
основи зазначених перепендикулярiв, є паралелограмом та обидва вони
мають спiльний центр симетрiї.

9) На продовженнях сторiн AB , BC , CD , DA паралелограма ABCD

вiдклали вiдрiзки BM = AB , CN = BC , DK = CD , AL = DA .
Доведiть, що чотирикутник MNKL є паралелограмом.

10) Чотирикутники ABCD , AEFG , ADFH , FIJE i BIJC є паралело-
грамами. Доведiть, що чотирикутник AFHG також є паралелограмом.
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2.10.2. Основнi та найбiльш поширенi ознаки паралелограма
Теореми-ознаки паралелограма (та тi, що до них зводяться).
Якщо для опуклого чотирикутника виконана одна з наступних з умов

1) протилежнi кути попарно рiвнi,

(a) сума кутiв, прилеглих до кожної з двох сусiднiх сторiн, — 1800 ,
(b) бiсектриси двох протилежних кутiв перпендикулярнi бiсектрисi

третього кута,
2) протилежнi сторони попарно рiвнi,

(a) кожна з дiагоналей дiлить його периметр навпiл,
3) дiагоналi точкою перетину дiляться навпiл,

(a) двi протилежнi сторони паралельнi, а одна з дiагоналей дiлить iншу
дiагональ навпiл,

(b) вершини протилежних кутiв однаково вiддаленi вiд вiдповiдних дi-
агоналей,

(c) двi сторони паралельнi та однаково вiддаленi вiд точки перетину
дiагоналей,

(d) дiагоналi дiлять його на чотири трикутники рiвних площ,
(e) два протилежнi кути рiвнi, а дiагональ з кiнцями в їх вершинах

дiлить iншу дiагональ навпiл,
(f) кожна з дiагоналей дiлить його на два трикутники рiвних площ,

4) двi протилежнi сторони паралельнi i рiвнi,
(a) двi протилежнi сторони паралельнi, а одна з дiагоналей дiлить його

периметр навпiл,
(b) двi протилежнi сторони паралельнi та два протилежнi кути рiвнi,
(c) середина середньої лiнiї спiвпадає з точкою перетину дiагоналей,

5) має центр симетрiї,
6) сума квадратiв сторiн дорiвнює сумi квадратiв дiагоналей,
7) сума довжин середнiх лiнiй дорiвнює напiвпериметру,
8) сума вiдстаней вiд вершини до сторiн є однаковою для всiх його

вершин,
то такий чотирикутник є паралелограмом.

? В опуклому чотирикутнику ABCD сторони AB i CD рiвнi, кути A
i C також рiвнi. Чи обов’язково такий чотирикутник буде паралелограмом?
(Вiдповiдь: нi, не обов’язково.)

? Чи обов’язково чотирикутник, у якого двi сторони паралельнi а двi
iншi рiвнi, буде паралелограмом? (Вiдповiдь: нi, не обов’язково.)

? Чи обов’язково чотирикутник ABCD , у якого ∠ABC = ∠ADC та
∠BAD = ∠BCD , буде паралелограмом? (Вiдповiдь: нi, не обов’язково.)
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Теорема 1. (Варiньона) Середини сторiн довiльного (в тому числi
неопуклого та просторового) чотирикутника є вершинами паралелограма
(який називають паралелограмом Варiньона).

Наслiдок 1. Якщо чотирикутник ABCD не є просторовим, A0B0C0D0

— його паралелограм Варiньона, то:
1) сторони паралелограма A0B0C0D0 є паралельними до вiдповiдних дiа-

гоналей чотирикутника ABCD ;
2) периметр паралелограма A0B0C0D0 дорiвнює сумi довжин дiагоналей

чотирикутника ABCD ;
3) площа паралелограма A0B0C0D0 дорiвнює половинi площi чотирику-

тника ABCD .

Наслiдок 2. Якщо чотирикутник є прямокутником, ромбом або ж ква-
дратом, то його паралелограм Варiньона є ромбом, прямокутником та ква-
дратом вiдповiдно.

Наслiдок 3. Якщо чотирикутник не є паралелограмом, то середини двох
протилежних сторiн та середини дiагоналей є вершинами паралелограма.
2.10.3. Додатковi ознаки паралелограма
1) В опуклому чотирикутнику ABCD AE i CF – перпендикуляри, опущенi

на дiагональ BD . Доведiть, що якщо AE = CF i ∠BAC = ∠ACD , то
ABCD є паралелограмом.

2) Чотирикутник розрiзано дiагоналями на чотири трикутника. Доведiть, що
їх точки перетину медiан утворюють паралелограм.

3) В опуклому чотирикутнику ABCD BC||AD , C0 i D0 – середини сторiн
CD i DA вiдповiдно. Доведiть, що якщо точка перетину вiдрiзкiв AC0 i
CD0 належить дiагоналi BD , та ABCD є паралелограмом.

Прикiнцевi висновки та зауваження
Наведена система фактiв геометрiї паралелограмiв, звiсно ж, носить

орiєнтовно-суб’єктивний характер. Проте автори мають щиру надiю, що
запропонований матерiал допоможе майбутнiм та молодим вчителям матема-
тики пiд час цiлiсного усвiдомлення змiстової лiнiї «Паралелограми» в курсi
елементарної геометрiї та сприятиме формуванню необхiдних фахових ком-
петентностей взагалi.

Також слiд зазначити, що подальша робота в цьому напрямку потребує:
по-перше — доповнення наведеної системи фактiв задачами на побудову па-
ралелограма за його елементами, вiдповiдними задачами з векторної алгебри
та задачами на комбiнацiї кiл та паралелограма;
по-друге — перегляду та виокремлення нової низки (опорних) ключових задач;
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по-третє — класифiкацiй поповненої системи задач за: темами, методами
розв’язання, ступенем складностi.

Також вважаємо, що наведену систему фактiв доцiльно не лише пропагу-
вати як (в певному розумiннi) цiлiсний матерiал, а й пропонувати (принаймнi
фрагментарно) для ознайомлення пiд час проведення курсiв пiдвищення ква-
лiфiкацiї вчителiв математики.
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Kadubovs’ka V.M., Kadubovs’kyi О.А.
Donbas State Teachers’ Training University, Slovijans’k, Ukraine.

Systematization and generalization of facts of parallelograms’
geometry.

The article highlights the author’s experience to a possible approach of
systematization and generalization of facts of parallelograms’ geometry. Series
of well known and little-known metric relations in a parallelogram, properties
and statements, in particular affine, signs of equality and similarity and signs of
parallelogram, etc is stated in the work through consolidation of didactic units
and extension of basic linear elements of a parallelogram.

Keywords: convex quadrangle, parallelogram, properties, signs, well known
and little-known statements, systematization and generalization.
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ОСОБЛИВОСТI МАТЕМАТИЧНОЇ ОСВIТИ В КОНТЕКСТI
«НОВОЇ УКРАЇНСЬКОЇ ШКОЛИ»

У статтi окреслено основнi причини необхiдностi реформування сучасної освiти, висвiтле-
но особливостi концептуальних засад реформування середньої школи «Нова українська
школа», наведено рекомендацiї щодо адаптування сучасної математичної освiти до вимог
«Нової української школи».

Ключовi слова: Нова українська школа, реформування середньої освiти, матема-
тична освiта, компетентностi, рекомендацiї.

Вступ
Змiни в соцiально-економiчному та полiтичному життi нашої країни, зро-

стаючi вимоги суспiльства до якiсної освiти виступають каталiзаторами як
радикальних реформ в українськiй освiтi, так i поступових крокiв до її удо-
сконалення. У зв’язку з цим перед освiтянами стоїть завдання формування
в молодих українцiв таких якостей, як прагнення до навчання впродовж
життя, умiння правильно застосовувати знання в практичних ситуацiях та
отримувати в результатi новi знання, постiйний пошук найоптимальнiших
шляхiв розв’язання життєвих проблем, вмiння використовувати iнформацiй-
нi та комунiкацiйнi технологiї, вмiння працювати в командi, спiлкуватися в
багатокультурному середовищi тощо.

Мiнiстерством освiти i науки України спiльно iз рiзними цiльовими ауди-
торiями (учителi, батьки, директори шкiл, представники районних управлiнь
освiти тощо) розроблено проект «Нова українська школа», який мiстить кон-
цептуальнi засади реформування середньої освiти.

Проект «Нова українська школа» є достатньо новим документом (17 сер-
пня 2016 р. МОН оприлюднило для широкого обговорення першу версiю
«Концептуальних засад реформування середньої освiти», 27 жовтня 2016 р.
зазначений проект (доопрацьований) було ухвалено рiшенням колегiї МОН,
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8 грудня 2016 р. тiєю ж колегiєю було ухвалено полiтичну пропозицiю до
проекту Концепцiї реалiзацiї державної полiтики у сферi реформування за-
гальної середньої освiти «Нова українська школа» на перiод до 2029 р.).
Протягом усього цього перiоду проект був предметом обговорення в коле-
ктивах навчальних закладiв. Свої пропозицiї могли надсилати як педагогiчнi
колективи, так i окремi освiтяни.

Мета статтi – висвiтлити основнi особливостi концептуальних засад ре-
формування середньої школи «Нова українська школа», навести рекомендацiї
щодо адаптування сучасної математичної освiти до вимог «Нової української
школи», спираючись на її ключовi компоненти.

Основна частина
Розбудова Нової української школи – це довга термiнова реформа, яка

розпочалася в 2016 роцi. Її реалiзацiя передбачає 3 фази:
1. Перша фаза (2016 – 2018 рр.).
2. Друга фаза (2019 – 2022 рр.).
3. Третя фаза (2023 – 2029 рр.).

Iз метою максимального врахування фiзичних, психологiчних, розумових
здiбностей дитини кожної вiкової групи реформа передбачає суттєву змi-
ну структури середньої школи, виокремлюючи три рiвнi повної загальної
середньої освiти: початкова освiта (тривалiсть чотири роки); базова сере-
дня освiта, яка здобувається в гiмназiї (тривалiсть п’ять рокiв); профiльна
середня освiта, яка здобувається в лiцеї або закладах професiйної освiти (три-
валiсть три роки) [1, с. 20].

Керуючись «Рекомендацiями Європейського парламенту та Ради Європи
щодо формування ключових компетентностей освiти впродовж життя» [3],
у Концепцiї сформульовано ключовi компетентностi для життя, формуван-
ня яких сприятиме успiшнiй самореалiзацiї особистостi, розвитку активної
громадянської позицiї, здiйсненню подальшої навчальної та професiйної дi-
яльностi:
– спiлкування державною (i рiдною у разi вiдмiнностi) мовами;
– спiлкування iноземними мовами;
– математична компетентнiсть;
– основнi компетентностi у природничих науках i технологiях;
– iнформацiйно-цифрова компетентнiсть;
– умiння вчитися впродовж життя;
– iнiцiативнiсть i пiдприємливiсть;
– соцiальна та громадянська компетентностi;
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– обiзнанiсть та самовираження у сферi культури;
– екологiчна грамотнiсть i здорове життя.

До змiсту математичної грамотностi включено: культуру логiчного i ал-
горитмiчного мислення, умiння застосовувати математичнi (числовi та гео-
метричнi) методи для вирiшення прикладних завдань у рiзних сферах дiяль-
ностi, здатнiсть до розумiння i використання простих математичних моделей,
умiння будувати такi моделi для вирiшення проблем [1, с. 11].

Першими кроками у новий освiтнiй простiр можна вважати прийнят-
тя Верховною Радою України у першому читаннi за основу законопроекту
№3481-д «Про освiту» (6 жовтня 2016 р.), а також започаткування розробле-
ння нової редакцiї Державного стандарту початкової загальної освiти (наказ
МОН вiд 5 жовтня 2016 р. №1196). Крiм того, сьогоднi на сайтi МОН усi
бажаючi можуть долучитися до онлайн обговорення програм на платформi
EdEra, змiст яких також вiдповiдатиме сучасним освiтнiм нововведенням.

Формула Нової школи складається з дев’яти ключових компонентiв:

1. Новий змiст освiти, заснований на формуваннi компетентностей.
2. Умотивований учитель, який має свободу творчостi й розвивається про-

фесiйно.
3. Наскрiзний процес виховання, який формує цiнностi.
4. Децентралiзацiя та ефективне управлiння, що надасть школi реальну

автономiю.
5. Педагогiка, що ґрунтується на партнерствi мiж учнем, учителем i ба-

тьками.
6. Орiєнтацiя на потреби учня в освiтньому процесi.
7. Нова структура школи.
8. Справедливий розподiл публiчних коштiв, який забезпечить рiвний до-

ступ усiх дiтей до якiсної освiти.
9. Сучасне освiтнє середовище, яке забезпечить необхiднi умови, засоби i

технологiї для навчання учнiв, освiтян, батькiв не лише в примiщеннi
навчального закладу [1, с. 7].

У контекстi цих складових Нової української школи нами сформульованi
деякi рекомендацiї для вчителiв математики, упровадження яких, за нашими
переконаннями, буде доцiльним на першому етапi реалiзацiї (2016 – 2018 рр.)
зазначеної Концепцiї. Зауважимо, що наведенi рекомендацiї не охоплювати-
муть усiх її компонентiв, оскiльки деякi з них не належать до компетенцiї
вчителiв.
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Рекомендацiї щодо адаптування математичної освiти до вимог Нової
української школи:

1. Оскiльки сучасна освiта потребує бiльшого зв’язку iз практикою, тому
для забезпечення варiативної складової навчальних планiв загально-
освiтнiх навчальних закладiв доречно розробляти програми елективних
курсiв (спецкурсiв, курсiв за вибором, факультативних курсiв), якi б
дозволили максимально продемонструвати та реалiзувати цей зв’язок
(реалiзацiя компоненту – «Новий змiст освiти»).

2. Методи та прийоми викладання, заснованi на спiвпрацi (iгри, експери-
менти, груповi завдання). Так, наприклад для етапу уроку «Закрiплення
нового матерiалу, вiдпрацювання вмiнь» учитель математики може ви-
користати такi прийоми: гра-тренiнг, взаємоопитування, гра у випадко-
вiсть, прес-конференцiя [2, c. 40]. Крiм того, вiдмiтимо, що використання
наведених методiв сприятиме частковому вирiшенню проблеми переван-
таженостi, стомлюваностi учнiв на уроцi, адже, як вiдомо, змiна видiв
дiяльностi учнiв на уроцi є одним iз факторiв, який визначає ефектив-
нiсть його проведення (реалiзацiя компонентiв – «Новий змiст освiти»,
«Педагогiка партнерства», «Орiєнтацiя на учня»).

3. Використання в навчально-виховному процесi новiтнiх iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй. Сучасний випускник школи повинен мати
iнформацiйно-комунiкацiйну компетентнiсть. Запровадження IКТ в освi-
тнiй галузi має перейти вiд одноразових проектiв у системний процес,
який охоплює всi види дiяльностi. IКТ суттєво розширять можливостi
педагога, оптимiзують управлiнськi процеси, таким чином, формуючи в
учня важливi для нашого сторiччя технологiчнi компетентностi [1, с. 8].
Використання IКТ на уроках математики дозволить моделювати рi-
зноманiтнi об’єкти та процеси; пiдвищить рiвень наочностi; оптимiзує
процеси органiзацiї колективної та iндивiдуальної дослiдницької роботи
та диференцiювання роботи учнiв у залежностi вiд рiвня їх пiдготовки,
пiзнавальних iнтересiв; дозволить органiзувати оперативний контроль i
допомогу з боку вчителя; сприятиме пiдвищенню iнтересу в учнiв до
предмету шляхом використання на уроках математики сучасних засо-
бiв навчання, якi урiзноманiтнять виклад нового матерiалу та форми
представлення iнформацiї, звiльнять вiд рутинної роботи та наблизять
подачу цього матерiалу до теперiшнiх уподобань пiдростаючого поколi-
ння (реалiзацiя компонентiв – «Новий змiст освiти», «Сучасне освiтнє
середовище»).
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4. Технологiчний пiдхiд до математичної освiти, який передбачає вико-
ристання у навчально-виховному процесi педагогiчних технологiй, спря-
мованих на урiзноманiтнення змiсту i методiв навчання та проектування
педагогiчних процесiв. Такi види технологiй органiзацiї урокiв матема-
тики на методичному рiвнi вирiшують проблему конструювання про-
цесу навчання, спрямованого на досягнення запланованих результатiв.
Зокрема, доцiльним буде використання на уроках математики таких те-
хнологiй: укрупнення дидактичних одиниць (П. Ерднiєв), алгоритмiзацiї
навчальних дiй учнiв (М. Волович), поетапного формування розумових
дiй (П. Гальперiн), «Педагогiчних майстерень» (П. Ланжевен, А.Валлон
та iн.), системи ефективних урокiв (А. Окунєв), розв’язання задач (Р. Ха-
занкiн), паркової технологiї навчання математики (А. Гольдiн) тощо
(реалiзацiя компонентiв – «Новий змiст освiти», «Педагогiка партнер-
ства», «Орiєнтацiя на учня»).

5. Систематична робота вчителiв математики щодо самоосвiти, адже
стрiмке реформування системи освiти в Українi, перехiд до нових дер-
жавних стандартiв вимагає, по-перше, участi вчителiв в оновленнi на-
вчальних програм, яке перiодично анонсується МОН, по-друге, доско-
нального вивчення оновлених навчальних програм, критерiїв оцiнюван-
ня, методичних рекомендацiй про викладання навчальних предметiв у
загальноосвiтнiх навчальних закладах, по-третє, постiйної самоосвiтньої
дiяльностi, спрямованої на власний розвиток, пiдвищення квалiфiкацiї
тощо (реалiзацiя компонентiв – «Умотивований учитель», «Сучасне освi-
тнє середовище»).

Висновки
Отже, пiдсумовуючи вищевикладене, зауважимо, що оновлення освiти в

Українi, безумовно, матиме вплив на розвиток i математичної освiти. Це, у
першу чергу, пов’язано iз орiєнтуванням нововведень на зв’язок iз практи-
кою, можливостями застосування набутих компетентностей саме у реальних
життєвих ситуацiях. Також учителi математики мають особливу увагу звер-
нути на реалiзацiю в навчальному процесi таких компонентiв Концепцiї як
«Педагогiка партнерства» та «Орiєнтацiя на учня». Безумовно, сьогоднi ми
знаходимося лише на першому етапi реформування, проте це не означає, що
змiни ще не вiдбуваються. Тому сучасний учитель в умовах швидкоплинних
освiтнiх реформ постiйно має монiторити ситуацiю, бути готовим до нових
перетворень в освiтi України.
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