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НАБЛИЖЕННЯ IНТЕГРАЛIВ ПУАССОНА
У РIВНОМIРНIЙ МЕТРИЦI

Отриманi розв’язки екстремальної задачi для вiдхилень потрiйних операторiв Фейєра на
класi iнтегралiв Пуассона.
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Нехай

Sn(f ;x) =
a0
2
+

n∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

— часткова сума ряду Фур’є сумовної 2π –перiодичної функцiї f . Суми Валле
Пуссена функцiї f задаються спiввiдношенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x).

У випадку p = n такий оператор називають методом Фейєра. Нехай p1 , p2 ,
p3 — довiльнi натуральнi числа такi, що p1 + p2 + p3 6 n + 2 . Потрiйними
сумами Валле Пуссена сумовної функцiї f будемо називати тригонометричнi
многочлени, якi задаються наступним спiввiдношенням

V
(3)
n,p (f ;x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

1

p3

m∑
r=m−p3+1

Sr(f ; x).

У випадках p1+ p2+ p3 = n такi тригонометричнi полiноми будемо називати
потрiйними сумами Фейєра σ

(3,0)
n,p (f ;x) . У випадку p3 = 1 потрiйнi оператори

Фейєра спiвпадають з подвiйними σ
(2,0)
n,p (f ;x) , якi вивчалися у роботi [1].

Наслiдуючи О.I. Степанця [1], позначимо через S0
M множину функцiй

iстотно обмежених i таких, що мають нульове середнє значення на перiодi, i
c⃝Бодра В.I., Шулик Т.В., Рудь К.О., Чаплик А.М., Мiрошнiченко Г.I., 2016
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через Cq
β,∞ – класи неперервних 2π –перiодичних функцiй f(x) , якi можна

подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

∫ π

−π

f q
β(x+ t)P q

β(t) dt,

в якiй P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+ βπ
2 ) – ядро Пуассона, а f q

β ∈ S0
M .

Питанням наближення класiв Cq
β,∞ лiнiйними методами присвячено ряд

робiт спецiалiстiв з теорiї функцiй. З бiблiографiєю до цих питань можна
ознайомитися у роботах [2]-[5]

В данiй роботi отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiд-
хилень тригонометричних полiномiв σ

(3,0)
n,p на класах Cq

β,∞ для β = 1

E(Cq
1,∞, σ(3,0)

n ) = sup
f∈Cq

1,∞

||f(x)− σ(3,0)
n (f, x)||C .

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1) , тодi для n → ∞ , pi → ∞ , i = 1, 2, 3 має
мiсце асимптотична формула

E(Cq
1,∞;σ

(3,0)
n,p ) =

4q3(1 + q2)

πp1p2p3(1− q2)3
+O(1)

qp1 + qp2 + qp3

p1p2p3(1− q)7
. (1)

Доведення. Застосовуючи формулу (6) роботи [6], отримуємо для
p1 + p2 + p3 = n , q ∈ (0; 1) , β = 1

δ(3,0)n (f, x)
df
= f(x)− σ(3,0)

n (f ;x) =
q3

πp1p2p3
×

×
π∫

−π

f q
β(x+ t)(sin 3t− 4q sin 2t+ 6q2 sin t− q4 sin t)

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+O(1)R(3)

n ,

де R
(3)
n = qp1+qp2+qp3

p1p2p3(1−q)7 .

Враховуючи нулi функцiї ξq(t) = sin 3t − 4q sin 2t + 6q2 sin t − q4 sin t ,
побудуємо екстремальну для даного iнтегрального уявлення функцiю

φ(t) = sign(sin 3t− 4q sin 2t+ 6q2 sin t− q4 sin t) =

φ(t) = sign(ξq(t)) =



−1, −π 6 t < −arc cos 2q−(1−q2)
2 ;

+1, −arc cos 2q−(1−q2)
2 6 t < −arc cos 2q+(1−q2)

2 ;

−1, −arc cos 2q+(1−q2)
2 6 t < 0;

+1, 0 6 t < arc cos 2q+(1−q2)
2 ;

−1, arc cos 2q+(1−q2)
2 6 t < arc cos 2q−(1−q2)

2 ;

+1, arc cos 2q−(1−q2)
2 6 t 6 π,
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Оскiльки φ ∈ S0
M , то

E(Cq
1,∞, σ(3,0)

n ) =

=
q3

πp1p2

π∫
−π

φ(t)(sin 3t− 4q sin 2t+ 6q2 sin t− q4 sin t)

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+O(1)R(3)

n =

=
q3

πp1p2p3

π∫
−π

| sin 3t− 4q sin 2t+ 6q2 sin t− q4 sin t|
(1− 2q cos t+ q2)4

dt+O(1)R(3)
n =

=
2q3

πp1p2p3

arc cos 2q+(1−q2)
2∫

0

sin t(4 cos2 t− 8q cos t+ (6q2 − q4 − 1))

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+

+
−2q3

πp1p2p3

arc cos 2q−(1−q2)
2∫

arc cos 2q+(1−q2)
2

sin t(4 cos2 t− 8q cos t+ (6q2 − q4 − 1))

(1− 2q cos+q2)4
dt−

+
2q3

πp1p2p3

π∫
arc cos 2q−(1−q2)

2

sin t(4 cos2 t− 8q cos t+ (6q2 − q4 − 1))

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+O(1)R(3)

n .

(2)
Виконуючи iнтегрування, знаходимо∫
sin t(4 cos2 t− 8q cos t+ (6q2 − q4 − 1))

(1− 2q cos t+ q2)4
dt = − 1

2q3
(1− 2q cos t+ q2)−1+

+
1− q2

2q3
(1− 2q cos t+ q2)−2 − (1− q2)3

6q3
(1− 2q cos t+ q2)−3.

Виконуючи елементарнi перетворення, маємо(
− 1

2q3(1− 2q cos t+ q2)
+

1− q2

2q3(1− 2q cos t+ q2)2
−

− (1− q2)3

6q3(1− 2q cos t+ q2)3

) ∣∣∣∣∣
arc cos 2q+(1−q2)

2

0

−

∣∣∣∣∣
arc cos 2q−(1−q2)

2

arc cos 2q+(1−q2)
2

+

∣∣∣∣∣
π

arc cos 2q−(1−q2)
2

=
2(1 + q2)

(1− q2)3
.

Пiдставивши в (2), отримуємо рiвнiсть (1). Теорема доведена.
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Approximation of Poisson integrals in the uniform metric
Found asymptotic formula for upper bounds of deviations of repeated by Fejer

sums on the set of Poisson integrals. Under certain conditions, formula guarantee
the solvability of the Kolmogorov–Nikol’skiy problem for repeated sums of Fejer
and classes of Poisson integrals.

Keywords: Fourier series, sums, the asymptotic equations.
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