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Вiд редакцiйної колегiї
Шановнi читачi!
Ви тримаєте в руках п’ятий випуск «Збiрника наукових праць фiзико-

математичного факультету» державного вищого навчального закладу «Дон-
баський державний педагогiчний унiверситет». Видання наукових праць ви-
кладачiв, студентiв та молодих науковцiв фiзико-математичного факультету
ДДПУ започатковано у 2010 роцi, коли результати наукових дослiджень
було опублiковано окремою серiєю «Фiзико-математичнi науки» в збiрнику
наукових праць «Пошуки i знахiдки» за матерiалами науково-практичної
конференцiї СДПУ «Актуальнi питання науки i освiти» (СДПУ, 20-22 квi-
тня 2010р.).

Метою збiрника є пiдтримка наукової активностi як серед студентiв, так
i серед молодих викладачiв ДДПУ та iнших ВНЗ.

Основу збiрника складають повнотекстовi статтi доповiдей на цьогорiчнiй
Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї «Перспективнi напрямки су-
часної науки та освiти» (Слов’янськ, ДДПУ, 22-24 квiтня 2015р.). Основнi
результати доповiдались на секцiйних засiданнях та були рекомендованi до
друку головами секцiй, завiдувачами випускових кафедр та науковими керiв-
никами випускових робiт.

Засновники збiрника мають намiр зробити його максимально вiдкритим
як для авторiв, так i для читачiв. Вiн виходить один раз на рiк у друкованому
та електронному виглядi. Електронна версiя журналу та iнформацiя щодо
спiвпрацi з авторами є доступною на офiцiйному сайтi збiрника за адресою
http://ddpu.edu.ua/fizmatzbirnyk/begin.htm.

Запрошуємо до спiвпрацi. Наснаги та творчих успiхiв!
Члени редакцiйної колегiї.
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ПАМ’ЯТI ВОЛОДИМИРА IВАНОВИЧА РУКАСОВА

(05.03.1953 — 09.03.2009)

9 березня 2009 року на 56 роцi пiшов iз життя вiдомий український
учений, видатний педагог, ректор Слов’янського державного педагогiчного
унiверситету (нинi — Державний вищий навчальний заклад «Донбаський
державний педагогiчний унiверситет»), доктор фiзико-математичних наук,
професор Володимир Iванович Рукасов.

Народився Володимир Iванович в мiстi Костянтинiвка Донецької областi.
Його значний вклад у розбудову саме математичної школи унiверситету

створив сприятливi умови для розвитку науки на фiзико-математичному фа-
культетi, а його iдеї без сумнiву будуть зберiгати свiй вплив i в майбутньому.

c⃝ , 2015
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Пам’ятi Володимира Iвановича Рукасова

Основнi дати трудової дiяльностi

1975–1978 р. — вчитель математики i фiзики
Iллiчiвської середньої школи
Костянтинiвського району Донецької областi;

1978–1980 р. — асистент кафедри математичного аналiзу СДПI;
1984–1986 рр. — старший викладач кафедри математичного аналiзу,

завiдувач кафедри математичного аналiзу СДПI;
1986–1998 р. — проректор з науково-дослiдної роботи СДПI;
1998–2003 р. — проректор з навчальної роботи СДПI (СДПУ);
2003–2009 р. — ректор СДПУ.

Основнi дати навчання та науково-педагогiчнi здобутки

1970-1975 р. — навчання у Слов’янському державному педагогiчному
Iнститутi на фiзико-математичному факультетi;

1975 р. — закiнчив з вiдзнакою фiзико-математичний факультет
СДПI за фахом «математика i фiзика»;

1980-1984 р. — навчання в аспiрантурi
Iнституту математики АН УРСР;

1984 р. — захистив дисертацiю на здобуття наукового ступеня
кандидата фiзико-математичних наук за спецiальнiстю
«Математичний аналiз» (тема — «Исследование
верхних граней отклонений линейных средних рядов
Фурье на классах периодических функций»);

1988 р. — присвоєно вчене звання доцента
кафедри математичного аналiзу СДПI;

2002 р. — обраний Академiком Мiжнародної Академiї наук
педагогiчної освiти;

2003 р. — захистив дисертацiю на здобуття наукового ступеня
доктора фiзико-математичних наук за спецiальнiстю
«Математичний аналiз» (тема — «Дослiдження
екстремальних задач теорiї наближення функцiй»);

2003 р. — присвоєно вчене звання професора
за кафедрою математичного аналiзу СДПУ;

2005 р. — обраний членом Президiї
Українського математичного товариства.
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Володимир Iванович Рукасов був нагороджений
1989 р. — Почесною грамотою Мiнiстерства освiти УРСР;
1999 р. — знаком «Вiдмiнник освiти України»;
1989, 99, 2004 р. — Почесною грамотою

Академiї Педагогiчних наук України;
2004 р., 2006 р. — Почесною грамотою

Донецької обласної державної адмiнiстрацiї;
2004 р. — Почесною грамотою Кабiнету Мiнiстрiв України;
2006 р. — медаллю «Будiвничий України» Всеукраїнського

об’єднання «Просвiта» iм. Т. Шевченка;
2007 р. — нагрудним знаком «За науковi досягнення».

Наукова дiяльнiсть та науковi здобутки
У коло наукових iнтересiв Володимира Iвановича Рукасова входили про-

блеми теорiї наближення функцiй i теорiї лiнiйних методiв пiдсумовування
рядiв Фур’є, а також питання методики викладання математичних дисциплiн
i проблеми педагогiки вищої школи. В унiверситетi ним створена наукова
школа з теорiї функцiй, в межах якої пiдготовлено п’ять кандидатiв фiзико-
математичних наук. Володимир Iванович Рукасов — автор однiєї монографiї,
шести пiдручникiв i посiбникiв, понад 100-а наукових праць iз теорiї функцiй.

Дослiдження школи пов’язанi iз знаходженням асимптотичних формул
для верхнiх граней вiдхилень тригонометричних полiномiв, якi породжу-
ються лiнiйними методами пiдсумовування рядiв Фур’є, на рiзних класах
перiодичних функцiй однiєї та багатьох дiйсних змiнних, що мають узагаль-
ненi (ψ, β) -похiднi у розумiннi О.I. Степанця, у рiвномiрнiй i iнтегральнiй
метриках. Одержанi представниками школи результати охоплюють широкий
спектр функцiй, що включає функцiї малої та скiнченної гладкостi, нескiн-
ченно диференцiйовнi, в тому числi аналiтичнi i цiлi функцiї, а серед методiв
наближення — класичнi методи Фур’є, Валле-Пуссена, Фейєра, Зигмунда,
Фавара, Рогозинського, Стеклова. Дослiджуються також аналогiчнi задачi
наближення класiв локально iнтегровних функцiй, заданих на дiйснiй осi (i
необов’язково перiодичних) за допомогою цiлих функцiй експоненцiального
типу. Отриманi асимптотичнi формули в бiльшостi випадкiв забезпечують
розв’язки вiдомої задачi Колмогорова-Нiкольського. Дослiджувались також
апроксимативнi властивостi введених О.I. Степанцем i В.I. Рукасовим про-
сторiв з анiзотропною метрикою. Цi дослiдження розвивалися пiд впливом
всесвiтньо вiдомої Київської наукової школи з теорiї функцiй видатного укра-
їнського математика, члена-кореспондента НАН України, доктора фiзико-
математичних наук, професора, Заслуженого дiяча науки i технiки України
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Пам’ятi Володимира Iвановича Рукасова

О.I. Степанця.
Серед численних учнiв Олександра Iвановича 8 випускникiв СДПУ, в то-

му числi Рукасов В.I. Загальна кiлькiсть публiкацiй представникiв школи
становить понад 120 наукових праць. Iз них 1 монографiя (видання Iнститу-
ту математики НАН України), 3 навчальнi посiбники з грифом Мiнiстерства
освiти i науки, близько 40 статей у фахових виданнях.

У рамках наукової школи з теорiї наближення функцiй пройшли пiдго-
товку випускники фiзико-математичного факультету: Новiков О.О., Чайчен-
ко С.О., Федоренко О.С., Сiлiн Є.С., Бодра В.I., Овсiй Є.Ю., Ровенська О.Г.,
якi пiдготували кандидатськi дисертацiї i успiшно працюють як в нашому
унiверситетi, так в iнших наукових i освiтнiх центрах України.

Володимир Iванович завжди був наполегливим у досягненнi поставленої
мети i, водночас, порядною, доброзичливою, урiвноваженою людиною iз щи-
росердним ставленням до тих, хто поруч.

Свiтла пам’ять про Володимира Iвановича Рукасова завжди буде жити
в наших серцях!

С.М. Чуйко, С.О. Чайченко, О.О. Новiков,
В.О. Надточiй, О.М. Рябухо, О.В. Чуйко,

В.I. Бодра, Є.С. Сiлiн, О.Г. Ровенська,
В.Є. Величко, О.А. Кадубовський
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Основнi науковi працi В.I. Рукасова

1. Рукасов В.И. Приближение непрерывных периодических функций мно-
гих переменных интерполяционными тригонометрическими полиномами
с равноотстоящими узлами // Доклады АН УССР. Сер. А. — 1982. —
№ 12. — С. 17–19.

2. Рукасов В.И. Исследование верхних граней отклонений линейных сре-
дних рядов Фурье на классах периодических функций: автореф. дис.
канд. физико-мат.наук: (01. 01. 01) / АН УССР, Институт математики. —
К., 1983. – 14 с.

3. Степанец А.И., Рукасов В.И. О приближении суммами Фурье треу-
гольного вида на классах непрерывных периодических функций двух
переменных // Укр. мат. журн. — 1983. — Т. 35, № 2. — С. 249–255.

4. Рукасов В.И. Оценки отклонений интерполяционных тригонометриче-
ских полиномов с равноотстоящими узлами на классах непрерывных пе-
риодических функций многих переменных // Укр. мат. журн. — 1983. —
Т. 35, № 1. — С. 70–76.

5. Рукасов В.И. Приближение непрерывных периодических функций мно-
гих переменных полиномами Рогозинского интерполяционного типа. —
Киев. 1983. — С. 3–41. — (Препринт / АН УССР. Институт математики;
83.34).

6. Рукасов В.И. Приближение периодических функций линейными средни-
ми их рядов Фурье. — Киев. 1983. — 56 с. — (Препринт / АН УССР.
Институт математики; 83.62).

7. Rukasov V.I. Estimates of deviations of interpolation trigonometric
polynomials with equidistant no des on classes of continuous periodic functi-
ons of several variables // Ukrain. Mat. J. — 1983. — Vol. 35, No. 1. —
P. 70–75, 135.

8. Stepanets A.I., Rukasov V.I. Approximation by Fourier sums of triangular
type on classes of continuous periodic functions of two variables // Ukrain.
Mat. J. — 1983. – Vol. 35, No. 2. — P. 249–254.

9. Рукасов В.И. Приближение непрерывных периодических функций мно-
гих переменных полиномами Бернштейна интерполяционного типа. —
Киев. 1987. — С. 51–59. — (Препринт / АН УССР. Ин-т математики;
87.40).

10. Рукасов В.И. Приближение непрерывных периодических функций ли-
нейными средними их рядов Фурье // Труды Математического Ин-та
АН СССР. Теория функций и смежные вопросы анализа. — 1987. —
180. — С. 187–189.
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Пам’ятi Володимира Iвановича Рукасова

11. Рукасов В.И. Приближение функций класса Cψ
β,∞ линейными средними

их рядов Фурье // Укр. мат. журн. — 1987. — Т. 39, № 4. — С. 478–483.
12. Rukasov V.I. Approximation of functions of the class Cψ

β,∞ by the linear
means of their Fourier series // Ukrain. Mat. J. — 1987. — Vol. 39, No. 4. —
P. 478–483, 542.

13. Новиков О.А., Рукасов В.И. Приближение классов непрерывных пе-
риодических функций аналогами сумм Валле-Пуссена // Ряды Фурье:
теория и приложения. — Киев: Ин-т математики АН Украины, 1992. —
С. 57–63.

14. Рукасов В.И. Приближение операторами Валле-Пуссена функций, за-
данных на действительной оси // Укр. мат. журн. — 1992. — Т. 44, № 5. —
С. 682–691.

15. Rukasov V.I. Approximation by de la Vallee-Poussin operators of functions
defined on the real axis // Ukrain. Mat. J. — 1993. — Vol. 44, No. 5. —
P. 615–623.

16. Новиков О.А., Рукасов В.И. Приближение непрерывных периодических
функций обобщенными суммами Валле-Пуссена // Укр. мат. журн. —
1995. — Т. 47, № 8. — С. 1069–1079.

17. Rukasov V.I., Novikov O.A. Approximation of classes of continuous functions
by generalized de la Vallee-Poussin // Ukrain. Mat. J. — 1995. — Vol. 47,
No. 8. — P. 1222–1233.

18. Пивоваров Л.В., Рукасов В.И., Ягупец Ю.И. Управление параметрами
устройств и систем с электропроводными контурами. Оценка погрешно-
сти методами Фурье: монография / НАН Украины, Ин-т электродина-
мики. — К. ; Славянск: СГПИ, 1996. — 482 с.

19. Рукасов В.И., Новиков О.А. Приближение классов Cψ
βHω обобщенными

суммами Валле-Пуссена // Укр. мат. журн. — 1997. — Т. 49, № 4. —
С. 606–610.

20. Rukasov V.I., Novikov O.A. Approximation of the classes Cψ
βHω by generali-

zed de la Vallee-Poussin sums // Uklrain. Math. J. — 1997. — Vol. 49,
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Нехай L — множина сумовних 2π –перiодичних функцiй i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x)

— ряд Фур’є функцiї f ∈ L . Позначимо через Sn(f ; x) частковi суми ряду
Фур’є порядку n . Суми Валле Пуссена функцiї f ∈ L задаються спiввiдно-
шенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x).

Застосовуючи метод пiдсумовування Валле Пуссена двiчi, отримуємо насту-
пний метод побудови тригонометричних полiномiв. Нехай p1 , p2 — довiльнi
натуральнi числа такi, що p1 + p2 6 n + 1 . Функцiї f ∈ L поставимо у
вiдповiднiсть послiдовнiсть подвiйних середнiх Валле Пуссена

Vn,p1,p2(f, x) = V
(2)
n,p (f, x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

Vk+1,p2(f, x) =

c⃝Новiков О.О., Ровенська О.Г., Чабанова Є.О., Бикова Н.I., Волiк С.В., 2015
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=
1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

Sm(f, x).

Наслiдуючи О.I. Степанця [1], позначимо через S0
M множину функцiй

iстотно обмежених i таких, що мають нульове середнє значення на перiодi, i
через Cq

β,∞ – класи неперервних 2π –перiодичних функцiй f(x) , якi можна
подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

∫ π

−π
φ(x+ t)P q

β(t) dt,

в якiй P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+ βπ
2 ) – ядро Пуасона, а φ ∈ S0

M .

Питанням наближення класiв Cq
β,∞ лiнiйними методами присвячено ряд

робiт спецiалiстiв з теорiї функцiй.
С.М. Нiкольський [2] показав, що для верхнiх граней вiдхилень часткових

сум Фур’є на цих класах має мiсце асимптотична формула

E
(
Cq
β,∞;Sn

)
=

8qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

+O(1)
qn

n
,

де величина O(1) не залежить вiд n ∈ N . С.Б. Стечкин в роботi [3] показав,
що залишковий член цiєї формули можна подати у виглядi O(1) qn

n(1−q) , де
величина O(1) рiвномiрно обмежена вiдносно n ∈ N та q ∈ (0; 1) .

В работi [1] О.I. Степанець отримав аналогiчну асимптотичну формулу
для класiв Cq

βHω . В.I. Рукасов та С.О. Чайченко [4] для верхнiх граней вiд-
хилень сум Валле Пуссена на класах Cq

β,∞ i Cq
βHω отримали аналогичнi

асимптотичнi формули. Зокрема, у цiй роботi показано, що

E
(
Cq
β,∞;Vn,p

)
=

4qn−p+1

πp(1− q2)
+O(1)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
. (1)

А.С. Сердюк [5] показав, що має мiсце бiльш загальна рiвнiсть нiж (1):

E
(
Cq
β,∞;Vn,p

)
=
qn−p+1

p

(
4

π2
Kp,q +O(1)

(
q

(n− p+ 1)(1− q)s

))
,

де

Kp,q =

π∫
0

√
1− 2qp cos pt+ q2p

1− 2q cos pt+ q2
dt, s = s(p) =

{
1, p = 1
3, p = 2, 3, ....
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Позначимо у випадку p1+p2+r = n , r = −1; 0; 1; 2; ...; p1 = p , p2 = n−p−r,

Vn,p1,p2(f, x) = σ(2,r)n,p (f, x) = σ(2,r)n (f, x); δ(2,r)n (f, x) = f(x)− σ(2,r)n (f, x).

Домовимося многочлени σ
(2,r)
n (f, x) називати подвiйними сумами Фейєра

функцiї f(x) .
В данiй роботi отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiд-

хилень тригонометричних полiномiв σ
(2,r)
n (f, x) для r = −1 на класах Cq

β,∞
для β = 1

E(Cq
1,∞, σ

(2,−1)
n )

df
= sup

f∈Cq
1,∞

||f(x)− σ(2,−1)
n (f, x)||C .

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1) , p1 + p2 = n + 1 . Тодi для n → ∞ має мiсце
асимптотична формула

E(Cq
1,∞, σ

(2,−1)
n ) =

{
4q2

πp1p2(1−q2)2 +O(1)q
n−p1+qn−p2

p1p2(1−q)5 , якщо q ∈ (0; 1/2);
(4q2+1)q

πp1p2(1−q2)2 +O(1)q
n−p1+qn−p2

p1p2(1−q)5 , якщо q ∈ [1/2; 1).
(2)

Доведення. Застосовуючи мiркування роботи [6, c.123], отримуємо для
q ∈ (0; 1) , β = 1 , p1 + p2 = n+ 1

δ(2,−1)
n (f, x)

df
= f(x)− σ(2,−1)

n (f ; x) =

=
−q
πn

π∫
−π

f qβ(x+ t)

(1− 2q cos t+ q2)3
(sin t− 3q2 sin t+ q3 sin 2t)dt+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
.

Тодi в силу iнвариантностi класу Cq
1,∞ вiдносно зсуву за аргументом

E(Cq
1,∞, σ

(2,−1)
n ) 6

6 q

πp1p2

π∫
−π

φ(t)(sin t− 3q2 sin t+ q3 sin 2t)

(1− 2q cos t+ q2)3
dt+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
. (3)

де φ(t) = sign(sin t− 3q2 sin t+ q3 sin 2t). Оскiльки функцiя φ(t) непарна, то
φ(t) ∈ S0

M .
Для q ∈ (0; 1/2) виконується sin t − 3q2 sin t + q3 sin 2t = 0 лише для

t = 0;±π . Це означає, що у випадку q ∈ (0; 1/2) функцiя

φ(t) = sign(sin 2t− 3q sin t+ q3 sin t) =

{
1, −π 6 t < 0;

−1, 0 6 t 6 π,
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належить до S0
M . Напроти, для q ∈ [1/2; 1) умова sin t−3q2 sin t+q3 sin 2t = 0

виконується для t = 0;±π; tq = ±arc cos 3q2−1
2q3 . Отже для q ∈ [1/2; 1) функцiя

φ(t) = sign(sin t− 3q2 sin t+ q3 sin 2t) =


1, −π 6 t < −arc cos 3q2−1

2q3 ;
−1, −arc cos 3q2−1

2q3 6 t < 0;

1, 0 6 t < arc cos 3q2−1
2q3 ;

−1, arc cos (3q−q3)
2 6 t 6 π,

належить до S0
M . Це означає, що для зазначених функцiй φ(t) у спiввiдно-

шеннi (3) має мiсце рiвнiсть.
Тодi для q ∈ (0; 1/2) виконується

||δ(2,−1)
n (φ; 0)||C =

=
4q5

πp1p2
[J1(π)− J1(0)] +

2q2(1− 3q2)

πp1p2
[J2(π)− J2(0)] +O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
,

де

J1(t) =

∫
cos t sin tdt

(1− 2q cos t+ q2)3
; J2(t) =

∫
sin tdt

(1− 2q cos t+ q2)3
,

а для q ∈ [1/2; 1) маємо

||δ(2,−1)
n (φ; 0)||C =

4q5

πp1p2

[
2J1(arc cos

3q2 − 1

2q3
)− J1(0)− J1(π)

]
+

+
2q2(1− 3q2)

πp1p2

[
2J2(arc cos

3q2 − 1

2q3
)− J2(0)− J2(π)

]
+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
.

Оскiльки

J1(t) =
1

4q2
(1− 2q cos t+ q2)−1 − 1 + q2

8q2
(1− 2q cos t+ q2)−2 + C;

J2(t) = − 1

4q
(1− 2q cos t+ q2)−2 + C,

то, виконуючи перетворення, отримуємо для q ∈ (0; 1/2)

||δ(2,−1)
n (φ; 0)||C =

4q2

πp1p2(1− q2)2
+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
,

а для q ∈ [1/2; 1)

||δ(2,−1)
n (φ; 0)||C =

(4q2 + 1)q

πp1p2(1− q2)2
+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
.

Таким чином мають мiсце асимптотичнi формули (2).
Зауважимо, що для q = 1/2 значення головних членiв цих формул спiв-

падають. Теорема доведена.
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ЕКСТРЕМАЛЬНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПОДВIЙНИХ ОПЕРАТОРIВ
ФЕЙЄРА НА КЛАСАХ IНТЕГРАЛIВ ПУАСОНА

Отриманi розв’язки екстремальної задачi для верхнiх граней вiдхилень подвiйних опера-
торiв Фейєра на класах iнтегралiв Пуасона.

Keywords: Fourier series, sums, the asymptotic equations

Нехай L — множина сумовних 2π –перiодичних функцiй i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

— ряд Фур’є функцiї f ∈ L . Позначимо через Sn(f ; x) частковi суми ряду
Фур’є функцiї f ∈ L . Нехай p1 , p2 — довiльнi натуральнi числа такi, що
p1+p2 = n . Функцiї f ∈ L поставимо у вiдповiднiсть послiдовнiсть подвiйних
сум Фейєра

σ(2,0)n,p1,p2
(f, x) = σ(2,0)n (f, x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

Sm(f, x).

Наслiдуючи О.I. Степанця [1], позначимо через S0
M множину функцiй

iстотно обмежених i таких, що мають нульове середнє значення на перiодi, а
через Cq

β,∞ – класи неперервних 2π –перiодичних функцiй f(x) , якi можна
подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

∫ π

−π
φ(x+ t)P q

β(t) dt,

в якiй P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+ βπ
2 ) – ядро Пуасона, а φ ∈ S0

M .

Питанням наближення класiв Cq
β,∞ лiнiйними методами присвячено ряд

робiт спецiалiстiв з теорiї функцiй. З бiблiографiєю до цих питань можна
ознайомитися у роботах [1]-[3]

c⃝Бодра В.I., Безсмертна К.В., Єгорова О.В., Лашина О.С., Рудь А.М., 2015
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В данiй роботi отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiд-
хилень тригонометричних полiномiв σ

(2,0)
n,p1,p2(f, x) на класах Cq

β,∞

E(Cq
1,∞, σ

(2,0)
n )

df
= sup

f∈Cq
1,∞

||f(x)− σ(2,0)n (f, x)||C .

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1) , p1 + p2 = n . Тодi для n → ∞ має мiсце
асимптотична формула

E(Cq
1,∞;σ(2,0)n,p ) =

q4 + 4q2

πp1p2(1− q2)2
+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
. (2)

Доведення. Застосовуючи мiркування робiт [4], [5, c.123], отримуємо для
β = 1 ,

δ(2,0)n (f, x)
df
= f(x)− σ(2,0)n (f ; x) =

=
−q
πn

π∫
−π

f q1 (x+ t)

(1− 2q cos t+ q2)3
((3q − q3) sin t− sin 2t)dt+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
.

Тодi

E(Cq
1,∞, σ

(2,0)
n ) 6 q

πp1p2

π∫
−π

φ(t)((3q − q3) sin t− sin 2t)

(1− 2q cos t+ q2)3
dt+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
.

(3)
де φ(t) = sign((3q − q3) sin t− sin 2t).

Оскiльки для будь-якого q ∈ (0; 1) умова (3q− q3) sin t− sin 2t = 0 вико-
нується тiльки для t = 0;±π; tq = ±arc cos 3q−q3

2 , то функцiя

φ(t) = sign((3q − q3) sin t− sin 2t) =


−1, −π 6 t < −arc cos 3q−q3

2 ;
1, −arc cos 3q−q3

2 6 t < 0;

−1, 0 6 t < arc cos 3q−q3
2 ;

1, arc cos (3q−q3)
2 6 t 6 π,

мiститься у множинi S0
M . Це означає, що у спiввiдношеннi (3) має мiсце асим-

птотична рiвнiсть.
Тодi для q ∈ (0; 1) виконується

||δ(2,−1)
n (φ; 0)||C =

2q2(3q − q3)

πp1p2
[J2(0) + J2(π)− 2J2(arc cos

3q − q3

2
)+

+
4q2

πp1p2
[2J1(arc cos

3q − q3

2
)− J1(0) + J1(π)],
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де

J1(t) =

∫
cos t sin tdt

(1− 2q cos t+ q2)3
; J2(t) =

∫
sin tdt

(1− 2q cos t+ q2)3
.

Оскiльки

J1(t) =
1

4q2
(1− 2q cos t+ q2)−1 − 1 + q2

8q2
(1− 2q cos t+ q2)−2 + C;

J2(t) = − 1

4q
(1− 2q cos t+ q2)−2 + C,

то, виконуючи перетворення, отримуємо для q ∈ (0; 1)

E(Cq
1,∞;σ(2,0)n,p ) =

q4 + 4q2

πp1p2(1− q2)2
+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
.

Теорема доведена.
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АСИМПТОТИЧНI ФОРМУЛИ ДЛЯ ВIДХИЛЕНЬ
ПОДВIЙНИХ ОПЕРАТОРIВ ФЕЙЄРА

Отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхилень подвiйних операторiв
Фейєра на класах перiодичних функцiй.
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В роботi [1] подвiйнi оператори наближення запровадженi наступним чи-
ном. Нехай L — множина сумовних 2π –перiодичних функцiй i

Sn(f ;x) =
a0
2
+

n∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

– частковi суми ряду Фур’є функцiї f ∈ L . Нехай p1 , p2 — довiльнi натураль-
нi числа такi, що p1 + p2 = n− 1 . Функцiї f ∈ L поставимо у вiдповiднiсть
послiдовнiсть тригонометричних полiномiв

σ(2,1)n,p1,p2
(f, x) = σ(2,1)n (f, x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

Sm(f, x),

якi домовимося називати подвiйними сумами Фейєра. Наслiдуючи [2], по-
значимо через S0

M множину функцiй iстотно обмежених i таких, що мають
нульове середнє значення на перiодi, i через Cq

β,∞ – класи неперервних 2π –
перiодичних функцiй f(x) , якi можна подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)P q
β(t) dt,

в якiй P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+ βπ
2 ) – ядро Пуасона, а φ ∈ S0

M .
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Питанням наближення класiв Cq
β,∞ лiнiйними методами присвячено ряд

робiт С.М. Нiкольського [3], С.Б. Стечкина [4], О.I. Степанця [2], В.I. Рука-
сова, С.О. Чайченко [5], А.С. Сердюка [6].

В данiй роботi отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiд-
хилень тригонометричних полiномiв σ

(2,1)
n (f, x) на класах Cq

β,∞

E(Cq
1,∞, σ

(2,1)
n )

df
= sup

f∈Cq
1,∞

||f(x)− σ(2,1)n (f, x)||C .

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1) , p1 + p2 = n − 1 . Тодi для n → ∞ має мiсце
асимптотична формула

E(Cq
1,∞;σ(2,1)n ) =

2π−1

p1p2

[
ln

16(1− q)(1 + q)3

(q +
√
4− 3q2)4

+q
(8q2 − 4)− (q2 − 2)

√
4− 3q2

2(1− q2)2

]
+

+O(1)
qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
. (1)

Доведення. Застосовуючи мiркування робiт [7], [8, c.123], отримуємо для
β = 1 ,

δ(2,1)n (f, x)
df
= f(x)− σ(2,1)n (f ; x) =

=
−q
πn

π∫
−π

f q1 (x+ t)

(1− 2q cos t+ q2)3
(sin 3t− 3q sin 2t+ 3q2 sin t)dt+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
.

Тодi

E(Cq
1,∞, σ

(2,1)
n ) 6

6 q

πp1p2

π∫
−π

φ(t)(sin 3t− 3q sin 2t+ 3q2 sin t)

(1− 2q cos t+ q2)3
dt+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
, (2)

де φ(t) = sign(sin 3t− 3q sin 2t+ 3q2 sin t).
Оскiльки для будь-якого q ∈ (0; 1) умова (3q− q3) sin t− sin 2t = 0 вико-

нується тiльки для t = 0;±π; t−q = arc cos
3q−

√
4−3q2

4 , t+q = arc cos
3q+

√
4−3q2

4 ,
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то функцiя

φ(t) =



1, −π 6 t < −arc cos
3q−

√
4−3q2

4 ;

−1, −arc cos
3q−

√
4−3q2

4 6 t < −arc cos
3q+

√
4−3q2

4 ;

1, −arc cos
3q−

√
4−3q2

4 6 t < 0;

1, 0 6 t < arc cos
3q+

√
4−3q2

4 ;

−1, arc cos
3q+

√
4−3q2

4 6 t < arc cos
3q−

√
4−3q2

4 ;

1, arc cos
3q−

√
4−3q2

4 6 t < π;

належить до S0
M . Отже спiввiдношення (2) є асимптотичною рiвнiстю.

Тодi для q ∈ (0; 1) виконується

||δ(2,1)n (φ; 0)||C =
2q3

πp1p2

[
8J1(t+q)− 4J1(0)− 12qJ2(t+q) + 6qJ2(0)+

+2(−1 + 3q2)J3(t+q)− (3q2 − 1)J3(0)− 8J1(t−q) + 12qJ2(t−q)−

−2(3q2 − 1)J3(t−q) + 4J1(π)− 6qJ2(π) + (3q2 − 1)J3(π)

]
+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
,

де

J1(t) =

∫
sin t cos2 t

(1− 2q cos t+ q2)3
dt; J2(t) =

∫
sin t cos t

(1− 2q cos t+ q2)3
dt;

J3(t) =

∫
sin t

(1− 2q cos t+ q2)3
dt.

Оскiльки

J1(t) =
1

8q3
ln(1− 2q cos t+ q2)− (1 + q2)2

16q3
(1− 2q cos t+ q2)−2+

+
(1 + q2)

4q3
(1− 2q cos t+ q2)−1; J3(t) = − 1

4q
(1− 2q cos t+ q2)−2;

J2(t) =
1

4q2
(1− 2q cos t+ q2)−1 − 1 + q2

8q2
(1− 2q cos t+ q2)−2,

то, виконуючи перетворення, отримуємо спiввiдношення (1). Теорема доведе-
на.
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ЩОДО НАБЛИЖЕННЯ НЕСКIНЧЕННИХ МАТРИЦЬ

Запропоновене означення вiдносної норми елементiв простору нескiнченних матриць.
Keywords: infinite matrix, Fourier series

Сумою нескiнчених матриць X = {xij}; i ∈ N, j ∈ N, i Y = {yij}; i ∈ N,
j ∈ N, будемо називати нескiнчену матрицю Z = {zij}; i ∈ N, j ∈ N, таку,
що zij = xij + yij;∀i ∈ N, j ∈ N . Будемо позначати Z = [X + Y ] . Добутком
нескiнченої матрицi X = {xij}; i ∈ N, j ∈ N, на число λ називається нескiн-
чена матриця Z = {zij}; i ∈ N, j ∈ N, така, що zij = λxij;∀i ∈ N, j ∈ N .

Кожнiй нескiнченiй матрицi A = {aij}; i ∈ N, j ∈ N, поставимо у вiд-
повiднiсть сiм’ю матриць Am

n = {aij}; i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ...,m, розмiру
m× n i сiм’ю нескiнченних матриць Ām

n = {αij}; i ∈ N, j ∈ N , де

αij =

{
aij, i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ...,m;
0, i = n+ 1, n+ 2, ...; j = m+ 1,m+ 2, ....

Рiзницею A−Am
n будемо називати матрицю A−Ām

n . Зафiксуємо двi матрицi-
рядка B = (b1, b2, ...) , C = (c1, c2, ...) i позначимо Bt, Ct матрицi їм транс-
понованi. Нормою матрицi A = {aij}; i ∈ N, j ∈ N, вiдносно фiксованих
напрямкiв B = {bi};C = {ci}; i ∈ N, будемо називати величину

||A||BC = |B × A× Ct| = |
∞∑
i=1

∞∑
j=1

aijbicj|. (1)

Позначимо для фiксованих напрямкiв B = {bi};C = {ci}; i ∈ N, через PBC

множину нескiнчених матриць, якi мають скiнченну норму вiдносно напрям-
кiв B = {bi};C = {ci}; i ∈ N .

Вiдхиленням матрицi U = {uij}; i ∈ N, j ∈ N вiд A = {aij}; i ∈ N, j ∈ N,
вiдносно B = {bi};C = {ci}; i ∈ N, будемо називати ||A − U ||BC , де

c⃝Новiков О.О., Овсiй Є.Ю., Шаповалов М.С., Козаченко Ю.О., 2015

27



Математика

за означенням A − U = {aij − uij}, i ∈ N, j ∈ N, i будемо вважати
||A− Am

n ||BC = ||A− Ām
n ||BC .

Розглянемо приклад. Позначимо матрицi-рядки,

B0(x) = (
1

2
cosx cos 2x ... cos kx ...);B1(x) = (0 sinx sin 2x ... sin kx ...),

для i = 0; 1, j = 0; 1, дiагональнi матрицi

Λ̄n,i =



λ
(ni)
0 0 0 ... 0 ...

0 λ
(ni)
1 0 ... 0 ...

0 0 λ
(ni)
2 ... 0 ...

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... λ
(ni)
k ...

... ... ... ... ... ...


такi, що λ

(ni)
k = 0, i = 0, 1; для k > n . Позначимо через q(k, ν) – кiлькiсть

нулiв серед iндексiв k, ν величини aijkν . Тодi для матриць

S(i, j) =



aij00 aij10 aij20 ... aijk0 ...

aij01 aij11 aij21 ... aijk1 ...

aij02 aij12 aij22 ... aijk2 ...
... ... ... ... ... ...

aij0n aij1n aij2n ... aijkn ...
... ... ... ... ... ...


отримуємо

Bi(x1)× S(i, j)×Bj(x2) =

=
∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

2−q(k1,k2)aijk1k2 cos(k1x1 − iπ/2) cos(k2x2 − jπ/2);

∑
i=0,1

∑
j=0,1

Bi(x1)× S(i, j)×Bj(x2) =
∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

2−q(k1,k2)Ak1k2(x1, x2), (2)

де
Ak1,k2(x1, x2) = a

(01)
k1,k2

cos k1x1 cos k2x2 + a
(01)
k1,k2

cos k1x1 sin k2x2+

+a
(10)
k1,k2

sin k1x1 cos k2x2 + a
(01)
k1,k2

sin k1x1 sin k2x2.

Нехай Λr,j лiва верхня квадратна частина матрицi Λ̄r,j , Smn – лiва верхня
розмiром n×m частина матрицi S . Тодi∑

i=0,1

∑
j=0,1

Bi(x1)× [Λn,0 × S(i, j)× Λtm,1]Bj(x2) =
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=
∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

2−q(k1,k2)λ
(n,0)
k1

λ
(n,1)
k2

Ak1k2(x1, x2) =

=
∑
i=0,1

∑
j=0,1

Bi(x1)× [Λn,0 × Smn (i, j)× Λtm,1]Bj(x2) =

=
n∑

k1=0

m∑
k2=0

2−q(k1,k2)λ
(n,0)
k1

λ
(n,1)
k2

Ak1k2(x1, x2). (3)

Якщо елементи матриць S(i, j) , i = 0; 1, j = 0; 1, задовольняють певнi умо-
ви, то ряд (2) є рядом Фур’є певної сумовної функцiї двох змiнних [1], а
величина (3) є певним прямокутним лiнiйним середнiм цього ряду [2].

Будемо вважати матрицю Λn,0×Smn ×Λtm,1 розмiром n×m наближенням
нескiнченної матрицi S , а величину

||S − Λn,0 × Smn × Λtm,1||BC

вiдхиленням матрицi Λn,0 × Smn × Λtm,1 вiд матрицi S у метрицi простору
PBC .
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ПРОТОКОЛИ РОЗПОДIЛУ ТА УЗГОДЖЕННЯ КЛЮЧА

Дана робота присвячена вивченню проблеми створення, обмiну та розподiлу ключiв. Ви-
вчаються i описуються основнi правила розподiлу та узгодження ключiв, дослiджуються
протоколи початкового розподiлу ключiв Diffie-Hellman та схема Blomа. На їх основi роз-
роблена програмна реалiзацiя криптографiчних протоколiв розподiлу ключiв.

Ключовi слова: шифр, ключ, криптографiя, асиметричнi криптографiчнi систе-
ми, криптографiчнi протоколи.

Вступ
В наш час велика увага придiляється проблемi використання криптогра-

фiчних методiв в iнформацiйних системах.
Вiдомо, що криптографiчнi системи з вiдкритим ключем (асиметричнi)

мають перевагу над системами з закритим ключем (симетричнними), оскiль-
ки не вимагають безпечного каналу для передачi таємного ключа. Та нажаль,
бiльшiсть асиметричних систем (наприклад RSA) набагато повiльнiшi за си-
метричнi системи (наприклад AES). Так, на практицi, всi системи з закритим
ключем використовуються щоб зашифрувати «довгi» повiдомлення. Тому ви-
никає проблема пересилки таємних ключiв.

Розв’язання цiєї проблеми базується на криптографiчних протоколах. Це
вiдносно молода галузь математичної криптографiї (першi протоколи з’яви-
лися близько 40 рокiв тому), але вона бурхливо розвивається i на даний
момент перетворилася в основний об’єкт дослiдження в теоретичнiй крипто-
графiї.

Blom представив свою схему попереднього розполiду ключа в [2]. Уза-
гальнення цiєї схеми можна знайти в працях Blunda та iнших [3], а також
Beimela i Chora [1]. Diffie i Hellman опублiкували свiй алгоритм обмiну ключа
в [4]. Незалежно вiд них iдею обмiну ключа сформулював Merkle [7]. Iнфор-
мацiя про обмiн ключа з пiдтвердженням преставлена в роботах Diffie, van
Oorschota i Wienera [5].

c⃝Летенко Ю.О., Рябухо О.М., Турка Т.В., 2015
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1. Основнi теоретичнi вiдомостi сучасної криптологiї
Розглянемо симетричнi криптографiчнi системи. При використаннi симе-

тричної криптосистеми двi сторони, що вступають в iнформацiйний обмiн
повиннi спочатку узгодити секретний сесiйний ключ, тобто ключ для ши-
фрування всiх повiдомлень, переданих в процесi обмiну. Цей ключ повинен
бути вказаний всiм iншим i повинен перiодично оновлюватися одночасно у
вiдправника i одержувача. Процес узгодження сесiйного ключа називають
також обмiном або розподiлом ключiв.

Установлена послiдовнiсть дiй, якi виконуються для розв’язання певного
криптографiчного завдання, називається криптографiчним протоколом.

Криптографiчнi протоколи є важливою складовою частиною криптогра-
фiчної системи. Основна вiдмiннiсть протоколу вiд алгоритму полягає в тому,
що реалiзацiя алгоритму припускає активнi дiї одного суб’єкта, в той час як
протокол реалiзується в ходi взаємодiї декiлькох суб’єктiв (сторiн протоколу).

Якщо сторони, що взаємодiють, довiряють один одному й готовi спiльно
вирiшувати криптографiчне завдання, то в цьому випадку використовуються
двостороннi протоколи (протоколи без посередника).

Якщо мiж сторонами можуть виникати розбiжностi або їм потрiбна пiд-
тримка третьої сторони, то використовуються протоколи з посередником (не-
зацiкавленою довiреною стороною — (ТА) технiчним адмiнiстратором), якi
називають тристороннiми протоколами. Завдання посередника — забезпечи-
ти виконання всiх етапiв протоколу, аж до його завершення. ТА вiдповiд-
альний за пiдтвердження iдентифiкацiї користувачiв, видання сертифiкатiв,
вибiр та передачу ключiв користувачам.

Iснують наступнi види протоколiв:

• попереднiй розподiл ключа;
• розподiл ключа сеансу;
• узгодження ключiв;

Процес розподiлу ключа, а також протокол його узгодження полягають
у тому, що наприкiнцi реалiзацiї протоколу обидвi сторони процесу будуть
володiти спiльним ключем K , значення якого не вiдоме жоднiй iншiй сторонi
(окрiм ТА).

Бiльшiсть криптографiчних систем вимагають проведення попереднього
розподiлу секретних ключiв. Для попереднього розподiлу сторони можуть
обмiнятися ключами при особистiй зустрiчi, або доручити доставку ключiв
спецiально призначеному TA, чи використовувати для передачi деякий видi-
лений захищений канал.

Випуск №5, 2015 31



Математика

Залежно вiд призначення криптографiчної системи iнодi зручним вияв-
ляється розподiляти не самi ключi, а деякi допомiжнi ключовi матерiали,
на пiдставi яких кожен учасник або група користувачiв можуть самостiйно
обчислити необхiдний ключ, використовуючи для цього деяку встановлену
заздалегiдь процедуру.

Спочатку опишемо основний варiант протоколу. Для кожної пари кори-
стувачiв TA вибирає випадково ключ KU,V = KV,U та передає його поза
мережею до U i V безпечним каналом (передача ключiв вiдбувається по-
за мережею, тому що мережа досить небезпечна). Цей пiдхiд дає безумовну
безпеку, проте вимагає безпечний канал для передачi iнформацiї мiж ТА i
кожним користувачем.

В основному варiантi ТА генерує C2
n ключi, передаючи кожен з них парi

користувачiв мережi. Для передачi ключiв ми маємо потребу в безпечному
каналi мiж ТА i кожним iз користувачiв. Це дає iстотний прогрес вiдносно
ситуацiї, в якiй кожна пара користувачiв незалежно обмiнює мiж собою ключi
за допомогою безпечного каналу, бо завдяки цьому можна обмежити число
необхiдних безпечних з’єднань з C2

n до n .
Проте, якщо число користувачiв велике, то цей метод є недостатньо пра-

ктичним, однаковою мiрою як з точки зору кiлькостi iнформацiї, яку необ-
хiдно безпечно передати, так i з точки зору iнформацiї, яку кожен споживач
мусить безпечно зберегти (кожен користувач повинен зберегти n − 1 ключ,
натомiсть TA необхiдно безпечно передати в цiлому C2

n ключi).

Схема Bloma
Запропонована схема Bloma дозволяє скоротити кiлькiсть таємної iнфор-

мацiї, яку мусять зберiгати користувачi мережi.
Розглядається мережа, що складається з n користувачiв. Ключi вибранi

iз скiнченої групи Zp , де p > n є простим числом.
Значення k визначає максимальну кiлькiсть об’єднань атак, яку система

зможе витримати, де 1 6 k 6 n− 2 . У схемi Bloma ТА передає безпечним
каналом k+1 елемент Zp кожному користувачевi (на вiдмiну вiд тривiальної
схеми попереднього розподiлу ключiв, в якiй передається n−1 елемент). Тут
також кожна пара користувачiв U i V може пiдрахувати ключ KU,V = KV,U .

Умова безпеки полягає в наступному: будь-яка множина, що найбiльше k
користувачiв, не включаючи U i V , не в змозi встановити будь-яку iнфор-
мацiю про ключ KU,V (ми говоримо тут про безумовну безпеку).
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2. Метод розподiлу ключа Дiффi-Хелмана
У 1976 роцi Diffie i Hellman винайшли метод вiдкритого розподiлу ключiв.

Завдяки цьому методу користувачi можуть обмiнюватися ключами по незахи-
щених каналах зв’язку. Його безпека обумовлена трудомiсткiстю обчислення
дискретних логарифмiв в скiнченному полi, на вiдмiну вiд легкостi розв’яза-
ння прямої задачi дискретного пiднесення до степеня в тому ж скiнченному
полi. Суть методу Diffie-Hellman зображено на рисунку 1.

Рис. 1: Схема вiдкритого розподiлу ключа Diffie-Hellman

Зловмисник, який перехопив значення вiдкритих ключiв KA i KB , не
може обчислити сесiйний ключ K , тому що вiн не має секретних ключiв kA
i kB .

Унiкальнiсть методу Diffie-Hellman полягає в тому, що пара абонентiв
має можливiсть отримувати вiдоме тiльки їм секретне число, передаючи по
вiдкритiй мережi вiдкритi ключi. Завдяки використанню односпрямованої
функцiї операцiя обчислення вiдкритого ключа незворотна, тобто неможли-
во за значенням вiдкритого ключа абонента обчислити його секретний ключ.
Схема Diffie-Hellman дає можливiсть шифрувати данi при кожному сеансi
зв’язку на нових ключах. Не слiд забувати, що будь-яке зберiгання секретiв
пiдвищує ймовiрнiсть потрапляння їх в руки конкурентiв або супротивника.
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Протокол обмiну ключiв Diffie-Hellman
Якщо з якихось причин спiвпраця on-line з ТА непрактична або небажана,

можна звернутися до часто застосовуваного методу: протоколу узгодження
ключа. При такому пiдходi користувачi U i V разом вибирають ключ, пiд-
тримуючи зв’язок за допомогою вiдкритого каналу.

Першим, i водночас найбiльш вiдомим таким протоколом є протокол
обмiну ключа Diffie-Hellman (винайдений в 1976 роцi при спiвпрацi W. Diffie
i M. Hellman, пiд впливом роботи R. Merkle). Для його виконання сторони
повиннi домовитися про значення великого простого числа p i твiрного еле-
менту α мультиплiкативної групи Z∗

p , причому значення p i α вiдкритi
кожному користувачевi мережi (як альтернатива, цi значення могли б бу-
ти вибранi користувачем U i переданi користувачевi V на першому кроцi
реалiзацiї протоколу).

Пiсля закiнчення протоколу обидва користувачi, U i V , отримають в
результатi один i той самий спiльний ключ:

K = αaUaV mod p.

Цей протокол, дуже схожий на ранiше описану схему попереднього роз-
подiлу ключа Diffie i Hellman. Рiзниця полягає в тому, що показники aU i aV
користувачiв U i V , вiдповiдно, не є сталими, а вибираються кожного разу
при введеннi протоколу в дiю. Крiм того, в цьому протоколi U i V мають
впевненiсть у актуальностi ключа, тому що ключ сеансу залежить вiд обох
випадкових показникiв aU i aV .

3. Характеристики програм реалiзованих протоколiв
Розглянемо основнi характеристики розроблених в межах даної робо-

ти програм. Програмна реалiзацiя виконана в середовищi програмування
Delphi 7.

Протокол розподiлу ключа Blom
Ємнiсна складнiсть даного протоколу дорiвнює O(n) , де n — кiлькiсть

користувачiв. Всю iнформацiю необхiдно зберiгати ТА, тому вiн мусить мати
вiдповiдний об’єм пам’ятi.

Часова ж складнiсть протоколу розподiлу ключа Blom для пар абонентiв
не залежить вiд загальної кiлькостi користувачiв та обраних значень змiнних
p i r1,...,n. Вона є сталою i дорiвнює O(k) , де k — кiлькiсть атак, що може
витримати система.

34 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Летенко Ю.О., Рябухо О.М., Турка Т.В. Протоколи розподiлу та узгодження ключа

 

ТА генерує просте p , 
n

r
,...,1
, 

де n  - кількість користувачів 

КІНЕЦЬ 

ПОЧАТОК 

ТА вибирає довільні 
p
Zcba ∈,,  

ТА обчислює: 

pbraa
UU
mod+=  

pcrbb
UU
mod+=  

pbraa
VV
mod+=  

pcrbb
VV
mod+=  

xbaxg
UUU

+=)(  xbaxg
VVV

+=)(  

)(
, VUVU

rgK =  )(
, UVUV

rgK =  

prcrrrbaKK
VUVUUVVU
mod)(

,,
+++==  

Рис. 2: Блок-схема протоколу розподiлу ключа Blom (для двох користувачiв)

Протокол розподiлу ключiв Diffie-Hellman
Процедура пiдрахунку bU (bV ) має часову складнiсть O(p). Процедура

пiдрахунку KV,U також має часову складнiсть O(p) , а отже весь алгоритм
розподiлу ключа для двох користувачiв має асимптотичну складнiсть O(p2)
проте на практицi це значення в декiлька разiв менше.

Алгоритм має ємнiсну складнiсть O(1) , тобто незалежно вiд кiлькостi
користувачiв, потребує вiд ТА одного й того ж об’єму пам’ятi. Для кожного
користувача при цьому ємнiсна складнiсть однакова та також дорiвнює O(1) .

Програма, написана для реалiзацiї протоколу, не потребує великих об’є-
мiв пам’ятi чи процесорного часу, тому можна стверджувати, що протокол
Diffie-Hellman може ефективно використовуватися в пристроях, що не мають
значних обчислювальних потужностей, проте потребують захищених каналiв
зв’язку.
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Рис. 3: Блок-схема протоколу розподiлу ключа Diffie-Hellman

Висновки
Легко бачити, що кожен з протоколiв має свої недолiки та переваги. Про-

токол Blom не потребує (на вiдмiну вiд протоколу Diffie-Hellman) значного
процесорного часу, проте вимагає видiлення порiвняно значної кiлькостi па-
м’ятi для зберiгання ТА згенерованих значень змiнних. Майже всi обчислення
в протоколi Blom виконуються ТА, i лише на останньому етапi потребують
пiдрахункiв вiд абонента, через що потребує безпечного каналу зв’язку для
передачi отриманих даних кiнцевим користувачам. Протокол Diffie-Hellman
навпаки мiнiмiзує вплив та дiяльнiсть ТА, перекладаючи всi обчислення на
абонентiв, тобто бiльш вимогливий до ресурсiв користувача, але завдяки цьо-
му не вимагає iснування безпечного каналу.
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Отже, кожен з протоколiв має свої слабкi та сильнi сторони, тому вибiр
оптимального алгоритму залежить вiд обставин, при яких вiн буде викори-
стовуватися: обчислювальнi можливостi, доступнi об’єми пам’ятi, iснування
чи вiдсутнiсть безпечних каналiв зв’язку та кiлькiсть користувачiв. Лише
оцiнивши всi цi параметри можна обрати зручний та ефективний протокол
розподiлу ключа.

Лiтература
1. Beimel A. and Chor B. Interection in key distribution schemes // Lecture

Notes in Computer Science. — 1994. — 773. — P. 444–455.
2. Blom R. An optimal class of semmetric key generation schemes // Lecture

Notes in Computer Science. — 1985. — 209. — P. 335–338.
3. Blundo C., De Santis A., Herzberg A., Kutten S., Vaccaro U. and Yung M.

Perfectly-secure key distribution for dynamic conferens // Lecture Notes in
Computer Science. — 1993. — 740. — P. 471–486.

4. Diffie W. and Hellman M.E. Multiuser cryptographic techniques // AFIPS
Conference Proceedings. — 1976. — 45. — P 109–112.

5. Diffie W., Van Oorschot P.C. and Wiener M.J. Authentication and authenti-
cated key exchanges // Desings, Codes and Cryptography. — 1992. — 2. —
P. 107–125.

6. Koblitz N. A Course in Number Theory and Cryptography. — Springer–
Verlag, New York, Inc., 1994. — P. 235.

7. Merkle R.C. Secure communications over insecure channels // Communicati-
ons of the ACM. — 1978. — 21. — P. 294–299.

8. Salomaa A. Public–Key Cryptography. — Springer–Verlag, 2 ed., 1996,
P. 271.

9. Stinson D.R. Kryptografia. Theory and Practice. — Copyright CRC Press
LLC, 1995. — P. 437.

Випуск №5, 2015 37



УДК 512.643.721:517.926

Пащенко З.Д., Шажко С.П.

1 кандидат фiзико-математичних наук, доцент кафедри алгебри, ДДПУ
2 студент 3 курсу фiзико-математичного факультету, ДДПУ

e-mail: pashchenko_zd@mail.ru; kidokid@i.ua

ЖОРДАНОВА НОРМАЛЬНА ФОРМА ТА КЛАСИФIКАЦIЯ
ЛIНIЙНИХ ОДНОРIДНИХ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ

В статтi показано алгоритм розв’язку лiнiйної однорiдної системи диференцiальних рiв-
нянь, що використовує жорданову нормальну форму матрицi цiєї системи та одержано
класифiкацiю розв’язкiв такої системи третього порядку.

Ключовi слова: Жорданова нормальна форма, лiнiйнi однорiднi системи диферен-
цiальних рiвнянь, розв’язки лiнiйних однорiдних систем диференцiальних рiвнянь.

Вступ
В теорiї лiнiйних операторiв та теорiї матриць окреме мiсце займає жор-

данова нормальна форма (ЖНФ) матрицi. ЖНФ — це матриця, яка має
найбiльш простий вигляд в класi матриць, подiбних до даної. Теорiя ЖНФ
досить докладно розглянута О.I. Кострикiним [1]. Практичне обчислення та
застосування ЖНФ детально описанi В.С. Мазорчуком [2]. Крiм того, ним
надано класифiкацiю жорданових матриць окремих порядкiв.

ЖНФ має широке застосування. Вона використовується не тiльки в теорi-
ях матриць та лiнiйних операторiв. Ми розглядаємо використання ЖНФ для
класифiкацiї розв’язкiв лiнiйних однорiдних систем диференцiальних рiвнянь
(ЛОСДР). Взагалi диференцiальнi рiвняння й методи дослiдження їх розв’яз-
кiв широко використовуються у рiзноманiтних галузях i роздiлах сучасної
науки й технiки. Тому дослiдження диференцiальних рiвнянь залишається
актуальним як у сучаснiй науцi, так i у пiдготовцi спецiалiстiв з математи-
ки, iнформатики, прикладної математики тощо. Цi питання висвiтлювалися
А.М. Самойленком, М.О. Перестюком, I.О. Парасюком, Т.П. Гоєм, О.В. Ма-
хнеєм, В.I. Арнольдом.

В данiй роботi розглядається класифiкацiя розв’язкiв ЛОСДР зi сталими
коефiцiєнтами третього порядку з дiйсною матрицею системи, враховуючи
класифiкацiю ЖНФ таких матриць.

c⃝Пащенко З.Д., Шажко С.П., 2015
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Основна частина
Лiнiйну однорiдну систему диференцiальних рiвнянь n -го порядку зi ста-

лими коефiцiєнтами можна записати у виглядi

dY

dt
= AY (1)

де A — квадратна матриця n–го порядку, Y — стовпчик невiдомих функцiй
y1, y2, ..., yn, ...,

dY
dt — стовпчик похiдних цих функцiй.

Традицiйно в теорiї диференцiальних рiвнянь розв’язок ЛОСДР шукає-
ться у виглядi показникових функцiй в такому виглядi:

y1 = γ1e
λt, y2 = γ2e

λt, ..., yn = γne
λt, (2)

де γ1, γ2, ..., γn i λ — константи, якi можна визначити так, щоб вирази (2)
задовольняли системi (1). Цей розв’язок зводиться до розв’язку системи:

(A− λE)Γ = 0. (3)

Система (3) є системою n лiнiйних однорiдних рiвнянь вiдносно стовпчика
Г невiдомих γ1, γ2, ..., γn з матрицею M(λ) ≡ (A− λE) Отже, розв’язок ви-
ду (2) системи (1) може iснувати в тому i тiльки в тому випадку, якщо λ є
корiнь характеристичного рiвняння |A − λE| = 0 , тобто є власним значен-
ням матрицi A . Частиннi розв’язки системи (3) є власними векторами, що
вiдповiдають всiм власним значенням матрицi A .

Максимальне число лiнiйно незалежних власних векторiв, що вiдповiда-
ють власному значенню λ , дорiвнює n− r , де r = rang M(λ) .

Кратнiсть m числа λ як кореня характеристичного многочлену називає-
ться алгебраїчною кратнiстю власного значення λ . Вiдоме твердження
про те, що n − r 6 m . Зразу зауважимо, що сума алгебраїчних кратностей
всiх коренiв характеристичного рiвняння |A− λE| = 0 дорiвнює n .

Нехай λ1, λ2, ..., λn — всi власнi значення, повторенi стiльки разiв, скiльки
дорiвнює їх алгебраїчна кратнiсть. Якщо mj = n − rj , то ми отримає-
мо n лiнiйно незалежних власних векторiв (k

(j)
1 , k

(j)
n , ..., k

(j)
n ), j = 1, 2, ..., n ,

що вiдповiдають власним значенням λj , [1]. Всiм цим власним векторам
k(j) = (k

(j)
1 , k

(j)
n , ..., k

(j)
n ), якi є розв’язками системи (3) при λ = λj , вiдпо-

вiдає n частинних розв’язкiв системи (1) виду

y
(j)
1 = k

(j)
1 eλjt, y

(j)
2 = k

(j)
2 eλjt, ..., y(j)n = k(j)n eλjt. (4)

Нам вiдомо, що лiнiйна комбiнацiя частинних розв’язкiв системи однорi-
дних рiвнянь знову буде розв’язком цiєї системи однорiдних рiвнянь. Тому
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загальний розв’язок системи (1) ми можемо записати як лiнiйну комбiнацiю
частинних розв’язкiв-стовпчикiв Y (j) виду (4), що буде виглядати як лiнiйна
комбiнацiя власних векторiв-стовпчикiв k(j) :

Y = C1k
(1)eλ1t + C2k

(2)eλ2t + ...+ Cnk
(n)eλnt (5)

де Cj, j = 1, 2, ..., n – довiльнi дiйснi числа.

Зауваження 1. Якщо характеристичний многочлен з дiйсними коефiцiєн-
тами має корiнь λ1 = α+βi , β ̸= 0 , то вiн також має корiнь λ2 = α−βi .
Вiдповiднi розв’язки будуть мати вигляд:

ỹ
(1)
j = eαt(l

(1)
j cos βt− l

(2)
j sin βt), ỹ

(2)
j = eαt(l

(1)
j sin βt+ l

(2)
j cos βt) (6)

де l
(1)
j i l(2)j — дiйснi числа.

Це зауваження приводить до змiни вигляду (5) загального розв’язку.
Якщо iснує λi , що mi > n − ri , то ми не отримаємо n лiнiйно незале-

жних власних векторiв. Щоб знайти розв’язки, яких не вистачає для кожного
такого кореня, ми повиннi шукати розв’язки у виглядi лiнiйних комбiнацiй
функцiй eλit, teλit, ..., tmi−1eλit в такому виглядi:

yj = bj1e
λit + bj2te

λit + ...+ bjmi
tmi−1eλit, j = 1, ..., n, (7)

де bji, j = 1, ..., n; i = 1, ...,m – константи, якi можна визначити так, щоб
вирази (7) задовольняли системi (1). В результатi ми одержимо однорiдну
систему лiнiйних рiвнянь з n · m невiдомими. Кожен розв’язок ФСР цiєї
системи дасть розв’язок типу (7), а множина всiх лiнiйних комбiнацiй цих
розв’язкiв дасть загальний розв’язок.

Класифiкуючи загальнi розв’язки ЛОСДР зi сталими коефiцiєнтами тре-
тього порядку з дiйсною матрицею системи за традицiйними методами розв’я-
зування та врахуванням умов mj > n − rangM(λj) , ми можемо видiлити
наступнi випадки:

1* λ1, λ2, λ3 — рiзнi простi дiйснi коренi |A− λE| = 0
2* λ1 — простий дiйсний корiнь, λ2 — дiйсний корiнь кратностi 2,

rg M(λ2) = 1
3* λ — дiйсний корiнь кратностi 3 , rg M(λ) = 0 .

Для випадкiв 1∗ –3∗ розв’язки мають вигляд (5).
4* λ1 — простий дiйсний корiнь, λ2, λ2 — уявнi простi спряженi коренi.

Для цього випадку розв’язки враховують вигляд (6).
5* λ1 — простий дiйсний корiнь, λ2 — дiйсний корiнь кратностi 2 ,

rg M(λ2) = 2
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6* λ — дiйсний корiнь кратностi 3, rg M(λ) > 0 .
У випадках 5∗ –6∗ для одержання розв’язкiв використовується ви-
гляд (7).

ЖНФ матрицi третього порядку за клiтинно-дiагональним виглядом та-
кож мають шiсть типiв [2].
10 J3(λ) , де λ ∈ C

20 J1(λ1)⊕ J2(λ2) , де λ1 ̸= λ2 ∈ C ;
30 J1(λ1)⊕ J2(λ2) , де λϵC ;
40 J1(λ1)⊕ J1(λ2)⊕ J1(λ3) , де λ1 ̸= λ2 ̸= λ3 ∈ C ;
50 J1(λ1)⊕ J1(λ2)⊕ J1(λ2) , де λ1 ̸= λ2 ∈ C ;
60 J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ) , де λ ∈ C ;

Щоправда в цiй класифiкацiї випадки 1∗ i 4∗ вiдносяться до одного типу
40 , а випадок 6∗ розподiляється на два типи 10 i 30 (2∗ = 50 , 3∗ = 60 ,
5∗ = 20 ).

Розглянемо систему (1) у виглядi рiвняння dY
dt = AY з iншого боку. Нехай

T = (tij) — довiльна невироджена матриця, Y = (yi) — стовпчик невiдомих
функцiй i X = TY . Тодi

X = (xi) =

(∑
j

tijyj

)
, X ′ = (x′i) =

(∑
j

tijy
′
j

)
= TY ′ , а також Y = T−1X

та Y ′ = T−1X ′ . Помножимо рiвняння (1) злiва на T . Одержимо еквiвалентне
рiвняння:

dX

dt
= T

dY

dt
= TAY = (TAT−1)X. (8)

Нехай J — вiдповiдна ЖНФ матрицi A , тодi iснує невироджена матриця
U , що J = U−1AU . Матриця U складається iз векторiв-стовпчикiв, що утво-
рюють жордановий базис. Якщо в попереднiх позначеннях взяти T = U−1 ,
то рiвняння (8) буде мати вигляд

dX

dt
= (U−1AU)X = JX. (9)

Таким чином, розв’язок системи (1) можна знаходити як Y = UX , де
X — розв’язок системи dX

dt = JX . Тому i класифiкацiю розв’язкiв систе-
ми (1) можна проводити по класифiкацiї жорданових матриць. Оскiльки для
дiйсних матриць третього порядку буде шiсть рiзних типiв жорданових ма-
триць у вiдповiдностi до класифiкацiї [2], то, розв’язуючи систему dX

dt = JX
для кожного типу, ми отримали такi розв’язки:

10 X =

 C1e
λt + C2te

λt + C3t
2eλt

C2e
λt + 2C3te

λt

2C3e
λt

 ;

Випуск №5, 2015 41



Математика

20 X =

 C1e
λ1t

C2e
λ2t + C3te

λ2t

C3e
λ2t

 ; 30 X =

 C1e
λt

C2e
λt + C3te

λt

C3e
λt

 ;

40 X =

 C1e
λ1t

C2e
λ2t

C3e
λ3t

 ; 50 X =

 C1e
λ1t

C2e
λ2t

C3e
λ2t

 ; 60 X =

 C1e
λt

C2e
λt

C3e
λt


де Cj, j = 1, 2, 3 — довiльнi дiйснi числа.

Звичайно, випадок 40 для дiйсних матриць розпадається на два випадки,
якщо видiлити випадок λ1 — простий дiйсний корiнь, λ2, λ̄2 — уявнi простi
спряженi коренi.

Дана класифiкацiя розв’язкiв систем dX
dt = JX може бути використана

для розв’язку системи (1) dY
dt = AY за наступним алгоритмом:

1) Знаходяться ЖНФ J матрицi A та матриця U , що складається iз
векторiв-стовпчикiв, якi утворюють вiдповiдний жордановий базис.

2) Визначається тип матрицi J та обирається вiдповiдний загальний
розв’язок X .

3) Загальний розв’язок системи (1) обчислюється як Y = UX .

Висновки
ЖНФ матрицi ЛОСДР суттєво впливає на вид загального розв’язку такої

системи. Жордановi матрицi рiзного клiтинного типу визначають рiзнi види
загального розв’язку ЛОСДР. В статтi показано алгоритм розв’язку системи
dY
dt = AY , що використовує ЖНФ матрицi цiєї ЛОСДР та одержано класифi-
кацiю розв’язкiв такої системи третього порядку. Дану класифiкацiю можна
розвивати для iнших порядкiв ЛОСДР.
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ПРАКТИЧНI СХЕМИ РЕАЛIЗАЦIЇ ПРОТОКОЛIВ
ЦИФРОВОГО ПIДПИСУ

Дана робота присвячена вивченню проблеми створення електронного цифрового пiдпи-
су. Надано опис алгоритмiв створення електронних пiдписiв RSA, Ель Гамала, DSA та
пiдтвердження їх автентичностi. Проведений порiвняльний аналiз описаних алгоритмiв.
Представленi приклади створення та верифiкацiї цифрового пiдпису.

Ключовi слова: цифровий пiдпис, алгоритм пiдпису, алгоритм верифiкацiї, кри-
птографiчнi протоколи, дискретний логарифм

Вступ
Iз появою у 1976 роцi iдеологiї вiдкритого ключа криптографiчна пра-

ктика почала використовувати фундаментальнi результати теорiї чисел i
сучасної алгебри. Деякi з асиметричних алгоритмiв можуть використовува-
тися для генерування цифрового пiдпису.

Схема цифрового пiдпису — це метод пiдписування електронного доку-
менту, який надсилається через комп’ютерну мережу. Протокол цифрового
пiдпису має двi складовi: алгоритм пiдпису та алгоритм його верифiкацiї.

Першою найбiльш вiдомою в свiтi системою ЕЦП стала система RSА,
математична схема якої була розроблена в 1977 роцi в Масачусетському те-
хнологiчному iнститутi США i Роном Рiвестом, Адi Шамiром i Леонардом
Ейдельманом.

Схема пiдпису Ель Гамала була описана в [2], стандарт цифрового пiдпи-
су (DSS) вперше був опублiкований в серпнi 1991 року, але офiцiйний статус
стандарту одержав в груднi 1994 року [1]. В липневому номерi Communicati-
ons of the ACM з 1992 року мiстяться описи DSS.

Метою роботи є вивченнi теоретико-числових алгоритмiв для створення
та реалiзацiї електронного пiдпису документу.

c⃝Рябухо О.М., Турка Т.В., Шерстюк О.С., 2015
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1. Цифровий пiдпис
Цифровим пiдписом називають блок даних, згенерований з використан-

ням деякого секретного ключа. При цьому за допомогою вiдкритого ключа
можна перевiрити, що данi дiйсно згенерованi за допомогою цього секретного
ключа. Алгоритм генерацiї цифрового пiдпису мусить бути таким, щоб без
застосування секретного ключа було неможливо створити пiдпис, автенти-
чнiсть якого можна пiдтвердити.

Цифровi пiдписи використовуються для того, щоб пiдтвердити, що повi-
домлення прийшло дiйсно вiд даного вiдправника (у припущеннi, що лише
вiдправник володiє секретним ключем, вiдповiдним його вiдкритому ключу).
Також пiдписи використовуються для створення штампу часу (timestamp) на
документах: сторона, якiй ми довiряємо, пiдписує документ з штампом ча-
су за допомогою свого секретного ключа i, таким чином, пiдтверджує, що
документ вже iснував в момент, оголошення в штампi часу.

Цифровi пiдписи також можна використовувати для посвiдчення (серти-
фiкацiї — to certify) того, що документ належить певнiй особi. Це робиться
так: вiдкритий ключ i iнформацiя про той, кому вiн належить пiдписуються
стороною, якої довiряємо. При цьому довiряти пiдписуючiй сторонi ми мо-
жемо на пiдставi того, що її ключ був пiдписаний третьою стороною. Таким
чином виникає iєрархiя довiри. Очевидно, що деякий ключ має бути коре-
нем iєрархiї (тобто йому ми довiряємо не тому, що вiн кимсь пiдписаний, а
тому, що ми вiримо а-priori, що йому можна довiряти). У централiзованiй
iнфраструктурi ключiв є дуже невелика кiлькiсть кореневих ключiв мережi
(наприклад, надiленi повноваженнями державнi агентства; їх також назива-
ють сертифiкацiйними агентствами — certification authorities). У розподiленiй
iнфраструктурi немає необхiдностi мати унiверсальнi для всiх кореневi клю-
чi, i кожна iз сторiн може довiряти своєму набору кореневих ключiв (скажемо
своєму власному ключу i ключам, нею пiдписаним). Ця концепцiя носить на-
зву мережi довiри (web of trust).

Цифровий пiдпис документа зазвичай створюється в такий спосiб: з доку-
мента генерується так званий дайджест (message digest) i до нього додається
iнформацiя про той, хто пiдписує документ, штамп часу i iнше. Рядок, що ви-
йшов, далi зашифровується секретним ключем що пiдписує з використанням
того або iншого алгоритму. Зашифрований набiр бiт, що вийшов, i є пiдпи-
сом. До пiдпису зазвичай прикладається вiдкритий ключ того, що пiдписує.
Одержувач спочатку вирiшує для себе чи довiряє вiн тому, що вiдкритий
ключ належить саме тому, кому повинен належати (за допомогою мережi
довiри або апрiорного знання), i потiм дешифрує пiдпис за допомогою вiд-
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критого ключа. Якщо пiдпис нормально дешифрувався, i її вмiст вiдповiдає
документу (дайджест i iн.), то повiдомлення вважається пiдтвердженим.

2. Електронний пiдпис у системi RSA
Нагадаємо, що в системi RSA кожен абонент X має пару ключiв — за-

гальновiдомий вiдкритий (nX , eX) i таємний dX , який знає лише X i нiхто
iнший. Таким чином, будь-хто може скористатися алгоритмом шифруван-
ня EX абонента X , але тiльки вiн сам володiє алгоритмом дешифрування
DX . Важливим є виконання таких спiввiдношень для довiльного повiдомле-
ння M :

DX(EX(M)) = EX(DX(M)) =M. (1)
Цi спiввiдношення зводяться до рiвностей (M eX)dX = (MdX)eX = M в

ZnX , i виражають той факт, що шифруюче вiдображення EX та дешифруюче
DX є взаємно оберненими.

Припустимо, що Алiса хоче послати повiдомлення M Бобу i переконати
його, що це повiдомлення дiйсно послане Алiсою, а не зловмисником, який ма-
скується пiд Алiсу. Для цього пропонується такий протокол, в якому (EA, DA)
та (EB, DB) — алгоритми шифрування та дешифрування Алiси та Боба.

• Алiса обчислює C = EB(DA(M)) i посилає C Бобовi.
• Боб, отримавши C , обчислює M = EA(DB(C)) .
Коректнiсть протоколу зводиться до рiвностi

EA(DB(EB(DA(M)))) =M,

яка випливає iз спiввiдношень (1).
Ефективнiсть. Алiса та Боб використовують ефективнi алгоритми ши-

фрування та дешифрування криптосистеми RSA. Зауважимо, що Алiса
використовує свiй приватний алгоритм DA та вiдомий всiм алгоритм EB .
Теж саме iз Бобом – вiн використовує особистий алгоритм DB i загальновi-
домий алгоритм EA .

Конфiденцiйнiсть. Пiд конфiденцiйнiстю цього протоколу ми розумiємо
його надiйнiсть як звичайної криптосистеми для пересилання повiдомлень.
Перед зловмисником, який пiдслухав розмову i одержав криптотекст C , сто-
їть завдання визначити M iз EB(DA(M)) , тобто зламати криптосистему
RSA .

Достовiрнiсть. Пiд достовiрнiстю ми розумiємо таку властивiсть про-
токолу пiдпису: не тiльки Боб, а й хто завгодно може впевнитися, що вiд-
правником повiдомлення є саме Алiса. Що стосується описаного протоколу,
то Боб, який успiшно розшифрував криптотекст C i прочитав повiдомлення
M , дiйсно має вагомi пiдстави вважати, що воно послане Алiсою.
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Справдi, криптотекст має структуру C = EB(DA(M)) , тому iнтуїтивно пере-
конливим є висновок, що особа, яка послала C , мала би знати алгоритм DA.

Але алгоритм DA вiдомий лише Алiсi (якщо тiльки зловмиснику не вдалося
зламати систему RSA ).

Недолiки алгоритму цифрового пiдпису RSА.
При обчисленнях в системi цифрового пiдпису RSА необхiдно перевiря-

ти велику кiлькiсть додаткових умов, що створює великi труднощi. у разi
невиконання якоїсь з цих умов дає можливiсть зловмиснику сфальшувати
цифровий пiдпис.

Для забезпечення криптостiйкостi цифрового пiдпису RSА на рiвнi нацiо-
нальних стандартiв необхiдно використовувати при обчисленнях цiлi числа не
меншi за 2512 (або 10154), а це збiльшує обчислювальнi затрати на 20...30% у
порiвняннi з другими алгоритмами цифрового пiдпису для забезпеченнi того
ж рiвня криптостiйкостi.

Цифровий пiдпис RSА уразливий до так званої мультиплiкативної атаки.
Алгоритм цифрового пiдпису RSА дозволяє зловмиснику без знання секре-
тного ключа D сформувати пiдписи пiд тими документами, у яких результат
хешування можна обчислити як добуток результатiв хешування вже пiдпи-
саних документiв.

3. Система цифрового пiдпису Ель Гамала
Бiльш надiйний i зручний для реалiзацiї на персональних комп’ютерах

алгоритм цифрового пiдпису був розроблений в 1984 роцi американцем араб-
ського походження Тахером Ель Гамалем. В 1991 роцi Нацiональний iнститут
стандартiв i технологiй (NIST) США обґрунтував перед комiсiєю Конгреса
США вибiр алгоритму цифрового пiдписи Ель Гамала в якостi основи для
нацiонального стандарту.

Назва ЕGSА походить вiд слiв ЕI GаmаI Signaturе Аlgorithm (алгоритм
цифрового пiдпису Эль Гамаля). Iдея ЕGSА полягає на використаннi задачi
дискретного логарифмування.

Як i криптосистеми для забезпечення конфiденцiйностi повiдомлень, си-
стеми цифрового пiдпису допускають ймовiрнiсну модифiкацiю. у ймовiрнi-
сних системах пiдпису алгоритм SIGN є не детермiнованим, а ймовiрнiсним.

Генерування ключiв. Вибирають велике просте p , а також число g ,
1 < g < p − 1 , яке має в мультиплiкативнiй групi Z великий порядок. В
iдеальному випадку g є первiсним коренем за модулем p . Числа p i g не є
таємницею i перебувають в загальному користуваннi. Кожен абонент вибирає
собi випадкове число a у промiжку вiд 1 до p− 1 , i обчислює h = gamod p.
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Вiдкритий ключ: p, g, h .
Таємний ключ: a .
Пiдписування. Алiса виробляє свiй пiдпис S на повiдомленнi M таким

чином. Вона
• вибирає випадкове число r ∈ Z∗

p−1;
• обчислює s1 = grmod p;
• обчислює r′

= r−1mod (p− 1);
• обчислює s2 = (M − as1)r

′mod (p− 1);
• покладає S = (s1, s2) .

Пiдтвердження пiдпису.
• Боб перевiряє, чи gM ≡ hs1ss21 (mod p).
Коректнiсть. З правил обчислення r

′ i s2 випливає, що
M ≡ as1 + rs2(mod p − 1) . Звiдси з використанням теореми Ойлера
отримуємо

gM = gas1+rs2+k(p−1) ≡ (ga)s1(gr)s2 ≡ hs1ss21 (mod p).

Приклад пiдписiв Ель Гамала.

Приклад 1. Нехай p = 467, α = 2 i β = 132. Припустимо Оскар вибере
i = 99 , а також j = 179; тодi j−1mod (p− 1) = 151. Зараз Оскар виконує
наступнi обчислення:

γ = 299132179mod 467 = 117

δ = −117 · 151mod 466 = 41

x = 99 · 41mod 466 = 331.

Пара (117, 41) є справжнiм пiдписом для вiдомостi 331 , що перевiримо че-
рез наступне обчислення:

13211711741 ≡ 303(mod 467),

а також
2331 ≡ 303(mod 467).

Отже пiдпис є автентичний.

Схема цифрового пiдпису Ель Гамала має ряд переваг порiвняно зi схе-
мою цифрового пiдпису RSА.

При заданому рiвнi стiйкостi алгоритму цифрового пiдпису цiлi числа,
що застосовуються в обчисленнях, має запис на 25% коротший, що зменшує
складнiсть обчислень майже вдвiчi i дозволяє значно скоротити об’єм вико-
ристаної пам’ятi.
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При виборi модуля p достатньо перевiрити його простоту i наявнiсть у
числа (p − 1) великого простого множника (тобто всього двi умови, якi по-
рiвняно просто перевiряються).

Процедура формування пiдпису за схемою Ель Гамала не дозволяє обчи-
слювати цифровi пiдписи пiд новими повiдомленнями без знання секретного
ключа на вiдмiну вiд RSА.

Однак алгоритм цифрового пiдпису Ель Гамала має i деякi недолiки по-
рiвняно зi схемою RSА. А саме, довжина цифрового пiдпису в 1,5 рази довша,
а це в свою чергу збiльшує час обчислення.

4. Алгоритм цифрового пiдпису DSA
У 1991 роцi NIST запропонував для алгоритму цифрового пiдпису DSA

(Digital Signature Algorithm) стандарт DSS (Digital Signature Standard), в
основу якого покладено алгоритми Ель Гамала i RSA.

Генерування ключiв. Вибирають велике просте число p таке, що p−1 має
досить великий простий дiльник q . Стандарт вимагає, щоб 2512 < p < 21024

i q > 2216 . Далi вибирають у групi Z∗
p довiльний елемент h порядку p .

Параметри p, q, h не становлять таємницi i є спiльними для всiх абонентiв
мережi.

Алiса вибирає випадкове число a в дiапазонi вiд 0 до q − 1 i обчислює
число b = hamod p . Її ключi формуються так.

Вiдкритий ключ: b таке, що b = hamod p.
Таємний ключ: a .
Пiдписування. Алгоритм пiдписування використовується вкорочуючу

функцiю f , в якостi якої DSS пропонує функцiю SHA з довжиною вкоро-
чення 160 бiтiв. Щоб виробити свiй пiдпис S для повiдомлення M , Алiса

• вибирає випадкове число r в дiапазонi вiд 0 до q − 1 ;
• обчислює r′

= r−1mod q ;
• обчислює s1 = (hrmod p)mod q ;
• обчислює s2 = (r′(f(M) + as1))mod q ;
• формує пiдпис S = (s1, s2) .
Пiдтвердження пiдпису. Отримавши повiдомлення M iз пiдписом

S = (s1, s2) , Боб
• обчислює s′ = s−1

2 mod q ;
• обчислює u1 = (f(M)s

′
)mod q ;

• обчислює u2 = (s1, s
′
)mod q ;

• обчислює t = (hu1bu2mod p)mod q ;
• перевiряє рiвнiсть t = s1 .
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Коректнiсть. Припустимо, що пiдпис S = (s1, s2) отримано згiдно з ал-
горитмом пiдписування. Досить перевiрити, що hr ≡ hu1bu2(mod p) . Оскiльки
b = hamod p , то остання конґруенцiя рiвносильна такiй: hr ≡ hu1=u2(mod p) .
Пiдставивши у праву частину вирази для u1 та u2 , отримаємо

r
′
(u1 + au2) ≡ r

′
(f(M)s

′
+ as1s

′
) ≡ r

′
(f(M) + as1)s

′ ≡ s2s
′ ≡ 1(mod q),

що завершує перевiрку коректностi.
Приклад пiдпису стандарту.

Приклад 2. Приймемо q = 101 i p = 78q + 1 = 7879 . Число 3 є елемент
первiсний в Z7879, потiм вiзьмемо

α = 378mod 7879 = 170.

Хай a = 75. Тодi β = αamod 7879 = 4567.
Припустимо зараз, Боб хоче пiдписати вiдомiсть x = 22 i вибирає ви-

падково величину k = 50 , з чого отримує

k−1mod 101 = 99.

Тодi

γ = (17050mod 7879)mod 10, 1; γ = 2518mod 101; γ = 94,

а також
δ = (22 + 75 · 94)99mod 101; δ = 97.

За допомогою наступних обчислень верифiкує пiдпис (94, 97) пiд вiдомi-
стю 22 :

δ−1 = 97−1mod 101 = 25,

e1 = 22 · 25mod 101 = 45,

e2 = 94 · 25mod 101 = 27,

(17045456727mod 7879)mod 101 = 2518mod 101 = 94.

Отже пiдпис є справжнiй.

Порiвняно з алгоритмом цифрового пiдпису Ель Гамала алгоритм DSА
має певнi переваги.

При будь-якому допустимому рiвнi стiйкостi, тобто при будь-якiй парi
чисел p и h (вiд 512 до 1024 бiт), числа q , a , s1 , s2 мають довжину 160 бiт,
скорочуючи довжину пiдпису до 320 бiт.
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Бiльшiсть операцiй з числами r , a , s1 , s2 при обчисленнях виконуються
за модулем числа h довжиною 160 бiт, що скорочує час обчислення пiдпису.
При перевiрцi пiдпису бiльшiсть операцiй з числами u1 , u2 , s′ , t виконую-
ться за модулем числа q довжиною 160 бiт, що скорочує об’єм пам’ятi i час
обчислення. Недолiком алгоритму DSА є те, що при пiдписуваннi i при пере-
вiрцi пiдпису необхiдно виконувати складнi операцiї дiлення за модулем q ,
що не дозволяє одержувати максимальну швидкiсть дiй.

Висновки
Як бачимо, кожна з схем цифрового пiдпису має свої недолiки та переваги.
Хоча на практицi в алгоритмах цифрових пiдписiв використовуються

великi числа, для iлюстрацiї описаних алгоритмiв наведенi приклади з не-
величкими числами.

Слiд зазначити, що реальне виконання алгоритму DSА може бути при-
скорене за допомогою проведення попереднiх обчислень. Значення s1 не
залежить вiд повiдомлення та його хеш-значення f(M) . Можна наперед
створити рядок випадкових значень r i потiм для кожного з цих значень
обчислити значення s1 . Можна також заздалегiдь обчислити оберненi значе-
ння r′ . Цi попереднi обчислення значно прискорять роботу алгоритму DSА.

Отже, кожна з схем має свої слабкi та сильнi сторони, тому вибiр опти-
мального алгоритму залежить вiд обставин, при яких вiн буде використо-
вуватись: обчислювальнi можливостi, доступнi об’єми пам’ятi, iснування чи
вiдсутнiсть безпечних каналiв зв’язку та кiлькiсть користувачiв. Лише оцi-
нивши всi цi параметри можна обрати зручну та ефективну схему цифрового
пiдпису.
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ПРО ЧИСЛО НЕЕКВIВАЛЕНТНИХ ДВОКОЛЬОРОВИХ
ХОРДОВИХ O -ДIАГРАМ МАКСИМАЛЬНОГО РОДУ

Для цiлих 0 6 g 6 9 визначено число нееквiвалентних 2 -кольорових хордових O -дiаграм
(з n хордами), якi мiстять лише один чорний та один бiлий цикл ( 2 -кольоровi хордовi
O -дiаграми максимального роду), вiдносно дiї дiедральної групи (порядку 2n )

Ключовi слова: 2 -кольорова хордова O -дiаграма, максимальний рiд, група дiедра

Вступ
Конструкцiї, схожi до кола з вiдмiченими точками, зокрема хордовi дiаг-

рами, ефективно використовують в багатьох галузях науки, зокрема матема-
тицi (топологiї, теорiї вузлiв), фiзицi, бiологiї.

Нагадаємо, що хордовою дiаграмою порядку n або, коротко, n -дiаграмою
називають конфiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на
ньому (якi є вершинами правильного 2n -кутника) та n хорд, що сполучають
вказанi точки. Хордовi дiаграми називають iзоморфними, якщо одну можна
одержати з iншої в результатi повороту. Дiаграми називають еквiвалентними,
якщо їх можна сумiстити за допомогою повороту, дзеркального вiдбиття, або
ж їх композицiї.

Питаннями перелiку певних класiв хордових дiаграм займалась цiла низ-
ка вiдомих математикiв, зокрема автори робiт [5], [3], [6], [2]. Задачi про
пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних n -дiаграм були повнi-
стю розв’язанi в роботах [3], [6]. Формули для пiдрахунку числа неiзомор-
фних планарних (роду 0 ), тороїдальних (роду 1 ) n -дiаграм та 2m -дiаграм
максимального роду m встановлено в [3]. Формули для пiдрахунку числа
неiзоморфних та нееквiвалентних планарних 2 -кольорових n -дiаграм вста-
новлено в [2].

Пiдрахунок числа неiзоморфних, зокрема двокольорових, n -дiаграм фiк-
сованого роду є досить складною i в загальному випадку до сьогоднi нероз-
в’язаною задачею.

c⃝Кадубовський О.А., Вощана Л.В., 2015
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Формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних двоко-
льорових O - i N -дiаграм вiдповiдно встановлено в роботi [9]. В [10] одержано
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -дiаграм,
якi мають один чорний (або ж бiлий) цикл. Задача про пiдрахунок числа не-
iзоморфних O -дiаграм максимального роду (з одним чорним та одним бiлим
циклом) повнiстю розв’язана в [8]. Проте питання про пiдрахунок числа неек-
вiвалентних (вiдносно дiї дiедральної групи) O -дiаграм максимального роду
й досьогоднi залишається вiдкритим.

В данiй роботi для натуральних n ∈ {1, 3, 5, 7, 11, 13, 15, 17, 19} встанов-
лено число нееквiвалентних (вiдносно дiї дiедральної групи) 2 -кольорових
O -дiаграм максимального роду. Крiм того, для випадкiв n = 1; 3; 5; 7; 9 в
явному виглядi наведено всi неiзоморфнi симетричнi такi дiаграми.

1. Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Означення 1. Коло з 2n точками на ньому (що є вершинами правильного
2n -кутника), дуги якого почергово розфарбованi у два кольори (чорний i бi-
лий) та фiксованою нумерацiєю вершин за годинниковою стрiлкою, будемо
називати двокольоровим 2n -шаблоном — рис. 1 a) .

2-кольоровою хордовою n -дiаграмою будемо називати n -дiаграму, побу-
довану на основi двокольорового 2n -шаблону.

  

 

 

)a  )b  )c  
 

 

 

 

Рис. 1:
a) двокольоровий 20 -шаблон;
b) N -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 бiлих та 3 чорних циклiв;
c) O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 6 бiлих та 3 чорних циклiв

Означення 2. 2-кольорову n -дiаграму, яка не мiстить (мiстить) хор-
ди, що сполучає вершини з номерами однакової парностi, називають O -
дiаграмою (N -дiаграмою) — рис. 1 c), b) .
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Означення 3. «Чорним» («бiлим») циклом 2 -кольорової дiаграми назива-
тимемо послiдовнiсть хорд та чорних (бiлих) дуг, якi утворюють гомео-
морфний образ (орiєнтованого) кола — рис. 1 b)− c) .

Приклад 1. Поняття чорного (бiлого) циклу 2-кольорової O -дiаграми про-
iлюструємо на прикладi дiаграми, зображеної на рис. 1 c) . Через (i, i + 1)
позначимо орiєнтовану дугу 2n -шаблона, а через [i, j] — хорду, яка сполу-
чає вершини з номерами i, j . Тодi чорнi BCk та бiлi WCl цикли дiаграми
можна подати у виглядi

чорнi цикли дiаграми:
BC1 =
= (1, 2)[2, 3](3, 4)[4, 13](13, 14)[14, 17](17, 18)[18, 9](9, 10)[10, 11](11, 12)[12, 1];
BC2 = (5, 6)[6, 7](7, 8)[8, 19](19, 20)[20, 5];
BC3 = (14, 15)[15, 16](16, 17)[17, 14];

бiлi цикли дiаграми:
WC1 = (2, 3)[3, 2]; WC2 = (6, 7)[7, 6]; WC3 = (8, 9)[9, 18](18, 19)[19, 8];
WC4 = (10, 11)[11, 10]; WC5 = (12, 13)[13, 4](4, 5)[5, 20](20, 1)[1, 12];
WC6 = (14, 15)[15, 16](16, 17)[17, 14].

Якщо проiгнорувати колiр, то кожен чорний (бiлий) цикл 2 -кольорової
O -дiаграми спiвпадає з вiдповiдним циклом непофарбованої дiаграми. Тодi
наслiдуючи [3], природнiм чином визначається рiд 2 -кольорової O -дiаграми,
а саме

Означення 4. Родом 2 -кольорової O -дiаграми будемо називати цiле число
g , яке визначається рiвнiстю

g =
n+ 1− λ

2
, (1)

де λ — сумарне число чорних i бiлих циклiв дiаграми.

Означення 5. Множину O -дiаграм з n хордами (побудованих на 2 -
кольоровому 2n -шаблонi), якi мають точно 1 чорний цикл будемо по-
значати ℑO

1;n . Дiаграми з класу ℑO
1;n , якi мають точно 1 бiлий цикл

називатимемо дiаграмами максимального роду, а множину таких дiаграм
позначатимемо ℑO

1,1;n .

Введемо далi наступнi позначення:
Sn — симетрична група;
CSn — множина перестановок з Sn , якi розкладаються в цикл довжини n ;
CS∗

n =
{
b ∈ CSn| b ◦ τ−1 ∈ CSn

}
, де τ = (1, 2, ..., n) ∈ CSn .
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В роботi [8] було встановлено, що кожну дiаграму D ∈ ℑO
1,1;n можна ото-

тожнити з певним циклом b ∈ CS∗
n . А саме

Твердження A. Дiаграма D(b) ∈ ℑO
1,1;n тодi i лише тодi, коли

w(b) = τ ◦b−1 =
(
b ◦ τ−1

)−1 є циклом довжини n . Тобто, D(b) ∈ ℑO
1,1;n тодi

i лише тодi, коли b ∈ CS∗
n .
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Рис. 2: a), b) дiаграма D(b) ∈ ℑO
1,1;7 , b = (1, 6, 3, 5, 7, 4, 2) ; c) дiаграма D(b) ∈ ℑO

1,1;7 ,
що є симетричною вiдносно осi симетрiї 14 -шаблону, яка проходить через його центр та

середину чорної дуги b1

Нагадаємо основну iдею. Орiєнтуємо коло дiаграми за годинниковою стрiл-
кою. I нехай дiаграма D ∈ ℑO

1;n . Пiд обходом чорних дуг bj дiаграми
D ∈ ℑO

1;n , починаючи з чорної дуги b1 будемо розумiти послiдовнiсть но-
мерiв b = (1, j2, j3, ..., jn) чорних дуг, якi зустрiчаються при слiдуваннi по
єдиному чорному її циклу — рис. 2 b) . Тодi кожен такий цикл b ∈ CSn
однозначно визначає хорди дiаграми D(b) ∈ ℑO

1;n , а тому й саму дiаграму,
i навпаки. I тому цикл b цiлком визначає й обходи бiлих дуг бiлих циклiв
дiаграми D(b) ∈ ℑO

1;n . Не важко перевiрити, що якщо

b = (1, j2, ..., jn) =

(
1 j2 ... jn−1 jn
j2 j3 ... jn 1

)
∈ CSn (2)

— обхiд чорних дуг дiаграми D(b) ∈ ℑO
1;n , то обхiд w = w(b) бiлих дуг цiєї

дiаграми (також за рухом годинникової стрiлки) можна подати у виглядi:

w(b) =

(
j2 − 1 j3 − 1 ... jn − 1 n
1 j2 ... jn−1 jn

)
(3)

Бiльше того, для довiльного b ∈ CSn виконується рiвнiсть

w(b) ◦ b =
(
j2 − 1 j3 − 1 ... jn − 1 n
j2 j3 ... jn 1

)
= (1, 2, ..., n− 1, n) = τ. (4)
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Оскiльки для кожної дiаграми D(b) ∈ ℑO
1,1;n w(b) = τ ◦b−1 є циклом довжини

n (w(b) ∈ CSn ), то з останнього й випливає справедливiсть твердження A.

Приклад 2. Дiаграму, зображену на рис. 2 a, b) , можна ототожнити iз
циклом b = (1, 6, 3, 5, 7, 4, 2) . Не важко також перевiрити, що бiлий цикл
w = (1, 4, 3, 7, 2, 6, 5, ) цiєї дiаграми можна подати у виглядi w = τ ◦ b−1 .

Як наслiдок з робiт [1], [8] маємо, що для довiльного парного n∣∣ℑO
1,1;n

∣∣ = 0 , а для непарного n = 2g + 1 визначається за формулою∣∣ℑO
1,1;n

∣∣ = 2(n− 1)!

n+ 1
=

(2g)!

g + 1
. (5)

Бiльше того, в [8] доведено справедливiсть твердження

Теорема A. Для непарного натурального n число d∗n неiзоморфних дiаграм
з класу ℑO

1,1;n можна обчислити за формулою

d∗n =
1

n

2(n− 1)!

n+ 1
+
∑
i|n,i̸=n

φ
(n
i

)
· 2(i− 1)!

i+ 1
· φ∗

(n
i

)
·
(n
i

)i−1

 , (6)

де φ(n) — функцiя Ейлера (кiлькiсть натуральних менших за n чисел i
взаємно простих iз ним, тобто φ(n) = |1 6 h < n|НСД(h, n) = 1| ), яка
для натуральних n = pα1

1 · pα2
2 · ... · pαk

k визначається за формулою

φ(n) = n ·
(
1− 1

p1

)
·
(
1− 1

p2

)
· ... ·

(
1− 1

pk

)
, (7)

а величина φ∗(n) (φ∗(n) = |1 6 h < n|НСД(h, n) = 1 = НСД(h+ 1, n)| ) для
натуральних n = pα1

1 · pα2
2 · ... · pαk

k визначається за формулою

φ∗(n) = n ·
(
1− 2

p1

)
·
(
1− 2

p2

)
· ... ·

(
1− 2

pk

)
. (8)

2. Основна частина
Застосовуючи лему Бернсайда (див. напр. [3], [6], [9], [10]), не важко

встановити, що число d∗∗n орбiт групи дiедра D∗
2n , що дiє на множинi ℑO

1,1;n

(число нееквiвалентних O -дiаграм максимального роду) можна визначити
за допомогою спiввiдношення

d∗∗n =
1

2

(
d∗n +

1

n
· S(n)

)
, (9)

де d∗n — число неiзоморфних дiаграм з класу ℑO
1,1;n , а
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S(n) –– число дiаграм з ℑO
1,1;n , що є симетричними вiдносно хоча б одної з

n осей симетрiї, що проходять через середини протилежних чорної та бiлої
дуг 2 -кольорового 2n -шаблону.

Оскiльки число дiаграм, симетричних вiдносно кожної з n зазначених
осей симетрiї є однаковим, то (9) можна подати у виглядi

d∗∗n =
1

2
(d∗n + s(n)) , (10)

де s(n) –– число дiаграм з ℑO
1,1;n , що є симетричними вiдносно фiксованої

осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної та бiлої дуг
2 -кольорового 2n -шаблону.

Таким чином, з урахуванням спiввiдношення (10) та вiдомої формули
(6) для обчислення величини d∗n , задача про пiдрахунок числа d∗∗n нееквi-
валентних дiаграм з класу ℑO

1,1;n зводиться до задачi про пiдрахунок числа
тих дiаграм з класу ℑO

1,1;n , що є симетричними вiдносно фiксованої осi
симетрiї (яка проходить через середини протилежних чорної та бiлої дуг)
2 -кольорового 2n -шаблону —рис. 2 c) .

2.1. Число симетричних дiаграм з класу ℑO
1,1;n

Нижче для натуральних n = 1; 3; 5; 7; 9 в явному виглядi наведено всi
(неiзоморфнi) симетричнi дiаграми з вiдповiдних класiв ℑO

1,1;n .
 

 

 

 

 

)a    )b  

 

 

 Рис. 3: a) єдина дiаграма з класу ℑO
1,1;1 , b) єдина дiаграма з класу ℑO

1,1;3

 

    

1 2 3 4 

 

Рис. 4: всi (неiзоморфнi) симетричнi дiаграми з класу ℑO
1,1;5
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Не важко бачити, що у випадку n = 7 (рис. 5 нижче) дiаграми {21, 22} ;
{23, 24} ; {26, 27} ; {28, 29} ; {25, 30} є еквiвалентними пiд дiєю групи дiедра.
I тому iснує лише 30− 10 + 5 = 25 нееквiвалентних дiаграм з класу ℑO

1,1;7 .
 

     

1 2 3 4 5 

     

6 7 8 9 10 

     

11 12 13 14 15 

     

16 17 18 19 20 

 

 

     

21 22 23 24 25 

     

26 27 28 29 30 

 

Рис. 5: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,1;7

Нижче на рис. 6 зображено всi 148 (неiзоморфних) симетричних дiаграм
з класу ℑO

1,1;9 .
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 Рис. 6: всi (неiзоморфнi) симетричнi дiаграми з класу ℑO
1,1;9

Зауваження 1. Як випливає з результатiв роботи [10] , кожнiй дiаграмi
D ∈ ℑO

1;n (n = 2m + 1) , що є симетричною вiдносно тiєї осi симетрiї
2n -шаблону, яка проходить через його центр та середину чорної дуги b1
(рис. 2 c) ), однозначно можна поставити у вiдповiднiсть «симетричний»
цикл довжини n , а саме цикл виду

b′ = (j′m+1, ..., j
′
3, j

′
2, 1 , j2, j3, ..., jm+1), (11)

де j′i = 2m + 3 − ji ∀i ∈ {2, ...,m + 1} , а 1, j2, j3, ..., jm+1 — суть номери
перших (m+1) чорних дуг 2n -шаблону, якi зустрiчаються при обходi (по-
чинаючи з першої чорної дуги за годинниковою стрiлкою) єдиного чорного
циклу дiаграми. Причому ∀ k, l ∈ {2, ...,m+ 1} jk + jl ̸= 2m+ 3 .

I навпаки, будь-який цикл b′ виду (11) , у якому ∀i ∈ {2, ...,m + 1}
ji ∈ {2, 3, ..., 2m+1} , j′i = 2m+3−ji та ∀ k, l ∈ {2, ...,m+1} jk+jl ̸= 2m+3
визначає єдину дiаграму D = D(b′) ∈ ℑO

1;n .

Крiм того, в роботi [10] встановлено, що для натуральних n = 2m + 1
має мiсце рiвнiсть ∣∣ℑO

1;n

∣∣ = 2m · (m)! (12)
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Бiльше того, з урахуванням твердження A. , має мiсце

Лема 1. Для натуральних n = 2m + 1 число s(n) дiаграм з класу ℑO
1,1;n

(що є симетричними вiдносно тiєї осi симетрiї 2n -шаблону, яка проходить
через його центр та середину чорної дуги b1 ) спiвпадає iз числом циклiв
виду (11) , для яких добуток

b′ ◦ τ−1, τ = (1, 2, ..., 2m+ 1) (13)

є циклом довжини n (розкладається в один цикл).

З урахуванням Леми 1., авторами статтi було написано програму мате-
матичного розрахунку величини s(n) в середовищi Maple. Для натураль-
них n = 11; 13; 15; 17; 19 одержано наступнi результати: s(11) = 1 348 ;
s(13) = 15 104 ; s(15) = 198 144 ; s(17) = 2 998 656 ; s(19) = 51 290 496 .

Таким чином, має мiсце

Твердження 1. Для непарних натуральних 1 6 n 6 19 число s(n)
симетричних дiаграм з класу ℑO

1,1;n становить

s(n) =



1, n = 1
1, n = 3
4, n = 5
20, n = 7
148, n = 9

1 348, n = 11
15 104, n = 13
198 144, n = 15

2 998 656, n = 17
51 290 496, n = 19

(14)

Крiм того, бiльш пильнi спостереження за величинами s(n) (для зазна-
чених n ) дозволили виявити низку властивостей, а саме

Лема 2. Нехай Sn(p) (n = 2m+1, p ∈ {3, 4, ..., 2m+1}) — множина циклiв
виду b′ = (..., p′, 1 , p, ..., ) , якi задовольняють умову леми 1. Тодi мають
мiсце наступнi рiвностi:
1) |Sn(2)| ≡ 0;

2) s(n) =
2m+1∑
p=3

|Sn(p)| ;

3) ∀p ∈ {m+ 2, ..., 2m+ 1} |Sn(p)| = s(2m− 1) = s(n− 2);
4) |Sn(3)| = |Sn(m+ 1)| = 2 · (m− 1) · s(2m− 3) = (n− 3) · s(n− 4);
5) ∀j ∈ {3, ...,m+ 1} |Sn(j)| = |Sn(m+ 4− j)|.
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2.2. Число нееквiвалентних дiаграм з класу ℑO
1,1;n

Теорема 1. Для непарних натуральних 1 6 n 6 19 число d∗∗n нееквi-
валентних (вiдносно дiї дiедральної групи) дiаграм з класу ℑO

1,1;n можна
обчислити за формулою

d∗∗n =
1

2
(d∗n + s(n)) , (15)

де d∗n визначаються за формулою (6) , а s(n) — зi спiввiдношень (14) .

g = n−1
2 n d(n) = 2(n−1)!

n+1 d∗n d∗∗n
0 1 1 1 1
1 3 1 1 1
2 5 8 4 4
3 7 180 30 25
4 9 8 064 900 524
5 11 604 800 54 990 28 169
6 13 68 428 800 5 263 764 2 639 434
7 15 10 897 286 400 726 485 868 363 342 006
8 17 2 324 754 432 000 136 750 260 720 68 376 629 688
9 19 640 237 370 572 800 33 696 703 714 374 16 848 377 502 435

Табл. 1: початковi значення величин d(n) , d∗n та d∗∗n

Зауваження 2. Як з’ясувалося, для натуральних n = 2g + 1 початковi
значення величин d(n) i s(n) спiвпадають зi значеннями величин
SH(2g; 1) — «Hultman number» [4] (послiдовнiсть A060593 в [7])

та, вiдповiдно,
S±
H(g; 1) — «signed Hultman number» [4] (послiдовнiсть A001171 в [7]).

Висновки
Отже, в представленiй роботi для початкових натуральних n = 2g + 1

(g ∈ {0, 1, ..., 9} ) повнiстю розв’язана задача про пiдрахунок числа нееквiва-
лентних дiаграм з класу ℑO

1,1;n (n -дiаграм максимального роду g ).
Крiм того, з урахуванням зауваження 2., iснує тiсний зв’язок мiж дiагра-

мами з класу ℑO
1,1;n та перестановками певного виду, чиї «breakpoint» графи

розкладаються в один цикл [4]. Тому, на думку авторiв, цiлком досяжною
здається подальша робота, пов’язана зi встановленням необхiдних тверджень
щодо бiєктивностi мiж симетричними дiаграмами з класу ℑO

1,1;n та (вiдповiд-
ними) перестановками, чиї «breakpoint» графи розкладаються в один цикл.
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On the Number of 2-Color Chord O -Diagrams of Maximal Genus
Under the Action of Dihedral Group
In this paper for 0 6 g 6 9 we determine the number of nonequivalent 2 -color
chord diagrams (of order n ) with one black and one white cycle (2 -color chord
O -diagrams of maximal genus) under the action of dihedral group (of order 2n )
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РОЗРАХУНКИ ПОЛIВ ТЕМПЕРАТУР I ТЕРМIЧНИХ
НАПРУЖЕНЬ У ПРИПОВЕРХНЕВИХ ШАРАХ GaAs,

IНIЦIЙОВАНИХ IМПУЛЬСНИМ ЛАЗЕРНИМ
ОПРОМIНЕННЯМ

Дослiджено вплив iмпульсного лазерного опромiнення поверхнi GaAs з гауссовим i дифра-
кцiйним розподiлом iнтенсивностi на процеси дефектоутворення. Розраховано розподiл
полiв температур i термiчних напружень протягом дiї лазерних iмпульсiв. Вперше пока-
зана можливiсть створення впорядкованих атомних структур у виглядi атомних кластерiв
лазерним опромiненням низького рiвня, якi можуть бути використанi в мiкроелектронних
приладах.

Ключовi слова: лазер, дефекти, модуляцiя, дифракцiя, випромiнювання.

Вступ
Серед способiв формування напiвпровiдникових наноструктур найбiль-

ше поширення знайшли методи, якi грунтуються на рiзноманiтних процесах
самоорганiзацiї, що дiють пiд час релаксацiї напружених гетероструктур.
Природнi механiзми, якi при цьому використовуються, базуються на спонтан-
ному зародженнi та росту структур, що дозволяють керувати геометричними
розмiрами i мiсцезнаходженням нанооб’єктiв лише у певних межах.

c⃝Надточiй В.О., Уколов О.I., Нечволод М.К., Бугаєвська Д.О., 2015
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У данiй роботi основна увага придiляється новому принципу адресної
модифiкацiї морфологiї приповерхневих шарiв арсенiю гелiю, при якiй розпо-
дiл окремих елементiв масиву наноструктур є керованим процесом. Основою
методу є дiя на кристал просторово-модульованого лазерного опромiнення
з низькою iнтенсивнiстю, що не призводить до виникнення розплаву, але
стимулює активацiю важливих для дефектоутворення ефектiв: нагрiвання,
деформацiї поверхнi та електронного збудження центрiв.

Основна частина
В основу теплової задачi було покладено розв’язання диференцiального

рiвняння другого порядку

cρ
∂T

∂t
=

∂

∂z

(
κ
∂T

∂t

)
+ g, (1)

де c – теплоємнiсть, ρ – густина дослiджуваної речовини, t – час вiд початку
дiї iмпульсу лазерного опромiнення, z – координата углиб кристала, κ – ко-
ефiцiєнт теплопровiдностi, g – теплова потужнiсть, яка вводиться у кристал
опромiненням. Миттєве значення визначається з урахуванням використаного
режиму випромiнювання (iмпульс вiльної генерацiї чи модульованої добро-
тностi) та просторовим розподiлом iнтенсивностi по лазернiй плямi (гауссовий
чи дифракцiйно-модульований).

Рис. 1. Розподiл темпера-
тури взовж радiуса ла-
зерної плями на поверхнi
GaAs в рiзнi моменти ча-
су вiд початку дiї лазерно-
го iмпульсу (E = 1 Дж,
λ = 694 нм , τp = 1 мс )

Особливiсть розв’язування рiвняння (1) полягала у необхiдностi врахува-
ння температурної залежностi c , κ i коефiцiєнта поглинання, який неявно
входить до значення g . У данiй роботi рiвняння (1) розв’язувалось як для га-
уссового так i для дифракцiйно-модульованого опромiнення кристалiв GaAs.
Для комп’ютерних обчислень початковi умови були введенi до програми
«STRESS» i рiвняння (1) розв’язувалось за методом сiток. Результати розра-
хункiв розмiщувались у тривимiрному масивi даних, якi визначають розподiл
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Надточiй В.О., Уколов О.I., Нечволод М.К., Бугаєвська Д.О. Розрахунки температур...

температури кристала у рiзнi моменти часу вiд початку дiї лазерного iмпуль-
су. Одержанi результати про змiну температури в опромiненiй зонi наведенi
на рис. 1. Вони були використанi у подальшому для розрахунку деформацiї
поверхнi i встановлення граничних параметрiв лазерного опромiнення. Роз-
подiл деформацiй на опромiненiй поверхнi в залежностi вiд координат i часу
дiї лазерного iмпульсу знаходився з урахуванням температурної залежностi
коефiцiєнту теплового розширення за формулою

ε = [3,5652(lnT −1)−1,312]T ·10−6− [3,5652(lnT0−1)−14,312]T0 ·10−6, (2)

де ε – ступiнь вiдносної деформацiї, T0 – початкова температура кристалу.
Наступним етапом розв’язання було визначення термiчних напружень в зале-
жностi вiд температури та координат для рiзних кристалографiчних площин.
З урахуванням температурної залежностi модуля Юнга i анiзотропiї криста-
лу кiнцевi формули мають такий вигляд:

σ =
[3,5652(lnT − 1)− 1,312]T · 10−6 − [3,5652(lnT0 − 1)− 14,312]T0 · 10−6

S11 − 2

(
S11 − S12 −

1

2
S44

)
(cos2 θ0 · sin2 θ0)

,

(3)

σ =
[3,5652(lnT − 1)− 1,312]T · 10−6 − [3,5652(lnT0 − 1)− 14,312]T0 · 10−6

S11 −

(
S11 − S12 −

1

2
S44

)
sin2 θ0(1 + 2 cos2 θ0

,

(4)

σ = ε

/(
S11 − 2

(
S11 − S12 −

1

2
S44

)
·

(
sin2 θ0

6
− cos2 θ0

)
+

+
2

3

(
sin2 θ0

6
− cos2 θ0

)2

· sin2 θ0 +
4

3

(
sin2 θ0

6
− cos2 θ0

)2)
,

(5)

де формули (3), (4) i (5) можна застосовувати до розрахункiв для площин
(100), (110) та (111) вiдповiдно. У формулах S11 , S12 , S44 – компоненти тен-
зора пiддатливостi, θ0 – кут мiж вибраним i кристалографiчним напрямками,
якi належать до однiєї iз вказаних площин.

Дифракцiйний розподiл iнтенсивностi при дифракцiї вiд екранiв з рiзни-
ми товщиною i профiлем розраховували за формулами Френеля та Кiрхго-
фа. Визначено коефiцiєнт iнтенсивностi к при дифракцiї вiд напiвплощини
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(рис. 2)

κ =
I

I0
=

[
1

2
+ ξ(ϑ)

]2
+

[
1

2
+ η(ϑ)

]2
2

(6)

де I0 – iнтенсивнiсть не дифрагованого випромiнювання, ξ(ϑ) i η(ϑ) – iнте-
грали Френеля, що описують спiраль Корню.

При дифракцiї вiд прямокутного вирiзу (рис. 3) коефiцiєнт розподiлу iн-
тенсивностi опромiнення κI знаходиться як добуток розподiлу iнтенсивностi
дифрагованого променя вiд кожної iз сторiн екрану

κI =
2∏
i=1

I

I0
=

1

4

2∏
i=1


[
1

2
+ ξ(ϑ)

]2
+

[
1

2
+ η(ϑ)

]2 . (7)

При такiй дифракцiї майже удвiчi збiльшуються перепади мiж мiнiмаль-
ними i максимальними значеннями iнтенсивностi порiвняно iз такими ж
значеннями для екрану у виглядi напiвплощини.

Рис. 2. Розподiл iнтенсивностi опро-
мiнення при дифракцiї вiд напiв-
площини (λ = 694 нм, b = 130 мкм)

Рис. 3. Розподiл iнтенсивностi опро-
мiнення при дифракцiї вiд прямокут-
ного вирiзу (λ = 694 нм, b = 10 мкм)

Наведемо формулу, яка дозволяє чисельно розраховувати амплiтуду
дифракцiйно-модульованої електромагнiтної хвилi для довiльного профiлю
екрана

E(P ) = −
i

2λ
E0

√√√√√( N∑
j=0

cos(ksj)(1 + cosφj)

)2

+

(
N∑
j=0

sin(ksj)(1 + cosφj)

)2

.

(8)
У формулi (8) sj – вiдстань вiд обраної точки на опромiненiй поверхнi

до елементарної площини з номером j хвильового фронту у площинi екрану,
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φj – кут мiж нормаллю до елемента хвильового фронту i напрямком sj , k –
хвильове число. За формулою (8) був розрахований розподiл iнтенсивностi
опромiнення на поверхнi кристала при дифракцiї вiд екранiв нестандартно-
го профiлю (квадратного отвору i клиновидного екрану з рiзною висотою
сторiн). Теоретично розв’язана зворотна задача синтезу мiкроголограми для
заданого розподiлу iнтенсивностi на опромiненiй поверхнi. У такий спосiб
можна задавати необхiдний розподiл лазерно-iндукованих структурних утво-
рень, якi можуть мати особливi фiзичнi властивостi.

Утворення дефектiв пiд дiєю лазерних iмпульсiв з τp = 1 мс
1. Опромiнення з гауссовим розподiлом iнтенсивностi. Експеримен-

тально визначена гранична доза Wb = 25 Дж/см2 опромiнення GaAs для
iмпульсу з τp = 1 мс . При W > Wb на поверхнi утворюються лiнiйнi дефекти
(рис. 4, а), а при менших значеннях, коли W < Wb , структурними методами
виявляється дефектний шар з пiдвищеною концентрацiєю лише точкових
дефектiв (рис. 4, б). Iз порiвняння теоретичних розрахункiв (рис. 1) та
результатiв експериментальних дослiджень (рис. 4, а i рис. 4, б) встановлено
також, що температура на межi мiж а i б зонами у процесi опромiнення
сягає 850 К. При ще меншiй густинi енергiї лазерного опромiнення, на межi
дефектної i не модифiкованої поверхнi кристала (рис. 4, б), максимальна
температура становить T ≈ 400 К, а термiчне напруження σ ≈ 100 МПа .
Знання граничних температур i напружень, у межах яких створюються
лише точковi дефекти у приповерхневих шарах, дозволяє розвивати новий
пiдхiд до керування властивостями напiвпровiдника, який ґрунтується на
формуваннi поблизу його поверхнi нанорозмiрних кластерiв.

Рис. 4. Структури на опромiненiй по-
верхнi кристалу GaAs лазерним iмпуль-
сом з гауссовим розподiлом iнтенсивно-
стi: а – зона пластичностi, б – периферiй-
на зона з границею розподiлу дефектної
(злiва) i не модифiкованої частини кри-
сталу (λ = 694 нм , τp = 1 мс )

2. Опромiнення з дифракцiйним розподiлом iнтенсивностi. Опромiнення
кристалiв дифракцiйно-модульованими лазерними iмпульсами виконувалось
при рiвнях iнтенсивностi W < Wb . При дифракцiї вiд екрану у виглядi на-
пiвплощини iнтенсивнiсть лазерного опромiнення на поверхнi мала розподiл,
який вказано на рис. 2, i не перевищувала 25 Дж/см2 .
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Рис. 5. Оптичне зобра-
ження перiодичного ре-
льєфу на поверхнi GaAs
(λ = 694 нм, τp = 1 мс ,
b = 130 мкм)

Пiсля хiмiчного травлення опромiнених
монокристалiв GaAs була виявлена лiнiйно-
перiодична структура (рис. 5), яка адекватно
вiдображала заданий розподiл енергiї. У то-
му разi, якщо зразки не пiддавались хiмiчному
травленню, подiбнi структури оптичним мето-
дом не виявлялись. Цей факт свiдчить про те,
що при низькому рiвнi iнтенсивностi опромiне-
ння дефектна структура утворилась у припо-
верхневому шарi.

На дiлянках поверхнi з високим рiвнем ла-
зерного опромiнення W > Wb , де зароджу-
вались трiщини, лiнiйно-перiодичнi структури
вказаного вище типу не виявлялись. Це вка-
зує на важливу роль термiчних напружень в
утвореннi перiодичних структур, значення яких
зменшились внаслiдок релаксацiї.

Порiвняння експериментальних результатiв i чисельних розрахункiв
приводять до висновку, що максимальнi значення термiчних напружень
утворюються у зонах з максимальною температурою i саме на цих дiлянках
витравлюються канавки перiодичного рельєфу. У вiддаленiй вiд екрану зонi
на поверхнi, де значення перiоду дифракцiйної картини прямує до постiйного
значення, градiєнт термiчних напружень сягає величини ≈ 85 МПа/мкм
(рис. 6).

Рис. 6. Утворення градi-
єнту термiчних напружень
на поверхнi GaAs дiєю
дифракцiйно-модульова-
ного лазерного опромiнен-
ня (λ = 694 нм, τp = 1 мс ,
b = 130 мкм)

Для отримання двовимiрного розподiлу iнтенсивностi на поверхнi
опромiнення кристалiв GaAs здiйснювалось через непрозорий екран з
прямокутним вирiзом (рис. 3). При цьому збiльшувалась максимальна
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температура розiгрiву поверхнi, а тому i градiєнт термiчних напружень.
Окрiм цього, градiєнт термiчних напружень став промодульованим у двох
напрямках у площинi поверхневого шару (рис. 7). Пiд дiєю такого розподiлу
температури i термiчних напружень у приповерхневому шарi монокристала
GaAs утворилася вiдповiдна дефектна структура (рис. 8) з наведеним на
рис. 7 перiодом розподiлу. Знiмок зроблений пiсля хiмiчного травлення
поверхнi.

Рис. 7. Утворення градiєнту термiчних
напружень на площинi (111) монокри-
сталу GaAs (λ = 694 нм , τp = 1 мс ,
b = 10 мкмс )

Рис. 8. Оптичний знiмок опро-
мiненої поверхнi GaAs. Бiлi
плями-горбики пiсля хiмiчно-
го травлення (λ = 694 нм ,
τp = 1 мс , b = 10 мкмс )

Висновки
1. Виконанi розрахунки розподiлу полiв температур, деформацiй i термi-

чних напружень, створених дифракцiйно-модульованим лазерним опро-
мiненням. Запропоновано два варiанти рiшення задачi про розподiл тер-
мiчного напруження – через визначення компонент тензора деформацiї,
або з урахуванням орiєнтацiйної залежностi модуля Юнга.

2. Експериментально знайдено значення граничної щiльностi енергiї
Wb = 25Дж/см2 опромiнення лазерними iмпульсами мiлiсекундної три-
валостi, нижче якої домiнують процеси точкового дефектоутворення.

3. Уперше показана можливiсть створення перiодичних дефектних стру-
ктур у виглядi атомних кластерiв шляхом дифракцiйно-модульованого
iмпульсного опромiнення ( τp = 1 мс ) низького рiвня. Позицiонування
таких структур задається законом модуляцiї лазерного випромiнювання
i таким чином вирiшується завдання їх адресного i перiодичного розпо-
дiлу.
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ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГАЛИЛЕЯ В ТЕОРИИ
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

Показано, что кинематические эффекты специальной теории относительности могут быть
получены при использовании преобразований Галилея. В качестве основы для вывода
используется понятие пространственно-временного интервала. Различие между преоб-
разованиями Галилея и Лоренца в том, что второе относится к классу ортогональных
преобразований в 4-мерном пространстве-времени, а первое — нет.

Ключевые слова: преобразования Галилея и Лоренца, пространственно-временной
интервал, система отсчета, релятивистские эффекты.

Введение
Обычно утверждается, что преобразования координат Галилея

x′ = x − υt , t′ = t противоречат постулатам теории относительности.
Действительно, из этих преобразований следует классический закон сло-
жения скоростей. Если △x = x2 − x1 — перемещение тела за промежуток
времени △t = t2 − t1 в системе K , △x′ = x′2 − x′1 — перемещение
того же тела за промежуток времени △t′ = t′2 − t′1 в системе K ′ , то
△x′ = △x − υ△t . Разделив это равенство почленно на △t′ = △t , получим
△x′/△t′ = △x/△t − υ или u′ = u − υ . Здесь u и u′ — скорость одного и
того же тела в системах K и K ′ . (Повсюду в этой статье принимается, что
инерциальная система отсчета K ′ движется относительно K вдоль оси x со
скоростью υ ). Пусть мы измеряем скорость света в обоих системах отсчета
и u′ = c . Тогда u = c + υ , что противоречит факту абсолютности скорости
света в вакууме, на который опирается специальная теория относительности.

Однако, в предисловии к книге американских профессоров Э. Тейлора
и Дж. Уиллера [1] Н. В. Мицкевич пишет, что «преобразования Галилея и
Лоренца физически эквиваленты. И можно без труда показать, что первое
приводит в точности к тем же релятивистским эффектам, к каким приводит
второе». Об этом можно прочесть и в других книгах, рассчитанных на более
подготовленного читателя [2; 3].

Попробуем разобраться в этом, не применяя используемый в специальных
книгах сложный математический аппарат.

c⃝Шурыгина Л.С., 2015
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Основная часть
В теории относительности,
особенно в общей, важную роль
играет величина, называемая
пространственно-временным
интервалом между событиями.
Пусть первое событие — вспыш-
ка света в вагоне (рис. 1а). Свет
отражается от зеркала и воз-
вращается назад.

Прием вспышки — второе событие. В вагоне эти события произошли в од-
ном месте пространства, для наблюдателя на станции — в разных (рис. 1б).
Расстояние между ними тем больше, чем быстрее едет поезд. По теореме Пи-
фагора DC2 = AC2−AD2 , где AC = c△t/2 , AD = △x/2 , △x = υ△t . υ —
скорость поезда относительно станции, DC = h — высота вагона. Оконча-
тельно запишем:

4h2 = c2△t2 −△x2. (1)

Возьмем еще одну систему отсчета, жестко связанную с машиной, которая
едет параллельно поезду, но с меньшей скоростью. В этой системе вспышка
и прием света так же произошли в разных местах пространства. Аналогично
получаем

4h2 = c2△t′2 −△x′2 (2)

Высота вагона h одна и та же во всех системах. Чтобы убедиться в этом,
предположим, что поезд должен проехать сквозь туннель. Высота неподвиж-
ного вагона и высота туннеля одинаковы. Предположим, что поперечные
размеры движущегося тела изменяются, например, уменьшаются. Тогда в
системе отсчета, жестко связанной с вагоном, высота туннеля будет ниже
вагона и поезд не сможет пройти. В системе отсчета, связанной с туннелем,
ситуация обратная. В этой системе движется вагон и его размеры, соглас-
но допущению, должны сократиться. Следовательно, вагон пройдет сквозь
туннель. Но выбор системы отсчета не должен влиять на исход наблюдае-
мого явления, следовательно, на основании принципа относительности, мы
вынуждены сделать вывод, что размеры тела, перпендикулярные направ-
лению относительного движения систем, абсолютны. Приравнивая правые
части выражений (1) и (2), получим:

c2△t2 −△x2 = c2△t′2 − x′2.

Промежутки времени и пространственные расстояния между события-
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ми различны в разных системах отсчета. Но для каждой пары событий
существует величина одинаковая во всех системах. Это — пространственно-
временной интервал. Квадрат его имеет следующий вид:

s2 = c2△t2 −△x2 или s2 = (c△t)2 − l2, (3)

где l — расстояние между точками, где произошли события.
В нашем выводе использовались специальные события — вспышка и при-

ем света. Но этот вывод справедлив и для произвольных событий. Например,
если они не очень удалены друг от друга ( l 6 c△t ), то всегда можно подо-
брать такое h , что свет, вспыхнувший одновременно и в том же месте, что
и первое событие, прийдет к месту второго события в тот момент, когда оно
должно произойти.

Если свет распространяется непосредственно из одной точки в другую
(h = 0) , то c△t = l и

s = 0 (4)

Если события произошли в одном месте пространства, то промежуток
времени △t0 между ними называется собственным. В нашем примере в си-
стеме, связанной с вагоном, l = 0 и

△t0 =
s

c
(5)

«Собственное» время неизменно во всех системах отсчета, так как интер-
вал и скорость света абсолютны.

Это значит, что темп физических процессов совершенно одинаков для че-
ловека, где бы он ни находился — на Земле или в кабине летящего с огромной
скоростью звездолета. Именно «собственное» время определяет темп физи-
ческих процессов в данной системе отсчета.

Пространственные расстояния также могут быть выражены через интер-
вал. Так, длину тела, например, линейки, в любой системе отсчета можно
определить, зная значение интервала между двумя событиями, которые за-
ключаются в измерении положения начала и конца линейки, при условии,
что эти события происходят одновременно. Тогда △t = 0 и

l =
√
−s2 (6)

Только надо иметь ввиду, что одновременная фиксация границ измеря-
емого тела происходит по-своему в каждой системе отсчета. Это не одна и
та же пара событий в разных системах. Поэтому для разных систем отсчета
интервал s в выражении (5) не одинаков.
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Любые события мы можем изобразить на пространственно-
временной диаграмме. В обычном пространстве (рис. 2)
расстояние между двумя точками можно найти по теореме
Пифагора, OA2 = l2 = △x2 + △y2 . Можно ли поль-
зоваться этой теоремой и, вообще, евклидовой геометри-
ей в «пространственно-временном мире»? Как показывает
опыт, нельзя. Геометрия пространства-времени в специаль-

ной теории относительности — псевдоевклидова. И, например, квадрат
гипотенузы равен не сумме квадратов катетов, а их разности («псевдопифа-
горова» теорема).

OA2 = s2 = (c△t)2 − x2

До сих пор мы пользовались прямоугольными декарто-
выми координатами. Однако это совсем не обязательно.
Можно пользоваться и косоугольными и криволиней-
ными системами координат. Тогда квадрат расстояния
между теми же точками, оставаясь неизменным по ве-
личине, будет иметь более сложную форму. Например,
при использовании косоугольных координат в обычном

пространстве (рис. 3) получим OA2 = l2 = △x2+△y2− 2△x△y cosφ . Будет
иным и выражение для квадрата интервала между событиями, если постро-
ить косоугольную пространственно-временную диаграмму. Помимо квадра-
тов разностей координат и промежутка времени в это выражении будет вхо-
дить член с произведением △x△t . Углы и их функции на пространственно-
временной диаграмме можно выразить через скорость. Только, напоминаем,
здесь надо пользоваться соотношениями псевдоевклидовой геометрии. Она
во многом сходна с евклидовой, но имеет некоторые отличия. Выражения
(4), (5) и (6) справедливы для любых систем координат и в любых системах
отсчета.

Теперь посмотрим, как будет выглядеть интервал в K ′ , если воспользо-
ваться преобразованиями Галилея x′1 = x1−υt1 , t′1 = t1 для первого события
и x′2 = x2−υt2 , t′2 = t2 , для второго. Тогда △x′ = △x−υ△t , △t′ = △t или

△x = △x′ + υ△t′. (7)

Поставим (7) в выражение для интервала (3). Получим:

s2 = c2

(
I −

υ2

c2

)
△t′2 −△x′2 − 2υ△x′△t′. (8)

Отметим для сравнения, что если бы мы проделали такие же расчеты с
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преобразованиями Лоренца x′ =
x− υt√
1− υ2/c2

, t′ =
t− υx/c2√
1− υ2/c2

, то выраже-

ние для интервала не изменилось бы, т.е. получили бы s2 = c2△t′2 − △x′2 .
Учитывая вышеизложенное можно сделать вывод, что в случае преобразо-
ваний Галилея пространственная ось x′ и временная ось t′ в системе K ′

не перпендикулярны друг к другу, хотя в системе K они взаимноперпен-
дикулярны. Преобразования же Лоренца не нарушают перпендикулярности
пространственной и временной оси.

Теперь предположим, что события происходят в одном и том же месте
системы K ′ , т.е. △x′ = 0 . Подставляя это значение △x′ в выражение (8),
получим s = c

√
1− υ2△t′/c2△t′ или, учитывая (5),

△t0 =

√
1−

υ2

c2
△t′ (9)

Наконец, заменяя △t′ равным ему (по преобразованию Галилея) значе-
нием △t , получаем обычное релятивистское соотношение между промежут-
ками времени в двух системах отсчета

△t =
△t0√
1−

υ2

c2

(10)

Напомним, что t′ = t означает, что часы системы K ′ показывают то же
время, что и часы системы K , находящиеся в той же точке пространства. (В
каждой системе отсчета имеется множество часов, покоящихся относитель-
но тела отсчета своей системы). Таким образом, если часы системы K ′ мы
будем ставить по правилу t′ = t , то они будут отставать от темпа физиче-
ских процессов в этой системе, который определяется собственным временем
t0 (△t′ > △t0 , см. (9)).

Проверим далее – будут ли синхронизированы между собой такие часы в
K ′ . Сверим часы, находящиеся в разных точках пространства K ′ , при помо-
щи светового сигнала. Из т. A с координатой x′1 посылаем короткий световой
сигнал в т. B с координатой x′2 . В момент t′ по часам, расположенным в т. B,
световой сигнала отражается и затем возвращается снова в т. A. Определим
время распространения светового сигнала из одной точки в другую в систе-
ме K ′ . Для этого запишем интервал в системе отсчета K ′ между событиями
– излучением и приемом светового сигнала в точках A и B. Этот интервал
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равен нулю в любой системе отсчета (см. (4)):

c2

(
1−

υ2

c2

)
△t′2 −△x′2 − 2△x′υ△t′ = 0

Решая это квадратное уравнение, получаем

△t′1 =
△x′(υ − c)

c2

(
1−

υ2

c2

), △t′2 =
△x′(υ + c)

c2

(
1−

υ2

c2

).
Эти промежутки времени соответствуют распространению светового сиг-

нала в двух противоположных направлениях между точками A и B.
Если t′ — момент отражения светового сигнала в т. B, то момент отправ-

ления его из т. A — t′1 = t′ +△t′1 (△t′1 < 0) , а момент возращения в ту же
точку — t′2 = t′ + △t′2 . Одновременно с моментом t′ в т. B, по Эйнштей-
ну, следует считать показания часов в точке A, лежащее посередине между
моментами отправления и возращения светового сигнала в эту точку:

t′1 + t′2
2

=
t′ +△t′1 + t′ +△t′2

2
= t′ +

△t′1 +△t′2
2

.

Подставляя значения △t′1 и △t′2 , получаем

t′1 + t′2
2

= t′ +
△x′υ

c2

(
1−

υ2

c2

).
Оказывается, что одновременным в K ′ событиям в разных точках со-

ответствуют различные показания часов. Значит, часы в системе K ′ не
синхронизированы между собой. Разность значений временной координаты
для двух одновременных событий

δt′ =
△x′υ

c2

(
1−

υ2

c2

) (11)

Для сравнения можно показать, что если бы мы пользовались преобра-
зованиями Лоренца, то часы в разных точках K ′ были бы синхронными. В
этом случае интервал между теми же событиями, приемом и отправлением
сигнала, в системе K ′ будет s2 = c2△t′2 − △x′2 = 0 . Отсюда △t′1 = △x′/c
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и △t′2 = △x′/c . Расчеты, аналогичные предыдущим, дают для показаний
часов в т. A в момент времени, одновременный с t′ в т. B:

t′ +△t′1 + t′ +△t′2
2

=
t′ −

△x′

c
+ t′ +

△x′

c
2

= t′,

т.е. в этом случае одновременным событиям в разных точках соответствуют
одинаковые показания часов.

Наконец, сравним размеры тел в K и K ′ , параллельные направлению
относительной скорости систем отсчета. Пусть в системе K покоится линей-
ка, расположенная вдоль оси x. Координаты ее начала и конца x1 и x2 , так
что ее длина в системе K будет l0 = x2 − x1 . Чтобы определить ее длину
в системе K ′ найдем значение интервала между двумя событиями — изме-
рением координат начала и конца линейки, происходящими в один и тот же
момент времени K ′ . Как было показано, в системе K ′ показания часов в раз-
ных точках в один и тот же момент времени отличаются на δt′ . Поэтому мы
должны считать, что для одновременных событий △t′ равняется не нулю, а

δt′ , △t′ = δt′ . Подставляя значение △t′ в (8), получим s2 = −
△x′2

1− υ2/c2
и,

согласно (6),

l =
△x′√
1−

υ2

c2

(12)

Но △x′ = △x− υ△t′ , где △x = l0 , а △t′ = δt′ =
△x′υ

c2(1− υ2/c2)
.

Поэтому, после простых преобразований, получаем △x′ = l0(1 − υ2/c2) .
Подставляя значение △x′ в (12), найдем окончательно

l = l0

√
1−

υ2

c2
(13)

Итак, если подходить к преобразованиям Галилея с современных реляти-
вистских позиций, то получаются обычные кинематические эффекты теории
относительности.

Но как же классическая формула сложения скоростей, о которой мы гово-
рили в самом начале? Ведь она противоречит основным положениям теории
относительности! Но, оказывается, и здесь все в порядке. Дело в том, что
отношение △x′/△t′ = u′ не является истинной скоростью тела в системе
K ′ .
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На минуту отвлечемся от наших абстрактных рассуждений. Предполо-
жим, что Вы решили узнать, с какой средней скоростью способны пробежать
расстояние 5 км. У начала и конца маршрута стоят Ваши товарищи с часами.
Вы начали бежать ровно в двенадцать по часам стоящего на старте. Подбе-
жав к финишу, от второго приятеля узнаете, что прибыли в двенадцать часов
и десять секунд. Неужели средняя скорость пробега была 0,5 км/с и побиты
все мировые рекорды? Конечно, нет. Просто Ваши товарищи не проверили
свои часы, не синхронизировали их. Узнав у кого из них часы не в порядке
и введя соответствующие поправки, можно найти истинное время пробега.
Возвращаясь к системе K ′ , вспомним, что там, кроме подобной ситуации со
временем, еще и △x′ ̸= l (см. (12)). Истинная скорость в системе K ′ есть,
очевидно

u′ =
l

△t0
(14)

Согласно (9) △t0 =
√
1− υ2/c2△t′ , где △t′ = t′2 − t′1 , причем t′2 и t′1

измерялись по одним часам и в том же месте системы K ′ . В нашем случае,
при вычислении скорости, t′2 и t′1 — показания двух часов в разных местах
пространства K ′ , поэтому необходимо иметь ввиду, что часы не являются

синхронными и ввести поправку δt′ =
△x′υ

c2(1− υ2/c2)
. Тогда

△t0 =

△t′ −
△x′υ

c2

(
1−

υ2

c2

)
 ·

√
1−

υ2

c2
(15)

Подставляя в (14) значение l из выражения (12) и △t0 из (15), получим

u′ =
△x′

(
1−

υ2

c2

)△t′ −
△x′υ

c2

(
1−

υ2

c2

)

.

Разделив числитель и знаменатель правой части на △t′ , после простых
преобразований, получим,
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u′ =
△x′/△t′

1−
υ2

c2
−

△x′

△t′
·
υ

c2

.

Учитывая, что △x′/△t′ = u− υ , окончательно записываем:

u′ =
u− υ

1−
uυ

c2

.

Таким образом, мы получили обычную релятивистскую формулу преоб-
разования скорости.

Выводы
Таким образом, по форме записи более сложные преобразования Лоренца

физически оказываются более простыми, чем преобразования Галилея. От-
личие системы отсчета, которое получается при преобразовании Галилея в
4-мерном пространстве-времени от декартовой, получаемой при преобразо-
вании Лоренца, — неортогональность оси времени к пространственным осям
с вытекающими отсюда последствиями.
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ВИМIРЮВАННЯ ПИТОМОГО ОПОРУ НАПIВПРОВIДНИКА
ЧОТИРЬОХЗОНДОВИМ МЕТОДОМ

У статтi розглянута методика вимiрювань i обчислювання питомого опору напiвпровiд-
никiв, для яких можна забезпечити контакти з поверхнею без iнжекцiї носiїв заряду в
об’єм. Наведенi формули для обчислення опору об’ємних кристалiв i тонких пластин, якi
використовуються для iнтегральних схем.

Ключовi слова: питомий опiр, зонди, потенцiал, напiвпровiдник.

Вступ
Чотирьохзондовий метод вимiрювання питомого опору напiвпровiдникiв

є найпоширенiшим. Крiм високих метрологiчних показникiв перевага чоти-
рьохзондового методу полягає в тому, що для його застосування не потрiбно
створення омiчних контактiв до зразка, можливе вимiрювання питомого опо-
ру об’ємних кристалiв найрiзноманiтнiшої форми i розмiрiв, а також питомо-
го опору шарiв напiвпровiдникових структур. Умовою для його застосування
з точки зору форми зразка є наявнiсть плоскої поверхнi, лiнiйнi розмiри якої
перевершують лiнiйнi розмiри системи зондiв.

Основна частина
Розглянемо теоретичнi основи чьотирьохзондового методу вимiрювання

питомого опору стосовно до зразка, який являє собою напiвнескiнченний об’-
єм, обмежений плоскою поверхнею.

На плоскiй поверхнi зразка вздовж прямої лiнiї розмiщенi чотири мета-
левих зонди (рис.1) з малою площею вiстря , вiдстанi мiж якими l1 , l2 , l3 .
Через два зовнiшнiх зонди 1 i 4 пропускають електричний струм I14 , на
двох внутрiшнiх зондах 2 i 3 вимiрюють рiзницю потенцiалiв U23 .

За вимiряним значенням рiзницi потенцiалiв мiж зондами 2 i 3 та струму,
що протiкає через зонди 1 i 4, можна визначити питомий опiр зразка.

c⃝Ольхова А.С., Надточiй В.О., Уколов О.I., 2015
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Рис. 1: Схема вимiрювання питомого опору напiвпровiдникових матерiалiв чотирьохзон-
довим методом;

1,2,3,4 – зонди, 5 – зразок напiвпровiдника, 6 – реостат, 7 – гальванометр,
8 – потенцiометр

Щоб знайти аналiтичний зв’язок мiж питомим опором ρ , струмом I14 i
напругою U23 , необхiдно спочатку вирiшити бiльш просту задачу,пов’язану з
протiканням струму через окремий точковий зонд, що знаходиться в контактi
з плоскою поверхнею напiвпровiдникового зразка напiвнескiнченного об’єму
(рис.1). Так як просторовий розподiл електричного потенцiалу U(r) у зразку
має сферичну симетрiю, то для його визначення досить розв’язання рiвнян-
ня Лапласа у сферичнiй системi координат, в якому залишено лише член, що

залежить вiд r , ∆U(r) =
1

r2
d

dr

(
r2
dU

dr

)
= 0 за умови, що потенцiал в точцi

r = 0 позитивний i прагне до нуля при дуже великих r . Iнтегрування цього
рiвняння з урахуванням зазначених граничних умов дозволяє отримати на-
ступне рiшення: U(r) = −C/r . Константу iнтегрування можна обчислити з
умови для напруженостi електричного поля E при деякому значеннi r = r0 :

E(r0) = −dU(r)
dr

∣∣∣∣
r=r0

.

Оскiльки густина струму, що протiкає через пiвсферу радiусом r0 ,

j =
I

(2πr20)
, а вiдповiдно до закону Ома j =

E
ρ

, то E(r0) =
Iρ

(2πr20)
. Остаточно

отримаємо:

U(r) =
Iρ

(2πr)
. (1)
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Отже маємо, що розподiл потенцiалу буде таким же, коли форма конта-
кту зонда з поверхнею зразка має вигляд напiвсфери. Нехай радiус контакту
дорiвнює r1 . Тодi електрична напруга на зразку дорiвнює електричному по-
тенцiалу зонда:

U(r1) =
Iρ

(2πr1)
. (2)

З порiвняння напруги на приконтактному шарi товщиною r2 − r1

U(r1)− U(r2) =
Iρ

(2π)

r2 − r1
r1 · r2

i напруги на зразку (2) випливає, що основна змiна потенцiалу вiдбувається
поблизу зонда. Наприклад, при r2 = 10r1 напруга на зразку перевершує на-
пругу на шарi товщиною r2−r1 всього лише на 10%. Це означає, що значення
протiкаючого через зонд струму визначається головним чином опором при-
контактної областi, протяжнiсть якої тим менша, чим менше радiус контакту.

Лiнiйне розташування зондiв. Сформулюємо припущення, на яких
заснований чотирьохзондовий метод вимiрювання питомого опору:

1) зонди розташованi на плоскiй поверхнi однорiдного iзотропного зразка
напiвнескiнченного об’єму;

2) зонди мають контакти з поверхнею зразка в точках, якi розташованi
вздовж прямої лiнiї;

3) iнжекцiя носiїв заряду в об’єм зразка вiдсутня.

За принципом суперпозицiї електричний потенцiал в будь-якiй точцi зразка
дорiвнює сумi потенцiалiв, створюваних у цiй точцi струмом кожного зонда.
При цьому потенцiал має позитивний знак для струму, втiкаючого в зразок
(зонд 1), i негативний знак для струму, що витiкає з зразка (зонд 4). Для
системи зондiв, вiдстанi мiж якими l1 , l2 , l3 , потенцiали вимiрювальних
зондiв 2 i 3

U2 =
I14ρ

2π

(
1

l1
− 1

l2 + l3

)
;

U3 =
I14ρ

2π

(
1

l1 + l2
− 1

l3

)
;

Рiзниця потенцiалiв

U23 = U2 − U3 =
I14ρ

2π

(
1

l1
− 1

l2 + l3
− 1

l1 + l2
+

1

l3

)
. (3)
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Згiдно (3), питомий опiр зразка

ρ =
2π

1
l1
− 1

l2+l3
− 1

l1+l2
+ 1

l3

U23

I14
.

Якщо вiдстанi мiж зондами однаковi, тобто l1 = l2 = l3 = S , то

ρ = 2πS
U23

I14
(4)

Використовуючи iншi комбiнацiї включення струмових i потенцiальних
зондiв, можна отримати аналогiчнi вирази для питомого опору, якi вiдрiзня-
ються вiд (4) значеннями числових коефiцiєнтiв. При вимiрюваннi питомого
опору тонких напiвпровiдникових пластин рiзної товщини необхiдно вводити
поправку, яка враховує товщину зразка. У цьому разi формула має вигляд:

ρ =
π

ln 2
d
U

I
f

(
d

S

)
,

де f( dS ) — поправка на товщину пластин, d — товщина зразка в мм. Числовi
значення поправки наведенi у таблицi 1

Таблиця 1. Значення поправки для рiзних товщин зразка

d
s 0,4 0,5 0,5555 0,625 0,8333 1,0 1,25 1,66 2,0

f
(
d
s

)
0,9995 0,9974 0,9948 0,9898 0,96 0,92 0,849 0,7225 0,6336

Особливiстю використання даного експерименту було те, що зразки Ge та
Si пiсля вирiзання алмазним диском шлiфувались мiкропорошками АСМ-5,
АСМ-1, та хiмiчно полiрувались у водному розчинi HNO3 i HF в об’ємному
спiввiдношеннi 5 : 3 для видалення дефектiв пiсля вирiзання. Для усунення
можливої iнжекцiї носiїв заряду iз зондiв використовували деформування не-
обхiдної поверхнi зразка при одночасному ультразвуковому опромiненнi. Така
дiя призводить до створення у приповерхневому шарi товщиною до 10 мкм
дефектiв структури, що мають високу швидкiсть поверхневої рекомбiнацiї i
запобiгають iнжекцiї [8].

Висновки
У данiй роботi студентка навчилася виготовляти вольфрамовi зонди для

чотирьохзондової голiвки, користуватись потенцiометром ППТВ-1, викону-
вати вимiрювання струму i рiзницi потенцiалiв, розраховувати питомий опiр
зразкiв германiю та визначати похибки.
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На монокристалах кремнiя i германiя були використанi зонди з фосфо-
ристої бронзи, алюмiнiю або вольфрамовi зонди iз спецiальним покриттям
електролiтичним способом Ni, Ag, Ga, In. Для усунення iнжекцiї носiїв за-
ряду iз зонда в об’єм напiвпровiдника зразки деформували стисканням при
300 К з одночасним ультразвуковим опромiненням i тим самим вводили де-
фекти структури на глибину до 10 мкм.
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Dimension of semiconductor specific resistance by fourth-probes
method

Methodology of dimension and calculation of semiconductor specific resistance
for what contacts with surface without discharge’s carrier injection in volume are
searched in the article. Formulas of resistance calculation of volumе crystalls and
thin plates which used for integral diagrams are cited.
Keywords: specific resistance, probes, potential, semiconductor.
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ФИЗИЧЕСКИЕ МЕХАНИЗМЫ РАЗРУШЕНИЯ
КОВАЛЕНТНЫХ КРИСТАЛЛОВ ПРИ ПОНИЖЕННЫХ

ТЕМПЕРАТУРАХ

В работе кратко рассмотрены основные положения теорий хрупкого разрушения ковалент-
ных полупроводников и в том числе некоторые результаты экспериментов, выполненные
на кафедре физики.

Ключевые слова: монокристалл, германий, разрушение, дефекты структуры.

Введение
В настоящее время нет достаточно полной теории хрупкого разрушения

полупроводников, отражающей детали микромеханизма разрушений. Еще
сравнительно недавно [1] существовало широко распространенное мнение
о свойствах германия и кремния, как о чрезвычайно хрупких материалах
при температурах 300-400К. Теоретические представления развивались, в ос-
новном, для таких твердых тел, как стекла и некоторые металлы. Хрупкое
разрушение происходит в том случае, если предел прочности материала ока-
зывается ниже предела упругости. В литературе [2 – 6] известны теории
хрупкого разрушения Поляни, Коттрелла, Гриффитса, Стро и Журкова.

Основная часть
Простейший метод оценки теоретической прочности был предложен

Поляни. В этом методе предполагается, что для осуществления разрыва
кристалла необходимо приложить такое напряжение, которое способно уве-
личить расстояние между атомными плоскостями на величину порядка пара-
метра решетки a . Полученные значения теоретической прочности для таких
материалов, как медь и серебро оказались равными σ0 ≈ 0, 6 · 1010 Па .

Определение σ0 по теплоте сублимации (испарения) дает также близкие
значения для указанных выше материалов.

c⃝Демченко А.С., Надточий В.А., 2015
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Некоторые авторы [7] определяли σ0 из сил межмолекулярного взаимо-
действия. Для этого привлекалась зависимость потенциальной энергии U(x)
и силы взаимодействия f(x) между частицами твердого тела с изменением
расстояния между ними. Сравнение теоретической прочности σ0 , вычислен-
ной тремя разными методами, показывает, что все они приводят примерно
к одним и тем же значениям, по порядку величины равным 0, 1E , где E –
модуль упругости кристалла. При этом значение σ0 представляет огромную
величину в интервале 109 − 1010 Па .

Реальная, или техническая прочность σp кристаллов, которая важна в
технике, оказалась на 2 – 3 порядка ниже их теоретической прочности σ0 .
В настоящее время принято считать, что такое различие между σp и σ0
обусловлено наличием в реальных твердых телах всевозможных дефектов,
в частности микротрещин, выделений второй фазы, снижающих прочность
тел. Впервые такая точка зрения была высказана Гриффитсом [2], кото-
рому и принадлежит метод расчета технической прочности кристаллов. В
постановке Гриффитса задача сводилась к определению растягивающего на-
пряжения, возникающего в хрупком теле и приводящего к необратимому
расширению краев внутренней трещины. Критические оценки этой теории
различными экспериментаторами показали её несостоятельность для полу-
проводниковых кристаллов при сравнении с результатами эксперимента. В
большом обзоре О.Джонсон и П.Гиббс [7] констатировали, что на величи-
ну σp монокристаллического германия (Ge) не влияет: метод выращивания,
плотность дислокаций в интервале значений 103−108 см−2 , испытания в раз-
личных кислотах, щелочах, растворителях и освещение внешним источником.
Это оказалось необъяснимым, поскольку внешняя среда должна изменять
поверхностную энергию γp кристалла и значение σp =

√
2Eγp/πa , где a –

межатомное расстояние. Можно оправдать независимость σp от плотности
дислокаций, поскольку они неподвижны в интервале температур 300 - 400К и
основным тормозом для их движения являются высокие значения потенциала
Пайерлса, свойственные для ковалентных кристаллов. При этом дислокации
не способны накапливаться и локально создавать концентрацию напряжений
для разрыва межатомных связей.

Выход из такого затруднительного положения, связанного с применением
теории Гриффитса, можно найти, используя новые результаты, получен-
ные в работах [8, 9]. Так, в работе [8] было установлено с использованием
оптической и электронной микроскопии, рентгеновской топографии, элек-
трических измерений структурно-чувствительных параметров, что припо-
верхностные слои кристаллов Ge, Si, толщиной до 30 – 50 мкм обладают
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аномально пластичными свойствами, и в них проявляется диффузионный
массоперенос вещества при пониженных температурах. Внутренняя, более
прочная часть кристалла, в которой не проявляется пластичность при низких
температурах, оказывается при этом защищенной от воздействия внешних
факторов приповерхностным пластичным слоем. Поэтому в целом кристалл
может только тогда разрушиться, если влияние внешних факторов, как ми-
нимум, распространяется с поверхности до границы раздела с очень прочной
объемной частью кристалла. В данном случае имеется в виду воздействие
поверхностно-активной среды, освещения, а также зародышевых трещин от
контакта с деформирующим устройством. Активными концентраторами на-
пряжений могут быть также выделения второй фазы типа GeOх , всегда
существующие в выращенных монокристаллах германия.

Выводы
Рассмотрены методы оценки теоретической прочности твердых тел, ука-

заны существенно большие её значения (на 1 – 2 порядка величины) по срав-
нению с технической прочностью и причины такого различия. Предложено
возможное объяснение несоответствия σp в теории Гриффитса с эксперимен-
тальными значениями.
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ЕЛЕМЕНТИ ДИСТАНЦIЙНОГО НАВЧАННЯ
ПРИ ВИВЧЕННI МАТЕМАТИКИ В ШКОЛI

У статтi розглядаються сучаснi педагогiчнi проблеми дистанцiйного навчання, зокрема
впровадження елементiв дистанцiйного навчання в освiтнiй процес загальноосвiтнiх закла-
дiв. Аналiзується система дистанцiйного навчання Moodle та можливостi її використання
при вивченнi математики в школi.

Ключовi слова: дистанцiйне навчання, елементи навчання, система дистанцiй-
ного навчання.

Вступ
Iнтенсивний розвиток iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй в XXI ст.

призвiв до виникнення такої проблеми, як модернiзацiя системи освiти. Дер-
жавна нацiональна програма «Освiта. Україна ХХI столiття» передбачає
запровадження науково-методичних досягнень та сучасних педагогiчних те-
хнологiй в освiтнiй процес, створення новiтньої системи iнформацiйного за-
безпечення освiти.

У сучасному суспiльствi спiлкування все частiше набуває вiртуального
змiсту. Сучаснi учнi активно користуються мобiльними пристроями, еле-
ктронною поштою, чатами, форумами для комунiкацiї та спiлкування. Ва-
жливим завданням є навчання учнiв за короткий термiн отримувати, перетво-
рювати, засвоювати i використовувати в життi велику кiлькiсть iнформацiї.
Отже, можливостi, що надаються Iнтернетом i спiлкуванням на вiдстанi, да-
ють основу для формування нового способу навчання школярiв, яке отримало
назву дистанцiйне навчання.

c⃝Глазова В.В., Весела К.В., 2015
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Завдяки сучасним iнформацiйно-комунiкацiйним технологiям дистанцiй-
на форма навчання дає можливiсть i вчителям, i учням розв’язувати рiзнi
практичнi та теоретичнi завдання, швидко i зручно спiлкуватися, працювати
у вiльний для себе час, знаходячись на вiдстанi вiд навчального закладу.

Розробцi концептуальних педагогiчних положень про дистанцiйне на-
вчання значну уваги придiляли вiтчизнянi та зарубiжнi вченi О. Андрєєв,
В. Биков, Д. Iванченко, В. Кухаренко, Н. Морзе, Є. Полат, Є. Смирнова-
Трибульська, П. Стефаненко А. Хуторський та iн. Методичним та дида-
ктичним проблемам i перспективам використання сучасних iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй у навчальному процесi присвячено роботи Ю. Го-
рошка, Л. Грамбовської, М. Жалдака, О. Жильцова, Т. Крамаренко, В. Мо-
нахова, С. Ракова, Ю. Рамського, С. Семерiкова, О. Скафи, В. Снєгурової,
Ю. Триуса, С. Шокалюк та iн.

Метою статтi є створення уявлення про елементи дистанцiйного навчання
як складовi освiтнього процесу та можливостi використання їх при вивченнi
математики в школi.

Основна частина
Через рiзнi пiдходи щодо розумiння поняття «дистанцiйне навчання» на-

уковцi наводять велику кiлькiсть його визначень. За одним з таких пiдходiв
дистанцiйне навчання означає форму органiзацiї i реалiзацiї освiтнього про-
цесу, за якою його учасники здiйснюють навчальну взаємодiю принципово i
переважно екстериторiально (тобто, на вiдстанi, яка не дозволяє i не перед-
бачає безпосередню навчальну взаємодiю учасникiв вiч-на-вiч, iнакше, коли
учасники територiально знаходяться поза межами можливої безпосередньої
навчальної взаємодiї i коли у процесi навчання їх особиста присутнiсть у пев-
них навчальних примiщеннях навчального закладу не є обов’язковою) [4, с. 9].

У навчальних закладах України навчання на вiдстанi представлено у ви-
глядi технологiй дистанцiйного навчання, що закрiпленi законодавчою базою.
Для забезпечення такого навчання, вдосконалення його структури шляхом
розширення мереж i навчальних центрiв, забезпечення контролю якостi за
рахунок впровадження в практику навчальних курсiв i технологiй, розвитку
дистанцiйної форми навчання в системi середньої освiти наказом Мiнiстер-
ства освiти i науки України затверджено Положення про дистанцiйне навча-
ння [2].

Пiд час використання в освiтньому процесi загальноосвiтньої школи ди-
станцiйних форм педагогiчна взаємодiя, методика навчання, органiзацiя про-
цесу навчання набувають суттєвих змiн.
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Iснують двi основнi моделi дистанцiйного навчання учнiв, якi побудованi
на основi комп’ютерних мережних технологiй:
— позбавлена безпосереднього спiлкування учителя з учнями;
— передбачає обов’язкову безпосередню взаємодiю педагога i учнiв.

Перша може бути використана у загальноосвiтнiх навчальних закладах,
наприклад, пiд час карантину [1, c. 45].

Щоб органiзувати дистанцiйне навчання школярiв необхiдно мати насту-
пнi основи:
— iндивiдуальний пiдхiд та вiдкритiсть при органiзацiї навчального процесу;
— закрiплення за школярем вчителя-тьютора, який виконує роль вчителя,
керiвника й консультанта та веде спiлкування за допомогою iнформацiйно-
комунiкацiйного зв’язку, зокрема Iнтернету (форумiв, чатiв, онлайн-конфе-
ренцiй тощо);
— створення вiдповiдних умов для навчання учня, який бажає опанувати
математичнi науки для оволодiння мiжнародним досвiдом.

Важливими елементами дистанцiйного навчання для шкiльної освiти є
систематичний комплекс програмно-методичних засобiв; багатофункцiональ-
нiсть; нова дидактична якiсть програмно-методичного забезпечення муль-
тимедiйними засобами; адаптивнiсть, що спирається на наявнi навчально-
методичнi програми; апаратнi й програмнi засоби навчання, якi забезпечують
роботу вчителя й учня; технологiчнiсть змiсту (застосування вiдеоматерiалiв,
аудiоматерiалiв, мережi Iнтернет тощо).

Найголовнiшим елементом у системi дистанцiйного навчання є його змiст i
форма реалiзацiї. Змiст — це розробка продуманих та чiтких навчальних про-
грам, посiбникiв, пiдручникiв, системи самоперевiрки, методичних розробок;
форма реалiзацiї – набагато ширша, нiж просте використання комп’ютерiв та
iнших технiчних засобiв навчання.

Реалiзацiя дистанцiйного навчання математики може вiдбуватися у ви-
глядi послiдовностей технологiчних циклiв: пiдготовчого, навчального, за-
ключного.

Пiдготовчий цикл забезпечує включення учнiв у процес дистанцiйного
навчання математики на основi визначення iндивiдуалiзованих цiлей дiяль-
ностi, забезпечення комфортного входження учнiв в навчальний колектив та
реалiзацiї процедури знайомства; конструювання iндивiдуальних траєкторiй
освоєння навчального математичного змiсту.

Навчальний цикл вiдображає структуру навчальної математичної дiяль-
ностi; передбачає обов’язкову взаємодiю вчителя та учнiв i забезпечує засво-
єння учнями математичного змiсту у вiдповiдностi iз загальними та iндивi-
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дуалiзованими цiлями, здiйснення контролю i дiагностики з метою корекцiї
подальшої траєкторiї навчання.

Завершальний цикл орiєнтований на перевiрку досягнутого рiвня сфор-
мованостi системи математичних знань i вмiнь [3].

Iснує велика кiлькiсть систем дистанцiйного навчання, якi дозволяють
створювати дистанцiйнi курси для отримання освiти. До найпопулярнiших
систем дистанцiйного навчання можна вiднести наступнi: Moodle, Lotus,
Learning, мережева освiтня платформа e-University, вiртуальне навчальне се-
редовище Веб-клас, система дистанцiйного навчання АГАПА тощо.

Усi цi системи мають спiльну мету — програмне забезпечення дистан-
цiйного навчання. Але вiдрiзняються технiчним забезпеченням, наявнiстю
рiзних параметрiв та компонентiв, цiновою категорiєю, широтою викори-
стання, потребами до устаткування, якi можуть бути платними. Системи
дистанцiйного навчання повиннi дозволяти користувачам виконувати елемен-
тарнi функцiї, серед яких завантаження, редагування текстових документiв,
збереження їх на серверi та обмiн документами, перегляд i прослуховува-
ння навчальних ресурсiв, зокрема мультимедiйних, проводити навчання в
синхронному та асинхронному режимах за допомогою чатiв, форумiв, e-mail
тощо.

Система пiдтримки дистанцiйного навчання Moodle є зручним програм-
ним засобом для створення та пiдтримки навчального процесу в умовах
дистанцiйного i змiшаного навчання, оскiльки надає своїм користувачам ве-
лику кiлькiсть можливостей:

1. Через мережу учень отримує навчальнi матерiали, для цього викори-
стовуються такi елементи: Ресурс, Урок, Глосарiй, Семiнар та iн.

2. Забезпечення та пiдтримка можливостi взаємного спiлкування як мiж
учнями та вчителем, так i мiж учнями, якi беруть участь у курсi. Для спiлку-
вання може бути використаний синхронний режим, який потребує застосува-
ння програм-комунiкаторiв, чатiв, внутрiшнього обмiну повiдомленнями, та
асинхронний режим, у якому контакт здiйснюється з використанням e-mail,
форуму, завдання та iн.

3. Документування i збереження роботи, результатiв дискусiй, заданих
питань та отриманих вiдповiдей.

4. Надання iнструментiв, якi можуть здiйснювати поточний контроль
та оцiнювати досягнення окремих учасникiв та доставку зворотних даних ко-
жної теми, зокрема оцiнки й вiдгуки на їх роботи. Для цього використовують
Форум, Завдання, Журнал, Оцiнки, Звiти тощо.
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Глазова В.В., Весела К.В. Тестова перевiрка знань учнiв

5. Надання можливостi аналiзу участi й активностi окремих учасникiв
курсу, аналiз часу, який учень витратив на роботу з навчальними матерiа-
лами; оцiнка труднощiв, якi виникли в учасника або групи при вивченнi тiєї
чи тiєї теми навчального курсу; швидка реакцiя на проблеми, якi виникли,
наприклад, при пересиланнi додаткових матерiалiв.

На базi системи дистанцiйного навчання Moodle, було розроблено курс
для учнiв 10 класу «Тригонометричнi функцiї». Для спiлкування з учнями
були використанi елементи, якi пропонує дана система — «Чат», «Форум»;
для отримання теоретичної iнформацiї — «Глосарiй», «Урок», «Файл», «Сто-
рiнка»; для контролю знань учнiв — «Завдання», «Тест» та iншi (рис. 1).

Рис. 1: Приклад дистанцiйного курсу у Moodle

В силу iнтерактивного стилю спiлкування i оперативного зв’язку в ди-
станцiйному навчаннi вiдкривається можливiсть бiльш iндивiдуалiзувати
процес навчання. Вчитель в залежностi вiд успiхiв учня може застосову-
вати iндивiдуальну методику навчання, пропонувати йому додатковi блоки
навчальних матерiалiв, посилання на iнформацiйнi ресурси. Фактор часу стає
обов’язковим, учень може також вибрати свiй темп вивчення матерiалу, а зна-
чить, може працювати за iндивiдуальною освiтньою програмою. У навчаннi
математики ця проблема займає особливе мiсце, що пояснюється специфiкою
цього навчального предмета.
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Iнформатика та методика її викладання

Система, налаштована учителем, подбає про те, щоб перевести учня на
наступний рiвень вивчення матерiалу або повернути до попереднього за
умови, що учень повнiстю не оволодiв знаннями. Для учня це можливiсть
вивчення предмета на новому, сучасному рiвнi. Математика є однiєю з най-
складнiших шкiльних дисциплiн i викликає труднощi у багатьох школярiв.
Сьогоднi необхiдна така органiзацiя навчального процесу, яка дозволила б
враховувати вiдмiнностi мiж учнями i створювати оптимальнi умови для
ефективної навчальної дiяльностi всiх школярiв.

Висновок
Система Moodle може бути використана для пiдтримки всiх етапiв плану-

вання, адмiнiстрування та реалiзацiї процесу дистанцiйного навчання мате-
матики. Управлiння системою та створення курсiв, їх повна публiкацiя з про-
стим iнтерфейсом не вимагає спецiальних iнформацiйно-комунiкацiйних ком-
петентностей з боку вчителя. Основна задача, яка стоїть перед дистанцiйним
навчанням, полягає в тому, що використовуючи iнструменти iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй, створити курси, якi б приносити користь освiт-
ньому процесу на вiдстанi.

Литература
1. Органiзацiя середовища дистанцiйного навчання в середнiх загальноосвi-

тнiх навчальних закладах : посiб. / [Богачков Ю. М., Биков В. Ю.,
Пiнчук О. П. та iн.] ; наук. ред. Ю. М. Богачков. — К.: Педагогiчна
думка, 2012. — 160 с.

2. Положення про дистанцiйне навчання. Режим доступу
http://zakon2.rada.gov.ua/laws/show/z0703-13.

3. Снегурова В. И. Методическая система дистанционного обучения ма-
тематике учащихся общеобразовательных школ : автореф. дис. на сои-
скание научн. степени докт. пед. наук : 13.00.02 / Снегурова Виктория
Игоревна – Санкт-Петербург, 2010. — 46 с.

4. Технологiя створення дистанцiйного курсу : [навч. посiб.] / За ред.
В. Ю. Бикова та В. М. Кухаренко — К. : Мiленiум, 2008. — 324 с.

96 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



УДК 519.7

Степкин А.В.

1 cтарший преподаватель кафедры алгебры, ДГПУ

e-mail: stepkin.andrey@rambler.ru

Распознавание графов с помощью трёх агентов

Рассматривается задача распознавания графов с помощью трёх агентов. Два агента-
исследователя перемещаются по графу, считывают и изменяют метки в вершинах, ребрах
и инциденторах графа. Агент-экспериментатор получает от этих агентов информацию об
их перемещении и метках, и на этой основе распознает исследуемый граф с точностью до
отметок на графе. Предложен алгоритм распознавания квадратичной (от числа вершин
графа) временной сложности, квадратичной емкостной сложности и коммуникационной
сложности равной O((n2) · log(n)) , при этом верхняя оценка числа ребер, посещенных
агентами исследователями равна O(n2) . Для распознавания агентам требуется по две
различные краски (всего три краски). Алгоритм основан на методе обхода графа в глуби-
ну.

Ключевые слова: распознавание графов, коллектив агентов

Введение
В настоящее время существуют огромное множество сред, требующих

изучения [1]. Это является одной из причин активного развития такого на-
правления как теория дискретных динамических систем [2]. Одной из эффек-
тивных моделей описания и изучения сред явилась модель предложенная
В. М. Глушковым — модель взаимодействия управляющей и управляемой
систем. Взаимодействие этих систем часто представляется как процесс пе-
ремещения управляющего автомата по графу управляемой системы. Такое
представление привело к обширному и интенсивно развивающемуся исследо-
ванию поведения автоматов в лабиринтах, заданных в виде графов [2-6].

Исследованию графа при помощи одного агента посвящено много работ,
при этом остается малоисследованно распознавание графа при помощи кол-
лектива агентов. Что делает актуальной задачу проведения систематического
исследования экспериментов по распознаванию графа несколькими агентами.
При таком распознавании основной проблемой является проблема эффектив-
ности их взаимодействия, с целью уменьшения затрат времени и памяти на
распознавание. Требуется разработать такой алгоритм движения, при кото-
ром блуждающие агенты не мешают друг другу, не дублируют работу друг
друга и ищут новые подграфы для распознавания, после распознавания сво-
его подграфа.

c⃝Степкин А.В., 2015
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Основная часть
В работе рассматривается коллектив из трех агентов: два агента-

исследователя блуждают по графу, перекрашивают его элементы, записы-
вают номера в вершины графа и передают полученную информацию агенту-
экспериментатору. Агенты-исследователи A и B имеют конечную на каж-
дом шаге, но растущую память. Взаимодействие агентов-исследователей осу-
ществляется за счет окраски элементов графа, нумерации вершин графа и об-
мена информацией через агента-экспериментатора. Алгоритм распознавания
основан на методе обхода графа в глубину. Разработана процедура, которая
позволяет агентам после завершения распознавания своего подграфа искать
новые подграфы для распознавания. Это решило проблему простоя агента,
в случае, когда начальное расположение агентов не позволило распознавать
граф в равных частях и одному из агентов приходилось стоять, пока второй
агент продолжал работу над распознаванием оставшегося подграфа, который
мог в разы превышать подграф, распознанный простаивающим агентом. По-
этому начальное расположение агентов сильно влияло на время выполнения
алгоритма, а в некоторых случаях приводило к тому, что весь граф (кроме
вершины, в которой находился второй агент) распознавался одним агентом.

В начале работы все элементы графа окрашены в белый цвет, агенты A
и B помещаются в произвольные несовпадающие вершины графа G , нуме-
руют их и передают номера агенту-экспериментатору, который помещает их
во множество вершин VH . Агенты-исследователи передвигаются по графу из
вершины v в вершину u по ребру (v, u) , могут изменять окраску вершин v ,
u , ребер (v, u) , инциденторов ((v, u) , v) , ((v, u) , u) , а так же записывают в
вершины номера. Находясь в вершине v , агент-исследователь воспринимает
метки всех элементов окрестности Q (v) и номера смежных с ней вершин, на
основании этой информации определяет, по какому ребру будет дальше пере-
мещаться, и как будет окрашивать элементы графа. Агент-экспериментатор
может передавать сообщения агентам-исследователям, а также принимать
и идентифицировать сообщения от агентов-исследователей, обладает конеч-
ной, неограниченно растущей внутренней памятью, в которой фиксируется
результат функционирования агентов-исследователей на каждом шаге и, кро-
ме того, строится представление графа G , вначале неизвестного агентам,
списками ребер и вершин.

Выполняя обход графа, агенты A и B создают красный и желтый пу-
ти соответственно. Рассмотрим принцип построения агентами пути «своего»
цвета. При движении в белую вершину красный (желтый) путь удлиня-
ется, при движении назад по своему пути — укорачивается. Если агент-

98 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Степкин А.В. Распознавание графов с помощью трёх агентов

исследователь вернулся в вершину, из которой начал обход графа, а в её
окрестности не оказалось белых вершин, то он окрашивает эту вершину в
черный цвет. Алгоритм заканчивает работу, когда красный и желтый пу-
ти становятся пустыми, а все вершины черными. Выполняя обход графа
G , агенты создают нумерацию посещенных вершин. Первый раз посетив
вершину агент A окрашивает её в красный цвет (агент B — в желтый
цвет), записывает в память вершины соответствующий номер (полученный
от агента-экспериментатора). Распознавание графа G происходит на основе
созданной агентами-исследователями нумерации, путем построения графа H
изоморфного G .

Предложен новый метод и алгоритм реализации этого метода, в котором
агент, закончивший распознавание своего подграфа, переходит на чужой под-
граф и там начинает движение в поисках еще не распознаных подграфов, как
можно ближе к своему расположению. Поиск начинается с той части чужого
подграфа, где наименее вероятно появление в нужной вершине другого аген-
та раньше рассматриваемого агента. Такой метод не требует дополнительных
сложных вычислений и лишних шагов для поиска вершин, подобранных по
какому-либо фиксированному критерию, так же не требует дополнительной
информации о нахождении другого агента вблизи выбранной вершины. В
случае, если вершина все же будет занята другим агентом, рассматриваемый
агент либо остановится до появления других вершин, либо сразу определит
следующую ближайшую подходящую вершину и начнет движение в ее на-
правлении. Сложность же предложенного метода обусловлена сложностью
поиска пути перехода в новый подграф для распознавания.

Основные результаты и выводы
Теорема 1. Три агента, выполнив алгоритм распознавания на графе G ,
распознают рассматриваемый граф с точностью до изоморфизма.

Теорема 2. Временная сложность алгоритма распознавания равна
O
(
n2
)
, емкостная — O

(
n2
)
, а коммуникационная — O

(
n2 · log(n)

)
, число

переходов по ребрам, совершаемых агентами-исследователями — O(n3) .
При этом в алгоритме используется три краски.

Основным результатом данного алгоритма является решение проблемы
простоя агента, в случае, когда начальное расположение агентов не позво-
лило распознавать граф в равных частях и один из агентов-исследователей
завершал работу, в то время, когда второй агент продолжал работу над рас-
познаванием оставшегося подграфа, который мог в разы превышать подграф,
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распознанный завершившим работу агентом. Это, в общем случае, дает зна-
чительное преимущество при использовании двух агентов-исследователей по
сравнению с алгоритмами, использующими одного агента. Предложенный ал-
горитм является дальнейшим развитием результатов работ [3-5].
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ПОРIВНЯЛЬНИЙ АНАЛIЗ ПРИКЛАДНОГО ПРОГРАМНОГО
ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ ДЛЯ ПЕРЕГЛЯДУ WЕВ-CТОРIНОК

Стаття присвячена пошуку найкращого браузера. I це вже не власна симпатiя користувача
до тiєї чи iншої програми, а певною мiрою отримана «експертна» оцiнка, що складається
з чисельних перевiрених параметрiв.

Ключовi слова: прикладне програмне забезпечення, браузер, Intеrnet-технологiї.

Вступ
Сьогоднi усе бiльшого значення при вирiшеннi будь-яких дослiдних

завдань набувають такi iнструменти комунiкацiй, як Internet та Internet-
технологiї.

Всi користувачi працюють в тому чи iншому браузерi. Але не всi знають,
який з них «найкращий».

В мережi Iнтернет щорiчно проводяться незалежнi дослiдження з пошуку
«найкращого браузера». У творчих дослiдженнях беруть участь всi бажаючi
користувачi Iнтернет. До складу експертiв входять люди найрiзноманiтнiших
видiв дiяльностi, вiку, навичок i здiбностей.

Головним завданням нашого дослiдження є визначення параметрiв, за
якими потрiбно буде проводити опитування для виявлення «найкращого бра-
узера».

Основна частина
Спочатку визначимо, що ми розумiємо пiд словами «найкращий браузер».
Як правило, той чи iнший браузер володiє своїми вiдмiнними плюсами

i мiнусами. Найкраще прикладне програмне забезпечення в iдеалi повинно
задовольняти наступним головним вимогам:

— якiсть вiдображення iнформацiї (коректне вiдображення структури сай-
тiв, шрифтiв, графiки тощо);
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— швидкiсть роботи;
— ймовiрнiсть появи помилок при роботi браузера (у тому числi при одно-

часному завантаженнi 20 рiзних сайтiв);
— зручнiсть роботи;
— безпека при передачi iнформацiї у браузерi;
— загальна ефективнiсть роботи.

В iнтернетi є багато веб-ресурсiв, що пропонують на своїх сторiнках рiзнi
онлайн тестування. У творчому дослiдженнi з пошуку найкращого браузера
взяли участь всi бажаючi користувачi Internet. В груднi минулого року ми
прийняли участь у такому тестуваннi [2].

Були дослiдженi 5 рiзних браузерiв: Internet Explorer, Mozilla Firefox,
Google Chrome, Opera та Safari. Кожен з них був протестований за вказа-
ними вище параметрами.

В ходi дослiдження було виявлено, що найбiльшою придатнiстю та ефе-
ктивнiстю при повсякденнiй роботi має браузер Google Chrome. На звання
«найкращого» кожний зайняв своє мiсце.

Зазначимо, що при тестуваннi враховували наявнiсть перелiчених вимог
на думку користувачiв. Отриманий результат виразили у вiдсотках i назвали
коефiцiєнтом ефективностi.

5 мiсце. Internet Explorer (коефiцiєнт ефективностi — 41% ).
4 мiсце. Safari (коефiцiєнт ефективностi — 65% ).
3 мiсце. Opera (коефiцiєнт ефективностi — 79% ).
2 мiсце. Mozilla Firefox (коефiцiєнт ефективностi — 88% ).
1 мiсце. Google Chrome (коефiцiєнт ефективностi — 93% ).

Крiм того версiя браузера Google Chrome для Windows може заощади-
ти заряд акумуляторної батареї ноутбука пiд час перегляду вiдео на сайтi
YouTube. Експерименти показали, що Google Chrome забезпечує прирiст ча-
су роботи батареї до 25% за рахунок зниженого енергоспоживання пiд час
використання GPU-прискорення.

Найчастiше, веб-браузери зберiгають iсторiю вiдвiданих сайтiв для спро-
щення доступу до них у майбутньому. I ця iсторiя локально зберiгається на
комп’ютерi. Сам браузер нiколи не вiдсилає iсторiю переглядiв куди б то не
було за межi персонального комп’ютера або iншого пристрою. Також можна
в будь-який момент видалити всю iсторiю переглядiв веб-сторiнок. Для того,
щоб iнформацiя про переглянутi сторiнки не зберiгалася в iсторiї переглядiв,
в Google Chrome слiд активувати режим iнкогнiто. Бiльше того, створюванi в
цьому режимi файли cookies пiсля закриття вiкон автоматично видаляються.
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В цьому браузерi також просто управляти запитами. Це можуть бути
визначення вашого мiсця розташування, доступ до камери i мiкрофону, спли-
ваючi вiкна i т.д.

Висновки
В результатi проведеного дослiдження з пошуку «найкращого браузера»

був отриманий коефiцiєнт ефективностi кожного з них. Порiвнюючи даннi
у вiдсотках бачимо, що користувачi Internet надали перевагу Google Chrome
(93% ), але Mozilla Firefox отримав майже такий самий коефiцiєнт ефектив-
ностi (88% ).

Нагадаємо, що за статистикою агентства StatCounter за 2014 рiк серед
повного списку браузерiв лише Mozilla Firefox та Google Chrome отримали
прихильнiсть користувачiв на позначцi близько 25% кожний. Вже сьогоднi
ця вiдмiтка для Google Chrome сягнула 48, 71% .

Якщо ви ще не вирiшили, який браузер обрати, радимо спробувати оби-
два. Виходячи з отриманих результатiв, звання «найкращого браузера» цiл-
ком належить Google Chrome. Але те, що може сподобатися одному користу-
вачевi, iншому стане незручним.

Важливо, щоб отриманi результати допомогли споживачам зробити ко-
риснi висновки.
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ТЕСТОВА ПЕРЕВIРКА ЗНАНЬ УЧНIВ
ПIД ЧАС ВИВЧЕННЯ МАТЕМАТИКИ

Стаття присвячена проблемi тестової перевiрки знань учнiв пiд час вивчення математики,
пошуку шляхiв вдосконалення даного методу перевiрки знань i складанню методичних ре-
комендацiй щодо покращення ефективностi перевiрки знань учнiв тестуванням на уроках
математики.

Ключовi слова: тест, контроль, перевiрка знань, процес навчання математики,
методика.

Вступ
Однiєю з цiлей математики є досягнення певного рiвня знань учнiв. Щоб

визначити результат навчання проводиться перевiрка знань. Є рiзнi спосо-
би перевiрки знань. Один iз них — тестовий. Використання тестiв як форми
поточного контролю полегшує роботу вчителя, забезпечує вимiрювання об’-
єктивного рiвня знань учнiв та допомагає пiдготувати старшокласникiв до
зовнiшнього оцiнювання. Вiд органiзацiї роботи учнiв з тестами залежить
об’єктивнiсть оцiнювання знань i загалом ефективнiсть використання тестiв
у навчальному процесi.

Питанням тестової перевiрки знань займались: Захарiйченко Ю.О.,
Школьний О.В. (розробили методичнi рекомендацiї щодо пiдвищення якостi
тестових завдань) [2], Воскерчьян С.М. (розглядав використання методу те-
стування при облiку успiшностi школярiв) [1], Майоров A.М., Миколаєва Є.I.
(займались створенням тестiв для системи освiти) [3,4], Чaшечнiковa О.С.
(вивчала проблему подолання протирiччя мiж вимогою об’єктивностi оцiнки
знань учнiв та необхiднiстю врахування їх iндивiдуальних особливостей) [5],
Москальова О.I. [6] та iншi.
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Аналiз досвiду роботи над данною проблемою, анкетування, проведене
серед учителiв щодо використання тестового контролю показують, що про-
цес розробки та застосування тестiв вимагає вдосконалення. Серед недолiкiв
тестової перевiрки можна вiдмiтити вгадування вiдповiдей учнями, а також
те, що не всi необхiднi освiтнi характеристики можна визначити проводячи
тестову перевiрку знань. Оскiльки тестовий метод перевiрки знань є дуже
зручним для сучасного уроку математики, то усунувши iснуючi недолiки ми
можемо пiдвищити ефективнiсть контролю знань з математики. Розробля-
ючи тест, вчитель повинен пiдходити вiдповiдально до цього процесу, слiд
зважати на велику кiлькiсть аспектiв, якi пiдвищують об’єктивнiсть оцiнок,
якi в результатi тестування отримують учнi.

Тому, науковою проблемою статтi є пошук шляхiв вдосконалення те-
стової перевiрки знань учнiв пiд час вивчення математики.

Основна частина
В ходi аналiзу психолого-педагогiчної лiтератури було з’ясовано, що тести

мають ряд переваг перед iншими методами перевiрки знань учнiв:
1) економiя та бiльш рацiональне використання часу уроку;
2) можливiсть контролю як великого обсягу матерiалу, так i окремої теми;
3) визначення рiвня засвоєння навчального матерiалу;
4) знаходження iндивiдуальних прогалин в знаннях учнiв та оперативне

внесення корективiв;
5) дисциплiнування учнiв, iндивiдуальний пiдхiд до кожного [2].

Педагогам, якi починають застосовувати тести в процесi навчання вар-
то пам’ятати, що тестування не слiд застосовувати вiдразу для пiдсумкового
оцiнювання. Учнiв необхiдно пiдготувати до виконання тесту шляхом поясне-
ння деяких правил роботи з тестами, бо в процесi вивчення математики учнi
звикають розв’язувати вправи в декiлька дiй, такi, що потребують деталi-
зацiї та часу на роздуми. Специфiкою ж тестування є iнтенсивнiсть роботи,
тобто виконання великої кiлькостi завдань за обмежений промiжок часу. По
завершенню 11-го класу учнi мають пройти ЗНО, що впливає на рейтинг при
вступi у ВНЗ. Тобто, вмiння швидко i якiсно розв’язувати тестовi завдання
буде дуже корисним для майбутнiх випускникiв.

Розробка якiсних педагогiчних тестiв потребує використання науко-
вих методiв вiдбору змiсту, теорiї педагогiчних вимiрювань, сучасних
математико-статичних методiв, що застосовуються для перевiрки вiдповiд-
ностi тесту визначеним науково обґрунтованим критерiям якостi. Сучасне
становище в галузi тестового контролю ускладнюється тим, що у переважної
бiльшостi викладачiв немає спецiальної пiдготовки з методики розробки i ви-
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користання педагогiчних тестiв.
Тому, для подолання вищезазначених проблем в процесi дослiдження

розробленi такi методичнi принципи щодо розробки i застосування тестiв у
навчальному процесi:

1) систематичнiсть використання;
2) оптимальне поєднання з iншими формами контролю знань учнiв;
3) реалiзацiя принципу диференцiацiї у навчаннi;
4) дотримання процедури проведення тестування;
5) використання якiсно складених тестових матерiалiв;
6) урiзноманiтнення форм тестових завдань (вiдкритi, закритi, завдання на

встановлення вiдповiдностей, встановлення послiдовностей).

Висновки
На сьогоднiшнiй день тестова перевiрка знань є невiд‘ємною складовою

частиною контролю за навчальною дiяльнiстю учнiв. Тести можна застосо-
вувати в класах рiзного профiлю, але вони мають бути адаптованi вiдповiдно
до критерiїв складання тестiв. Застосування тестiв в процесi навчання у поєд-
наннi з iншими методами контролю знань учнiв дозволяє значно оптимiзувати
навчальний процес.
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МОДЕЛЮВАННЯ Й ПРОЕКТУВАННЯ ЯК ОСНОВНI ВИДИ
МЕТОДИЧНОЇ ДIЯЛЬНОСТI МАЙБУТНЬОГО ВЧИТЕЛЯ

МАТЕМАТИКИ

У статтi з’ясовуються теоретичнi аспекти понять «методичне моделювання» й «методи-
чне проектування» та шляхи вдосконалення процесу формування у майбутнiх вчителiв
математики даних видiв методичної дiяльностi.

Ключовi слова: модель, проект, методичне моделювання, методичне проектува-
ння, компетентнiсть, компетенцiя, методична дiяльнiсть.

Вступ
Сучасний етап модернiзацiї освiти вимагає вiд випускникiв вищого на-

вчального закладу пiдвищеного рiвня професiйної пiдготовки, компетентно-
стi у новiтнiх методиках i технологiях навчання, наявностi глибоких i мiцних
знань з фахових дисциплiн, умiння застосовувати наявнi знання у профе-
сiйнiй дiяльностi та готовностi досягти значущих професiйних результатiв.
Методична пiдготовка майбутнього вчителя математики є однiєю з провiдних
складових у системi його фахової пiдготовки. Основною метою методичної
пiдготовки майбутнього вчителя математики виступає формування готовно-
стi, здатностi i досвiду студентiв у виконаннi методичної дiяльностi. Одними з
провiдних видiв методичної дiяльностi в процесi методичної пiдготовки май-
бутнього вчителя математики є дiяльнiсть з моделювання й проектування.
Цi види дiяльностi iнтегрують в собi iншi види методичної дiяльностi та
виступають системоутворюючим фактором операцiйно-дiяльнiсного компо-
нента методичної компетентностi майбутнього вчителя.

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй, в яких започатковано вирiшен-
ня проблематики використання моделювання й проектування в педагогiчнiй
дiяльностi, показує, що данiй проблематицi присвяченi роботи багатьох нау-
ковцiв, таких, як I. Акуленко, Т. Ващик, В. Гузєєв, А. Дахiн, В. Лобашев, Є.
Лодатко, О. Мещанiнов, В. Моторiна, А. Новiков, М. Сибiрська, Н. Яковлева
та iншi.

c⃝Анiкова С.В., Труш Н.I., 2015
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Серед науковцiв немає повної узгодженостi щодо тлумачення понять «ме-
тодичного моделювання» та «методичного проектування». Однак одностай-
ним є розумiння того, що моделювання та проектування є провiдними видами
методичної дiяльностi вчителя математики.

Опитування молодих вчителiв математики, дiагностика та аналiз резуль-
татiв дiяльностi студентiв математичних спецiальностей Донбаського Дер-
жавного Педагогiчного унiверситету продемонстрували, що рiвень сформо-
ваностi таких видiв методичної дiяльностi як моделювання й проектування
є недостатнiм. Традицiйне навчання, забезпечуючи студентiв значним бага-
жем предметних знань, не сприяє розвитку у них вмiнь виходити за межi
навчальних ситуацiй, у яких формуються цi знання, використовувати їх у
своїй методичнiй дiяльностi.

Аналiз реальної методичної пiдготовки студентiв свiдчить, що змiст освiти
є недостатньо спрямованим на набуття ними вiдповiдних компетенцiй, якi
мають стати основою їх професiйної дiяльностi.

Iснує суперечнiсть мiж рiвнем теоретичних дослiджень питань, пов’я-
заних з педагогiчним моделюванням й проектуванням та реальним рiвнем
вiдповiдних компетентнцiй студентiв.

Основна частина
Нинi перед системою професiйної освiти постає завдання формування,

розвитку й удосконалення методичної компетентностi майбутнiх фахiвцiв
у перiод їх навчання. Формування методичної компетентностi у майбутнiх
вчителiв математики вiдбувається в процесi опанування студентами системи
компетенцiй — системи, яка вiдображає комплекс суспiльно заданих вимог
до обсягу й рiвня засвоєння сукупностi методичних знань, умiнь i навичок,
цiннiсних орiєнтацiй та досвiду виконання молодим фахiвцем рiзних видiв
методичної дiяльностi [4].

Виконання студентами рiзних видiв методичної дiяльностi й опанування
вiдповiдних методичних компетенцiй дає можливiсть не лише ознайомитися iз
виробленими i сформованими в теорiї та практицi пiдходами щодо здiйснення
їх майбутньої професiйної дiяльностi, а й уможливлює побудову суб’єктив-
но або об’єктивно нового теоретичного знання, яке описує закономiрностi
навчально-виховного процесу [6].

Реалiзацiя студентами цих методичних компетенцiй створює об’єктивнi
умови для побудови теоретичних логiчних конструкцiй i процедур їх перевiр-
ки на практицi пiд час здiйснення професiйної дiяльностi.
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Головним кроком на цьому шляху є теоретичне дослiдження й перетво-
рення тих об’єктiв, що є замiнниками реальних процесiв i об’єктiв (їхнiх
моделей), що виступають предметом методики навчання математики як нау-
ки i навчальної дисциплiни у вищому навчальному закладi. Це — дiяльнiсть з
методичного моделювання. Вона виступає i як провiдний вид методичної дi-
яльностi, який реалiзує майбутнiй вчитель математики у процесi методичної
пiдготовки, i як метод наукового дослiдження, i як метод навчання, i дає змо-
гу поєднати емпiричне й теоретичне в навчальному процесi й педагогiчному
дослiдженнi [2].

Методичне моделювання є окремим видом педагогiчного моделюван-
ня, яке визначається Є. Лодатком як «дослiдження педагогiчних об’єктiв
(явищ) за допомогою моделювання понятiйних, процесуальних, структурно-
змiстових чи концептуальних характеристик навчально-виховного процесу,
результативних показникiв або окремих його «сторiн» в межах топiчно ви-
значуваного соцiокультурного кластера на загальноосвiтньому, професiйно
орiєнтованому або iншому рiвнях». [5, с.69]

В означеннi поняття педагогiчної моделi, наведеному вище, зазначенi
предмети моделювання, тобто вказано, що може iмiтувати чи вiдображати
модель: властивостi, ознаки, характеристики об’єкта; принципи внутрiшньої
органiзацiї об’єкта; принципи функцiонування об’єкта. Властивостi, ознаки,
характеристики й iншi атрибути об’єкта утворюють його змiст, принципи
внутрiшньої органiзацiї визначають структуру, а принципи функцiонування
характеризують його функцiональнiсть, яку доцiльно пов’язувати з орiєнто-
ванiстю дослiджуваного об’єкта на реалiзацiю певних функцiй, наприклад,
комунiкативної, когнiтивної, виховної, освiтньої, управлiнської тощо.

В залежностi вiд предмету моделювання будемо розглядати наступнi типи
моделей:

1) змiстовi моделi — це тип педагогiчних моделей, для яких предметом
моделювання є змiст дослiджуваного педагогiчного об’єкта, що утворю-
ється сукупнiстю певних атрибутiв (властивостей, ознак, характеристик
тощо), якi слугують основою для його специфiкацiї;

2) структурнi моделi — це тип педагогiчних моделей, для яких предметом
моделювання є структура дослiджуваного педагогiчного об’єкта разом
зi зв’язками, характерними для її складникiв;

3) функцiональнi моделi — це тип педагогiчних моделей, для яких предме-
том моделювання є орiєнтованiсть дослiджуваного об’єкта на реалiзацiю
певних педагогiчно значущих функцiй.
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Базовi типи педагогiчних моделей слугують основою для утворення похi-
дних типiв моделей, основа яких формується подвiйним предметом моделю-
вання: структурою i змiстом, або структурою i функцiональнiстю, або змiстом
i функцiональнiстю дослiджуваного об’єкта. Зазвичай подiбнi моделi знахо-
дять значно ширше використання в дослiдженнях, анiж моделi базових типiв,
оскiльки на практицi виявляється доволi важко моделювати педагогiчний об’-
єкт в абстрагуваннi вiд його структури чи функцiональностi.

Окремим видом педагогiчного моделювання є методичне моделювання,
яке будемо визначати як процес побудови, вивчення та оперування спецi-
альними об’єктами (методичними моделями), якi є уявними або матерiально
реалiзованими системами, що формують предмет методики навчання мате-
матики як науки й навчальної дисциплiни у ВНЗ [1].

Дiяльнiсть з методичного проектування виступає природнiм продовжен-
ням процесу методичного моделювання, оскiльки передбачає подальшу роз-
робку побудованої моделi й доведення її до рiвня практичного використання.
Методичне проектування — це дiяльнiсть суб’єкта/об’єкта освiти, спрямована
на конструювання моделей перетворення педагогiчної дiйсностi. Методичне
проектування передбачає трансформацiю самого методичного об’єкта або йо-
го моделi (наприклад, системи дидактичних цiлей навчання теми) вiдповiдно
до конкретних умов її передбаченого застосування [3]. Оскiльки майбутнiй
фахiвець певною мiрою обмежений у змозi здiйснити перевiрку, уточнення й
корегування свого проекту у практичнiй дiяльностi, тому методичне проекту-
вання, здiйснюване майбутнiм вчителем математики, є дiяльнiстю вторинною
у порiвняннi з методичним моделюванням.

Операцiйною основою для здiйснення методичного проектування є дiяль-
нiсть з методичного моделювання. Тому компетенцiї, що стосуються цих видiв
методичної дiяльностi можуть бути об’єднанi в один блок.

Для того щоб майбутнi вчителi математики мали змогу домогтися успiху
у своїй професiйнiй кар’єрi, метою навчання у ВНЗ повинно стати форму-
вання молодого фахiвця з високим рiвнем методичної компетентностi, опа-
нування студентами системи методичних компетенцiй на основi засвоєння
рiзних видiв методичної дiяльностi й набуття продуктивного суб’єктного до-
свiду такої дiяльностi, у тому числi i компетенцiй з методичного моделювання
й проектування.

Для досягнення вищеназваної мети у процесi пiдготовки майбутнiх вчи-
телiв математики необхiдно:

• забезпечити мотивацiйну зорiєнтованiсть майбутнього вчителя матема-
тики на самостiйне й ефективне оволодiння методичним моделюванням
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й проектуванням;
• створити умови для вдосконалення теоретичної та практичної пiдготов-

ки студентiв з методичного моделювання й проектування, як основних
видiв методичної дiяльностi;

• забезпечити поєднання теоретичної та практичної пiдготовки, а також
максимiзацiю суб’єктивного досвiду студентiв у використаннi методично-
го моделювання й проектування у їхнiй майбутнiй професiйнiй дiяльно-
стi;

• забезпечити вироблення у студентiв критичного ставлення до резуль-
татiв попередньої роботи, до продукування конструктивних iдей щодо
вдосконалення своєї методичної пiдготовки.

Робота з формування видiлених нами видiв методичної дiяльностi має
проводитись у рiзних напрямах.

У процесi викладання курсу методики навчання математики на лекцiях
викладачi мають демонструвати студентам види дiяльностi, пов’язанi з рi-
зними типами моделей, аналiзуючи особливостi їх побудови та використання.
На практичних та лабораторних заняттях повиннi широко використовува-
тись методи навчання, що моделюють змiст дiяльностi вчителя математики
(технологiї iнтерактивного, проектного, контекстного навчання тощо). Удо-
сконаленню вмiнь майбутнiх вчителiв математики виконувати методичне
моделювання й проектування сприяє використання у навчальному процесi
комплексу методичних задач, що забезпечують системнiсть, послiдовнiсть,
цiлiснiсть процесу опанування студентами компетенцiй з методичного моде-
лювання й проектування. Система розроблених авторами методичних задач
включає як завдання на розробку моделей окремих типiв (змiстових, стру-
ктурних або функцiональних) так i комплекснi завдання, пов’язанi з роз-
робкою моделей квазiтипiв, оскiльки практика методичного моделювання
вчителя математики передбачає передусiм створення саме таких моделей.

Вiдповiдно до змiстового наповнення, студенти розробляють прогностичнi
та процесуальнi моделi, останнi у свою чергу представленi органiзацiйно-
управлiнськими, iнструментальними, монiторинговими, рефлексивними мо-
делями. Серед видiв методичного моделювання, здiйснюваного майбутнiм
вчителем математики, важливе мiсце також займає моделювання елементiв
дiяльностi фахiвця певного профiлю (математика, фiзика, лiнгвiста тощо) у
процесi навчання математики на вiдповiдному рiвнi. Зразки для навчального
моделювання студентами технологiй навчання математики в класах рiзних
профiлiв демонструють вiдеоуроки, серед яких є як уроки професiоналiв так
i початкiвцiв та проведених студентами пiд час педагогiчної практики.
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Пiд час лабораторних занять студенти здiйснюють проектування:
1) технологiї навчання через зiставлення теоретичних моделей з уточненою
дидактичною метою;
2) конкретної педагогiчної ситуацiї в процесi навчання математики на рi-
зних рiвнях;
3) варiанта трансформацiї й адаптацiї певної технологiї навчання до кон-
кретних умов вивчення програмової теми учнями на вiдповiдному рiвнi чи у
класi вiдповiдного профiлю;
4) процедури спiльної дiяльностi вчителя й учнiв у процесi реалiзацiї ада-
птованого способу навчання;
5) системи засобiв дiагностики рiвня та якостi засвоєння учнями навчаль-
ного матерiалу тощо.

Щоб отримати нову якiсть фахової пiдготовки учителя до використан-
ня методичного моделювання й проектування у їх професiйнiй дiяльностi,
доцiльна розробка навчальних курсiв, що сприятимуть формуванню профе-
сiоналiзму та розвитку загальної педагогiчної культури майбутнього учителя
математики. Зокрема нами розроблено спецiальний курс з вибраних питань
методики навчання математики. Метою даного курсу є узагальнення та си-
стематизацiя знань студентiв про особливостi здiйснення дiяльностi з методи-
чного моделювання та проектування, формування суб’єктного математично-
го i методичного досвiду студентiв зi здiйснення дiяльностi математичного
моделювання та проектування, а також навчання такої дiяльностi iнших.

Висновки
Акценти в методичнiй пiдготовцi вчителя математики мають бути пере-

несенi з вивчення стандартних, iнварiантних станiв на механiзми оволодiння
новими, прилучення до перспективних моделей педагогiчного досвiду й го-
товностi до набуття власного в широкiй i рiзноманiтнiй практицi.

Посилення фахово-педагогiчної спрямованостi пiдготовки майбутнiх фа-
хiвцiв, активiзацiя цiлеспрямованої самоосвiтньої дiяльностi, максимiзацiя
цiлеспрямованого суб’єктивного досвiду методичної дiяльностi може вiдбу-
ватись через формування у майбутнiх вчителiв математики компетенцiй з
методичного моделювання й проектування.
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ДО ПИТАНЬ ПРО СИСТЕМАТИЗАЦIЮ
ФАКТIВ ГЕОМЕТРIЇ ТРАПЕЦIЙ ТА ЇХ КЛАСИФIКАЦIЮ

Стаття присвячена систематизацiї фактiв геометрiї трапецiй та супровiдним дидактичним
аспектам, пов’язаним iз способами фiксацiї та побудови знань. Також авторами пропону-
ється низка нових термiнiв для окремих видiв трапецiї, за допомогою яких наведено двi
взаємодоповнювальнi класифiкацiї трапецiй, вiдмiнi вiд традицiйних класифiкацiй бiль-
шою видовою деталiзацiєю.

Ключовi слова: систематизацiя, геометрiя трапецiй, задачi на трапецiю, класи-
фiкацiя трапецiй.

Вступ
Теоретичнi вiдомостi про трапецiю в рiзному обсязi представленi у бiль-

шостi джерел, присвячених шкiльному курсу геометрiї, зокрема в посiбниках
iз серiй: «Абiтурiєнтам», «Повторюємо та систематизуємо шкiльний курс ...»,
«Геометрiя у визначеннях, формулах i таблицях» та iн. «Трапецiї» є невiд’єм-
ною складовою змiстової лiнiї «чотирикутники» шкiльного курсу геометрiї.
Проте систематизацiї фактiв геометрiї трапецiй, на нашу думку, в iсную-
чiй навчально-методичнiй лiтературi придiляється недостатня увага.

Серед джерел, присвячених вибраним задачам на трапецiї (зокрема на
окремi їх види) та способам їх розв’язання, автори вважають своїм обов’язком
видiлити: статтi В. Алексєєва [1] та I.Ф. Шаригiна [25]; навчальнi посiбники
О.С. Iстера [10], I.А. Кушнiра [16], [17] та В.В. Прасолова [22]; серед збiрок,
якi мiстять широке коло задач на трапецiї, — збiрники задач [7], [14], [17], [18],
[19], [23]; серед посiбникiв iз серiї «Шкiльний курс геометрiї у кресленнях та
формулах» — посiбник В.В. Амелькiна [3].

Серед пiдручникiв, в яких (на нашу думку) трапецiям придiляється зна-
чно бiльша увага порiвняно з iншими пiдручниками, слiд видiлити дiючi
пiдручники [4], [6], [20] та пробний пiдручник [13]. В [6] важливi вiдомо-
стi, зокрема задачi теоретичного характеру на трапецiї, видiлено жирним
шрифтом. Серед переваг [20] слiд видiлити те, що важливi факти геометрiї
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трапецiй представлено у виглядi завдань, якi вiдповiдають початковому i се-
редньому; достатньому та високому рiвням навчальних досягнень вiдповiдно.
Найбiльш вдалим в дидактичному сенсi, на нашу думку, є пiдручник [13]. До
переваг [4] можна вiднести найбiльшу кiлькiсть задач теоретичного характе-
ру та зведену таблицю «опорних фактiв про трапецiю». Однак в [4] трапецiя
визначається як «чотирикутник, у якого двi сторони паралельнi».

Автори статтi вiддають перевагу традицiйному визначенню трапецiї. З
методичними аспектами вивчення трапецiй в шкiльному курсi геометрiї,
зокрема можливими пiдходам до визначення трапецiї та їх класифiкацiї, мо-
жна ознайомитися, наприклад, в [5], [9], [24]. Зокрема в [9] наведено достатню
кiлькiсть аргументiв на користь саме традицiйного визначення трапецiї.

За дiючою програмою ЗНО з математики (укладеної на основi (нового
стандарту) навчальної програми з математики для учнiв 5–9 класiв ЗОНЗ
та навчальної програми для учнiв 8–9 класiв ЗОНЗ (класiв) з поглибленим
вивченням математики) учень повинен знати: визначення трапецiї, види та
властивостi трапецiї; визначення середньої лiнiї трапецiї та її властивостi;
вписанi в коло та описанi навколо кола трапецiї; формули обчислення пло-
щi трапецiї; серед вимог до предметних вмiнь — застосовування визначень,
ознак та властивостей рiзних видiв чотирикутникiв до розв’язування пла-
нiметричних задач та задач практичного змiсту.

Як зазначено в [8], «Навчальнi задачi є ефективним засобом реалiзацiї
i формою втiлення змiсту навчання. Викладач повинен постiйно вирiшува-
ти проблему вiдбору навчальних задач, щоб забезпечити системне засвоєння
змiсту навчальної дисциплiни. Тому, необхiдною є вдала i обґрунтована си-
стематизацiя задач. Проблемою в цьому випадку є вибiр засад для такої
систематизацiї...»

Пiдсумовуючи зазначене, слiд констатувати, що на привеликий жаль,
вiдомостi з геометрiї трапецiй, якi мiстяться у бiльшостi джерел, носять
вибiрковий характер з акцентами в залежностi вiд уподобань авторiв. А
такi важливi питання, як наприклад рiвнiсть та подiбнiсть окремих видiв чо-
тирикутникiв та їх ознаки (зокрема ознаки трапецiй), взагалi залишаються за
лаштунками переважної бiльшостi пiдручникiв. Але ж, не можна не погоди-
тися з тим, що одними з основних задач при вивченнi геометричних об’єктiв,
є задачi про порiвняння (спiвставлення) та їх виокремлення (розпiзнання) з
бiльш ємної множини однорiдних об’єктiв. Однак не можна не вiдзначити й
позитивну тенденцiю — в пiдручниках все частiше видiляють задачi, якi є
опорними («характеристичними») для вивчення окремих видiв трапецiї.

ЗОНЗ — загальноосвiтнiй навчальний заклад

Випуск №5, 2015 115



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

Другий аспект (в контекстi вивчення трапецiй), який автори також не
можуть залишити без уваги, пов’язаний iз тим, що в iснуючих пiдручниках
та навчально-методичнiй лiтературi класифiкацiї (класифiкацiям) трапецiй,
навiть у порiвняннi з класифiкацiєю паралелограмiв, придiляється досить
поверхнева увага. Для бiльшостi учнiв та навiть студентiв математичних
спецiальностей педагогiчних ВНЗ i молодих вчителiв математики «Трапецiї
бувають рiвнобедренi, прямокутнi та iншi.» Бiльше того, в багатьох нав-
чальних посiбниках трапецiї класифiкують саме так. Звiсно ж, що такий стан
справ не може не викликати занепокоєння.

Крiм того, як зазначено в [11] «... дiйснiсть показує, що не лише в учнiв,
а й у студентiв фiзико-математичних факультетiв педагогiчних ВНЗ, за на-
явностi фактичних знань i вмiнь їх застосовувати при розв’язуваннi задач
вiдсутнє чiтке розумiння взаємозв’язкiв мiж елементами теоретичних знань,
що впливає на рiвень осмислення самих систематично засвоєних знань. Це
свiдчить про те, що визначена система наукових знань не формується. Остан-
нє пояснюється тим, що в змiст сучасної освiти з математичних дисциплiн не
включенi знання про способи фiксацiї i побудови знань. Настав час, коли чi-
тка структура всього накопиченого i вивченого матерiалу допоможе усунути
iснуючу проблему та якiсно пiдвищить рiвень пiдготовки майбутнiх вчителiв
математики».

Питанням систематизацiї фактiв з окремих тем курсу геометрiї присвя-
чено, наприклад, статтi [11], [12]. Серед сучасних видань з елементарної
геометрiї, в яких наведено яскравi геометричнi факти, що не ввiйшли до
шкiльних пiдручникiв, слiд видiлити посiбники I.А. Кушнiра [16], [17] та дво-
томне видання Я.П. Понарiна [21]. Зокрема в останньому досить ґрунтовно
розглядаються властивостi довiльних чотирикутникiв.

Крiм зазначеного вище, до написання даної статi авторiв надихнули двi
роботи, якi, незалежно одна вiд одної, вийшли у 2009 роцi. А саме:
книга визнаного фахiвця шкiльної геометрiї, заслуженого вчителя України
I.А. Кушнiра «Геометрiя трапецiї в задачах» [15] (це перша книга, цiлком при-
свячена трапецiям) та робота Ф. Алiфiренка «Узагальнення теореми Стюарта
для трапецiї. Спiльне в геометрiї трикутникiв i трапецiй» [2] (яка переважно
присвячена перенесенню основних фактiв геометрiї трикутника в якостi ана-
логiв на випадок трапецiй). Тому представлений нами матерiал (в певному
сенсi) можна вважати логiчним продовженням зазначених робiт.

Саму ж статтю умовно можна розбити на чотири частини:

робота посiла II мiсце у II етапi Всеукраїнського конкурсу-захисту науково-дослiдницьких робiт учнiв-
членiв Малої академiї наук України у 2008/2009 навчальному роцi
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в першiй — крiм загально-прийнятих в дiючих пiдручниках понять i визначень
авторами для окремих видiв трапецiї введено низку нових термiнiв та наведе-
но вiдповiднi визначення; в другiй — безпосередньо сам результат авторського
доробку щодо систематизацiї фактiв геометрiї трапецiй, зокрема окремих
видiв трапецiї; в третiй — запропоновано чотири рiвнi складностi задач, з
урахуванням яких наведено деякi методичнi рекомендацiї щодо дидактично-
го забезпечення теми; в четвертiй — двi взаємодоповнювальнi класифiкацiї
трапецiй, якi вiдрiзняються вiд традицiйних класифiкацiй бiльшою видовою
деталiзацiєю та можливiстю «класифiкацiно-видового» пiдходу до вивчення
трапецiй.

1. Основнi поняття та визначення
Означення 1. ([6]) Трапецiєю називають чотирикутник, у якого двi про-
тилежнi сторони паралельнi, а двi iншi — непаралельнi. Паралельнi сторо-
ни називаються основами, а непаралельнi — бiчними сторонами трапецiї.
Трапецiю називають рiвнобiчною, якщо довжини її бiчних сторiн є рiвни-
ми. Трапецiю називають прямокутною, якщо один з її кутiв є прямим.

Означення 2. ([20]) Висотою трапецiї називають перпендикуляр, опуще-
ний з будь-якої точки прямої, яка мiстить одну з основ, на пряму, яка
мiстить iншу основу трапецiї. Середньою лiнiєю («першою середньою лiнi-
єю») трапецiї називають вiдрiзок, який сполучає середини її бiчних сторiн.

Означення 3. Трапецiю називатимемо описаною навколо кола ω , якщо її
сторони належать дотичним до кола ω . Трапецiю називатимемо вписаною
в коло ω , якщо її вершини належать колу ω .

Означення 4. Двi трапецiї (ABCD i A′B′C ′D′ ) називають рiвними,
якщо мiри їх вiдповiдних кутiв та довжини їх вiдповiдних сторiн є рiвни-
ми. Iншими словами (в символьному виглядi), якщо ∠A = ∠A′ , ∠B = ∠B′ ,
∠C = ∠C ′ , ∠D = ∠D′ ; AB = A′B′ , BC = B′C ′ , CD = C ′D′ , DA = D′A′ ,
то трапецiї ABCD i A′B′C ′D′ називають рiвними та використовують
запис ABCD = A′B′C ′D′ .

Означення 5. Двi трапецiї (ABCD i A′B′C ′D′ ) називають подiбними,
якщо мiри їх вiдповiдних кутiв є рiвними, а довжини їх вiдповiдних сторiн
пропорцiйними. Iншими словами (в символьному виглядi), якщо ∠A = ∠A′ ,

∠B = ∠B′ , ∠C = ∠C ′ , ∠D = ∠D′ ;
AB

A′B′ =
BC

B′C ′ =
CD

C ′D′ =
DA

D′A′ = k , то
трапецiї ABCD i A′B′C ′D′ називають подiбними з коефiцiєнтом k та
позначають ABCD v A′B′C ′D′ .
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Означення 6. Нехай A1A2BC — трапецiя з основами A1A2 < BC , в якiй
A,C0, A0, B0 є серединами сторiн A1A2 , A2B , BC i CB вiдповiдно, та
для якої виконано додатковi побудови, зображенi на рисунку вище:
AB1||A2B , B1 ∈ (BC) ; AC1||A1C , C1 ∈ (BC) ; B2 = (AC0) ∩ (BC) ,
C2 = (AB0) ∩ (BC) ; A2BL||A1B , BL ∈ (BC) ; A1CR||A2C , CR ∈ (BC) .
Тодi: вiдрiзки AA0 , BB0 , CC0 називатимемо медiанами трапецiї;

медiану AA0 — другою середньою лiнiєю трапецiї;
чотирикутник AC0A0B0 — паралелограмом Варiньона;
△ AB1C1 — першим чудовим трикутником трапецiї;
△ AB2C2 — другим чудовим трикутником трапецiї;
трикутники A2BLC i A1BCR — вiдповiдно «лiвим» та «правим» зов-

нiшнiми трикутниками трапецiї;
△ A2OB , △ A1OC i △ A2OA1 , △ BOC — власними малими трикутни-

ками, прилеглими до вiдповiдних бiчних сторiн та основ трапецiї,
a △ A2BC , △ BA1A2 i △ A1BC , △ CA1A2 — власними великими три-

кутниками, прилеглими до вiдповiдних сторiн трапецiї.

Означення 7. Якщо дiагоналi трапецiї є перпендикулярними, то таку
трапецiю будемо називати ДД-прямокутною або ж дельта-трапецiєю;

якщо дiагональ трапецiї є перпендикулярною до бiчної сторони, то —
ДБ-прямокутною;

якщо дiагональ є перпендикулярною до основи, то — ДО-прямокутною;
якщо сума градусних мiр кутiв при бiльшiй основi становить 900 , то —

ББ-прямокутною;
якщо кути при бiльшiй основi є гострими, то — умовно-гострокутною

(рис. 1a) );
якщо один з кутiв при основi прямий, то — прямокутною (рис. 1b) );
якщо один з кутiв при бiльшiй основi тупий, то — умовно-тупокутною

(рис. 1c) ).
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Зауваження 1. Оскiльки II чудовий трикутник трапецiї є рiвним (за
трьома сторонами) лiвому (та правому) зовнiшньому її трикутнику, то
традицiйно «необхiднi» (для розв’язування певного кола задач) додатковi
побудови лiвого або ж правого зовнiшнього трикутника трапецiї можна
i доцiльно замiнити розглядом саме II чудового трикутника трапецiї. Пере-
ваги зазначеної «замiни» стануть зрозумiлими iз контексту подальшого
матерiалу. Бiльш детально iз застосуваннями II чудового трикутника тра-
пецiї можна ознайомитися в книзi I.А. Кушнiра [15], в якiй звернено увагу
на зазначений трикутник та запропоновано називати його чудовим.
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Рис. 1: до понять умовно-гострокутної, прямокутної та умовно-тупокутної трапецiй

Зауваження 2. Заради визначеностi та (традицiйної) зручностi, в
подальшому завжди будемо вважати (а тому i зображати), що трапецiю
розташовано так, що вiдносно середньої лiнiї бiльша за довжиною основа
знаходиться нижче, а менша — вище. У зв’язку з чим бiльшу за довжи-
ною основу будемо називати «нижньою», меншу за довжиною основу —
«верхньою», а бiчнi сторони — «лiвою» та «правою» вiдповiдно.
Означення 8. Якщо довжина верхньої (меншої) основи трапецiї дорiвнює
довжинi лiвої (або ж правої) бiчної сторони, то таку трапецiю будемо на-
зивати ЛВ-рiвнобокою (та ПВ-рiвнобокою вiдповiдно); ЛВ- та ПВ-рiвнобокi
трапецiї будемо називати БВ-рiвнобокими.

Якщо довжина нижньої (бiльшої) основи трапецiї дорiвнює довжинi
лiвої (або ж правої) бiчної сторони, то таку трапецiю будемо називати
ЛН-рiвнобокою (та ПН-рiвнобокою вiдповiдно); ЛН- та ПН-рiвнобокi трапе-
цiї будемо називати БН-рiвнобокими.
Означення 9. Трапецiю, яка є одночасно ЛВ- та ПВ-рiвнобокою будемо на-
зивати максимально рiвнобокою зверху. Трапецiю, яка є одночасно ЛН- та
ПН-рiвнобокою будемо називати максимально рiвнобокою знизу.
Означення 10. Якщо довжина меншої основи максимально рiвнобокої
зверху трапецiї вдвiчi менша за довжину бiльшої основи, то таку тра-
пецiю будемо називати правильною.
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2. Основнi факти геометрiї трапецiй
2.1. «Нерiвнiсть» трапецiї, ознаки рiвностi та подiбностi трапецiй

1) «Нерiвнiсть трапецiї»: якщо b, c, d, a — довжини бiчних сторiн та меншої
i бiльшої основ трапецiї вiдповiдно, то має мiсце система нерiвностей

|b− c| < a− d < b+ c
|b− a+ d| < c < b+ a− d
|c− a+ d| < b < c+ a− d

(1)

1*) I навпаки: якщо додатнi числа b, c, d, a , з яких принаймнi два є рiзними
(заради визначеностi, нехай це будуть a i d , причому d < a ), задоволь-
няють систему 1, то завжди iснує трапецiя, для якої b, c, d, a — довжини
бiчних сторiн та меншої i бiльшої основ вiдповiдно.

Нехай трапецiї A1A2BC i A′
1A

′
2B

′C ′ задано за допомогою систем (T ) i
(T ′ ) вiдповiдно

(T ) :



−−−→
A1A2 �

−−→
CB, A1A2 < BC

∠A1CB = γ, ∠A2BC = β
A1A2 = d, BC = a
A1C = b, A2B = c

A1B = e, A2C = f

i (T ′) :



−−−→
A′

1A
′
2 �

−−→
C ′B′, A′

1A
′
2 < B′C ′

∠A′
1C

′B′ = γ′, ∠A′
2B

′C ′ = β′

A′
1A

′
2 = d′, B′C ′ = a′

A′
1C

′ = b′, A′
2B

′ = c′

A′
1B

′ = e′, A′
2C

′ = f ′

Тодi мають мiсце наступнi

2) ознаки рiвностi двох трапецiй:

I-1. Якщо d = d′, a = a′, b = b′, γ = γ′, то A1A2BC = A′
1A

′
2B

′C ′;
I-2. Якщо d = d′, a = a′, c = c′, β = β′, то A1A2BC = A′

1A
′
2B

′C ′;
II. Якщо d = d′, a = a′, β = β′, γ = γ′, то A1A2BC = A′

1A
′
2B

′C ′;
III. Якщо d = d′, a = a′, b = b′, c = c′, то A1A2BC = A′

1A
′
2B

′C ′;
IV. Якщо d = d′, a = a′, e = e′, f = f ′, то A1A2BC = A′

1A
′
2B

′C ′.

3) та ознаки подiбностi двох трапецiй:

I-1. Якщо
d

d′
=
a

a′
=
b

b′
i γ = γ′, то A1A2BC v A′

1A
′
2B

′C ′;

I-2. Якщо
d

d′
=
a

a′
=
c

c′
i β = β′, то A1A2BC v A′

1A
′
2B

′C ′;

II. Якщо
d

d′
=
a

a′
i β = β′, γ = γ′, то A1A2BC v A′

1A
′
2B

′C ′;

III. Якщо
d

d′
=
a

a′
=
b

b′
=
c

c′
, то A1A2BC v A′

1A
′
2B

′C ′;

IV. Якщо
d

d′
=
a

a′
=
e

e′
=
f

f ′
, то A1A2BC v A′

1A
′
2B

′C ′.
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2.2. «Важливi неможливостi» в трапецiї
Не iснує трапецiї, у якої

1) протилежнi кути рiвнi; 2) основи рiвнi;
3) точка перетину дiагоналей належить (першiй) середнiй лiнiї;
4) дiагональ є бiсектрисою обох протилежних кутiв;
5) дiагональ перпендикулярна обом бiчним сторонам;
6) точка перетину дiагоналей дiлить хоча б одну з них навпiл.

2.3. Властивостi довiльної трапецiї
1. Сума кутiв, прилеглих до бiчної сторони трапецiї, становить 1800 .
2. Основна властивiсть середньої лiнiї трапецiї: середня лiнiя трапецiї є пара-

лельною до основ, а її довжина дорiвнює пiвсумi довжин основ трапецiї.
3. Довжина середньої лiнiї трапецiї менша за довжину хоча б однiєї з її

дiагоналей.
4. Середня лiнiя трапецiї дiлить навпiл будь-який вiдрiзок з кiнцями на

основах (або ж їх продовженнях) трапецiї.
4.1. I-ша та II-га середнi лiнiї трапецiї в точцi перетину дiляться навпiл.
4.2. Середини дiагоналей трапецiї належать її (першiй) середнiй лiнiї.
4.3. C0E0 = F0B0 , де C0, B0 середини бiчних сторiн A2B i A1C вiдпо-

вiдно, а E0 = A1B ∩ C0B0 , F0 = A2C ∩ C0B0 .
4.4. Вiдстань мiж серединами дiагоналей трапецiї дорiвнює модулю пiв-

рiзницi довжин її основ.
5. Внутрiшнiй (вiдносно трапецiї) вiдрiзок прямої, яка проходить через то-

чку перетину дiагоналей паралельно до основ, дiлиться нею навпiл.
6. Точка перетину дiагоналей належить другiй середнiй лiнiї трапецiї.
7. Медiани трапецiї перетинаються в однiй точцi.
8. Основна властивiсть трапецiї: точка перетину продовжень бiчних сторiн,

середини основ та точка перетину її дiагоналей належать однiй прямiй.
9. Бiсектриси кутiв, прилеглих до бiчної сторони трапецiї, перетинаються

пiд прямим кутом; точка їх перетину належить середнiй лiнiї трапецiї.
10. Нехай l1 i l2 — прямi, що проходять через вершини A1 i A2 (меншої)

основи паралельно до бiчних сторiн A2B i A1C вiдповiдно та пере-
тинають дiагоналi A2C i A1B в точках L1 i L2 (вiдповiдно). Тодi
L1L2∥A1A2 .

11. Бiсектриса кута трапецiї вiдтинає вiд основи цiєї трапецiї (або її продов-
ження) вiдрiзок, рiвний бiчнiй сторонi, яка є прилеглою до цього кута.

12. Добуток площ трикутникiв, на якi трапецiя розбивається однiєю зi своїх
дiагоналей, дорiвнює добутку площ трикутникiв, на якi вона розбиває-
ться iншою своєю дiагоналлю.
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2.4. Властивостi та ознаки рiвнобiчної трапецiї
1. Властивостi-ознаки рiвнобiчної трапецiї: трапецiя є рiвнобiчною

тодi i лише тодi, коли виконується одна з наступних умов:
1.1) кути при основi є рiвними (сума протилежних кутiв становить 1800 );
1.2) дiагоналi є рiвними;
1.3) I-ий чудовий трикутник є рiвнобедреним;
1.4) II-ий чудовий трикутник є рiвнобедреним;
1.5) паралелограм Варiньона є ромбом;
1.6) друга середня лiнiя є перпендикулярною до її основ;
1.7) довжини вiдрiзкiв дiагоналей, що сполучають точку їх перетину з

кiнцями однiєї основи, рiвнi мiж собою;
1.8) основа висоти, що проведена з вершини меншої основи трапецiї,

дiлить бiльшу її основу на вiдрiзки, довжини яких дорiвнюють пiв-
рiзницi та пiвсумi довжин основ;

1.9) точка перетину дiагоналей є рiвновiддаленою вiд прямих, що мiстять
бiчнi сторони;

1.10) навколо трапецiї можна описати коло;
1.11) BB0 = CC0 або A1C0 = A2B0 або C0B = B0C або A2C0 = A1B0 ,

де B0, C0 — середини бiчних сторiн A1C i A2B вiдповiдно;
1.12) BA2 + A2C = BA1 + A1C , де

−−−→
A1A2 �

−−→
CB ;

1.13) P△BA2O = P△CA1O ;
1.14) BA2 + A2A0 = CA1 + A1A0 , де A0 середина бiльшої основи BC ;
1.15) P△BC0C = P△BB0C .

2. В рiвнобедренiй трапецiї рiзниця довжин бiчних сторiн менша за рiзницю
довжин основ.

2.5. Властивостi та ознаки ББ-прямокутної трапецiї
1) У ББ-прямокутної трапецiї:

1.1) довжина другої середньої лiнiї дорiвнює модулю пiврiзницi довжин
її основ;

1.2) довжина другої середньої лiнiї дорiвнює вiдстанi мiж серединами
дiагоналей;

1.3) квадрат рiзницi довжин основ дорiвнює сумi квадратiв довжин бi-
чних сторiн;

1.4) площа ББ-прямокутної трапецiї дорiвнює добутку площi I чудового
трикутника на вiдношення суми довжин основ до їх рiзницi.

2) Ознака ББ-прямокутної трапецiї: трапецiя є ББ-прямокутною тодi
i лише тодi, коли її I-ий чудовий трикутник є прямокутним з прямим
кутом при вершинi, що є серединою меншої основи.
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2.6. Властивостi-ознаки прямокутної трапецiї
1) Трапецiя є прямокутною тодi i лише тодi, коли коли виконується одна

з наступних умов:
1.1) I-ий чудовий трикутник є прямокутним з прямим кутом при верши-

нi, що належить бiльшiй основi;
1.2) квадрат довжини її бiльшої бiчної сторони дорiвнює сумi квадратiв

меншої бiчної сторони та рiзницi основ;
1.3) A1C0 = C0C (або A2B0 = B0B ).

2.7. Властивостi-ознаки дельта-трапецiї (ДД-прямокутної)
1) Трапецiя є дельта-трапецiєю (є ДД-прямокутною) тодi i лише тодi,

коли виконується одна з наступних умов:
1.1) довжина другої середньої лiнiї дорiвнює довжинi середньої лiнiї;
1.2) сума площ квадратiв, побудованих на її дiагоналях дорiвнює чоти-

рьом площам трапецiї;
1.3) II-ий чудовий трикутник є прямокутним з прямим кутом при вер-

шинi, що є серединою меншої основи;
1.4) паралелограм Варiньона є прямокутником.

2.8. Властивостi-ознаки ДБ-прямокутної трапецiї
1) Трапецiя є ДБ-прямокутною тодi i лише тодi, коли коли виконується

одна з наступних умов:
1.1) один з власних великих трикутникiв трапецiї є прямокутним, пря-

мий кут якого спирається на (вiдповiдну) основу;
1.2) квадрат довжини основи дорiвнює сумi квадратiв довжин дiагоналi

та бiчної сторони, що виходять з рiзних її кiнцiв.
2.9. Властивостi-ознаки ДО-прямокутної трапецiї

1) Трапецiя є ДО-прямокутною тодi i лише тодi, коли коли виконується
одна з наступних умов:
1.1) власний великий трикутник трапецiї є прямокутним, прямий кут

якого спирається на (вiдповiдну) бiчну сторону;
1.2) квадрат довжини бiчної сторони дорiвнює сумi квадратiв довжин

дiагоналi та основи, що виходять з рiзних її кiнцiв.
2.10. Властивостi та ознаки вписаної трапецiї

1) Якщо навколо трапецiї можна описати коло, то вона є рiвнобiчною, а
центром такого кола є точка перетину серединних перпендикулярiв до її
сторiн.

2) Навколо трапецiї можна описати коло тодi i лише тодi, коли вона є
рiвнобiчною.
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2.11. Властивостi та ознаки описаної трапецiї
1) Якщо в трапецiю можна вписати коло, то:

1.1) сума довжин її основ дорiвнює сумi довжин бiчних сторiн;
1.2) його центр є точкою перетину бiсектрис кутiв трапецiї та належить

(першiй) середнiй лiнiї трапецiї;
1.3) з його центра бiчну сторону трапецiї видно пiд прямим кутом;
1.4) довжина його дiаметра дорiвнює довжинi висоти трапецiї;
1.5) квадрат довжини його дiаметра дорiвнює добутку довжин основ;
1.6) квадрат довжини його радiуса дорiвнює добутку довжин вiдрiзкiв,

на якi точка дотику вписаного кола дiлить бiчну сторону трапецiї.

2) В трапецiю можна вписати коло тодi i лише тодi, коли сума довжин її
основ дорiвнює сумi довжин бiчних сторiн (довжина її (першої) середньої
лiнiї дорiвнює пiвсумi довжин бiчних сторiн).

3) В трапецiю A1A2BC (
−−−→
A1A2 ↑↑

−−→
CB,A1A2 < BC ) можна вписати коло

тодi i лише тодi, коли виконується рiвнiсть

tg ∠A1CB
2 · tg ∠A2BC

2 = A1A2

BC . (2)

2.12. Основна властивiсть-ознака «вписано-описаної» трапецiї
Трапецiя є вписаною i описаною тодi i лише тодi, коли вона є рiвнобокою,

а довжина її бiчної сторони дорiвнює довжинi середньої лiнiї.

2.13. Основнi метричнi спiввiдношення в довiльнiй трапецiї
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1
A  

2
A  

d  

a  

b  c  

β  γ  

ω  

e  f  

Рис. 2: до основних метричних спiввiдношень в трапецiї

Якщо J1 (J ′
1 ) — точка перетину бiсектрис внутрiшнiх (зовнiшнiх) кутiв

при вершинах A1 i C , а J2 (J ′
2 ) — точка перетину бiсектрис внутрiшнiх

(зовнiшнiх) кутiв при вершинах A2 i B , то

2J1J2 = |(a+ d)− (b+ c)|, 2J ′
1J

′
2 = a+ d+ b+ c. (3)
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Аналог теореми синусiв

b

sin β
=

c

sin γ
=

a− d

sin (β + γ)
. (4)

Аналоги теореми косинусiв

cos β =
(a− d)2 + c2 − b2

2(a− d)c
, cos γ =

(a− d)2 + b2 − c2

2(a− d)b
. (5)

cos(1800 − β − γ) =
b2 + c2 − (a− d)2

2bc
, (a+ d)2 = e2 + f 2 − 2ef cosω. (6)

Довжини дiагоналей трапецiї

e2 = a2 + b2 − a

a− d

(
(a− d)2 + b2 − c2

)
= c2 + ad+

d

a− d

(
c2 − b2

)
; (7)

f 2 = a2 + c2 − a

a− d

(
(a− d)2 + c2 − b2

)
= b2 + ad+

d

a− d

(
b2 − c2

)
; (8)

e2 + f 2 = b2 + c2 + 2ad. (9)

Косинус кута мiж дiагоналями трапецiї

cosω =
1

2
· (a− d) · (b2 + c2 − a2 − d2)√

a(ad+ b2)− d(ad+ c2) ·
√
a(ad+ c2)− d(ad+ b2)

. (10)

Довжини проекцiй бiчних сторiн на бiльшу основу трапецiї

BA′
2 =

(a− d)2 + c2 − b2

2(a− d)
, A′

1C =
(a− d)2 + b2 − c2

2(a− d)
. (11)

Синуси кутiв (при бiльшiй основi) трапецiї

sin β =

√
(a− d+ b+ c)(a− d− b+ c)(a− d+ b− c)(−a+ d+ b+ c)

2(a− d)c
=

=
2

(a− d)c
·
√
p(p− a+ d)(p− b)(p− c), p =

a− d+ b+ c

2
, (12)

sin γ =

√
(a− d+ b+ c)(a− d− b+ c)(a− d+ b− c)(−a+ d+ b+ c)

2(a− d)b
=

=
2

(a− d)b
·
√
p(p− a+ d)(p− b)(p− c), p =

a− d+ b+ c

2
. (13)

Довжина висоти трапецiї

ha = AiA
′
i =

2

(a− d)
·
√
p(p− a+ d)(p− b)(p− c), p =

a− d+ b+ c

2
. (14)
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Аналоги прямої та оберненої теорем Пiфагора
1) Трапецiя є прямокутною тодi i лише тодi, коли:

c2 = b2 + (a− d)2 або ж b2 = c2 + (a− d)2. (15)

2) Трапецiя є ББ-прямокутною тодi i лише тодi, коли:

(a− d)2 = b2 + c2. (16)

3) Трапецiя є ДД-прямокутною тодi i лише тодi, коли:

(a+ d)2 = e2 + f 2 ⇔ a2 + d2 = b2 + c2. (17)

4) Трапецiя є ДБ-прямокутною тодi i лише тодi, коли:

a2 = b2 + e2 або ж a2 = c2 + f 2, (для умовно-гострокутних трапецiй);
d2 = b2 + f 2 або ж d2 = c2 + e2, (для умовно-тупокутних трапецiй).

(18)
5) Трапецiя є ДО-прямокутною тодi i лише тодi, коли:

або c2 = d2 + e2 i b2 = e2 + a2;
або ж c2 = a2 + f 2 i b2 = f 2 + d2.

(19)

1∗) Трапецiя (a > d ) є умовно-гострокутною тодi i лише тодi, коли:(
(a− d)2 + b2 − c2

)
·
(
(a− d)2 + b2 − c2

)
> 0. (20)

2∗) Трапецiя (a > d ) є умовно-тупокутною тодi i лише тодi, коли:(
(a− d)2 + b2 − c2

)
·
(
(a− d)2 + b2 − c2

)
< 0. (21)

Довжини вiдрiзкiв з кiнцями на сторонах трапецiї
 

   

)a  )b  )c  
 

 

B  C  

1
A  

'B  

'A  
1
a  

2
a  

2
b  

1
b  

2
A  

'D  1
d  

2
d  

'C  

2
c  

1
c  

B  C  

1
A  

2
A  

'D  

'A  

1
a  

2
a  

b  

2
d  

1
d  

c  
y  ?  

B  C  

1
A  

2
A  

'B  

d  

a  

1
b  

2
b  

2
c  

x  
?  

'C  

1
c  

Рис. 3: до формул обчислення довжин вiдрiзкiв з кiнцями на сторонах трапецiї:
a = a1 + a2 , b = b1 + b2 , c = c1 + c2 , d = d1 + d2
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1. Довжину вiдрiзка з кiнцями на бiчних сторонах трапецiї (рис. 3 a) ) можна
обчислити за формулою:

x2 =

(
ab2 + db1
a− d

)2

+

(
ac2 + dc1
a− d

)2

− ab2 + db1
a− d

· ac2 + dc1
a− d

· b
2 + c2 − (a− d)2

bc
.

(22)
1.1) Нехай далi C ′B′||BC . Тодi b2 : b1 = c2 : c1 = x − d : a− x , а формула
(22) набуває вид

x = C ′B′ = a · b2
b
+ d · b1

b
. (23)

1.1.1) якщо B′ – середина AC , то C ′B′ — середня лiнiя, а формула
(23) набуває вид

C ′B′ =
a+ d

2
. (24)

1.1.2) якщо C ′B′ проходить через точку перетину дiагоналей, то
b2 : b1 = d : a , а формула (23) набуває вид

C ′B′ =
2ad

a+ d
. (25)

1.1.2)* довжину вiдрiзка C ′B′ , який мiстить точку перетину продов-
жень бiчних сторiн, є паралельним до її основ та обмежений продовжен-
нями дiагоналей трапецiї, можна знайти за формулою

C ′B′ =
2ad

a− d
. (26)

1.1.3) якщо C ′B′ дiлить трапецiю на двi подiбнi трапецiї, то
b2 : b1 = x : a та iз формули (23) маємо

C ′B′ =
√
a · d, звiдки b2 : b1 =

√
d :

√
a = c2 : c1; (27)

1.1.4) якщо C ′B′ дiлить трапецiю на двi трапецiї рiвних площ, то
b2 : b1 = (a+ x) : (d+ x) та iз формули (23) маємо

C ′B′ =

√
a2 + d2

2
, звiдки b2 : b1 = (

√
2(a2 + d2)− a− d) : a+ d (28)

2. Довжину вiдрiзка з кiнцями на основах трапецiї (рис. 3 b) ) можна обчисли-
ти за формулою:

y2 = b2 · a1 − d1
a− d

+ c2 · a2 − d2
a− d

− (a1 − d1)(a2 − d2). (29)

2.1) довжину другої середньої лiнiї — за формулою

AA2
0 =

b2

2
+
c2

2
−
(
a− d

2

)2

. (30)
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3. Довжини вiдрiзкiв з кiнцями на основi та бiчнiй сторонi трапецiї (рис. 3 c) )
можна обчислити за формулами:

A′B′2 = a22 + b21 −
a2

a− d
· b1
b
·
(
(a− d)2 + b2 − c2

)
,

B′D′2 = d22 + b22 +
d2

a− d
· b2
b

(
(a− d)2 + b2 − c2

)
;

A′C ′2 = a21 + c21 −
a1

a− d
· c1
c
·
(
(a− d)2 − b2 + c2

)
,

C ′D′2 = d21 + c22 +
d1

a− d
· c2
c
·
(
(a− d)2 − b2 + c2

)
.

(31)

4. Довжини «чевiан» трапецiї (рис. 3 c) ) можна обчислити за формулами:

A1A
′2 = a22 + b2 − a2·((a−d)2+b2−c2)

a−d , A1C
′2 = c22 + d2 +

c2·d·((a−d)2−b2+c2)
c(a−d) ;

A2A
′2 = a21 + c2 − a1·((a−d)2−b2+c2)

a−d , A2B
′2 = b22 + d2 +

b2·d·((a−d)2+b2−c2)
b(a−d) ;

(32)

4.1) довжини медiан трапецiї — за формулами

AA2
0 =

b2

2
+
c2

2
−
(
a− d

2

)2

; BB2
0 =

a2

2
+
c2

2
− b2

4
+ d

(
a

2
+

c2 − b2

2(a− d)

)
;

CC2
0 =

a2

2
+
b2

2
− c2

4
+ d

(
a

2
+

b2 − c2

2(a− d)

)
. (33)

Аналог властивостi точки перетину медiан
Нехай M — точка перетину медiан AA0 , BB0 i CC0 . Тодi мають мiсце
вiдношення:

AM

MA0
=

2a+ d

a
,

BM

MB0
=

2a

a+ d
=

CM

MC0
. (34)
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Рис. 4: до формул обчислення площi трапецiї
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Формули площ трапецiї та деяких її фiгур
1) Площу трапецiї можна знайти (як/за):

1.1) площу другого чудового трикутника трапецiї:

SA1A2BC = SAB2C2
; (35)

1.2) добуток довжини висоти на пiвсуму довжин її основ:

SA1A2BC = a+d
2 · h = C0B0 · h; (36)

1.3) добуток другої середньої лiнiї i суми перпендикулярiв, проведених на
цю середню лiнiю (або на її продовження) з двох вершин, якi є кiнцями однiєї
з дiагоналей;
1.4) добуток довжини дiагоналi трапецiї на довжину другої середньої лiнiї
та на синус кута мiж ними:

SA1A2BC = AA0 · A1B · sinψ, SA1A2BC = AA0 · A2C · sinφ; (37)

1.5) подвоєну площу трикутника, утвореного бiчною стороною та серединою
iншої бiчної сторони:

SA1A2BC = 2 · S△A2BB0
, SA1A2BC = 2 · S△A1CC0

; (38)

1.6) добуток довжини бiчної сторони трапецiї на довжину перпендикуляра,
опущеного iз середини iншої бiчної сторони трапецiї на цю бiчну сторону:

SA1A2BC = A1C · C0B
′
0 = b · hb,0, SA1A2BC = A2B ·B0C

′
0 = c · hc,0; (39)

1.7) подвоєну площу паралелограма Варiньона:

SA1A2BC = 2 · SAC0A0B0
; (40)

1.8) як добуток довжин середнiх лiнiй трапецiї на синус кута мiж ними;
1.9) квадрат суми коренiв iз площ власних малих трикутникiв, прилеглих
до основ трапецiї:

SA1A2BC =
(√

S△A1A2O +
√
S△BCO

)2
; (41)

1.10) добуток площi першого чудового трикутника на вiдношення суми дов-
жин основ до їх рiзницi:

SA1A2BC = a+d
a−d · SAB1C1

; (42)

1.11) за «першою формулою Герона» (за сторонами трапецiї):

SA1A2BC = a+d
a−d ·

√
p(p− a+ d)(p− b)(p− c), p = a−d+b+c

2 ; (43)

1.12) за «другою формулою Герона» (за основами i дiагоналями трапецiї):

SA1A2BC =
√
q(q − e)(q − f)(q − a− d), q = a+d+e+f

2 ; (44)

Випуск №5, 2015 129



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

1.13) за формулою (лише для умовно-гострокутних трапецiй):

SA1A2BC =
1

2

(
a2 − d2

)
· sin β · sin γ
sin(β + γ)

. (45)

1.14) пiвдобуток дiагоналей на синус кута мiж ними.

SA1A2BC =
1

2
· e · f · sinω. (46)

2) Друга середня лiнiя трапецiї дiлить її на двi трапецiї рiвних площ.
3) Площi власних великих трикутникiв, прилеглих до спiльної основи

трапецiї є рiвними.
4) Площi трикутникiв, утворених бiчними сторонами та спiльною вер-

шиною, що належить прямiй, яка мiстить середини основ трапецiї, є рiвними.
5) Sc = Sb , де Sc i Sb — площi власних малих трикутникiв, прилеглих

до бiчних сторiн трапецiї.
6) Sc = Sb =

√
Sa · Sd , Sa : Sd = a2 : d2 , де Sa i Sd — площi власних

малих трикутникiв, прилеглих до основ трапецiї.

2.14. Деякi ознаки трапецiї
Опуклий чотирикутник A1A2BC (O — точка перетину дiагоналей A1B

i A2C ) (що не є паралелограмом) є трапецiєю, якщо виконується одна з
наступних умов:

1) трикутники A1BC i A2BC мають однакову площу;
2) трикутники A1OC i A2OB мають однакову площу;
3)
√
SA1A2BC =

√
SBOC +

√
SA2OA1

;
4) довжина вiдрiзка, що сполучає середини протилежних непаралельних

сторiн чотирикутника дорiвнює пiвсумi довжин двох iнших сторiн;
5) середня лiнiя проходить через точку перетину дiагоналей;
6) довжина вiдрiзка, що сполучає середини дiагоналей, дорiвнює пiврiзницi

довжин протилежних сторiн;
7) C0E0 = F0B0 , де C0, B0 середини протилежних сторiн A2B i A1C вiд-

повiдно, а E0 = A1B ∩ C0B0 , F0 = A2C ∩ C0B0 ;
8) внутрiшнiй (вiдносно чотирикутника) вiдрiзок прямої, яка проходить че-

рез точку O перетину дiагоналей паралельно до однiєї зi сторiн, дiлиться
точкою O навпiл;

9) добуток площ трикутникiв, на якi чотирикутник розбивається однiєю зi
своїх дiагоналей, дорiвнює добутку площ трикутникiв, на якi вiн розби-
вається iншою своєю дiагоналлю;

10) середини двох протилежних сторiн та точка перетину продовжень двох
iнших сторiн належать однiй прямiй.
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2.15. Додатковi властивостi i формули для окремих видiв трапецiї
1. Дiагональ трапецiї є бiсектрисою гострого кута (при бiльшiй основi) тодi

i лише тодi, коли довжина прилеглої бiчної сторони дорiвнює довжинi
меншої основи.

2. Дiагональ трапецiї є бiсектрисою тупого кута (при меншiй основi) тодi
i лише тодi, коли довжина прилеглої бiчної сторони дорiвнює довжинi
бiльшої основи.

3. Якщо бiсектриси кутiв при однiй з основ трапецiї перетинаються на iншiй
основi, то довжина останньої дорiвнює сумi довжин бiчних сторiн.

4. Якщо довжина бiчної сторони трапецiї дорiвнює сумi довжин її основ, то
бiсектриси прилеглих до неї кутiв перетинаються на iншiй бiчнiй сторонi.

5. Довжина бiльшої основи вдвiчi бiльша за довжину меншої основи
трапецiї A1A2BC (

−−−→
A1A2 �

−−→
CB , BC ) тодi i лише тодi, коли на бiльшiй

основi BC iснує така точка Z , що периметри трикутникiв BA2Z ,
A2ZA1 та ZA1C є рiвними.

6. Якщо в трапецiю A1A2BC з основами BC = a , A1A2 = d (a > d )
та бiчними сторонами A1C = b , A2B = c можна вписати коло, яке
дотикається сторiн A1A2 , A2B , BC , CA1 в точках Dt , Ct , At i Bt

вiдповiдно, то
(a) CtQ∥BC , BtQ∥BC , де Q = BDt ∩ A2At ;
(b) BCt · CtA2 = CBt ·BtA1 ;
(c) радiус вписаного кола можна знайти за однiєю з формул

r =
SA1A2BC

a+ d
=
SA1A2BC

b+ c
; (47)

r =
√
BCt · CtA2, r =

√
CBt ·BtA1; (48)

(d) мають мiсце спiввiдношення
SA1A2BC√
BCt · CtA2

= d

(
1 +

BCt
d− CtA2

)
= a

(
1 +

CtA2

a−BCt

)
; (49)

(e) кола, побудованi на бiчних сторонах як на дiаметрах, дотикаються;
(f) радiуси r1 , r2 , r3 , r4 кiл, вписаних у трикутники BOC , A2OB ,

A1OA2 i COA1 вiдповiдно (O — точка перетину дiагоналей), задо-
вольняють умову

1

r1
+

1

r3
=

1

r2
+

1

r4
; (50)
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7. Для рiвнобiчної трапецiї A1A2BC (
−−−→
A1A2 � −−→

CB ) з основами BC = a ,
A1A2 = d (a > d ) та бiчними сторонами A1C = A2B = b (β = γ )
мають мiсце наступнi спiввiдношення та формули-спрощення:

(a)
b

sin β
=

a− d

2 sin β cos β
, cos β =

a− d

2b
; sin β =

√
4b2 − (a− d)2

2b
;

(b) e2 = f 2 = b2 + ad , cosω =
2b2 − a2 − d2

2(b2 + ad)
; BA′

2 = A′
1C = a−d

2 ;

(c) AA2
0 =

4b2 − (a− d)2

4
, BB2

0 = CC2
0 =

2a(a+ d) + b2

4
;

(d) ha = A1A
′
1 = A2A

′
2 =

1

2
·
√
4b2 − (a− d)2 =

√
e2 − (a+d2 )2 ;

(e) SA1A2BC = a+d
4

√
4b2 − (a− d)2 = a+d

4

√
4e2 − (a+ d)2 = a2−d2

4 tg β ;
(f) центр описаного навколо трапецiї кола належить колу, описаному

навколо △ BOA2 , де O — точка перетину дiагоналей;
(g) радiус кола, описаного навколо трапецiї, можна знайти за формулою

R =
b
√
b2 + ad√

4b2 − (a− d)2
=

√
4h2a + (a+ d)2

√
4h2a + (a− d)2

8ha
. (51)

8. Якщо в рiвнобоку трапецiю з гострим кутом β при (бiльшiй) основi
можна вписати коло, то

R

r
=

√
1 + sin2 β

sin2 β
=
a+ d

4ad

√
(a+ d)2 + 4ad. (52)

9. Якщо рiвнобiчна трапецiя A1A2BC (
−−−→
A1A2 � −−→

CB ) з основами
BC = a i A1A2 = d (a > d ) [та бiчними сторонами A1C = A2B = b ] є:

(a) ББ-прямокутною, то

(a− d)2 = 2b2 , β = γ = 450, e = f =
√
2
2

√
a2 + d2, cosω =

−2ad

a2 + d2
,

R = 1
2

√
a2 + d2, ha =

1
2(a− d), S = 1

4(a
2 − d2); (53)

(b) ДД-прямокутною (дельта-трапецiєю), то

b =

√
a2+d2

2 , e = a+d√
2
, cos β =

a− d√
2
√
a2 + d2

, sin β =
a+ d√

2
√
a2 + d2

,

ω = 900, R = 1
2

√
a2 + d2, ha =

1
2(a+ d), S = 1

4(a+ d)2; (54)
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(c) ДБ-прямокутною, то центр описаного навколо неї кола спiвпадає
iз серединою бiльшої основи i тому

2R = a, b2 = a(a−d)
2 , e =

√
a(a+d)

2 , cos β =
√

a−d
2a , sin β =

√
a+d
2a ,

cosω = −d
a , ha =

√
a2−d2
2 , S = a+d

4

√
a2 − d2; (55)

(d) описаною (можна вписати коло), то:

b = a+d
2 , r =

√
ad
2 = ha

2 , PA1A2BC = 4b = 2(a+ d),

e = 1
2

√
(a+ d)2 + 4ad, R = a+d

8

√
(a+d)2+4ad

ad ,

SA1A2BC = a+d
2

√
ad, BtCt =

2ad

a+ d
, (56)

де Bt, Ct — точки дотику вписаного кола з бiчними сторонами A1C

i A2B вiдповiдно;
(e) такою, що ha =

√
ad , то в неї можна вписати коло;

(f) БВ-рiвнобокою (дiагональ є бiсектрисою гострого кута), то вона є
максимально рiвнобокою зверху ( b = c = d ) та мають мiсце формули

cos β = a−d
2d , sin β =

√
(a+d)(3d−a)

2d , e =
√
d(a+ d), cosω = d−a

2d ,

R =
d
√
d(a+d)√

(a+d)(3d−a)
, ha =

√
(a+d)(3d−a)

2 =
√
3
6

√
P 2 − 4a2,

P = 3d+ a = 2
√
a2 + 3h2a,

S =
(a+d)

√
(a+d)(3d−a)
4 =

√
3

36 (P + 2a)
√
P 2 − 4a2; (57)

(g) БН-рiвнобокою (дiагональ є бiсектрисою тупого кута), то вона є
максимально рiвнобокою знизу ( b = c = a ) та мають мiсце формули

cos β = a−d
2a , sin β =

√
(a+d)(3a−d)

2a , e =
√
a(a+ d), cosω = a−d

2a ,

R =
a
√
a(a+d)√

(a+d)(3a−d)
, ha =

√
(a+d)(3a−d)

2 =
√
3
6

√
P 2 − 4d2,

P = 3a+ d = 2
√
d2 + 3h2a,

S =
(a+d)

√
(a+d)(3a−d)
4 =

√
3

36 (P + 2d)
√
P 2 − 4d2. (58)

(h) правильною, то

d = b = a
2 , 2R = a, β = 600, e =

a
√
3

2
, ω = 1200,

ha =
a
√
3

4
, S =

3
√
3

4
·R2 =

3
√
3

16
· a2; (59)
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10. Для прямокутної трапецiї A1A2BC (
−−−→
A1A2 � −−→

CB ) з основами
BC = a i A1A2 = d (a > d ) та бiчними сторонами A1C = b < c = A2B
(γ = 900 ) мають мiсце наступнi спiввiдношення та формули-спрощення:

(a) c2 = b2 + (a− d)2 ,
b

sin β
=
c

1
=
a− d

cos β
;

(b) e2 = b2 + a2 = c2 + 2ad− d2 , f 2 = b2 + d2 = c2 + 2ad− a2 ;
(c) e2 + f 2 = 2b2 + a2 + d2 = b2 + c2 + 2ad = 2c2 − a2 − d2 + 4ad ;

(d) cosω =
b2 − ad√

b2 + a2
√
b2 + d2

=
c2 − ad− (a− d)2√

c2 + d(2a− d)
√
c2 + a(2d− a)

;

(e) AA2
0 =

(a− d)2

4
+ b2 , BB2

0 =
b2

4
+ a2 , CC2

0 =
c2

4
+ ad ;

(f) BA′
2 = a− d , ha = b , S =

a+ d

2
· b = a+ d

2
·
√
c2 − (a− d)2 .

11. У трапецiї A1A2BC (
−−−→
A1A2 �

−−→
CB ) з будь-яких двох умов 1∗)A1B⊥A2C ;

2∗) A2B =
√
A1A2 ·BC ; 3∗) A2B⊥A2A1 випливає третя.

12. Якщо прямокутна трапецiя A1A2BC (
−−−→
A1A2 � −−→

CB ) з основами
BC = a > d = A1A2 [та бiчними сторонами A1C = b < c = A2B ]:
(a) є ДД-прямокутною (дельта-трапецiєю), то

b2 = ad , c2 = ad+ (a− d)2, e2 = a(a+ d), f 2 = d(a+ d);
e

f
=

√
a√
d
, e2 + f 2 = (a+ d)2, ha =

√
ad, S =

a+ d

2

√
ad;

sin β =

√
ad√

ad+ (a− d)2
, cos β =

a− d√
ad+ (a− d)2

, cosω = 0. (60)

(b) є ДБ-прямокутною, то

b2 = d(a− d) , c2 = a(a− d), f 2 = ad, e2 = a2 + ad− d2;

ha =
√
d(a− d), S = a+d

2

√
d(a− d), e2 + f 2 = a2 + 2ad− d2;

sin β =

√
d√
a
, cos β =

√
a− d√
a

, cosω =
−d2√

ad
√
a2 + ad− d2

. (61)

(c) є ЛВ-рiвнобокою (дiагональ є бiсектрисою гострого кута), то

c = d , b2 = a(2d− a), e2 = 2ad, f 2 = d2 + a(2d− a);

e2 + f 2 = d2 + 4ad− a2, ha =
√
a(2d− a), S =

a+ d

2

√
a(2d− a);

sin β =

√
a(2d− a)

d
, cos β =

a− d

d
, cosω = −a(a−d)√

2ad
√
d2+2ad−a2 . (62)
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(d) є ПВ-рiвнобокою (дiагональ є бiсектрисою прямого кута при бiль-
шiй основi), то

b = d , c2 = d2 + (a− d)2, e2 = a2 + d2, f 2 = 2d2;
e2 + f 2 = a2 + 3d2, ha = d, S = a+d

2 · d;

sin β = d√
d2+(a−d)2

, cos β = a−d√
d2+(a−d)2

, cosω = −(a−d)√
2
√
a2+d2

. (63)

(e) є ЛН-рiвнобокою (дiагональ є бiсектрисою тупого кута), то

c = a , b2 = d(2a− d), e2 = a2 + 2ad− d2, f 2 = 2ad;

e2 + f 2 = a2 + 4ad− d2, ha =
√
d(2a− d), S = a+d

2

√
d(2a− d);

sin β =

√
d(2a−d)
a , cos β = a−d

a , cosω = d(a−d)√
2ad

√
a2+2ad−d2 . (64)

(f) є ПН-рiвнобокою (дiагональ є бiсектрисою прямого кута при мен-
шiй основi), то

b = a , c2 = a2 + (a− d)2, f 2 = a2 + d2, e2 = 2a2;

e2 + f 2 = 3a2 + d2, ha = a, S = a+d
2 · a;

sin β = a√
a2+(a−d)2

, cos β = a−d√
a2+(a−d)2

, cosω = (a−d)√
2
√
a2+d2

. (65)

(g) є описаною (можна вписати коло), то пряма, що проходить через
центр вписаного кола i вершину гострого кута, дiлить трапецiю на
двi фiгури рiвних площ та мають мiсце наступнi спiввiдношення

2ad = b(a+ d) , r = ad
a+d =

b
2 =

ha
2 , c = a2+d2

a+d ;

e =
d
√

4a2+(a+d)2

a+d , f =
a
√

4d2+(a+d)2

a+d , S = ad;

sin β = 2ad√
a2+d2

, cos β = a2−d2√
a2+d2

, cosω = −(a−d)2√
(a+d)2+4a2

√
(a+d)2+4d2

. (66)

(h) є такою, що 2ad = b(a+ d) , то в неї можна вписати коло;
(i) є такою, що бiсектриса кута B перетинає меншу бiчну сторону A1C

в точцi Q , причому CQ = A1A2 , то в неї можна вписати коло;
(j) роздiлена вiдрiзком з кiнцями на бiчних сторонах i паралельним до

її основ на двi трапецiї, в кожну з яких можна вписати коло, то

d = 1
2

(
c−

√
c2 − b2

)
, a = 1

2

(
c+

√
c2 − b2

)
. (67)

3. Класифiкацiя трапецiй
На рисунках 5 i 6 нижче представлено блок-схеми можливих пiдходiв до

бiльш деталiзованих класифiкацiй (вiдмiнних вiд традицiйних) трапецiй «за
мiрами кутiв» та «довжинами сторiн» вiдповiдно.
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Рис. 5: Блок-схема до класифiкацiї трапецiй «за мiрами кутiв»
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Рис. 6: Блок-схема до класифiкацiї трапецiй «за довжинами сторiн»
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4. Деякi дидактичнi аспекти
Нижче пропонується один з можливих пiдходiв до використання дида-

ктичного матерiалу iз зазначеної теми на основi «тематичної» систематизацiї
задач з урахуванням чотирьох рiвнiв їх складностi.

Визначимо наступнi «рiвнi складностi задач».
I-ий рiвень: задачi на безпосереднє застосування однiєї з властивостей тра-
пецiї (зокрема, окремого її виду) — задачi «iлюстративного характеру» — на
вiдпрацювання навичок застосування основних властивостей.
II-ий рiвень: задачi на застосування певної властивостi, яка подається в
умовi задачi в неявному виглядi — задачi на «розпiзнання завуальованої вла-
стивостi», зокрема за допомогою додаткових побудов.
III-iй рiвень: задачi на використання та/ або застосування «двох i бiльше»
властивостей трапецiї, розпiзнання яких переважно вiдбувається за допо-
могою додаткових побудов або ж в результатi оперування з аналiтичними
умовами-властивостями та ранiше встановленими формулами.
IV-ий рiвень: задачi на встановлення нових властивостей (зокрема для
окремих випадкiв трапецiї) та/ або дослiдницького характеру (зокрема, «на
побудову», «на розрiзання»).

Слiд зазначити, що «тематична» систематизацiя задач (та їх класифiка-
цiя у вiдповiдностi iз зазначеними рiвнями) може бути коректно реалiзованою
переважно для «першого кола» задач — I-го i II-го рiвня, якi мiнiмально
залежать вiд хронологiї викладу теоретичного матерiалу.

Задачi мiшаного характеру слiд вiдносити до «другого кола» задач (це
переважно задачi III-го i IV-го рiвня), якi необхiдно i доцiльно розглядати
лише пiсля першого кола задач.

Висновки
На думку авторiв, процеси систематизацiї та класифiкацiї задач з того

чи iншого роздiлу математики є саме тими видами математичної творчостi,
якi повиннi бути включенi не лише в програму пiдготовки майбутнiх вчителiв
математики, а й у програму курсiв пiдвищення квалiфiкацiї вчителiв матема-
тики. Вважаємо, що це дасть можливiсть: опанувати справжню математичну
культуру; пiдготуватися до передачi її своїм учням; бiльш ефективно органi-
зовувати навчальну дiяльнiсть.

Вiдзначимо, що подальшi розвiдки в цьому напрямку можуть бути про-
довженi за рахунок:
— виокремлення ключових «афiнних» задач геометрiї трапецiй;
— виокремлення ключових «метричних» задач геометрiї трапецiй;
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— дослiдження додаткових чудових точок, кiл та лiнiй трапецiї;
— систематизацiї та класифiкацiї задач на розрiзання та побудову трапецiй,
яким в шкiльному курсi геометрiї майже не придiляється увага.

Цiкавим також здається питання про «синтетичну» класифiкацiю трапе-
цiй «за кутами та довжинами сторiн».

Маємо надiю, що запропонований матерiал допоможе учням-випускникам
систематизувати свої знання з геометрiї трапецiй пiд час пiдготовки до ЗНО,
буде цiкавим викладачам математики та допоможе студентам педагогiчних
ВНЗ i молодим вчителям математики при опануваннi практичними навичка-
ми при розв’язаннi задач на трапецiї.
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РОЛЬ IСТОРИЧНОЇ ЗАДАЧI У ФОРМУВАННI СВIДОМИХ
ЗНАНЬ З ФIЗИКИ

Стаття присвячена дослiдженню ролi iсторичної задачi у навчальному процесi з фiзики.
Розглянуто можливостi її використання на рiзних етапах уроку та дидактична вага на
уроках рiзних типiв в основу яких покладено iсторизм.

Ключовi слова: iсторична задача, навчальний процес, свiдомiсть, особистiсть,
розвиток.

Вступ
Проблема використання iсторичного матерiалу на сучасному уроцi фiзи-

ки зводиться переважно до повiдомлення фактiв з iсторiї розвитку науки.
Таке використання має на метi розширення знань особистостi та формуван-
ня її зацiкавленостi й пiзнавального iнтересу. Однак, слiд зауважити, що
просте перечитування чи переказування iсторiї не є єдиним та максимально
продуктивним варiантом використання iсторичних знань у навчаннi фiзицi.
Вважаємо за доцiльне привернути увагу до iнших способiв використання iсто-
ризму (а саме, iсторичних задач) у навчальному процесi. Тому, мета статтi:
максимально показати можливий спектр застосування iсторичного матерiалу
пiд час вивчення фiзики.
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Основна частина
Iсторична задача, як i будь-яка iнша, за формою її подання може бути

текстовою, графiчною, задачею-малюнком або задачею-експериментом. Кож-
на з них, залежно вiд ситуацiї, має свої переваги. Передусiм, iсторична задача
являє собою вiдображення iсторiї розвитку науки. Частiше за все, на заняттi
в iнформативнiй формi подається задача (умова) та спосiб її вирiшення, що
вiдображений в iсторiї науки.

Розглянемо iншi доцiльнi пiдходи до використання iсторичної задачi у
навчальному процесi. Так, наприклад, на етапi мотивацiї навчальної дiяльно-
стi вона, перш за все, має зацiкавити особистiсть та мотивувати її до пошуку
задоволення власного iнтересу. На цьому етапi iсторична задача може суп-
роводжуватися такими ключовими запитаннями: «Чому дiяльнiсть вченого
призвела саме до такого результату?» або «Що намагався отримати експе-
риментатор?». Тому, в нагодi стають задачi короткi за змiстом та такi, що
вимагають малої кiлькостi логiчних операцiй для з’ясування умови. Зазна-
чимо, що в такому випадку доцiльно змiнити послiдовнiсть основних етапiв
уроку, а саме: спочатку подати мотивацiйну iсторичну задачу, а потiм здiй-
снити актуалiзацiю опорних знань, наголошуючи на тому, що саме цi знання
допоможуть вирiшити проблему зазначену у задачi. Отже, основними пере-
вагами iсторичної задачi на даному етапi виступають зрозумiлiсть її сюжету,
простота умови та конкретнiсть його подання.

Використання iсторичної задачi на етапi актуалiзацiї опорних знань та-
кож може стати не менш ефективним у навчальному процесi. Порiвнян-
ня та аналiз описаної ситуацiї вимагає активiзацiї розумової дiяльностi та
вiдновлення у пам’ятi ранiше отриманих знань. До того ж, доцiльним буде
додатково привернути увагу учнiв до фiзичних помилок, що, можливо, бу-
ли здiйсненi вченими. Можливе також навмисне подання помилкових фактiв
або взагалi уникнення їх певної частини: пошук помилки завжди був проду-
ктивним методом пiдвищення розумової активностi особистостi.

Пiд час формування вмiнь та навичок (етап розв’язування задач) основ-
ними перевагами пiдходу що розглядається виступають реальнiсть сюжету,
який пiдвищує iнтерес, та можливiсть сюжетної наступностi. Мається на ува-
зi, що у випадку коли сюжет зацiкавив особистiсть, то в подальшому стануть
у нагодi додатковi конкретнi запитання аналогiчної тематики. Таким чином,
для викладача з’являється можливiсть визначити рiвень та напрямок зацiкав-
леностi особистостi, а вiдповiдно, професiйно використати його для можливої
подальшої диференцiацiї додаткових iндивiдуальних завдань.
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Зазначена комплекснiсть створює умови для продуктивного формування свi-
тогляду особистостi та її особистої життєвої позицiї, окрiм безпосереднього
отримання нею вмiнь та навичок розв’язування задач з визначеної теми. До
того ж, перше, згiдно сучасним вимогам до навчання, виступає на перший
план.

Окрему дидактичну та методичну вагу несуть задачi-малюнки та
малюнки-помилки на iсторичну тематику, якi на достатньому рiвнi вiдповi-
дають вимогам, що виставляються до завдань для домашнього самостiйного
розв’язування: вони мають «силу» пiдтримувати iнтерес, а їх безпосередня
навчальна дiя «пом’якшується» способом їх подання, тобто малюнком. От-
же, iсторична задача може вдало використана для домашнього завдання. Це
може бути як загальне так й iндивiдуальне завдання. За такого пiдходу, фi-
зична теорiя, яка лежить в основi вивчення теми засвоюється не на основi
загальної, абстрагованої вiд практичного досвiду використання iнформацiї, а
на основi iсторичного факту та досвiду видатних особистостей науки.

Iсторизм виступає потужним засобом в органiзацiї факультативної, гур-
ткової та позаурочної роботи з фiзики. Так, наприклад, iсторична задача
може бути вдалим приводом для оформлення фiзичної тематичної газети, у
якiй вiдображатимуться факти з iсторiї розвитку науки, вченi-автори дослi-
джень, фiзичнi iсторичнi помилки та досягнення, а також зв’язок iсторичної
подiї або проблеми вiдображеної в задачi iз сучаснiстю. При цьому, пробле-
матика може мати наступнiсть у iнших фiзичних газетах, та вiдображати,
наприклад, рiзнi епохи у вирiшеннi проблеми, а з часом i перiодизацiю роз-
витку певної галузi науки.

Задачi-малюнки дозволяють наочно слiдкувати за iсторiєю розвитку пев-
них фiзичних приладiв. Такий пiдхiд доцiльно використовувати для органi-
зацiї iндивiдуальної роботи. Логiчним продовженням якого виступатимуть,
наприклад, створення презентацiй та їх використання у позакласнiй роботi
або вiдтворення iсторичних моделей приладiв та механiзмiв, що увiйшли в
iсторiю фiзичної науки.

Вдало використана iсторична задача здатна в процесi її вирiшення до
вiдтворення iсторичних вiртуальних дiалогiв видатних персоналiй науки. На
її основi забезпечується встановлення особливостей розвитку науки на пев-
ному етапi її розвитку. До того ж, усвiдомлюватиметься логiка науки та
наукового пошуку, а також вiдбувається пiдсвiдоме або свiдоме проектува-
ння набутих знань на сучасний розвиток фiзики. Розумiння необхiдностi й
актуальностi матерiалу, що вивчається створить благодатне пiдґрунтя для
органiзацiї активного навчально-виховного процесу.
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У ходi розгляду теми уроку iсторична задача може бути подана описом
наукових дослiдiв. Тим самим вiдбувається знайомство особистостi з практи-
чним розвитком фiзики в iсторiї науки. Використання iсторичних наукових
дослiдiв поданих у формi iсторичної задачi сприятиме встановленню iстори-
чної та наукової значущостi розвитку фiзичної науки. Вона може розкривати
еволюцiю фiзики, вдосконалення дослiдiв, хiд розвитку теорiї та можливо-
стi практичного її застосування. Окрiм того, такий пiдхiд сприяє можливостi
створення сучасних аналогiв iсторично та науково значущого обладнання, яке
завдяки своїй простотi дозволяє вiдтворити, перш за все, фiзичну суть екс-
перименту i, таким чином, допомагає свiдомо засвоїти навчальний матерiал.
Вiдтворення iсторичних наукових експериментiв стає в нагодi i тодi, коли
навчальний процес ґрунтується на практично-пошуковiй роботi особистостi.
Нажаль, масово такий пiдхiд у сучаснiй школi впровадити не представляється
можливим, але вiн абсолютно себе виправдовує в органiзацiї та проведеннi
факультативiв, позакласних заходiв, iндивiдуальнiй роботi з обдарованими
учнями.

Iсторична задача може бути використана як частина у вiдтвореннi, дос-
лiдженнi та використаннi iсторiї розвитку фiзичних приладiв, обладнання
та експерименту пiд час вивчення нового матерiалу або проведення лабо-
раторної роботи. До того ж, фiзичний експеримент може супроводжуватися
кiлькома iсторичними задачами iз рiзних тем фiзики, що дозволяє викладачу
показати єднiсть усiх тем та фiзичної науки взагалi.

Висновки
Iсторична задача виступає потужним дидактичним засобом у вивченнi

фiзики. У дослiдженнi та вивченнi iсторiї розвитку фiзичних явищ вона ви-
ступає рушiйною силою у навчальному процесi та мотиватором самоосвiтньої
дiяльностi особистостi. Сприяючи розвитку уваги та логiчного мислення,
iсторична задача формує загальний розвиток особистостi з фiзики та її свiто-
глядну позицiю, а також забезпечує розвиток iндивiда як соцiальної одиницi.
Iсторична задача може бути гармонiйно вписана у всi етапи уроку та має бу-
ти використана у найрiзноманiтнiших ракурсах її подання на уроках рiзних
типiв, що становить пiдстави подальшого вивчення проблеми. Варiативнiсть
подання умови задачi та урiзноманiтнення її сюжетно-iсторичної глибини дає
можливiсть для диференцiйованого та iндивiдуального пiдходiв до формуван-
ня впродовж вивчення фiзики свiдомої особистостi, а також створює умови
для активiзацiї творчостi викладача.
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КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ НА УРОКАХ ФIЗИКИ
ЗАГАЛЬНООСВIТНЬОЇ ШКОЛИ З ВИКОРИСТАННЯМ
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Актуальним завданням на сьогодення є пiдвищення рiвня навчально-виховного процесу,
створення новiтнiх, а також удосконалення iснуючих засобiв навчання, високий рiвень ви-
кладання практики та теорiї. Метою статi є аналiз процесу створення умов вдосконалення
i покращення результатiв навчально-виховного процесу за допомогою комп’ютерного мо-
делювання на уроках фiзики загальноосвiтньої школи з використанням системи MathCad.

Ключовi слова: комп’ютерне моделювання, навчально-виховний процес, система
MathCad.

Вступ
Нацiональною доктриною розвитку освiти в Українi в ХХI столiттi ви-

значено, що одним з первинних напрямiв її розвитку є впровадження у всi
ланки освiтньої галузi сучасних iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй. Це
забезпечує подальше покращення навчально-виховного процесу, пiдвищення
якостi, доступностi та ефективностi освiти, вироблення у пiдростаючого поко-
лiння умiнь та навичок, необхiдних для практичного виконання в нинiшньому
iнформацiйному середовищi.

Сьогоденний стан розвитку суспiльства вимагає вiд її членiв бути бiльш
iнформованими, мобiльними, вмiти творчо i критично розмiрковувати, а зна-
чить i бiльш вмотивованими до саморозвитку i самонавчання. Такi риси
мають бути закладенi у шкiльнi роки, а особливо при вивченнi дисциплiн
природничого спрямування. Виконувалось тестування з фiзики, аналiз якого
говорить про невiдповiднiсть вимог ринку працi до випускникiв ЗОШ i дiй-
сного стану їх пiдготовленостi до самореалiзацiї. Це складає проблему, яку в
деякiй мiрi можна вирiшити завдяки створення навчально-розвивального се-
редовища, в якому учнi можуть вирiшувати рiзноманiтнi завдання. Одним iз
напрямкiв розв’язання цiєї проблеми при навчаннi фiзики в загальноосвiтнiй
школi є застосування в навчально-виховному процесi комп’ютерного моделю-
вання.
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Проблемам впровадження комп’ютерних моделей у навчальний процес
середнiх та вищих навчальних закладiв присвячено багато дослiджень з тео-
рiї та методики навчання фiзики, зокрема таких науковцiв, як Бугайов О.I.,
Гриценко В.Г., Iваницький О.I., Калапуша Л.Р., Коваль В.С., Маланюк П.М.,
Прудський B.I., Семещук I.Л., Федонюк А.А., Яценко Т.М. та iншi. Пробле-
ми використання програмно-апаратних навчальних лабораторних комплексiв
на основi комп’ютерiв дослiджували Дем’яненко В.М., Желюк О.М., Лапiн-
ський В.В., Федiшова Н.В. та iншi.

На сучасному етапi окремi питання використання новiтнiх комп’ютерних
технологiй у навчальному процесi були i залишаються предметом дослiджень
багатьох науковцiв, зокрема: Балик Н.Р., Бiлоусової Л.I., Єршова А.П., Жал-
дака М.I., Клочка В.I., Морзе Н.В., Ракова С.А., Спiрiна О.М., Триуса Ю.В.
та iн.

Основна частина.
Актуальним завданням на сьогодення є пiдвищення рiвня навчально-

виховного процесу, створення новiтнiх, а також удосконалення iснуючих за-
собiв навчання, високий рiвень викладання практики та теорiї. Для покраще-
ння рiвня викладання використовують iнновацiйнi технологiї при навчаннi, а
зокрема зростає роль використовування комп’ютерiв в навчальному процесi.

У перiод вивчення усього курсу фiзики найбiльшу роль вiдiграють експе-
рименти, демонстрацiї, фiзичнi та лабораторнi практикуми. На сьогоднiшнiй
день досить часто фiзичнi кабiнети та лабораторiї не забезпеченi пiдходящим
обладнанням, або воно застарiле. В таких випадках доцiльно використовува-
ти комп’ютерне моделювання. Також моделювання можна використовувати
при вивченнi процесiв та явищ, якi важко продемонструвати в реальних
умовах. Комп’ютерне моделювання фiзичних явищ i процесiв полегшує їх
дослiдження, так як вiдображає за допомогою спецiальних програм суцiльну
картину для дослiдника.

У свою чергу є можливiсть проводити експерименти над об’єктами або
явищами, створивши належнi умови, iнакше кажучи написати спецiальну
програму, та слiдкувати за перебiгом експерименту, змiнювати параметри,
отримати результати в у вiзуальному(дiаграми, графiки) чи числовому ви-
глядi, прослiдкувати залежнiсть вiд тої чи iншої закономiрностi, параметру
тощо. Широко застосовуються такi програми для моделювання явищ:
— середовище вiзуального програмування (Delphi);
— математичний пакет (Mathcad);
— мова структурного програмування (Pascal);
— середовище flash-програмування (Macromedia Flash);
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— табличний процесор (MS EXCEL).
Правильне використання комп’ютерних моделей фiзичних процесiв та

явищ дозволяє досягати найвищих результатiв при засвоєннi знань школя-
рами, i цим самим урiзноманiтнює матерiал який вивчають учнi.

Так як новi iнформацiйнi технологiї навчання (НIТН) закладають в себе
всеохоплюючi засоби обробки iнформацiї, то вiдкриваються можливостi ши-
рокого розвитку творчого потенцiалу, диференцiацiї навчання, пiзнавальних
здiбностей окремо кожного учня в навчальному процесi. За рахунок iсну-
вання в складi НIТН наперед вироблених засобiв автоматизацiї технiчних,
рутинних операцiй, якi необхiдно виконувати пiд час дослiдження рiзних про-
цесiв i явищ, можна набагато зменшити навантаження при навчаннi учнiв,
надати навчальнiй дiяльностi дослiдного, творчого характеру, що природно
зацiкавлює учня, результати якої стимулюють пiзнавальну активнiсть, при-
носять задоволення.

Аналiзуючи застосовнiсть програмних засобiв загальних призначень або
педагогiчних програмних забезпечень (ППЗ) в навчальному процесi потребує
аналiзу ППЗ як з погляду психолого-педагогiчних, дидактичних вимог, так i
реалiзованостi даного ППЗ на наявному апаратному забезпеченнi. В багатьох
випадках виникає проблема встановлення програмного засобу на шкiльному
апаратному забезпеченнi та його конфiгурування для ефективного вирiшення
навчальної задачi.

Сформульованi ранiше вимоги для шкiльних фiзичних демонстрацiй з
певним застереженням можуть бути перенесенi на засоби НIТ, що викори-
стовуються для пiдтримки навчання фiзики. Характерними вiдмiнностями,
якi притаманнi засобам НIТ, є:
а) iнтерактивнiсть (розглядають як доступнiсть моделi фiзичного явища
для безпосередньої корекцiї параметрiв моделi та вхiдних даних);
б) адаптивнiсть (можливiсть змiни темпу навчання, реакцiї ППЗ на вiдпо-
вiдi учня, способiв подання навчального матерiалу тощо, яка здiйснюється за
мiнiмальної участi вчителя або взагалi без його втручання);
в) можливiсть побудови гiпертекстової структури навчального матерiалу
(графiчного, текстового, а також включаючи засоби анiмацiї, когнiтивної гра-
фiки).

При пiдготовцi матерiалу до уроку фiзики можна видiлити основне за до-
помогою анiмацiї. Саме MathCad представляє нам такi можливостi. Анiмацiя
буде виконана у окремому вiдео файлi, який можна переглянути на рiзних
вiдео програвачах (наприклад, вбудованим у Windows програвач Windows
Media Player).
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Треба зазначити, що учнi гуманiтарних шкiл та навiть i середнiх шкiл,
не мають необхiдних навичок мислення для глибокого розумiння процесiв та
явищ, якi описано в роздiлах якi вони вивчають. У таких випадках нам допо-
можуть сучаснi засоби навчання, i насамперед це ПК. Уроки з використанням
ПК викликають в учнiв бiльший iнтерес, заохочують працювати всiх, навiть
слабко пiдготовлених дiтей. Якiсть знань при цьому вагомо зростає.

Багато явищ та процесiв в умовах шкiльного кабiнету фiзики не можна
продемонструвати. Це наприклад, явища мiкросвiту, або процеси, якi швид-
ко протiкають. Учнi вiдчувають труднощi, бо не в змозi уявити цi процеси
та явища, а завдяки комп’ютера ми можемо створити моделi цих явищ та
процесiв, якi допоможуть подолати таку проблему.

Комп’ютерне моделювання допомагає створити на екранi комп’ютера
динамiчну, живу й наочну картину явищ або процесiв, якi важко пояснити
«на пальцях», тому вчитель отримує широкi можливостi для вдосконалення
урокiв.

Потрiбно вказати, що пiд комп’ютерними моделями ми розумiємо ком-
п’ютернi програми, якi допомагають в iмiтацiї фiзичних дослiдiв, явищ або
iдеалiзованих моделей ситуацiй, що трапляються у фiзичних задачах, та ко-
ристування одиницями вимiрювання фiзичних величин для вирiшення мате-
матичних задач. Механiзм роботи з одиницями вимiрювань фiзичних величин
дозволяє в середовищi Mathcad [1]:
— вводити данi в потрiбнiй системi вимiрювань i в потрiбних одиницях вимi-
рювань;
— вести контроль розмiрностей у формулах, за якими проводяться розрахун-
ки;
— виводити розрахованi данi в потрiбнiй системi вимiрювань i в потрiбних
одиницях вимiрювань;

Механiзм роботи з розмiрними величинами проiлюстровано на прикладi.
На рис. 1 показано розв’язок в середовищi Mathcad найпростiшої фiзичної
задачi: на площу S дiє сила F ; питається, чому дорiвнює тиск P .

Фiзичнi задачi в середовищi Mathcad не просто можуть, але i повиннi ви-
рiшуватися з пiдключенням одиниць вимiрювання фiзичних величин — сили,
площi i тиску, якщо мати на увазi представлену задачу.

Комп’ютер не тiльки стимулює i пiдвищує iнтерес до навчання, активi-
зує ефективнiсть засвоєння нового матерiалу i мозкову дiяльнiсть, допомагає
учням, якi не приходять на заняття через хворобу, сприяє розвитку само-
стiйної роботи учнiв. Можна не сумнiватись, що введення ПК у практику
навчання фiзики в школi допоможе вдосконалити навчальний процес та ду-
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ховного та розумового розвитку учнiв вiдповiдно до його вiку.

Рис. 1: Розрахунок тиску в середовищi Mathcad

Удосконаленням навчальної роботи з школярами, якi тiльки-но почина-
ють вивчати фiзику, передбачається формування їхньої внутрiшньої готов-
ностi до сприйняття якiсно нового змiсту науки про природу. Починаючи з
першого уроку фiзики учнi мають сприймати iнформацiю, на перший погляд
просту та легку для розумiння.

Схожу iнформацiю вони осмислювали та сприймали i до вивчення ново-
го предмета, але їм тепер треба свiй досвiд переосмислювати та коригувати
вiдповiдно до нових знань. Це вимагає розвинутої уваги i певних самостiйних
зусиль.

Першi уроки фiзики добротно вiдрiзняються вiд урокiв з предметiв, якi
вже знайомi учням. Ця вiдмiннiсть зводиться до того, що уроки фiзики
оснащенi не лише простою iнформацiєю, а й розв’язуванням якiсних i роз-
рахункових задач, експериментами, практичними i лабораторними роботами,
спостереженнями явищ природи з подальшим формуванням висновкiв, вису-
ненням гiпотез та їх доведенням. Окрiм того, учнi мають пам’ятати безлiч
символiв i вмiти записувати їх за допомогою фiзичних величин, формул, ви-
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вчити величини та розумiти їх функцiональну залежнiсть. Серед прийомiв,
що сприяють у формуваннi в учнiв пiдвищення абстрактно-логiчного рiвня й
абстрактного мислення, видiлимо моделювання. Воно може бути опорою для
виконання iнтелектуальних операцiй та систематизацiї одиниць вимiрювання
величин, для розумiння фiзичного змiсту явиш та процесiв, а також для зна-
ходження табличних значень фiзичних величин, вмiння їх аналiзувати та iн.

Отже, користуючись досвiдом учнiв, який вони набули при виготовленнi
моделей, i поєднуючи його з iнформуванням, одержаним на уроцi за до-
помогою слуху, зору та iнших органiв чуття, ми створюємо зручнi умови
для уважнiшого вивчення явиш природи в майбутньому. Багато учнiв бай-
дуже ставиться до осмислення навчального матерiалу на уроцi фiзики, так
як вони не вмiють працювати уважно. Моделювання допомагає якомога ча-
стiше використовувати довiльну увагу учня, бо вiн сам себе змушує уважно
й систематично ставитися до результатiв своєї працi, розвиваючи творчiсть i
самостiйнiсть мислення, створює емоцiйну обстановку на уроцi.

На практицi використовуючи комп’ютернi моделi, наприклад обчислю-
вальний експеримент iз подальшим графiчним зображенням результатiв, нам
треба вирiшити принципове питання про вибiр середовища для моделювання.
На початковому етапi безпосередньо буде достатньо, щоб середовище в якому
буде вiдбуватися моделювання вiдповiдало таким вимогам:
– результати, якi дослiджуються, повиннi виводитися на екран у виглядi та-
блиць iз такою кiлькiстю рядкiв, щоб не перебiльшувати один екран (для
зручностi);
– користувач має можливiсть переглянути графiки та за результатами з
таблиць швидко будувати графiки залежностi мiж величинами, якi є хара-
ктеристикою дослiджуваного явища.

А саме за допомогою системи MathCad ми можемо задовольнити цi ви-
моги. При викладаннi фiзики вчитель нерiдко зустрiчається з наступними
труднощами:
– школярi не сприймають деякi явища (такi, як явища свiту з астрономiчни-
ми розмiрами i мiкросвiту);
– вивчаючи деякий матерiал учитель при його викладаннi має труднощi че-
рез поганий математичний апарат у учнiв, бо завдяки нього матерiал може
бути вивчений на високому теоретичному рiвнi (наприклад, незнання основ
iнтегрального й диференцiального числень при вивченнi механiки);
– для вивчень явищ в школi ми не можемо використовувати певне устатку-
вання через його небезпечнiсть, коштовнiсть або громiздкiсть (наприклад,
явища квантової i ядерної фiзики);
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– деякi явища взагалi не можна спостерiгати (наприклад, демонстрацiя CPT-
симетрiї).

Зазвичай подiбнi речi в школi поданi або на мiзерному науковому рiвнi,
тобто пояснюються «на пальцях», або не вивчаються взагалi, що, безсумнiвно,
вiдображається на рiвнi пiдготовки учнiв. Для вирiшення значної частини цих
проблем i допоможе нам вивчення елементiв комп’ютерного моделювання.
Саме це можна зробити за наступними напрямками:
– показати моделi демонстрацiй;
– провести модельнi лабораторнi роботи;
– органiзовувати заняття з моделюванням фiзичних явищ.

Застосування елементiв комп’ютерного моделювання значно збiльшує iн-
терес до явища або процесу якi вивчаються i заохочує учнiв до самостiй-
ної дослiдницької роботи завдяки властивiй процесу моделювання гнучкостi
i динамiчностi. Використання методу моделювання за допомогою системи
MathCad дозволяє на достатньому науковому рiвнi вивчати роздiли, у яких
необхiдне застосування диференцiальних рiвнянь i iнтегрування, а також анi-
мацiйний супровiд. Так як при пiдготовцi матерiалу до уроку фiзики треба
видiлити основне за допомогою анiмацiї. Саме MathCad представляє нам такi
можливостi.

Висновки
За допомогою комп’ютерного моделювання на уроках фiзики загально-

освiтньої школи з використанням системи MathCad ми в змозi реалiзувати
бiльшiсть проблем якi виникають в процесi навчання, такi як:
– використання передових iнформацiйних технологiй;
– змiна форм навчання та видiв дiяльностi в межах одного уроку;
– полегшення пiдготовки вчителя до уроку та залучення до цiєї дiяльностi
учнiв;
– розширення можливостей iлюстративного супроводу уроку, подавати фiзи-
чнi процеси у виглядi графiкiв, тощо;
– здiйснення iндивiдуальної роботи;
– проводження iнтегрованих урокiв, якi забезпечують посилення зв’язкiв мiж
предметами;
– органiзацiя iнтерактивних форм контролю вмiнь, навичок та знань;
– органiзацiя дослiдницьких, самостiйних, творчих робiт на якiсно новому
рiвнi з можливiстю виходу в глобальний iнформацiйний простiр.
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