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Вiд редакцiйної колегiї
Шановнi читачi!
Ви тримаєте в руках третiй випуск «Збiрника наукових праць фiзико-
математичного факультету» державного вищого навчального закладу «Дон-
баський державний педагогiчний унiверситет». Видання наукових праць ви-
кладачiв, студентiв та молодих науковцiв фiзико-математичного факультету
ДДПУ започатковано у 2010 роцi, коли результати наукових дослiджень бу-
ло опублiковано окремою серiєю «Фiзико-математичнi науки» в збiрнику на-
укових праць «Пошуки i знахiдки» за матерiалами науково-практичної кон-
ференцiї СДПУ «Актуальнi питання сучасної науки i освiти» (СДПУ, 20-22
квiтня 2010р.).

Метою збiрника є пiдтримка наукової активностi як серед студентiв, так
i серед молодих викладачiв ДДПУ та iнших ВНЗ.

Основу збiрника складають повнотекстовi статтi доповiдей на цьогорiчнiй
Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї «Актуальнi питання суча-
сної науки i освiти» (Слов’янськ, ДДПУ, 23-25 квiтня 2013р.). Основнi резуль-
тати доповiдались на секцiйних засiданнях та були рекомендованi до друку
головами секцiй, завiдувачами випускових кафедр та науковими керiвниками
випускових робiт.

Засновники збiрника мають намiр зробити його максимально вiдкритим
як для авторiв, так i для читачiв. Вiн виходить один раз на рiк у друкованому
та електронному виглядi. Електронна версiя журналу та iнформацiя щодо
спiвпрацi з авторами доступна на сторiнках офiцiйного сайту збiрника за
адресою http://slavdpu.dn.ua/fizmatzbirnyk/begin.htm.

Запрошуємо до спiвпрацi. Наснаги та творчих успiхiв!
Члени редакцiйної колегiї.
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До 75-рiччя
Шуригiної Лiдiї Семенiвни

 

Цими сонячними весняними днями свя-
ткує свiй ювiлей Лiдiя Семенiвна Шуригiна
– кандидат педагогiчних наук, доцент кафе-
дри фiзики державного вищого навчально-
го закладу «Донбаський державний педаго-
гiчний унiверситет», вiдмiнник освiти Укра-
їни.

Фахiвець у галузi теоретичної фiзики, ме-
тодики викладання фiзики, вона є автором
понад семидесяти наукових праць, присвя-
чених актуальним питанням гуманiтариза-
цiї та гуманiзацiї природничо-наукової освi-
ти, вдосконалення змiсту освiти та профе-
сiйної пiдготовки вчителя фiзики, впрова-
дженню iдей синергетики в пiдготовку май-
бутнiх вчителiв. Все своє життя Лiдiя Се-
менiвна пов’язала з наукою i викладанням.

Упродовж восьми рокiв (1997-2005 рр.) Лiдiя Семенiвна була деканом фiзико-
математичного факультету.

Лiдiя Семенiвна навчалась в Кабардино-Балкарському державному унi-
верситетi на фiзико-математичному факультетi. Саме там були зробленi пер-
шi кроки на науковiй нивi, на заняттях студентського наукового гуртка пiд
керiвництвом видатного фiзика Франкля Ф.I. 1

Пiсля закiнчення унiверситету в 1959 роцi Лiдiя Семенiвна 4 роки про-
працювала вчителем фiзики в мiстi Слов’янську, а потiм була прийнята на
посаду асистента кафедри фiзики Слов’янського державного педагогiчного
iнституту, а ще через два роки одержала посаду старшого викладача.

1 ФРАНКЛЬ ФЕЛIКС IСИДОРОВИЧ [28.02(12.03).1905, м. Вена (Австрiя) – 7.04.1961, м. Нальчик]
– спецiалiст в галузi математики, механiки, математичної i теоретичної фiзики, доктор фiлософiї (1927),
доктор технiчних наук (1934), доктор фiзико-математичних наук (1936), член-кореспондент Академiї ар-
тилерiйських наук (1947-1953). Народився в Австрiї, в 1929 приїхав до СРСР. Автор фундаментальних
дослiджень по трансзвуковiй газовiй динамiцi, методiв розв’язування широкого класу газодинамiчних за-
дач тощо. В 1950 роцi за полiтичнi погляди був виключений iз ВКП(б) i висланий до м. Фрунзе, а потiм
у 1957 р. за станом здоров’я переїхав до м. Нальчик, де до кiнця життя керував кафедрою експеримен-
тальної i прикладної фiзики в Кабардино-Балкарському державному унiверситетi.
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Лiдiя Семенiвна поєднувала викладацьку роботу з науковими дослiдже-
ннями. Курси пiдвищення квалiфiкацiї з загальної фiзики на ФПК Москов-
ського державного унiверситету дали новий поштовх в науковiй дiяльностi.
Пiд керiвництвом доктора педагогiчних наук Пiнського А.А. 2 Лiдiя Семе-
нiвна занялась дослiдженнями ролi та мiсця релятивiстських, квантових i
статистичних iдей у викладаннi фiзики в середнiй та вищiй школi. В 1979
роцi в науково-дослiдному iнститутi змiсту та методiв навчання АПН СРСР
(м. Москва) вiдбувся захист кандидатської дисертацiї на тему «Развитие ста-
тистических представлений школьников при изучении молекулярной, атом-
ной и ядерной физики».

У 1986 роцi Шуригiнiй Л.С. присуджено вчене звання доцента по кафедрi
фiзики. Впродовж багатьох рокiв Лiдiя Семенiвна читала лекцiйнi курси на
фiзико-математичному факультетi: методи математичної фiзики, теоретична
фiзика, основи синергетики, актуальнi проблеми сучасної фiзики.

Упродовж 1997-2005 рокiв Шуригiна Л.С. обiймала посаду декана фiзико-
математичного факультету СДПУ. Виняткова працездатнiсть i дiяльний ха-
рактер, що спонукає до постiйного творчого пошуку, знаходження нових
нестандартних рiшень, до застосування рацiонального пiдходу у вирiшен-
нi будь-якої проблеми, допомагали поєднувати адмiнiстративну i науково-
педагогiчну роботу.

Висока результативнiсть науково-педагогiчної дiяльностi Лiдiї Семенiвни
оцiнена i вiдзначена рядом нагород:
• медаллю «Ветеран працi»,
• почесним знаком «Вiдмiнник освiти України»,
• почесним дипломом вiд Донецької облдержадмiнiстрацiї за вагомий внесок
у створення «Золотого iнтелектуального фонду» Донбасу,
• почесними грамотами Мiнiстерства освiти i науки України.

У день ювiлею нашої колеги кожен iз нас хоче засвiдчити шану та вдя-
чнiсть.

Щиросердно вiтаємо Вас, шановна Лiдiя Семенiвно, зi знаменною датою
у Вашому життi! Бажаємо Вам мiцного здоров’я на довгi роки, щастя,
добробуту, творчого натхнення та плiдної працi на науковiй нивi!

2 ПIНСЬКИЙ АРКАДIЙ АРОНОВИЧ (1922, Речиця Мiнської губ. – 1997, Москва), доктор педа-
гогiчних наук (1977), професор (1983), член-кореспондент РАО (1995). З 1971 працював в АПН СРСР,
головним науковим спiвробiтником НДI змiсту i методiв навчання. Автор навчальних посiбникiв: Зада-
чи по физике. М., 1977; Основы физики, т. 1–2. 3-е изд. М., 1981 (в спiвавторствi з Б.М. Яворським);
Методика преподавания физики в средней школе. М., 1989.
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До 75-рiччя Шуригiної Лiдiї Семенiвни

Основнi та найбiльш вагомi працi Л.С. Шуригiної

1. Шурыгина Л.С. Значение структуры содержания учебного материала в
формировании методов познавательной деятельности / Л.С. Шурыги-
на // Формирование умений и навыков в области познавательной де-
ятельности в процессе изучения основ наук: Всесоюзная конференция:
тезисы материалов. — Мин. просвещения УССР, 1974.

2. Шурыгина Л.С. О легко наблюдаемом релятивистском эффекте /
Л.С. Шурыгина // Физика в школе, 1975. — № 3.

3. Шурыгина Л.С. Вероятностно-статистические идеи в курсе физики /
Л.С. Шурыгина // Программа Всесоюзного совещания по проблемам
преподавания физики в пединституте. — Чернигов, 1975.

4. Шурыгина Л.С. Статистические идеи в школьном курсе физики и про-
блемы формирования коммунистического мировоззрения / Л.С. Шу-
рыгина // Воспитание учащихся в процессе обучения основ наук: сбор-
ник. — НИИ СиМО АПН СССР, 1977.

5. Шурыгина Л.С. Модельный эксперимент по молекулярной и ядерной
физике / Л.С. Шурыгина, А.А. Пинский // Физика в школе. — Педаго-
гика, 1977. — № 5.

6. Шурыгина Л.С. О развитии статистического мышления школьников в
курсе физики / Л.С. Шурыгина, А.А. Пинский // Новые исследования
в педагогических науках. — Педагогика, 1978. — № 1.

7. Шурыгина Л.С. К методике изучения явления фотоэффекта / Л.С. Шу-
рыгина // Исследования по методике преподавания физики. — НИИ Си-
МО АПН СССР, 1978.

8. Шурыгина Л.С. К вопросу о взаимосвязи курсов теории вероятности и
физики / Л.С. Шурыгина // Проблемы межпредметных связей в по-
дготовке учителей математики и физики в пединститутах: Всесоюзная
научная конференция: тезисы материалов. — Душанбе, 1978.

9. Шурыгина Л.С. Необратимость тепловых процессов / Л.С. Шурыгина //
Учебный диафильм для факульт. курса в 9 классе. — Студия «Диа-
фильм» Госкино СССР, 1979.

10. Шурыгина Л.С. Статистические идеи в курсе физики и формирование
мировоззрения / Л.С. Шурыгина // Радянська школа. — Радянська шко-
ла, 1979. — № 3.
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11. Шурыгина Л.С. Развитие статистических представлений школьников
при изучении молекулярной, атомной и ядерной физики: автореф. дис.
на здобуття наук. ступеня канд. пед. наук: спец. 13.00.02 «Методика на-
вчання фiзики» / Л.С. Шурыгина. — 1979.

12. Шурыгина Л.С. Изучение необратимости тепловых процессов / Л.С. Шу-
рыгина // Физика в школе. — Педагогика, 1983. — № 5.

13. Шурыгина Л.С. Методические указания к изучению раздела «Квантовая
физика» в средней школе (для студентов специальностей 2105, 2104) /
Л.С. Шурыгина. — Мин. просв. УССР, Славянский госпединститут, 1987.

14. Шурыгина Л.С. К изучению эффекта Комптона / Л.С. Шурыгина //
Физика в школе. — Педагогика, 1987. — № 2.

15. Шурыгина Л.С. О профессиональном становлении будущего учителя /
Л.С. Шурыгина // Психологические условия профессионального станов-
ления личности в свете реформы общеобразовательной и профессиональ-
ной школы: Всесоюзная конференция: тезисы. — Славянск, 1988.

16. Шурыгина Л.С. Методические указания к курсу «Квантовая механика»
(для студентов специальностей 2105, 2104) / Л.С. Шурыгина. — Мин.
просв. УССР, Славянский госпединститут, 1988.

17. Шурыгина Л.С. Вопросы гуманитаризации преподавания физики /
Л.С. Шурыгина // научно-методическая конференция: тезисы докла-
дов. — Донецк, 1990.

18. Шурыгина Л.С. Пути реализации проблемного обучения на лекциях /
Л.С. Шурыгина // Методические, дидактические и психологические
аспекты проблемного обучения физике: Всесоюзная конференция: тези-
сы докладов. — Донецк, 1990.

19. Шурыгина Л.С. Проблемное обучение как условие развития творческого
мышления / Л.С. Шурыгина // Всесоюзная конференция: тезисы. —
Донецк, 1990.

20. Шурыгина Л.С. Проблемы гуманитаризации преподавания / Л.С. Шу-
рыгина // Учитель и общество. Опыт, проблемы, поиски: сборник. —
Измаил, 1990.

21. Шурыгина Л.С. О гуманитаризации преподавания физики / Л.С. Шу-
рыгина // Личность и познавательные процессы: сборник. — Москва,
1991.

22. Шурыгина Л.С. Проблемные ситуации при изучении необратимости /
Л.С. Шурыгина // Всесоюзная конференция. — Донецк, 1991.
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До 75-рiччя Шуригiної Лiдiї Семенiвни

23. Шурыгина Л.С. Психологические основы творчества и проблемное обу-
чение / Л.С. Шурыгина, В.А. Надточий // Методологические, дидакти-
ческие и психологические аспекты проблемного обучения: тезисы докла-
дов 2-й всесоюзной научно-методологической конференции. — 1991.

24. Шурыгина Л.С. Об одном способе подготовки проблемных ситуа-
ций / Л.С. Шурыгина, В.Н. Ткаченко // Международная научно-
методическая конференция: тезисы. — Донецк, 1993. — С. 38 – 39.

25. Шурыгина Л.С. Проблемные ситуации при формировании понятия тем-
пературы / Л.С. Шурыгина, М.К. Нечволод // 3-я Международная кон-
ференция: тезисы. — Донецк, 1993. — С. 70 – 80.

26. Шурыгина Л.С. Численное моделирование процессов самоорганизации /
Л.С. Шурыгина, Н.Н. Голоденко, Ю.Н. Гриценко // Компьютерные про-
граммы учебного назначения: 1-я Международная конференция: тезисы
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОВТОРНИХ МЕТОДОВ ВАЛЛЕ
ПУССЕНА В ВИДЕ λ–МЕТОДОВ

Получены элементы суммирующих треугольных матриц операторов повторных методов
Валле Пуссена.
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Введение
Пусть L — множество суммируемых 2π –периодических функций, f ∈ L

и

S[f ] =
a0
2
+
∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x) (1)

— ряд Фурье функции f ,

ak(f) =
1

π

π∫
−π

f(t) cos kt dt, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk(f) =
1

π

π∫
−π

f(t) sin kt dt, k = 1, 2, . . . ,

— коэффициенты Фурье функции f.
Обозначим через Sn(f ; x) частичные суммы ряда Фурье

Sn(f ;x) =
n∑
k=0

ak cos kx+ bk sin kx. (2)

c⃝ Новиков О.А., Ровенская О.Г., Шулик Т.В., Шаповалов М.С., 2013
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Математика

Суммы Валле Пуссена функции f ∈ L (см. [1, с. 47]) могут быть заданы
соотношением

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x). (3)

Пусть p1 , p2 — произвольные натуральные числа такие, что p1+p2 < n . По-
вторными суммами Валле Пуссена [2] называются тригонометрические мно-
гочлены, которые задаются следующим соотношением

Vn,p1,p2(f, x) = V
(2)
n,p (f, x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

Sm(f, x). (4)

Для применения методов изучения интегральних представлений при ис-
следовании свойств приближающих операторов эти операторы следует пред-
ставить в виде так называемых λ–методов, которые порождаются бесконеч-
ными треугольными матрицами следующим образом.

При помощи бесконечной треугольной матрицы чисел Λ = {λ(n)k },
k, n = 0, 1, 2, . . . , λ

(n)
0 = 1, ∀n ∈ N, λ

(n)
k = 0 при k > n, каждой функ-

ции f , имеющей ряд Фурье (1), поставим в соответствие последовательность
тригонометрических полиномов:

Un(f ;x; Λ) =
a0
2
λ
(n)
0 +

n−1∑
k=1

λ
(n)
k (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx). (5)

В виде тригонометрических полиномов (5) суммы Валле Пуссена Vn,p(f ; x)
функции f(x) , задаваемые соотношением (3), можно задать при помощи мат-
рицы Λ = {λ(n)k } , элементы которой задаются следующим соотношением

λ
(n)
k =

{
1, 1 6 k 6 n− p;
1− k−n+p

p , n− p < k 6 n, n, p ∈ N, p < n.

Задача представления повторных методов Валле Пуссена в виде λ–
методов состоит в том, чтобы построить матрицу Λ = {λ(n,p)k } , при помощи
которой суммы Vn,p1,p2(f, x) задаются соотношением (5).

Основна часть
Теорема 1. Пусть p1, p2 ∈ N , p1 6 p2 < n . Тогда если

λ
(n,p)
k =


1, 1 6 k 6 n− p1 − p2 + 1;
1− (k−n+p1+p2)(k−n+p1+p2−1)

2p1p2
, n− p1 − p2 + 1 6 k 6 n− p2;

1− 2k−2n+2p2+p1−1
2p2

, n− p2 6 k 6 n− p1;
1− 2p1p2−(n−k)(n−k+1)

2p1p2
, n− p1 6 k 6 n− 1.

(6)
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то повторные методы Валле Пуссена задаются соотношением

Vn,p1,p2(f, x) =
a0
2
+

n−1∑
k=1

λ
(n,p)
k (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx).

Доказательство.
Пусть p1 6 p2 . Тогда требуемые числа λ

(n,p)
k удовлетворяют условие

1

p1p2

n−1∑
k=n−p1

k∑
m=k−p2+1

Sm(f, x) =

1

p1p2


Sn−p1−p2+1+ Sn−p1−p2+2+ Sn−p1−p2+3+ ... Sn−p2+ ... Sn−p1+
Sn−p1−p2+2+ Sn−p1−p2+3+ Sn−p1−p2+4+ ... Sn−p2+1+ ... Sn−p1+1+
Sn−p1−p2+3+ Sn−p1−p2+4+ Sn−p1−p2+5+ ... Sn−p2+2+ ... Sn−p1+2+

... ... ... ... ... ... ...

Sn−p2+ Sn−p2+1+ Sn−p2+2+ ... Sn−p2+p1+ ... Sn−1


= 1 ·Sn−p1−p2+1+2 ·Sn−p1−p2+2+3 ·Sn−p1−p2+3+ ...+ p1 ·Sn−p2 + p1 ·Sn−p2+1+ ...

...+ p1 · Sn−p1 + (p1 − 1) · Sn−p1+1 + ...+ 1 · Sn−1 =
n−1∑
k=0

λ
(n)
k Ak(f ;x).

Гармоники Ak(f ; x) , у которых 0 6 k 6 n − p1 − p2 + 1 , содержатся
по одной в каждой из сумм Sm , n − p1 − p2 + 1 6 m 6 n − 1 . Поэтому для
0 6 k 6 n−p1−p2+1 выполнено λ(n)k = 1 . Гармоника An−p1−p2+2(f ;x) не со-
держится в одной сумме 1 ·Sn−p1−p2+1 , поэтому λ

(n)
n−p1−p2+2 =

p1p2−1
p1p2

= 1− 1
p1p2

.
Гармоника An−p1−p2+3(f ;x) не содержится в трех суммах в 1 · Sn−p1−p2+1 и
в 2 · Sn−p1−p2+2 , поэтому λ

(n)
n−p1−p2+3 = p1p2−(1+2)

p1p2
= 1 − (1+2)

p1p2
. Продолжая по

аналогии получаем, что для 1 6 i 6 p1 выполняется

λ
(n)
n−p1−p2+i =

p1p2 − (1 + 2 + 3 + ...+ i− 1)

p1p2
=
p1p2 − (i−1)i

2

p1p2
= 1− (i− 1)i

2p1p2
.

Поэтому, применяя замену i = k−n+p1+p2 , для n−p1−p2+1 6 k 6 n−p2
получаем

λ
(n,p)
k = 1− (k − n+ p1 + p2)(k − n+ p1 + p2 − 1)

2p1p2
.

Гармоника An−p2+1 содержится в суммах

p1 · Sn−p2+1 + ...+ p1 · Sn−p1 + (p1 − 1) · Sn−p1+1 + ...+ 1 · Sn−1.
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Поэтому λ
(n)
n−p2+1 =

(p2−p1)p1+ (p1−1)p1
2

p1p2
.

Гармоника An−p2+2(f ;x) содержится по одной в каждой из сумм

p1 · Sn−p2+2 + ...+ p1 · Sn−p1 + (p1 − 1) · Sn−p1+1 + ...+ 1 · Sn−1

поэтому λ
(n,p)
n−p2+2 =

(p2−p1−1)p1+ (p1−1)p1
2

p1p2
. Для 0 6 i 6 p2 − p1 гармоника

An−p2+i(f ;x) содержится в суммах

p1 · Sn−p2+i + ...+ p1 · Sn−p1 + (p1 − 1) · Sn−p1+1 + ...+ 1 · Sn−1.

Поэтому λ
(n,p)
n−p2+i =

(p2−p1−i+1)p1+
(p1−1)p1

2

p1p2
.

Следовательно, применяя замену i = k−n+p2 , для n−p2+1 6 k 6 n−p1
получаем
λ
(n)
k =

(p2−p1−k+n−p2+1)p1+
(p1−1)p1

2

p1p2
= 2(n−p1−k+1)p1+(p1−1)p1

2p1p2
=

=
2(n− p1 − k + 1) + (p1 − 1)

2p2
= 1− 2p2 + p1 − 1− 2(n− k)

2p2

= 1− 2(k − n+ p2) + p1 − 1

2p2
.

Гармоника An−p1+1(f ;x) содержится в суммах

(p1 − 1) · Sn−p1+1 + (p1 − 2) · Sn−p1+2...+ 1 · Sn−1

поэтому λ
(n)
n−p1+1 =

(p1−1)p1
2

p1p2
.

Гармоника An−p1+2(f ;x) содержатся в суммах

(p1 − 2) · Sn−p1+2 + (p1 − 3) · Sn−p1+3...+ 1 · Sn−1

поэтому λ
(n,p)
n−p1+2 =

(p1−2)(p1−1)
2

p1p2
и по аналогии λ

(n,p)
n−p1+i =

(p1−i)(p1−(i−1))
2

p1p2
. Следо-

вательно, применяя замену i = k − n + p1 , для n − p2 + 1 6 k 6 n − p1
получаем

λ
(n,p)
k =

(p1 − k + n− p1)(p1 − k + n− p1 + 1)

p1p2
=

(n− k)(n− k + 1)

p1p2
.

Таким образом, для случая p1 6 p2 элементы суммирующей матрицы
повторных методов Валле Пуссена задаются соотношением (2). �
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ПРИБЛИЖЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ МНОГИХ
ПЕРЕМЕННЫХ

Получены элементы суммирующих треугольных матриц операторов повторных методов
Валле Пуссена.

Ключевые слова: ряды Фурье, асимптотические формулы

Введение
Достаточно общая классификация неперерывных периодических функ-

ций по признаку их аппроксимативных свойств на основе учета свойств три-
гонометрических рядов, полученных преобразованием их рядов Фурье при
помощи мультипликатров и сдвигов по аргументу, была построена в работах
А.И. Степанца в 1983 году [1].

Аналогичные классификации функций двух и многих переменных бы-
ли построены в работах П.В. Задерея [2], А.И. Степанца, Н.Л. Пачулиа [3],
Р.А. Ласурии [4], В.И. Рукасова, О.А. Новикова, В.И. Бодрой [5]. В этих рабо-
тах изучаются вопросы приближения прямоугольными линейными методами
классов (ψ, β) -дифференцируемых периодических функций многих перемен-
ных. Классы (ψ, β) -дифференцируемых функций многих переменных, в этих
работах определялись двумя наборами функций-мультипликаторов и сдвигов
по аргументу.

В данной статье изучаются аналогичные вопросы на классах (ψ, β) -
дифференцируемых функций m переменных, определяемых m наборами
мультипликаторов для каждого числа переменных. Получены асимптоти-
ческие формулы для верхних граней уклонений различных прямоугольных
линейных средних рядов Фурье, взятых по классам функций многих пере-
менных малой гладкости в ситуациях, когда доминирующими в определении
гладких свойств функций могут оказаться их смешанные производные.

В частности, в таких случаях найдены асимптотические равенства, кото-
рые обеспечивают решение задачи Колмогорова–Никольского [1, с. 8] на этих

c⃝ Новиков О.А., Кондрашина Г.М., Больбат I.А., Маража О.С., Лащенова А.А., 2013

17



Математика

классах для прямоугольных операторов Фурье, классических и обобщенных
операторов Зигмунда, методов Валле Пуссена.

Для дальнейшего изложения введем ряд обозначений и определений.
Пусть Rm – пространство m -мерных векторов x⃗ = (x1, x2, ..., xm),

Tm =
m∏
i=1

[−π; π] – m -мерный куб с ребром 2π,

Nm =
{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, i = 1, 2, ...,m

}
,

Nm
∗ =

{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N∗ = N ∪ {0}, i = 1, 2, ...,m

}
,

Nm
i =

{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, xj ∈ N∗, i ̸= j

}
.

Через Em обозначим множество точек из Rm , координаты которых при-
нимают одно из двух значений: 0 или 1.

Через L(Tm) обозначим множество 2π -периодических по каждой пере-
менной, суммируемых на кубе периодов Tm , функций f(x⃗) = f(x1, x2, ..., xm).

Пусть f ∈ L(Tm) . Следуя [1], каждой паре точек s⃗ ∈ Em, k⃗ ∈ Nm
∗ ,

поставим в соответствие коэффициент Фурье функции f

as⃗
k⃗
(f) =

1

πm

∫
Tm
f(x⃗)

m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
dxi.

Каждому вектору k⃗ ∈ Nm
∗ поставим в соответствие гармонику ряда Фу-

рье функции f(x⃗)

Ak⃗(f ; x⃗) =
∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
.

Следуя [3], ряд Фурье функции f(x⃗) определим следующим соотношени-
ем

S[f ] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)
Ak⃗(f ; x⃗), (1)

где q(k⃗) – количество нулевых координат вектора k⃗ .
Пусть m = {1, 2, ...,m} и µ – какое-либо подмножество из m , обозна-

чим через |µ| количество элементов множества µ и через µ(r) – всякое
r -элементное подмножество из m ( |µ(r)| = r) .

По аналогии с одномерным случаем, гармоникой, сопряженной с Ak⃗(f ; x⃗)
по переменной xr , будем называть величину

Ae⃗r
k⃗
(f ; x⃗)=

∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

∏
i∈m\{r}

cos
(
kixi −

siπ

2

)
cos

(
krxr −

(sr + 1)π

2

)
.
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Определим понятие (ψ, β) -производных функций многих переменных,
используя схемы введения (ψ, β) -производных функций одной переменной
(см. [1]) и обыкновенных частных производных функций многих переменных.

Пусть ψi,r(ki), i = 1, 2, ...,m, r = 1, 2, ...,m, ki ∈ N∗ — фиксированные
системы чисел, β⃗r = (β1,r, β2,r, ..., βm,r) – фиксированный набор векторов
(βi,r ∈ R , i = 1, 2, ...,m ). Пусть для фиксированного r ∈ m существует
функция φ

(1)
i ∈ L(Tm) такая, что

S[φ
(1)
i ] =

∑
k⃗∈Nm

i

1

2q(k⃗)ψi,1(ki)

[
Ak⃗(f ; x⃗) cos

βi,1π

2
− Ae⃗i

k⃗
(f ; x⃗) sin

βi,1π

2

]
. (2)

Тогда эту функцию φ
(1)
i (x⃗) будем называть частной (ψi,1; βi,1)–производной

функции f(x⃗) по переменной xi и будем ее обозначать f
ψi,1
βi,1

(x⃗).
Для фиксированного r –элементного множества µ(r) ⊂ m , µ = {i1, ..., ir} ,

смешанной (ψµ(r); β)–производной по переменным xi, i ∈ µ(r), будем назы-
вать функцию f

ψµ(r)
β (x⃗), рядом Фурье которой является результат последо-

вательного применения формулы (2), только с использованием для опреде-
ления производной по переменной xi вместо функций ψi,1(ki) и чисел βi,1
соответственно, функций ψi,r(ki) и чисел βi,r , i ∈ µ(r), r = 2, 3, ...,m ,

f
ψµ(r)
β (x⃗) =

∂
ψir,r
βir,r

∂
ψir−1,r

βir−1,r
...∂

ψi1,r
βi1,r

f(x⃗)

∂xir∂xir−1
...∂xi1

.

Множество непрерывных функций f ∈ C таких, что для всех i ∈ m су-
ществуют производные f

ψi,1
βi,1

(x⃗) и для r = 2, 3, ...,m, µ(r) ⊂ m существуют

смешанные (ψµ(r); β)–производные fψµ(r)β (x⃗) , будем обозначать Cmψ
β . Множе-

ство функций из Cmψ
β , удовлетворяющих условиям

esssup|fψi,1βi,1
(x⃗)| 6 1, esssup|fψµ(r)β (x⃗)| 6 1, i ∈ m, µ ⊂ m,

будем обозначать Cmψ
β,∞ .

Следуя [1], введем множества M , M′
0 , MC . Будем полагать, что функ-

ции ψi,r(v), i, r = 1, 2, ...,m; являются функциями непрерывного аргумента
v > 0 , совпадающими при v ∈ N∗ с элементами одноименных систем чисел
ψi,r(k), которые использовались выше для определения классов Cmψ

β,∞ .
Через M обозначим множество функций ψ(x) , непрерывных при x > 0 ,

монотонно убывающих, выпуклых вниз при x > 1 и исчезающих на беско-
нечности: lim

x→∞
ψ(x) = 0.
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Каждой функции ψ(x) поставим в соответствие функцию η(x) = η(ψ, x) ,
связанную при x > 1 с ψ(x) соотношением ψ(η(x)) = 1

2ψ(x).
Положим

µ(t) = µ(ψ, t) =
t

η(t)− t
.

Через M′
0 обозначим множество функций ψ ∈M , для которых величина

µ(ψ, t) ограничена сверху и выполнено условие
∞∫
1

ψ(x)

x
dx <∞.

Следуя [7] (см. также [2–6]), прямоугольные линейные средние рядов Фу-
рье определим следующим образом.

Пусть Λ = {Λ1,Λ2, ...,Λm} – фиксированный набор суммирующих беско-
нечных треугольных числовых матриц, Λi = {λ(ni)ki

}, i = 1, 2, ...,m, n⃗ ∈ Nm,

k⃗ ∈ Nm
∗ , λ(ni)0 = 1 и λ

(ni)
ki

= 0 для ki > ni. Пусть далее λ
(n⃗)

k⃗
=

m∏
i=1

λ
(ni)
ki

и Gn⃗ =
m∏
i=1

[0;ni − 1] – прямоугольный параллелепипед, соответствующий

вектору n⃗ ∈ Nm. Заметим, что λ
(n⃗)

k⃗
= 0 для любых k⃗ ̸∈ Gn⃗.

Функции f ∈ L(Tm), имеющей ряд Фурье (1), поставим в соответствие
семейство тригонометрических полиномов

Un⃗(f ; x⃗; Λ) =
∑
k⃗∈Gn⃗

2−q(k⃗)λ
(n⃗)

k⃗
Ak⃗(f ; x⃗). (3)

Если λ
(ni)
ki

= 1, k⃗ ∈ Gn⃗, то соотношение (3) задает прямоугольные част-
ные суммы ряда Фурье Un⃗(f ; x⃗; Λ) = Sn⃗(f ; x⃗) . Пусть p⃗ = (p1, p2, ..., pm) , где
pi ∈ N∗, pi 6 ni, i = 1, 2, ...,m. Если величины λ

(n⃗)

k⃗
, k⃗ ∈ Gn⃗, n⃗ ∈ Nm,

задаются соотношениями

λ
(ni)
ki

=

{
1, 0 6 ki 6 ni − pi,
1− ki−ni+pi

pi
, ni − pi 6 ki 6 ni − 1, pi ∈ N, pi 6 ni, i ∈ {1,m},

то многочлены Un⃗(f ; x⃗; Λ)
df
= Vn⃗,p⃗(f ; x⃗) являются суммами Валле Пуссена

порядка p⃗ .
При λ

(ni)
ki

= ksii /n
si
i , si > 0 , i = 1, 2, ...,m, k⃗ ∈ Gn⃗, многочлены

Un⃗(f ; x⃗; Λ) = Zn⃗(f ; x⃗) будем называть прямоугольными суммами Зигмунда.
Пусть φi(x), i = 1, 2, ...,m – непрерывные, монотонно возрастающие при

x ∈ [0; +∞) такие, что φi(0) = 0 . Если величины λ
(n⃗)

k⃗
, k⃗ ∈ Gn⃗, n⃗ ∈ Nm,

задаются соотношениями

λ
(ni)
ki

= 1− φi(ki)

φi(ni)
,
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то многочлены Un⃗(f ; x⃗; Λ) = Zφ
n⃗ (f ; x⃗) принято называть обобщенными пря-

моугольными суммами Зигмунда.
Величины δn⃗(f ; x⃗) = f(x⃗)−Un⃗(f ; x⃗) являются уклонениями тригономет-

рических многочленов Un⃗(f ; x⃗), n⃗ ∈ Nm, от функции f(x⃗) .
Целью данной работы является изучение асимптотического при ni →∞,

i = 1, 2, ...,m, поведения величин

E(Cmψ
β,∞;Un⃗) = sup

f∈Cmψβ,∞

||δn⃗(f ; x⃗)||C

при ni →∞, i = 1, 2, ...,m , где методы Un⃗ задаются при помощи разнотип-
ных суммирующих матриц.

Основна часть
Теорема 1. Пусть ψi,j ∈ M′

0, βi,j ∈ R , i, j = 1, 2, ...,m, µ1
∪
µ2 = m ,

µ1
∩
µ2 = ∅ . Пусть для i ∈ µ1,

λ
(ni)
ki

=

{
1, 0 6 ki 6 ni − pi,
1− ki−ni+pi

pi
, ni − pi 6 ki 6 ni − 1, pi ∈ N, pi 6 ni, i ∈ {1,m},

lim
ni→∞

pi
ni

= , а для i ∈ µ2, λ(ni)ki
= ksii /n

si
i , si > 0 , i = 1, 2, ...,m, k⃗ ∈ Gn⃗, функ-

ции ψi,j(x)x
si, монотонно возрастают и сохраняют характер выпуклости

при x > 1 .
Тогда при ni →∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптотическая формула

E
(
Cmψ
β,∞;Un⃗

)
=

4

π2

∑
i∈µ1

ψi,1(ni) ln
ni
pi

+
2

π

∑
i∈µ2

sin
βi,1π
2

nsii

ni∫
1

ψi,1(x)x
si−1dx+

+
2

π

m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∞∫
ni

ψi,1(x)

x
dx+O(1)

(
m∑
i=1

ψi,1(ni)+

+
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

∩
µ1

ψj,r(nj) + ψj,r(nj) ln
nj
pj

+ sin
βj,rπ

2

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx

×
∏

j∈µ(r)
∩
µ2

ψj,r(nj) + sin
βj,rπ

2

[ nj∫
1

ψj,r(x)x
sj−1

n
sj
j

dx+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx

]
)
. (4)
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Доказательство. Через
{
λni(v)

}
, n⃗ = (n1, n2, ..., nm) ∈ Nm, обо-

значим семейство заданных и непрерывных на [0;1] функций таких, что
λ
(ni)
ki

= λni(
ki
ni
), k⃗ ∈ Gn⃗.

Введем функции

τ
(µ1)
i,r (v) =


0, 0 6 v 6 ni−pi

ni
;

ni(v−1)+p1
pi

ψi,r(niv),
ni−pi
ni

6 v 6 1;
ψi,r(niv), 1 6 v, i = 1, 2, ...,m;

(5)

τ
(µ2)
i,r (v) =


φi(1)ψi,r(1)
φi(ni)

vni, 0 6 v 6 1
ni

;
φi(niv)ψi,r(niv)

φi(ni)
, 1

ni
6 v 6 1;

ψi,r(niv), 1 6 v, i = 1, 2, ...,m.

(6)

Пусть

τi,r(v) =

{
τ
(µ1)
i,r (v), i ∈ µ1;
τ
(µ2)
i,r (v), i ∈ µ2.

В работе [5] показано, что для верхних граней уклонений многочленов
Un⃗(f, x⃗) на класах Cmψ

β,∞ при помощи функций τ
(µ1)
i,r , τ

(µ2)
i,r , i, r = 1, 2, ...,m,

заданных соотношениеми (5), (6) при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m, можно запи-
сать:

E
(
Cmψ
β,∞;Un⃗

)
=

m∑
i=1

sin
βi,1π
2

π

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi,1(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
+

m∑
i=1

1

π

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos(xt+
βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt+O(1)(
m∑
i=1

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos xtdx

∣∣∣∣∣dt+
+

m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
1∫

0

τi,1(x) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
m∑
i=1

a(τi,1) +
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

A(τj,r)
)
,

где

a(τi,1) =
1

π

∞∫
|t|>πni

2

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos(xt+
βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt.
Поэтому

E
(
Cmψ
β,∞;Un⃗

)
=

m∑
i=1

sin
βi,1π
2

π

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi,1(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
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+
∑
i∈µ1

1

π

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ1)
i,1 (x) cos(xt+

βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt+
+
∑
i∈µ2

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ2)
i,1 (x)

π
cos(xt+

βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt+O(1)(∑
i∈µ1

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ1)
i,1 (x) cos xtdx

∣∣∣∣∣dt+
+
∑
i∈µ2

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ2)
i,1 (x) cos xtdx

∣∣∣∣∣dt+∑
i∈µ1

sin
βi,1π

2

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
1∫

0

τ
(µ1)
i,1 (x) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
+
∑
i∈µ2

sin
βi,1π

2

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
1∫

0

τ
(µ2)
i,1 (x) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
m∑
i=1

a(τi,1)+

+
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

∩
µ1

A(τ
(µ1)
j,r )

∏
j∈µ(r)

∩
µ2

A(τ
(µ2)
j,r )

)
. (7)

Применяя рассуждения работы [8], получаем асимптотические формулы

1

π

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi,1(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt = 2

π

∞∫
ni

ψi,1(x)

x
dx+O(1)ψi,1(ni),

для i ∈ µ1

1

π

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ1)
i,1 (x) cos(xt+

βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt = 4

π2
ψi,r(ni) ln

ni
pi

+O(1)ψi,1(ni),

A(τ
(µ1)
i,r ) = O(1)

sin
βi,rπ

2

∞∫
ni

ψi,r(x)

x
dx+ ψi,r(ni) ln

ni
pi

+ ψi,r(ni)

 ,

a(τ
(µ1)
i,1 ) = O(1)ψi,1(ni),

∫
|t|<1

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ1)
i,1 (v) cos vtdv

∣∣∣∣∣∣ dt = O(1)ψi,1(ni),

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ1)
i,1 (x) cos xtdx = O(1)ψi,1(ni),

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
1∫

0

τ
(µ1)
i,1 (x) sin xtdx = O(1)ψi,1(ni),
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для i ∈ µ2

1

π

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ2)
i,1 (x) cos(xt+

βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt = sin
βi,1π
2

nsii

ni∫
1

ψi,1(x)x
si−1dx+O(1)ψi,1(ni),

A(τ
(µ2)
i,r ) = O(1)

sin
βi,rπ

2

∞∫
ni

ψi,r(x)

x
dx+

sin
βi,rπ
2

nsii

ni∫
1

ψi,r(x)x
si−1dx+ ψi,r(ni)

 ,

∫
|t|<1

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ2)
i,1 (v) cos vtdv

∣∣∣∣∣∣ dt = O(1)ψi,1(ni), a(τ
(µ2)
i,1 ) = O(1)ψi,1(ni),

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ2)
i,1 (x) cos xtdx = O(1)ψi,1(ni),

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
1∫

0

τ
(µ2)
i,1 (x) sin xtdx = O(1)ψi,1(ni).

Подставляя эти соотношения в формулу (7), получаем асимптотическую
формулу (4). �

Применяя аналогичные рассуждения, получаем следующие утверждения.

Теорема 2. Пусть ψi,r ∈ M′
0, βi,r ∈ R , i, r = 1, 2, ...,m, µ1

∪
µ2 = m ,

µ1
∩
µ2 = ∅ , функции ψi,r(x)x

si, i ∈ µ1, монотонно возрастают и сохраня-
ют характер выпуклости, а для i ∈ µ2, j = 1, 2, ...,m; монотонно убывают
и выпуклы вниз при x > 1 .
Тогда при ni →∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптотическая формула

E
(
Cmψ
β,∞;Z

s⃗
n⃗

)
=
∑
i∈µ2

1

nsii
sup

f∈C
ψi,1
βi,1,∞

∥∥∥f (si)∥∥∥
C
+

2

π

∑
i∈µ1

sin
βi,1π
2

nsii

ni∫
1

ψi,1(x)x
si−1dx+

+
2

π

m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∞∫
ni

ψi,1(x)

x
dx+O(1)

(
m∑
i=1

ψi,1(ni)+

+
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

∩
µ1

[
1

n
sj
j

nj∫
1

ψj,r(x)x
sj−1dx+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx+ ψj,r(nj)

]
×

×
∏

j∈µ(r)
∩
µ2

[
1

n
sj
j

+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx

])
.

где f (si)(x) производная функции f(x) в смысле Вейля порядка si > 0 .
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Теорема 3. Пусть ψi,r ∈ M′
0, βi,r ∈ R , i, r = 1, 2, ...,m, µ1

∪
µ2 = m ,

µ1
∩
µ2 = ∅ , для i ∈ µ1 выполнено условие limni→∞

pi
ni

= 0 , а для i ∈ µ2,

pi = ni .
Тогда при ni →∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптотическая формула

E
(
Cmψ
β,∞;Vn⃗,p⃗

)
=

4

π2

∑
i∈µ1

ψi,1(ni) ln
ni
pi

+
∑
i∈µ2

1

ni
sup

f∈C
ψi,1
βi,1,∞

∥f ′∥C +

+
2

π

m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∞∫
ni

ψi,1(x)

x
dx+O(1)

(
m∑
i=1

ψi,1(ni)+

+
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

∩
µ1

[
ψj,r(nj) ln

nj
pj

+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx+ ψj,r(nj)

]
×

×
∏

j∈µ(r)
∩
µ2

[
1

nj
+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx

])
.

Теорема 4. Пусть ψi,r ∈ M′
0, βi,r ∈ R, i, j = 1, 2, ...,m, µ1

∪
µ2 = m ,

µ1
∩
µ2 = ∅ функции ψi,r(x)x

si, i ∈ µ1, монотонно возрастают и сохраня-
ют характер выпуклости, а для i ∈ µ2, j = 1, 2, ...,m; монотонно убывают
и выпуклы вниз при x > 1 .
Тогда при ni →∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптотическая формула

E
(
Cmψ
β,∞;Z

φ
n⃗

)
=
∑
i∈µ2

1

nsii
sup

f∈C
ψi,1
βi,1,∞

∥∥∥f (φi)∥∥∥
C
+

2

π

∑
i∈µ1

sin
βi,1π
2

φi(ni)

ni∫
1

ψi,1(x)φi(x)

x
dx+

+
2

π

m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∞∫
ni

ψi,1(x)

x
dx+O(1)

(
m∑
i=1

ψi,1(ni)+

+
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

∩
µ1

[
1

φi(nj)

nj∫
1

ψj,r(x)φj(x)

x
dx+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx+ ψj,r(nj)

]
×

×
∏

j∈µ(r)
∩
µ2

[
1

n
sj
j

+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx

])
,
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где

S[fφi] =
∞∑
k=1

φi(k)Ak(f ;x).
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ПРИБЛИЖЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
СУММАМИ ФАВАРА И ФЕЙЕРА

Получены элементы суммирующих треугольных матриц операторов повторных методов
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Введение
Классификация неперерывных периодических функций по признаку их

аппроксимативных свойств на основе учета свойств тригонометрических ря-
дов, полученных преобразованием их рядов Фурье при помощи мультипли-
катров и сдвигов по аргументу, была предложена в работах А.И. Степанца в
1983 году [1].

Аналогичные классификации функций многих переменных были постро-
ены и применены в работах П.В. Задерея [2], А.И. Степанца, Н.Л. Пачу-
лиа [3], Р.А. Ласурии [4], В.И. Рукасова, О.А. Новикова, В.И. Бодрой [5]. В
этих работах изучаются вопросы приближения различными прямоугольны-
ми линейными методами классов (ψ, β) -дифференцируемых периодических
функций многих переменных. Классы (ψ, β) -дифференцируемых функций
многих переменных, в этих работах определялись двумя наборами функций-
мультипликаторов и сдвигов по аргументу.

В работе [6] введены классы (ψ, β) -дифференцируемых функций m пере-
менных, определяемых m наборами мультипликаторов (своим для каждого
числа переменных).

В данной статье изучаются вопросы приближения элементов таких клас-
сов прямоугольными операторами Фавара и Фейера.

c⃝ Бодрая В.И., Новиков О.А., Прокопчук А.Г., Куценко А.А., Кушнир Т.В., 2013
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Пусть Rm – пространство m -мерных векторов x⃗ = (x1, x2, ..., xm),

Tm =
m∏
i=1

[−π; π] – m -мерный куб с ребром 2π,

Nm =
{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, i = 1, 2, ...,m

}
,

Nm
∗ =

{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N∗ = N ∪ {0}, i = 1, 2, ...,m

}
,

Nm
i =

{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, xj ∈ N∗, i ̸= j

}
,

Em =
{
x⃗ ∈ Nm|xi ∈ N, xi ∈ {0; 1}

}
.

Через L(Tm) обозначим множество 2π -периодических по каждой пере-
менной, суммируемых на кубе Tm , функций f(x⃗) = f(x1, x2, ..., xm).

Следуя [1], каждой паре точек s⃗ ∈ Em, k⃗ ∈ Nm
∗ , поставим в соответствие

коэффициент Фурье функции f ∈ L(Tm)

as⃗
k⃗
(f) =

1

πm

∫
Tm

f(x⃗)
m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
dxi.

Каждому вектору k⃗ ∈ Nm
∗ поставим в соответствие величину

Ak⃗(f ; x⃗) =
∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
.

Тогда, следуя [3], ряд Фурье функции f(x⃗) задается соотношением

S[f ] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)
Ak⃗(f ; x⃗), (1)

где q(k⃗) – количество нулевых координат вектора k⃗ .
Пусть m = {1, 2, ...,m} и µ – какое-либо подмножество из m , обозна-

чим через |µ| количество элементов множества µ и через µ(r) – всякое
r -элементное подмножество из m ( |µ(r)| = r) .

Гармоникой, сопряженной с Ak⃗(f ; x⃗) по переменной xr , будем называть
величину

Ae⃗r
k⃗
(f ; x⃗)=

∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

∏
i∈m\{r}

cos
(
kixi −

siπ

2

)
cos

(
krxr −

(sr + 1)π

2

)
.

Следуя работе [6] введем понятие (ψ, β) -производных функций многих
переменных следующим образом.

Пусть ψi,r(ki), i = 1, 2, ...,m, r = 1, 2, ...,m, ki ∈ N∗ — фиксированные
системы чисел, β⃗r = (β1,r, β2,r, ..., βm,r) – фиксированный набор векторов
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(βi,r ∈ R , i = 1, 2, ...,m ). Пусть для фиксированного r ∈ m существует
функция φi ∈ L(Tm) такая, что

S[φi] =
∑
k⃗∈Nm

i

1

2q(k⃗)ψi,1(ki)

[
Ak⃗(f ; x⃗) cos

βi,1π

2
− Ae⃗i

k⃗
(f ; x⃗) sin

βi,1π

2

]
.

Тогда будем считать, что f(x⃗) имеет частную (ψi,1; βi,1)–производную по
переменной xi , функцию φi(x⃗) , которую будем обозначать f

ψi,1
βi,1

(x⃗).
Для фиксированного множества µ(r) ⊂ m, µ = {i1, i2, ..., ir}, смешанной

(ψµ(r); β)–производной по переменным xi, i ∈ µ(r), будем называть функ-
цию

f
ψµ(r)
β (x⃗) =

∂
ψir,r
βir,r

∂
ψir−1,r

βir−1,r
...∂

ψi1,r
βi1,r

f(x⃗)

∂xir∂xir−1
...∂xi1

.

Множество непрерывных функций f ∈ C таких, что для всех i ∈ m су-
ществуют производные f

ψi,1
βi,1

(x⃗) и для r = 2, 3, ...,m, µ(r) ⊂ m, существуют

смешанные (ψµ(r); β)–производные fψµ(r)β (x⃗) , которые удовлетворяют услови-
ям

esssup|fψi,1βi,1
(x⃗)| 6 1, esssup|fψµ(r)β (x⃗)| 6 1, i ∈ m, µ ⊂ m,

будем обозначать Cmψ
β,∞ .

Через M обозначим множество функций ψ(x) , непрерывных при x > 0 ,
монотонно убывающих, выпуклых вниз при x > 1 и исчезающих на беско-
нечности: lim

x→∞
ψ(x) = 0.

Через M′ обозначим подмножество функций ψ ∈ M , для которых вы-

полнено
∞∫
1

ψ(x)/xdx <∞.

Каждой функции ψ(x) поставим в соответствие функцию η(x) , свя-
занную при x > 1 с ψ(x) соотношением ψ(η(x)) = 1

2ψ(x).
Положим

µ(t) = µ(ψ, t) =
t

η(t)− t
.

Через M′
0 обозначим множество функций ψ ∈M′ , для которых величина

µ(ψ, t) ограничена сверху.
Следуя [7], прямоугольные линейные средние рядов Фурье определим сле-

дующим образом.
Пусть Λ = {Λ1,Λ2, ...,Λm} – фиксированный набор бесконечных тре-

угольных числовых матриц, Λi = {λ(ni)ki
}, i = 1, 2, ...,m, n⃗ ∈ Nm, k⃗ ∈ Nm

∗ ,

Випуск №3, 2013 29



Математика

λ
(ni)
0 = 1 и λ

(ni)
ki

= 0 для ki > ni. Пусть далее λ
(n⃗)

k⃗
=

m∏
i=1

λ
(ni)
ki

и

Gn⃗ =
m∏
i=1

[0;ni − 1] . Так, что λ
(n⃗)

k⃗
= 0 для любых k⃗ ̸∈ Gn⃗.

Функции f ∈ L(Tm), имеющей ряд Фурье (1), поставим в соответствие
семейство тригонометрических полиномов

Un⃗(f ; x⃗; Λ) =
∑
k⃗∈Gn⃗

2−q(k⃗)λ
(n⃗)

k⃗
Ak⃗(f ; x⃗). (2)

При λ
(ni)
ki

= ki/ni, i = 1, 2, ...,m, k⃗ ∈ Gn⃗, многочлены Un⃗(f ; x⃗; Λ) = σn⃗(f ; x⃗)
будем называть прямоугольными суммами Фейера.

Суммами Фавара порядка r⃗ = (r1, r2, ..., rm) будем называть полиномы
Un⃗(f ; x⃗; Λ̃) = Φn⃗,r⃗(f ; x⃗), которые определяются треугольными матрицами Λ̃i,
i = 1, 2, ...,m, с элементами

λ̃
(ni)
ki,ri

=


1− krii

∞∑
ν=1

(−1)ν+1
(

1
(2νni−ki)ri +

1
(2νni+ki)ri

)
, ri = 2l, l ∈ N,

1− krii
∞∑
ν=1

(
1

(2νni−ki)ri −
1

(2νni+ki)ri

)
, ri = 2l − 1, l ∈ N .

(3)

Величины δn⃗(f ; x⃗) = f(x⃗)−Un⃗(f ; x⃗) являются уклонениями тригономет-
рических многочленов Un⃗(f ; x⃗), n⃗ ∈ Nm, от функции f(x⃗) .

Целью данной работы является изучение асимптотического при ni →∞,
i = 1, 2, ...,m, поведения величин

E(Cmψ
β,∞;Un⃗) = sup

f∈Cmψβ,∞

||δn⃗(f ; x⃗)||C

при ni →∞, i = 1, 2, ...,m , где методы Un⃗ задаются при помощи суммиру-
ющих матриц разных типов.

Основна часть
Теорема 1. Пусть ψi,j ∈M′

0, βi,j ∈ R , µ1
∪
µ2 = m , µ1

∩
µ2 = ∅ . Пусть

для i ∈ µ1, выполнено ri = 1 , величины λ
(ni)
ki

определяются соотношением
(3), функции ψi,j(x)x

2, монотонно возрастают и сохраняют характер вы-
пуклости при x > 1 , для i ∈ µ2, λ(ni)ki

= ki/ni, k⃗ ∈ Gn⃗, функции ψi,j(x)x,
монотонно возрастают и сохраняют характер выпуклости при x > 1 .
Тогда при ni →∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптотическая формула

E
(
Cmψ
β,∞;Un⃗

)
=
π

6

∑
i∈µ1

sin
βi,1π
2

n2i

ni∫
1

ψi,1(x)xdx+
2

π

∑
i∈µ2

sin
βi,1π
2

ni

ni∫
1

ψi,1(x)dx+
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+
2

π

m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∞∫
ni

ψi,1(x)

x
dx+O(1)

(
m∑
i=1

ψi,1(ni)+

+
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

∩
µ1

ψj,r(nj) + sin
βj,rπ

2

[ nj∫
1

ψj,r(x)x

n2j
dx+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx

]×
×

∏
j∈µ(r)

∩
µ2

ψj,r(nj) + sin
βj,rπ

2

[
1

nj

nj∫
1

ψj,r(x)dx+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx

]
)
. (4)

Доказательство. Через
{
λni(v)

}
, n⃗ = (n1, n2, ..., nm) ∈ Nm, обо-

значим семейство непрерывных на [0;1] суммирующих функций так, что
λ
(ni)
ki

= λni(
ki
ni
), k⃗ ∈ Gn⃗.

Введем функции

τi,r(v) =

{
(1− λni(v))ψi,r(niv), 1

ni
6 v 6 1;

ψi,r(niv), 1 6 v, i = 1, 2, ...,m;
(5)

которые на [0; 1
ni
] заданы так, что τi,r(v) непрерывны на положительной

полуоси и выполнено условие τi,r(0) = 0, i, r = 1, 2, ...,m.
Известно [5], что функций τi,r, i, r = 1, 2, ...,m, заданных соотношенем

(5) в которых для метода Фейера λni(v) = v и для метода Фавара при ri = 1
λni(v) =

πv
2 ctg

πv
2 , таковы, что

A(τi,r) =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,r(x) cos(xt+
βπ

2
)dx

∣∣∣∣∣dt <∞,
и при ni →∞, i = 1, 2, ...,m, справедливо равенство:

E
(
Cmψ
β,∞;Un⃗

)
=

m∑
i=1

sin
βi,1π
2

π

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi,1(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
+

m∑
i=1

1

π

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos(xt+
βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt+O(1)(
m∑
i=1

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos xtdx

∣∣∣∣∣dt+
+

m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
1∫

0

τi,1(x) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
m∑
i=1

a(τi,1) +
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

A(τj,r)
)
,
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где

a(τi,1) =
1

π

∞∫
|t|>πni

2

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos(xt+
βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt.
Введем функции

τ
(µ1)
i,r (v) =


nivψi,r(1)

∑∞
j=0 cjn

−2j
i , 0 6 v 6 1

ni
;

v2ψi,r(niv)
∑∞

j=0 cjv
2j, 1

ni
6 v 6 1;

ψi,r(niv), 1 6 v, i = 1, 2, ...,m,

(5)

где

cj =

∏j
k=0(2j + 1)

(2j + 1)!

∞∑
ν=1

2

(2ν)2j+2
;

τ
(µ2)
i,r (v) =


φi(1)ψi,r(1)
φi(ni)

vni,
1
ni

6 v 6 1
ni

;
φi(nix)ψi,r(niv)

φi(ni)
, 1

ni
6 v 6 1;

ψi,r(niv), 1 6 v, i = 1, 2, ...,m.

(6)

Пусть

τi,r(v) =

{
τ
(µ1)
i,r (v), i ∈ µ1;
τ
(µ2)
i,r (v), i ∈ µ2.

Тогда

E
(
Cmψ
β,∞;Un⃗

)
=

m∑
i=1

sin
βi,1π
2

π

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi,1(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+

+
∑
i∈µ1

1

π

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ1)
i,1 (x) cos(xt+

βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt+
+
∑
i∈µ2

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ2)
i,1 (x)

π
cos(xt+

βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt+O(1)(
m∑
i=1

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos xtdx

∣∣∣∣∣dt+

+
m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
1∫

0

τi,1(x) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
m∑
i=1

a(τi,1) +
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

A(τj,r)
)
.

(6)
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Применяя рассуждения работ [6], [8], получаем асимптотические форму-
лы

1

π

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi,1(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt = 2

π

∞∫
ni

ψi,1(x)

x
dx+O(1)ψi,1(ni),

для i ∈ µ1

1

π

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ1)
i,1 (x) cos(xt+

βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt = π

6

sin
βi,1π
2

n2i

ni∫
1

ψi,1(x)xdx+O(1)ψi,1(ni),

A(τ
(µ1)
i,r ) =

= O(1)

sin
βi,rπ

2

∞∫
ni

ψi,r(x)

x
dx+

π

6

sin
βi,rπ
2

n2i

ni∫
1

ψi,r(x)xdx+O(1)ψi,r(ni)

 ,

a(τ
(µ1)
i,1 ) = O(1)ψi,1(ni),

∫
|t|<1

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ1)
i,1 (v) cos vtdv

∣∣∣∣∣∣ dt = O(1)ψi,1(ni),

для i ∈ µ2

1

π

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ2)
i,1 (x) cos(xt+

βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt = sin
βi,1π
2

ni

ni∫
1

ψi,1(x)dx+O(1)ψi,1(ni),

A(τ
(µ2)
i,r ) = O(1)

sin
βi,rπ

2

∞∫
ni

ψi,r(x)

x
dx+

sin
βi,rπ
2

ni

ni∫
1

ψi,r(x)dx+ ψi,r(ni)

 ,

∫
|t|<1

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(µ2)
i,1 (v) cos vtdv

∣∣∣∣∣∣ dt = O(1)ψi,1(ni), a(τ
(µ2)
i,1 ) = O(1)ψi,1(ni),

∫
|t|>1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos xtdx = O(1)ψi,1(ni),

∫
|t|61

∣∣∣∣∣
1∫

0

τi,1(x) sin xtdx = O(1)ψi,1(ni).

Подставляя эти соотношения в формулу (6), получаем асимптотическую
формулу (4). �
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НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ ψ ДИФЕРЕНЦIЙОВАНИХ
ФУНКЦIЙ БIМАТРИЧНИМ МЕТОДОМ

Стаття присвячена дослiдженню питань наближення лiнiйними методами пiдсумовування
рядiв Фур’є класiв 2π -перiодичних функцiй, що задаються мультиплiкаторами.

Ключовi слова: ряд Фур’є, лiнiйний (бiматричний) метод наближення, задача
Колмогорова-Нiкольського, асимптотична рiвнiсть, ψ -похiдна, рiвномiрна збiжнiсть.

Вступ
Природним апаратом наближення перiодичних функцiй є частиннi суми

Фур’є. Але, як добре вiдомо, суми Фур’є не є рiвномiрно збiжними на всьому
просторi неперервних функцiй. Цей факт, у свiй час, активiзував розробку
рiзноманiтних тригонометричних сум, породжених лiнiйними методами пiд-
сумовування рядiв Фур’є i позбавлених вказаного недолiку (суми Рогозин-
ського, Стєклова, Фавара, Зигмунда, Фейєра, Рiсса, Чезаро, Бернштейна-
Рогозинського тощо). Вказанi методи породженi застосуванням, так званого,
матричного пiдсумовування, що використовує iдеї пiдсумовування розбiжних
числових рядiв.

Суть такого пiдсумовування полягає у встановленнi вiдповiдностi мiж
f ∈ L (0, 2π) i рядом Фур’є

Un (f ;x; Λ) =
a0
2 λ

(n)
0 +

n−1∑
k=1

λ
(n)
k (ak cos kx+ bk sin kx),

де ak = ak (f) i bk = bk (f) , k = 0, 1, ...,−коефiцiєнти Фур’є функцiї f(x) ;
Λ =

∥∥∥λ(n)k

∥∥∥, n = 0, 1, ..., k = 0, 1, ..., n,

– довiльна нескiнчена трикутна матриця чисел
До однiєї з основних задач в теорiї наближення функцiй i пiдсумовування

рядiв Фур’є вiдносять задачу про знаходження асимптотичних при n → ∞
рiвностей для величин

E (N;Un(Λ))X := sup
f∈N
∥f(·)− Un (f ; ·; Λ)∥

де N – деякий фiксований клас 2π -перiодичних функцiй, N ⊂ X , X – лi-
нiйний нормований простiр, а Un (f ; · ; Λ) – тригонометричний полiном, по-
роджений певним лiнiйним методом пiдсумовування рядiв Фур’є.

c⃝ Волков С.В., 2013
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Ця задача має багату iсторiю, яка пов’язана з iменами таких вiдомих
математикiв, як А.Н. Колмогоров, С.М. Нiкольський, Б. Надь, В.К. Дзядик,
М.П. Корнєйчук, С.Б. Стєчкiн, О.П. Тiман, М.П. Тiман, О.I. Степанець, О.В.
Єфiмов, С.О. Теляковський, та iншi.

Якщо в явному виглядi знайдено функцiю φ(n) = φ (N;Un(Λ);n) таку,
що

E (N;Un(Λ))X = φ(n) + o (φ(n)) , n→∞

то, наслiдуючи О.I. Степанця будемо казати, що розв’язана задача Колмого-
рова-Нiкольського для методу Un (f ; ·; Λ) на класi N в метрицi простору X .

Вiдомо, що швидкiсть наближення до нуля вiдхилення |f(·)− Un (f ; ·; Λ)|
залежить вiд способу побудови Un (f ; ·; Λ) , вибору матрицi Λ . У рамках роз-
витку iдеї узагальнення лiнiйних методiв пiдсумовування, в 1991 роцi О.О.
Новiковим був запроваджений бiльш загальний агрегат наближення, так зва-
ний «у-ен-фi-еф» метод (напр. [3]), частинним випадком якого є усi класичнi
методи. Принцип побудови таких методiв оснований на введенi мультиплiка-
тора кожної гармонiки тригонометричного ряду, але вплив парної чи непарної
складової гармонiки на пiдсумовування ряду може рiзнитися.

В роботi розв’язується задача Колмогорова-Нiкольського для методу
Un (f ; ·; Λ1,2), побудованого на основi бiматриць, для перiодичних функцiй
з класу Cψ

∞ в рiвномiрнiй метрицi. Класи Cψ
∞ були введенi у 1996 роцi

О.I.Степанцем. Цi класи при фiксованих значеннях параметрiв, що їх ви-
значають, спiвпадають з вiдомими класами Cψ

β,∞ .
Метою даної роботи є знаходження асимптотичних рiвностей для точних

верхнiх меж вiдхилень узагальнених тригонометричних полiномiв, що поро-
дженi новим методом, на класах Cψ

∞ в рiвномiрнiй метрицi.
Об’єктом дослiдження є клас Cψ

∞ .
Предметом дослiдження є швидкiсть наближення в рiвномiрнiй метрицi

функцiй з класiв Cψ
∞ узагальненими тригонометричними полiномами, що

породженi лiнiйним бiматричним методом.
Задачi дослiдження:

1) ввести до розгляду бiльш загальний, бiматричний, лiнiйний метод пiдсу-
мовування рядiв Фур’є;
2) встановити необхiднi i достатнi умови рiвномiрної збiжностi послiдовно-
стi полiномiв, що породженi новим методом;
3) оцiнити знизу вiдхилення полiному, побудованого на основi нового мето-
ду, вiд функцiї, що його породжує;
4) отримати асимптотичну рiвнiсть для верхнiх меж вiдхилень узагальне-
них полiномiв Un (f ;x; Λ1,2) на класах Cψ

∞ в метрицi простору C .
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Основна частина
Нехай f ∈ L (0, 2π) i

a0
2
+
∞∑
k=1

(ak (f) cos kx+ bk (f) sin kx) (1)

– ряд Фур’є цiєї функцiї,

ak = ak (f) =
1
π

π∫
−π
f (t) cos ktdt,

bk = bk (f) =
1
π

π∫
−π
f (t) sin ktdt, k = 0, 1, ...,

(2)

– її коефiцiєнти Фур’є.
В напрямку узагальнення лiнiйних методiв пiдсумовування пропонується

нова конструкцiя полiномiв.
За допомогою нескiнченних числових матриць Λ1 =

{
λ
(n)
k,1

}
,Λ2 =

{
λ
(n)
k,2

}
таких, що ∀n ∈ N λn0,i = 1, k > n, λnk,i = 0, i = 1, 2 кожнiй функцiї f(x)
на основi ряду (1) поставимо у вiдповiднiсть послiдовнiсть тригонометричних
полiномiв Un(f ; x; Λ1,2) виду

Un (f ;x; Λ1,2) =
a0
2
+

n−1∑
k=1

(
λ
(n)
k,1ak (f) cos kx+ λ

(n)
k,2bk (f) sin kx

)
. (3)

Неважко переконатися у лiнiйностi методу (3), який називатимемо бiма-
тричним методом, а отже, через визначення Λ1,Λ2 можна отримати вiдомi
лiнiйнi методи.

Якщо у (3) визначити Λ1 = Λ2 = 1 , то вiдповiдний полiном, очевидно,
спiвпадає з частинними сумами Фур’є

Un (f ;x; Λ1,2) = Sn(f, x) =
a0
2
+

n−1∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx). (4)

Метод середнiх арифметичних (метод Фейєра) буде задано при Λ1 = Λ2 =

= λ
(n)
k = 1− k

n , k = 0, 1, .., n− 1 , i (3), при цьому задають суми Фейєра:

Un (f ;x; Λ1,2) = σn (f ; x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk (f ;x). (5)
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Якщо у (3) прийняти Λ1 = Λ2 =

{
1, k = 0, 1, ..., n− p
1− k−n+p

p , k = n− p+ 1, ..., n− 1,
то будуть заданi суми Валле-Пуссена:

Un (f ;x; Λ1,2) = Vn,p (f ;x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk+1 (f ;x) (6)

Якщо у (3) прийняти Λ1 = Λ2 = cos kπ2n , k = 0, 1, ..., n − 1 , то будуть
заданi, так званi суми Рогозинского. Суми Зигмунда визначаються при

Λ1 = Λ2 = 1−
(
k
n

)s
, s > 0, k = 0, 1, ..., n− 1.

Зрозумiло, що апроксимацiйнi властивостi полiномiв (3) визначаються
матрицями Λ1,Λ2 . Питання рiвномiрної збiжностi полiномiв (3) у випад-
ку Λ = Λ1 = Λ2 = λ

(n)
k на просторi C (простiр неперервних на всiй осi

2π−перiодичних функцiй з нормою ||f ||C = max
t
|f(t)| ) розкрите у роботi [1].

Використовуючи викладену методику, встановимо умови рiвномiрної збiжно-
стi полiномiв (3) у загальному випадку, при Λ1 ̸= Λ2 .

Припустимо, що Un(f ; x; Λ1,2) рiвномiрно збiгаються на просторi C , то
вони повиннi збiгатися i на пiдпросторi C утвореного тригонометричними
полiномами Pm(x) порядку не вище за m , рiвномiрно по всiм x ∈ [−π, π] i
повинно виконуватися lim

n→∞
|Un (Pm;x,Λ1,2)− Pm| = 0 , що можливо, лише

коли
lim
n→∞

λ
(n)
k,i = 1, i = 1, 2. (7)

Оскiльки

Un(Pm;x; Λ1,2)−Pm =
m∑
k=1

[(λ
(n)
k,1 − 1)ak(f) cos kx+ (λ

(n)
k,2 − 1)bk(f) sin kx]. (8)

Тобто система (7) є необхiдною умовою рiвномiрної збiжностi на просторi
C полiномiв Un(f ;x; Λ1,2) .

Згiдно з теоремою Вейерштрасса довiльну функцiю з простру С можна
наблизити, з будь-якою точнiстю, тригонометричним полiномом. Тобто, якщо
f(x) ∈ C то ∀ε > 0 ∃ P

(ε)
m (f, x) :

∣∣∣∣∣∣f(x)− P (ε)
m (f, x)

∣∣∣∣∣∣
C
6 ε .

Отже, ∀ Λ1,2

||f(x)− Un(f ;x; Λ1,2)||C =

=
∣∣∣∣∣∣f(x)− P (ε)

m (f, x) + P
(ε)
m (f, x)− Un(f ;x; Λ1,2)

∣∣∣∣∣∣
C
6

6
∣∣∣∣∣∣f(x)− P (ε)

m (f, x)
∣∣∣∣∣∣
C
+
∣∣∣∣∣∣P (ε)

m (f, x)− Un(f ;x; Λ1,2)
∣∣∣∣∣∣
C
6

6 ε+
∣∣∣∣∣∣P (ε)

m (f, x)− Un(P (ε)
m ; x; Λ1,2)

∣∣∣∣∣∣
C
+
∣∣∣∣∣∣Un((P (ε)

m − f);x; Λ1,2)
∣∣∣∣∣∣
C
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Розглянемо∥∥∥Un ((P (ε)
m − f);x,Λ1,2

)∥∥∥
C
= max

x

∣∣∣∣ 1π π∫
−π

[P
(ε)
m (x+ t)− f(x+ t)]U

(1)
n (t; Λ1,2)dt+

+ 1
π

π∫
−π

[P
(ε)
m (t− x)− f(t− x)]U (2)

n (t; Λ1,2)dt

∣∣∣∣ 6
6 2ε

π

[
π∫
0

∣∣∣U (1)
n (t; Λ1,2)

∣∣∣ dt+ π∫
0

∣∣∣U (2)
n (t; Λ1,2)

∣∣∣ dt] ,

де U
(1)
n (t; Λ1,2) =

n∑
k=1

λ
(n)
k,1+λ

(n)
k,2

2 cos kt, U
(2)
n (t; Λ1,2) =

n∑
k=1

λ
(n)
k,1−λ

(n)
k,2

2 cos kt .

Значить

∥f(x)− Un(f ;x,Λ1,2)∥C 6 ε

(
1 +

2

π

∫ π

0

[∣∣∣U (1)
n (t; Λ1,2)

∣∣∣+ ∣∣∣U (2)
n (t; Λ1,2)

∣∣∣] dt)+

+
∥∥∥P −m(ε)(f, x)− Un

(
P (ε)
m ;x,Λ1,2

)∥∥∥
C
. (9)

Послiдовнiсть чисел

Ln (Λ1,2; i) = sup
|f |<1

∣∣∣∣∣∣U (i)
n (f ;x; Λ1,2)

∣∣∣∣∣∣
C
= 2

π

π∫
0

∣∣∣U (i)
n (t; Λ1,2)

∣∣∣dt i = 1, 2

є аналогами констант Лебега даного метода.
Обмеженiсть Ln (Λ1,2; i) будемо позначати класично:

Ln (Λ1,2; i) = O (1) , n→∞ i = 1, 2. (10)

Отже (9), (8), (10) свiдчать про рiвномiрну збiжнiсть Un(f ;x; Λ1,2) до
f(x) на С завжди, коли виконано (7).

Таким чином, умови (7), (10) є достатнiми умовами рiвномiрної збiжностi
Un(f ;x; Λ1,2) до f(x) на С. Необхiднiсть (7) вже встановлена, необхiднiсть
умови (10) слiдує з теореми Банаха:
для того, щоб послiдовнiсть лiнiйних операторiв Un(f) , що вiдображають
повний лiнiйний нормований простiр С у свою частину, володiла властивiстю

lim
n→∞
||f − Un(f)||c = 0,

необхiдно i достатньо, щоб ∀ f(x) ∈ C виконувалась умова
sup {||Un(f)||c : ||f || 6 1} = O(1), n→∞.

Виходячи з (10) можна стверджувати, що полiноми Un(f ;x,Λ1,2) бу-
дуть рiвномiрно збiгатися кожного разу, коли будуть рiвномiрно збiгатися
Un(f ;x; Λ1) i Un(f ; x; Λ2) , але не навпаки.

В умовi (10) можна вимагати лише Ln(Λ1,2; 1) = O(1), при n → ∞
оскiльки Ln (Λ1,2; 2) = O (1) , при n → ∞ випливає iз ознаки збiжностi
рядiв, ознаки Дирихле:
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ряд
∞∑
k=1

akbk буде збiгатися, якщо ряд
∞∑
k=1

bk обмежений, а послiдовнiсть чисел

{ak, k = 1, 2..} монотонно прямує до нуля.

Оскiльки
n∑
k=1

cos kt =
sin nt

2 cos n+1
2 t

sin t
2

, t ̸= 2πk k ∈ Z , є обмеженою при

n→∞ , а монотонне зменшення до нуля ak =
λ
(n)
k,1−λ

(n)
k,2

2 забезпечується моно-

тонним виконанням (7), то 2
π

π∫
0

∣∣∣∣ n∑
k=1

λ
(n)
k,1−λ

(n)
k,2

2 cos kt

∣∣∣∣dt = O(1), при n→∞ .

Теорема 1. Для рiвномiрної збiжностi послiдовностi полiномiв
Un (f ;x; Λ1,2) до функцiї f (x) на всьому просторi C , необхiдно i достатньо
виконання умов:

1) lim
n→∞

λ
(n)
k,i = 1, i = 1, 2

2) Ln (Λ1,2) =
2
π

π∫
0

∣∣∣∣ n∑
k=1

λ
(n)
k,1+λ

(n)
k,2

2 cos kt

∣∣∣∣dt = O(1), n→∞

Встановимо нижню межу вiдхилення полiномiв (3) вiд функцiї f(x) , що
їх породжує. Для цього розглянемо величину

I = 1
π

π∫
−π

[f(x)− Un(f ; x; Λ1,2)] e
imxdx , m < n , яку з урахуванням (1), (2), (3)

подамо у виглядi

I = 1
π

π∫
−π

[
n−1∑
k=1

[
(1− λ(n)k,1)ak(f) cos kx+ (1− λ(n)k,2)bk(f) sin kx

]
+

+
∞∑
k=n

[ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx]

]
eimxdx.

Застосовуючи формулу Ейлера cosmx + i sinmx = emxi та виконавши
ряд елементарних перетворень, отримаємо

I = 1
π

n−1∑
k=1

[
(1− λ(n)k,1)ak(f)

π∫
−π

cos kx(cosmx+ i sinmx)dx+

+ (1− λ(n)k,2)bk(f)
π∫
−π

sin kx(cosmx+ i sinmx)dx

]
+

+
∞∑
k=n

[
ak(f)

π∫
−π

cos kx(cosmx+ i sinmx)dx+

+ bk(f)
π∫
−π

sin kx(cosmx+ i sinmx)dx

]
.

Виходячи з ортогональностi тригонометричної системи
π∫
−π

cos kx sinmxdx = 0 ∀k,m,
π∫
−π

sin kx sinmxdx =

{
0, k ̸= m

π, k = m

i
π∫
−π

cos kx cosmxdx =

{
0, k ̸= m
π, k = m,

маємо
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I = 1
π

π∫
−π

[f(x)− Un(f ; x; Λ1,2)] e
imxdx = (1− λ(n)k,1)ak(f) + i(1− λ(n)k,2)bk(f).

Очевидно,

|I| =
∣∣∣(1− λ(n)k,1)ak(f) + i(1− λ(n)k,2)bk(f)

∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1π π∫
−π

[f(x)− Un(f ;x; Λ1,2)] e
imxdx

∣∣∣∣ ,
i тому має мiсце

Теорема 2. Швидкостi збiжностi будь-якого полiнома побудованого лiнiй-
ним бiматричним методом (3) , до функцiї що його породжує, не може

бути кращою за величину min
k∈N

√
[(1−λ(n)k,1)ak]

2
+[(1−λ(n)k,2)bk]

2

2 , тобто

min
k∈N

√[(
1− λ(n)k,1

)
ak

]2
+
[(

1− λ(n)k,2

)
bk

]2
2

6 ||f (x)− Un (f ; x; Λ1,2)||C . (11)

Дослiдимо величину sup
f∈Cψ∞

∥f(x)− Un(f ; x; Λ1,2)∥ , а саме асимптотичну її

поведiнку при n→∞ .
В роботах О.I. Степанця [1, 2] класи функцiй f ∈ Cψ

∞ визначаю-
ться наступним чином. Нехай (1) ряд Фур’є функцiї f ∈ L (0, 2π) i
ψ(k) = (ψ1(k), ψ2(k)) пара довiльних фiксованих систем чисел, що задоволь-
няють умову

ψ
2
(k) = ψ2

1(k) + ψ2
2(k) ̸= 0, k ∈ N.

Якщо ряд
∞∑
k=1

ψ1(k)

ψ
2
(k)
Ak(f, x) +

ψ2(k)

ψ
2
(k)
Ak(f, x), де

Ak(f, x) = ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx, Ak(f, x) = −ak(f) sin kx+ bk(f) cos kx
є рядом Фур’є деякої функцiї, то назвемо її ψ похiдною функцiї f(x) i по-
значимо fψ(x) .

Нехай Cψ
∞ клас функцiй f ∈ C , якi мають обмежену ψ похiдну.

Представимо f(x)−Un(f ;x; Λ1,2) в iнтегральному видi. Згiдно означення

fψ(x) =
∞∑
k=1

ψ1(k)

ψ
2
(k)
Ak(f, x) +

ψ2(k)

ψ
2
(k)
Ak(f, x) =

= Ak(f, x) =
∞∑
k=1

ak(f
ψ) cos kx+ bk(f

ψ) sin kx,

де

 ak(f
ψ) = 1

ψ
2
(k)

(ψ1(k)ak(f) + ψ2(k)bk(f))

bk(f
ψ) = 1

ψ
2
(k)

(ψ1(k)bk(f)− ψ2(k)ak(f)).
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Ak(f, x) = ψ1(k)
[
ak(f

ψ) cos kx+ bk(f
ψ) sin kx

]
−

−ψ2(k)
[
bk(f

ψ) cos kx− ak(fψ) sin kx
]
=

= 1
π

π∫
−π
fψ(t)[ψ1(k) cos k(t− x)− ψ2(k) sin k(t− x)]dt =

= 1
π

π∫
−π
fψ(x− t)[ψ1(k) cos kt+ ψ2(k) sin kt]dt

Неважко переконатися в тому, що (3) можна записати у виглядi

Un(f ;x; Λ1,2) =
n−1∑
k=1

[
λ
(n)
k,1−λ

(n)
k,2

2 (ak(f) cos kx− bk(f) sin kx)
]
+

+a0
2 +

n−1∑
k=1

[
λ
(n)
k,1+λ

(n)
k,2

2 (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

]
.

Нехай можливе представлення:{
λn,1(x) = 1− φn(nx)

φn(n)
Fn(x)

λn,2(x) = 1− gn(nx)
gn(n)

Hn(x)
, λn,i

(
k
n

)
= λnk,i, i = 1, 2,

де φn(x), gn(x) послiдовнiсть неперервних, додатнiх, не спадаючих при x > 0
функцiй таких, що φn(0) = gn(0) = 0 ; Fn(x), Hn(x) послiдовнiсть двiчi ди-
ференцiйованих i неперервних функцiй, обмежених разом iз другою похiдною
при x ∈ [0; 1] таких, що Fn(0) ̸= 0, Hn(0) ̸= 0 i Fn(1) = Hn(1) .

Тодi вважатимемо Un(f ;x,Λ1,2) ≡ Un(f ;x; {φ, F}; {g,H}) , i вiдхилення
запишемо у виглядi

∆n (f, x,Λ1,2) = f (x)− Un (f ;x; {φ, F}; {g,H}) =

= 1
2π

π∫
−π
fψ (−x− t)

(
n−1∑
k=1

(
ν
(n)
k,1 (t) cos kt+ ν

(n)
k,2 (t) sin kt

))
dt+

+ 1
π

π∫
−π
fψ (x− t)

( ∞∑
k=1

(
τ
(n)
k,1 (t) cos kt+ τ

(n)
k,2 (t) sin kt

))
dt ,

де ν
(n)
k,i (t) =

{(
λ
(n)
k,2(t)− λ

(n)
k,1(t)

)
ψi(k), i = 1, 2 ;

τ
(n)
k,i (t) =


(
1− λ

(n)
k,2(t)+λ

(n)
k,1(t)

2

)
ψi(k), k < n,

ψi(k), k > n,
i = 1, 2 .

Вiдомо, що за умови коли ψ1(v), ψ2(v) неперервнi, додатнi i випукли вниз

при v > 1 , i lim
v→∞

ψi(v) = 0, i = 1, 2 та
∞∫
1

ψi(v)
v dv < ∞ , то можливе iнтег-

ральне представлення

∆n (f, x,Λ1,2) =
1
2π

∞∫
−∞

fψ
(
−x− t

n

) 1∫
0

(νn,1 (v) cos vt+ νn,2 (v) sin vt)dvdt+

+ 1
π

∞∫
−∞

fψ
(
x− t

n

) ∞∫
0

(τn,1 (v) cos vt+ τn,2 (v) sin vt) dvdt = I1 + I2,
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де νn,i (v) =
{
(λn,2 (v)− λn,1 (v))ψi (nv) , 1

n 6 v 6 1, i = 1, 2;

τn,i (v) =

{ (
1− λn,2(v)+λn,1(v)

2

)
ψi (nv) ,

1
n 6 v 6 1,

ψi(nv), v > 1,
i = 1, 2.

Для випадкiв 0 6 v 6 1
n функцiї νn,i(v) i τn,i(v) довизначаються довiльно

з урахуванням неперервностi.
При вивченнi асимптотичних поведiнок ∆n (f, x,Λ1,2) = I1+I2 доданок I2

завжди присутнiй та достатньо вивчений i оцiнений. Новим є перший доданок,

вивчимо його, I1 = 1
2π

∞∫
−∞

fψ(−x− t
n)

1∫
0

(νn,1(v) cos vt+ νn,2(v) sin vt)dvdt .

Для його оцiнки використаємо лему Теляковського.
Якщо: 1) νn,i(v) абсолютно неперервнi при v > 0 ; 2) νn,i(0) = νn,i(1) = 0 ;
3) для точок, в яких не iснує νn,i(v) її можна довизначити так, що iнтеграл
1∫
0

v(1− v)
∣∣dν ′n,i(v)∣∣ iснує, то 1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣ 1∫
0

(νn,1(v) cos vt+ νn,2(v) sin vt)dv

∣∣∣∣dt =
= 1

π

1∫
0

|νn,2(v)|
v dv +O(1)

(
1∫
0

√
ν2n,1+ν

2
n,2

1−v dv +
2∑
i=1

1∫
0

v(1− v)
∣∣dν ′n,i(v)∣∣) .

Для I1 має мiсце нерiвнiсть

|I1| 6 1
2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣ 1∫
0

(νn,1(v) cos vt+ νn,2(v) sin vt)dv

∣∣∣∣dt ,
у якiй iнтеграл в правiй частинi задовольняє всiм умовам леми Теляковсько-
го, якщо νn,i(v) довизначити на промiжку 0 6 v 6 1

n аналогiчно промiжку
1
n 6 v 6 1 , тобто νn,i(v) = {(λn,2(v)− λn,1(v))ψi(nv) 0 6 v 6 1, i = 1, 2 .

Перевiрка умов леми для таких νn,i(v) не є складною. Виконання першої
i третьої умови слiдує з визначення νn,i(v) . З визначення випливає виконання
i другої умови, згiдно представлення λn,i(v)

νn,i(v) =
{(

φn(nv)
φn(n)

Fn(v)− gn(nv)
gn(n)

Hn(v)
)
ψi(nv), 0 6 v 6 1, i = 1, 2;

звiдки
νn,i(0) =

{(
φn(0)
φn(n)

Fn(0)− gn(0)
gn(n)

Hn(0)
)
ψi(0) =

=
(

0
φn(n)

· Fn(0)− 0
gn(n)
· Fn(0)

)
ψi(0) = 0, 0 6 v 6 1, i = 1, 2;

νn,i(1) =
{(

φn(n)
φn(n)

Fn(1)− gn(n)
gn(n)

Hn(1)
)
ψi(1) =

= (1 · Fn(1)− 1 ·Hn(1))ψi(n) = 0, 0 6 v 6 1, i = 1, 2.
Це свiдчить про те, що νn,i(0) = νn,i(1) = 0 . Вивчимо головну частину.
1∫
0

|νn,2(v)|
v dv =

1∫
0

|(λn,2(v)−λn,1(v))ψ2(nv)|
v dv =

1∫
0

|(φn(nv)φn(n)
Fn(v)− gn(nv)gn(n)

Hn(v))|
v |ψ2(nv)|dv =
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= 1
φn(n)gn(n)

1∫
0

|(φn(nv)gn(n)Fn(v)−gn(nv)φn(n)Hn(v))|
v |ψ2(nv)|dv 6

6 1
φn(n)gn(n)

1∫
0

|(φn(nv)gn(n)(Fn(v)−Fn(0))−gn(nv)φn(n)(Hn(v)−Hn(0)))|
v |ψ2(nv)|dv+

+ 1
φn(n)gn(n)

1∫
0

|(φn(nv)gn(n)Fn(0)−gn(nv)φn(n)Hn(0))|
v |ψ2(nv)|dv = A1 + A2.

Розглянемо перший доданок A1 =
1

φn(n)gn(n)
×

×
1∫
0

|(φn(nv)gn(n)(Fn(v)−Fn(0))−gn(nv)φn(n)(Hn(v)−Hn(0)))|
v |ψ2(v)|dv .

Враховуючи визначення λn,i(v) i теорему Лагранжа Fn(v)− Fn(0) =
= F ′n(ξF )(v − 0) , Hn(v)−Hn(0) = Hn(ξH)(v − 0) , де ξF , ξH ∈ (0; v) , маємо

A1 =
1

φn(n)gn(n)

1∫
0

|(φn(nv)gn(n)F ′n(ξF )− gn(nv)φn(n)H ′n(ξH))||ψ2(nv)|dv =

= O(1)
φn(n)gn(n)

max
06v61

{|φn(nv)gn(n)ψ2(nv)|+ |gn(nv)φn(n)ψ2(nv)|}.
У випадку зростання φn(nv)ψi(nv) i gn(nv)ψi(nv) отримаємо, що

A1 = O(1)ψ(n) , а отже
1∫
0

|νn,2(v)|
v dv =

n∫
0

∣∣∣(φn(v)φn(n)
Fn(0)− gn(v)

gn(n)
Hn(0)

)∣∣∣ |ψ2(v)|
v dv +O(1)ψ(n).

Для оцiнки першого доданка бiльшого порядку малостi
1∫
0

√
ν2n,1+ν

2
n,2

1−v dv ,

врахуємо нерiвнiсть
1∫
0

√
ν2n,1+ν

2
n,2

1−v dv 6
2∑
i=1

1∫
0

|νn,i(v)|
1−v dv та отримаємо

1∫
0

|νn,i(v)|
1−v dv =

1∫
0

|(φn(nv)φn(n)
Fn(v)− gn(nv)gn(n)

Hn(v))|
1−v |ψi(nv)|dv 6

6
1∫
0

|(φn(nv)φn(n)
(Fn(v)−1)− gn(nv)gn(n)

(Hn(v)−1))|
1−v |ψi(nv)|dv +

1∫
0

|(φn(nv)φn(n)
− gn(nv)gn(n) )|

1−v |ψi(nv)|dv =

= B1 +B2 .
Згiдно визначення λn,i(v) i теореми Лагранжа запишемо:

для B1 , Fn(v)− Fn(1) = F ′n(ξF )(v − 1) ,
а Hn(v)−Hn(1) = H ′n(ξH)(v − 1) де ξF , ξH ∈ (v; 1) ,
для B2 , φn(nv)ψi(nv)−φn(n)ψi(n) = (φn(nξφ)ψi(nξφ))

′ n(v−1) ; при i = 1, 2
gn(nv)ψi(nv)− gn(n)ψi(n) = (gn(nξg)ψi(nξg))

′ n(v − 1) де ξg, ξφ ∈ (nv;n)
Тодi у випадку зростання φn(nv)ψi(nv) i gn(nv)ψi(nv) отримаємо, що

B1 =
1∫
0

∣∣∣(φn(nv)φn(n)
F ′n(ξF )−

gn(nv)
gn(n)

H ′n(ξH)
)∣∣∣|ψi(nv)|dv 6

6 O(1)max
06v61

{∣∣∣φn(nv)φn(n)
ψi(nv)

∣∣∣+ ∣∣∣gn(nv)gn(n)
ψi(nv)

∣∣∣},
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а значить B1 = O(1)ψ(n) . Для другого iнтегралу B2 =
1

φn(n)gn(n)
·

·
1∫
0

|(φn(nv)ψi(nv)− φn(n)ψi(n)) gn(n)− (gn(nv)ψi(nv)− gn(n)ψi(n))φn(n)| dv1−v

B2 6
1

φn

(n)gn(n)

1∫
0

| (φn(nv)ψi(nv))′ξφ n(v − 1)gn(n)−

− (gn(nv)ψi(nv))
′
ξg
n(v − 1)φn(n)|

dv

1− v
6

6 1

φn(n)gn(n)

1∫
0

∣∣∣(φn(nv)ψi(nv))′ξφ ngn(n)∣∣∣dv+
+

1

φn(n)gn(n)

1∫
0

∣∣∣(gn(nv)ψi(nv))′ξg nφn(n)∣∣∣dv =

=
1

φn(n)gn(n)
(|φn(nv)ψi(nv)|gn(n) + |gn(nv)ψi(nv)|φn(n))|10 = O(1)ψ(n) .

Враховуючи оцiнки B1 та B2 отримуємо, що
1∫

0

|νn,i(v)|
1− v

dv = O(1)ψ(n) , i як наслiдок
1∫

0

√
ν2n,1 + ν2n,2

1− v
dv = O(1)ψ(n).

Для оцiнки другого доданка бiльшого порядку малостi, вивчимо рiвнiсть
1∫

0

v(1− v)
∣∣dν ′n,i(v)∣∣ =

=

1∫
0

v(1− v)
∣∣∣∣d((φn(nv)φn(n)

Fn(v)ψi(nv)

)′
−
(
gn(nv)

gn(n)
Hn(v)ψi(nv)

)′)∣∣∣∣ =
= O(1)

1∫
0

v(1− v)
∣∣∣∣d((φn(nv)φn(n)

Fn(v)ψi(nv)

)′)∣∣∣∣+
+O(1)

1∫
0

v(1− v)
∣∣∣∣d(gn(nv)gn(n)

Hn(v)ψi(nv)

)′∣∣∣∣ = O(1)C1 +O(1)C2.

Оцiнимо C1 . Позначимо
φn(nv)

φn(n)
ψi(nv) = Zi(nv) i розглянемо

C1 =

1∫
0

v(1− v)
∣∣d ((Zi(nv)Fn(v))′)∣∣ ,

де (Zi(nv)Fn(v))
′ = nZ ′i(nv)Fn(v) + Zi(nv)F

′
n(v) , i
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d
(
(Zi(nv)Fn(v))

′) = (nZ ′i(nv)Fn(v) + Zi(nv)F
′
n(v))

′
dv =

=
(
n2Z ′′i (nv)Fn(v) + 2Z ′i(nv)F

′
n(v) + Zi(nv)F

′′
n (v)

)
dv .

Тодi C1 =

1∫
0

v(1− v)
∣∣d ((Zi(nv)Fn(v))′)∣∣ =

= O(1)

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

v(1− v)n2Z ′′i (nv)dv

∣∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

v(1− v)nZ ′i(nv)dv

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

v(1− v)Zi(nv)dv

∣∣∣∣∣∣


C1 = O(1)

∣∣∣∣∣∣v(1− v)nZ ′i(nv)
∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

(1− 2v)dZi(nv)

∣∣∣∣∣∣+
+2

∣∣∣∣∣∣v(1− v)Zi(nv)
∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

(1− 2v)Zi(nv)dv

∣∣∣∣∣∣+O(1)max
06v61

{v(1− v)Zi(nv)}

 =

= O(1)

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(1− 2v)dZi(nv)

∣∣∣∣∣∣+ 2max
06v61

{|(1− 2v)Zi(nv)|}+O(1)ψ(n)

 =

= O(1)

∣∣∣∣∣∣(1− 2v)Zi(nv)

∣∣∣∣1
0

+ 2

1∫
0

Zi(nv)dv

∣∣∣∣∣∣+O(1)ψ(n)

 =

= O(1)

(
Zi(n) +O(1)max

06v61
{|Zi(nv)|}+O(1)ψ(n)

)
= O(1)ψ(n).

Аналогiчно, позначивши
gn(nv)

gn(n)
ψi(nv) = Zi(nv) , можна показати, що

C2 = O(1)ψ(n) .

Враховуючи оцiнки C1 i C2 , отримали, що
1∫
0

v(1− v)
∣∣dν ′n,i(v)∣∣ = O(1)ψ(n) .

Теорема 3. Якщо функцiї φn(nv)ψi(nv) i gn(nv)ψi(nv) i = 1, 2 зроста-
ють, випуклi ввгору або вниз, то при n→∞ має мiсто рiвнiсть

sup
f∈Cψ∞

∥f (x)− Un (f ;x; Λ1,2)∥ =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

(τn,1(v) cos vt+ τn,2(v) sin vt) dv

∣∣∣∣∣∣ dt+
+

n∫
0

∣∣∣∣(φn(v)φn(n)
Fn(0)−

gn(v)

gn(n)
Hn(0)

)∣∣∣∣ |ψ2(v)|
v

dv +O(1)ψ(n).
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Висновки
Узагальнено лiнiйний метод пiдсумовування рядiв Фур’є, шляхом введе-

ння бiматриць, матрицi для кожного доданку гармонiки;
Встановлено необхiднi i достатнi умови рiвномiрної збiжностi послiдовно-

стi полiномiв, що породженi новим, бiматричним, методом;
Знайдено оцiнку знизу вiдхилення полiному, побудованого на основi но-

вого методу, вiд функцiї, що його породжує;
Одержано асимптотичну рiвностi, в iнтегральному видi, для точних

верхнiх меж наближень узагальненими тригонометричними полiномами
Un (f ;x; Λ1,2) в метрицi простору C неперервних 2π -перiодичних функцiй,
ψ -похiднi яких обмеженi.
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АРИФМЕТИКА НЕФАКТОРIАЛЬНИХ ОБЛАСТЕЙ
ЦIЛIСНОСТI З «IДЕАЛЬНИМИ» МНОЖНИКАМИ

В роботi розглядається нефакторiальне кiльце Z[
√
−5] та розклад його елементiв на про-

стi множники. Вiдсутнiсть однозначностi такого розкладу порушує окремi властивостi
подiльностi факторiальних кiлець, зокрема виявляються вiдсутнiми найбiльший спiльний
дiльник та найменше спiльне кратне для окремих чисел. Дана робота показує шляхи вiд-
шукання НСД та НСК для таких чисел за допомогою «iдеальних» множникiв, якi знахо-
дяться за межами Z[

√
−5] .

Ключовi слова: простий елемент, складений елемент, регулярний елемент, дiль-
ник одиницi, НСД, НСК.

Вступ
Однiєю iз задач, яка призвела до побудови теорiї кiлець, була задача про

розклад на простi множники. В деяких кiльцях кожний складений елемент
володiє однозначним розкладом, в iнших кiльцях розклад на простi множни-
ки iснує, але не виконується умова однозначностi, в третiх — iснують складенi
елементи, якi не мають розкладу на простi множники.

Областi цiлiсностi, що володiють однозначним розкладом на простi мно-
жники називають факторiальними. Вони є достатньо вiдомими i глибоко до-
слiдженими. В данiй статтi розглядаються нефакторiальнi кiльця. Неодно-
значнiсть розкладу окремих її елементiв приводить до того, що виникають су-
перечностi з вiдомими властивостями факторiальних кiлець, виникають про-
блеми iз визначенням найбiльших спiльних дiльникiв та найменших спiльних
кратних деяких пар елементiв нефакторiальних кiлець. Дана стаття показує,
яким чином можна вирiшити окремi з цих проблем.

Поштовхом до вiдкриття та вивчення областей з неоднозначним розкла-
дом на простi множники стали спроби довести Велику теорему Ферма. В
1844 роцi нiмецький математик Ернст Куммер, вивчаючи публiкацiї в Трудах
Французької Академiї, аналiзував доведення Кошi i Ламе. На думку Кумме-
ра, основна проблема полягала в тому, що доведення Кошi i Ламе спиралися

c⃝ Голубкова О.В., Пащенко З.Д., 2013
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на використання властивостi цiлих чисел, вiдомої пiд назвою єдиностi роз-
кладу на простi множники. Обидва представлених Академiї доведення спи-
ралися на комплекснi числа. Куммер звернув увагу на те, що хоча теорема
про єдинiсть розкладу на простi множники виконується для цiлих чисел, во-
на не обов’язково повинна виконуватися, якщо використовуються комплекснi
числа. Дана проблема розглядається також в [1, 2, 3].

В роботi розглядається кiльце Z[
√
−5] = {a+b

√
5i| a, b ∈ Z} , окремi йо-

го числа, що не володiють однозначним розкладом. Приєднуючи до Z[
√
−5]

числа, якi названо «iдеальними», вдається одержати однозначнi розклади,
якi i вирiшують проблеми визначення НСД та НСК для довiльних чисел,
хоча цi значення знаходяться за межами кiльця Z[

√
−5]

Основнi означення та зауваження
Представлення елемента a у виглядi добутку a = p1p2 . . . pn (n > 1 )

простих елементiв з умовою, що в кожному такому представленнi елемента
a число n обмежено зверху натуральним числом, яке залежить тiльки вiд
кiльця K i елемента a , називається факторизацiєю елемента a .

Нагадаємо, що всi ненульовi елементи, якi не є дiльниками одиницi, нази-
ваються регулярними елементами.

Елемент d називають найбiльшим спiльним дiльником a i b , якщо
вiн є спiльним дiльником a i b та довiльний iнший їх спiльний дiльник дi-
лить d .

Елементи a i b взаємно простими, якщо вони мають тiльки оборотнi
спiльнi дiльники ((a, b) = 1) .

Теорема 1. (Критерiй кiльця з факторизацiєю.) Область цiлiсностi є
кiльцем з факторизацiєю тодi i тiльки тодi, коли на множинi її регуляр-
них елементiв можна визначити функцiю θ iз значенням в множинi N ,
що володiє наступною властивiстю: для будь-яких регулярних елементiв a

i b θ(ab) > θ(a).

(Таку функцiю будемо називати нормою.)
Доведення.

Необхiднiсть. Нехай K – кiльце з факторизацiєю i a – його регулярний
елемент. Розглянемо всi рiзнi факторизацiї елемента a i покладемо θ(a) рiв-
ним максимальному числу простих, не обов’язково рiзних, спiвмножникiв в
факторизацiях елемента a . Якщо a = p1p2 . . . pθ(a) – факторизацiя елемента
a з максимальним числом простих спiвмножникiв i b = q1q2 . . . qn – деяка фа-
кторизацiя елемента b , то ab = p1p2 . . . pθ(a)q1q2 . . . qn є деяка факторизацiя
елемента ab i тому θ(ab) > θ(a) .
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Достатнiсть. Множину всiх значень функцiї θ позначимо через A . Так
як A – не порожня множина натуральних чисел, то вона мiстить мiнiмальний
елемент. Нехай θ1 – мiнiмальний елемент множини A . Якщо A\{θ1} ̸= ∅ ,
то позначимо її мiнiмальний елемент через θ2 . Продовжуючи цi мiркуван-
ня, отримаємо монотонно зростаючу послiдовнiсть θ1, . . . , θn, . . . всiх значень
функцiї θ . Методом математичної iндукцiї доведемо, що кожний регулярний
елемент допускає факторизацiю. Iндукцiю проведемо за номерами значень
функцiї θ .

Якщо для деякого p θ(p) = θ , то p – простий елемент. Дiйсно, нехай
p = p1p2 , де p1, p2 - регулярнi елементи, тодi θ(p) = θ(p1p2) > θ(p1) > θ1 ,
тобто θ(p) > θ1 , що суперечить вибору елементу p . Так як простий еле-
мент допускає факторизацiю, то будь-який елемент x , для якого θ(x) = θ1 ,
допускає факторизацiю.

Припустимо, що будь-який елемент a з умовою θ(a) < θn допускає фа-
кторизацiю. Нехай θ(b) = θn . Якщо b – простий елемент, то вiн допускає
факторизацiю, в протилежному випадку b = cd , де c i d – регулярнi еле-
менти. Iз означення функцiї θ випливає, що θ(c) < θn i θ(d) < θn , отже,
c i d допускають факторизацiю i елемент d можна представити у виглядi
скiнченого добутку простих множникiв. Методом вiд супротивного покажемо,
що для всiх можливих представлень елемента b у виглядi добутку простих
елементiв число спiвмножникiв обмежене. Нехай

b = p1p2 . . . ps, s > θ(b) + 1 (1)

Має мiсце тотожнiсть:

θ(b) = (θ(b)− θ(p2 . . . ps))+(θ(p2 . . . )− θ(p3 . . . ps)) + . . .

· · ·+ (θ(ps−1ps)−θ(ps)) + θ(ps)
(2)

Iз означення функцiї θ випливає, що кожний доданок в правiй частинi то-
тожностi (2) не менше одиницi, тому iз тотожностi (2) випливає, що θ(b) > s ,
що суперечить умовi (1).

2

Основна частина
Розглянемо кiльце Z[

√
−5] = {a+b

√
−5 |a, b ∈ Z} . Неважко перевiрити,

що Z[
√
−5] ≃ Z[x]/(x2 + 5) є областю цiлiсностi. Визначимо функцiю θ на

Z[
√
−5] наступним чином: θ(a+ b

√
5i) = a2 + 5b2 . Легко доводиться, що

θ((a+ b
√
5i)(c+ d

√
5i)) = θ(a+ b

√
5i)θ(c+ d

√
5i) (3)
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Оскiльки θ(1) = 1 , то дiльниками одиницi є лише числа ε = x + y
√
5i ,

x, y ∈ Z такi, що θ(ε) = 1 , тобто x2 + 5y2 = 1 ⇒ x = ±1, y = 0 ⇒ ε = ±1 .
Так як θ(β) ∈ N ∀β ∈ Z[

√
−5], β ̸= 0, то для регулярного β маємо, що

θ(β) > 1 . Тодi, враховуючи (3) для довiльних регулярних α i β виконується
умова:

θ(α, β) = θ(α)θ(β) > θ(α).

За критерiєм кiльця з факторизацiєю, будь-який ненульовий елемент кiльця
Z[
√
−5] , що не є дiльником одиницi, розкладається в добуток простих еле-

ментiв, але такий розклад не є єдиним. Наприклад,
21 = (1 + 2

√
5i)(1− 2

√
5i) = 3 · 7.

Покажемо, що цiлi числа

α = 1 + 2
√
5i, α′ = 1− 2

√
5i,

β = 3, ρ = 7

нерозкладнi в Z[
√
−5] . Справдi, якби β = 3 розкладалось в добуток γδ , в

якому обидва множники вiдмiннi вiд одиницi, то ми мали б

9 = θ(3) = θ(γ)θ(δ).

Але розклад числа 9 на натуральнi множники, iз яких жоден не до-
рiвнює одиницi, можливий лише у виглядi 9 = 3 · 3 , так що мало б бути
θ(γ) = θ(δ) = 3 , i для γ = x+ y

√
5i з цiлими рацiональними x, y ми мали б

x2 + 5y2 = 3 , x2 6 3 , y2 6 3 , щo, очевидно, неможливо. Отже, β = 3 нероз-
кладне в Z[

√
−5] . Аналогiчно впевнюємося в тому, що ρ = 7 нерозкладне.

Нарештi, якби α розкладалося в добуток γδ з θ(γ) ̸= 1 i θ(δ) ̸= 1 , то ми
мали б θ(γ)θ(δ) = θ(α) = 21 , отже, або θ(γ) = 3, θ(δ) = 7 , або навпаки. Але
ми вище показали, що не може бути нiякого цiлого γ з θ(γ) = 3 . Отже, α ,
а тому i спряжене йому α′ , нерозкладнi.

Таким чином, число 21 двома суттєво рiзними способами представлене у
виглядi добутку нерозкладних в Z[

√
−5] цiлих чисел:

21 = (1 + 2
√
5i)(1− 2

√
5i) = 3 · 7.

(21 = αα′ = βρ)

Отримали суперечнiсть з традицiйною теорiєю подiльностi, бо нерозкла-
дне число 3 є дiльником добутку (1 + 2

√
5i)(1 − 2

√
5i) , але не входить в

жоден з його множникiв (1 + 2
√
5i) i (1− 2

√
5i) . З усього сказаного маємо,

що числа α = 1 + 2
√
5i i β = 3 не мають спiльних дiльникiв, крiм ±1 , бо

кожне з них нерозкладне, α - β i β - α . Тобто, (α, β) = 1 за означенням.
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Ми можемо спостерiгати суперечностi i при знаходженнi НСД i НСК. На-
приклад, (21, 7α) . Нетривiальними дiльниками числа 21 є ±α,±α′,±3,±7 ,
а числа 7α — ±1,±α,±7 . 7 i α є спiльними дiльниками 21 i 7α , причому
(7, α) = 1 . Але 7α - 21 , бо 21

7α = 3
α , a (3, α) = 1 . Тому (21, 7α) ̸= 7α . Також

(21, 7α) ̸= 7 , бо iнший спiльний дiльник α не дiлить 7 . З цiєї ж причини
(21, 7α) ̸= α . Не може бути (21, 7α) = 1 , оскiльки взаємно простi елементи
це тi, якi не мають iнших спiльних дiльникiв, крiм дiльникiв одиницi.

Так само не можливо знайти i [21, 7α] . Це можна показати двoма спосо-
бами.

1) Формула взаємозв’язку НСД i НСК
(
[a, b] = ab

(a,b)

)
має мiсце завжди,

якщо iснує (a, b) . В даному випадку ми не можемо нею скористатися.

2) За означенням НСК (a, b) , це спiльне кратне a i b , яке дiлить довiльне
iнше спiльне кратне a i b . Серед кратних 147α = 21 · 7α , 147 = 21 · 7 ,
21α – не iснує НСК:

a) 147α
21 = 7α , 147α

7α = 21 ∈ Z[
√
−5] , але 21α

147α = 1
7 ̸∈ Z[

√
−5] . Тобто

[21, 7α] ̸= 147α .

б) 21α
21 = α, 21α

7α = 3 ∈ Z[
√
−5] , але 21α - 147 , оскiльки

147
21α = 7

α ̸∈ Z[
√
−5] , тому [21, 7α] ̸= 21α

в) Аналогiчно 147 i всi iншi спiльнi кратнi не можуть бути НСК (21, 7α) .

Вiдмiтимо далi, що хоча нерозкладнi в Z[
√
−5] числа α = 1 + 2

√
5i i

β = 3 , i не мають нетривiального спiльного множника, який належав би
Z[
√
−5] , але мають спiльний множник (який не є одиницею) в iншому кiль-

цi. Справдi, квадрати α2 = −19 + 4
√
5i i β2 = 9 дiляться на цiле число

λ = 2 +
√
5i , яке не є одиницею:

α2 = (2 +
√
5i)(−2 + 3

√
5i), β2 = (2 +

√
5i)(2−

√
5i).

Отже, α2

λ i β2

λ - цiлi. Так само квадрати α′2 i ρ2 дiляться на
τ = −2− 3

√
5i :

α′2 = (2−
√
5i)(−2− 3

√
5i), ρ2 = 72 = (−2− 3

√
5i)(−2 + 3

√
5i),

тобто α′2

τ i ρ2

τ -цiлi.
Тепер число

√
λ (яке не належить кiльцю Z(

√
−5) ) має властивостi най-

бiльшого спiльного дiльника чисел α i β .
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Подвiйний розклад αα′ = βρ на нерозкладнi в Z[
√
−5] множники вияв-

ляється можливим тому, що

α =
√
λ
√
τ ′, α′ =

√
λ′
√
τ , β =

√
λ
√
λ′, ρ =

√
τ
√
τ ′

i в добутку 21 =
√
λ
√
λ′
√
τ
√
τ ′ чотири «iдеальнi» множники, якi не нале-

жать Z[
√
−5] , можуть декiлькома способами бути з’єднанi в пари, якi при

множеннi дають числа iз Z[
√
−5] , причому всi вони попарно взаємно простi.

Завдяки введенню «iдеальних» множникiв вдається вiдновити закон
однозначностi розкладу на простi множники i побудувати арифметику, по-
дiбну до звичайної. Так, наприклад, оскiльки

21 =
√
λ
√
λ′
√
τ
√
τ ′ 7α =

√
τ
√
τ ′
√
λ
√
τ ′,

то легко знаходяться

(21, 7α) =
√
λ
√
τ
√
τ ′ = 7

√
λ = α

√
τ ̸∈ Z[

√
−5]

[21, 7α] =
√
λ
√
λ′
√
τ
√
τ ′ = 21

√
τ ′ = 7α

√
λ′ ̸∈ Z[

√
−5].

Висновки
Дослiджуючи технiку видiлення «iдеальних множникiв» у нефакторiаль-

них областях цiлiсностi, ми зустрiлися з фактами, якi суперечать властиво-
стям подiльностi в факторiальних кiльцях. Опишемо цi суперечностi.

Для факторiальної областi цiлiсностi K , якщо (a, b) = 1 (a, b ∈ K) , то
(a2, b2) = 1 . В кiльцi Z[

√
−5] , якщо α = 1 + 2

√
5i , то як було зазначено,

(α, 3) = 1 , але α2 = λτ ′, 32 = λλ′ , звiдки (α2, 32) = λ ̸= 1 .
Наступна суперечнiсть виникає з властивiстю простих в K :

(a, b) = 1, ac
...b⇒ c

...b,

Оскiльки (α, 3) = 1 i 21
...3 , то розглядаючи 21 = α · α′ та враховуючи, що

α′ – просте, отримуємо, що 3 - α′.
В кiльцi K маємо властивiсть НСД: (ac, bc) = c(a, b) . В нашому прикладi

(α, 3) = 1 , але (21, 7α) = (7 · 3, 7 · α) ̸= 7 .
При використаннi «iдеальних» множникiв, всi цi суперечностi зника-

ють. Та виникає питання, чи можна побудувати таке розширення кiльця
Z[
√
−5] , яке було б факторiальним. Проста перевiрка показує, що розши-

рення Z[
√
−5][
√
λ,
√
λ′,
√
τ ,
√
τ ′] не розв’язує цього питання, оскiльки, на-

приклад
6 = 2 · 3 = (1 +

√
5i)(1−

√
5i)
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32 = λ · λ′ (λ = 2 +
√
5i)

22 = 4 = (−2)(−2)⇒ 2 = (
√
2i)(−

√
2i)

(1 +
√
5i)2 = −4 + 2

√
5i = (−2)λ′

(1−
√
5i)2 = −4− 2

√
5i = (−2)λ,

отже
6 =
√
λ
√
λ′(
√
2i)(−

√
2i),

а числа
√
2i i −

√
2i ̸∈ Z[

√
−5][
√
λ,
√
λ′,
√
τ ,
√
τ ′] .

Також цiкаво, для яких кiлець типу Z[
√
−p] можна застосовувати вико-

ристання «iдеальних» множникiв? Яка будова кiлець кiлець Z[ 3
√
p] ?
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НАПIВГРУПИ ВIДОБРАЖЕНЬ,
ЩО ЗБЕРIГАЮТЬ БIНАРНЕ ВIДНОШЕННЯ

Розглядаються напiвгрупи часткових i повних перетворень множини X , якi зберiгають
бiнарне вiдношення задане на X . Розглянуто випадок, коли бiнарне вiдношення є вiдно-
шенням порядку або квазiпорядку.

Ключовi слова: частково впорядкована множина, напiвгрупа бiнарних вiдношень

Вступ
Для довiльної множини X нехай T (X) –— напiвгрупа перетворень

α : X → X iз операцiєю x(αβ) = (xα)β . Далi, нехай PT (X) –— мно-
жина всiх часткових перетворень, тобто вiдображень β : X1 → X , де
X1 ⊆ X . Множина X1 називається областью визначення вiдображення β

i позначається Domβ . Операцiю в напiвгрупi PT (X) виконують за прави-
лом x(αβ) = (xα)β при x ∈ Domα ∩ (Domβ)α−1 . Нарештi, нехай B(X) –
— напiвгрупа бiнарних вiдношень на множинi X . Нехай σ ∈ B(X) . Для
x ∈ X покладемо Ax = {y|(x, y) ∈ σ} . Тодi σ можна розглядати як ба-
гатозначне вiдображення x 7→ Ax . Очевидно, T (X) i PT (X) –— пiдна-
пiвгрупи напiвгрупи B(X) i T (X) ⊆ PT (X) ⊆ B(X) . При |X| > 1 маємо
T (X) ⊂ PT (X) ⊂ B(X) . У випадку коли X –— скiнчена множина, елементи
цих напiвгруп можна записувати як звичайнi пiдстановки. Наприклад, якщо
X = {1, 2, 3, 4} , то

α =

(
1 2 3 4
3 3 4 1

)
∈ T (X), β =

(
1 2 3 4
2 − 2 3

)
∈ PT (X),

γ =

(
1 2 3 4
− {1, 3, 4} 3 {1, 2}

)
∈ B(X)

Вiдомо i iнше представлення елементiв напiвгрупи B(X) , тобто представ-
лення у виглядi матриць iз 0 та 1 (булевих матриць). Елемент σ ∈ B(X) в
цьому випадку представляється у виглядi матрицi σ = ∥σij∥i,j∈X , де

c⃝ Черепня Ю.А., Величко В.Є., 2013
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σij =

{
1 якщо (i, j) ∈ σ,
0 якщо (i, j) ̸∈ σ.

Наприклад, наведений вище елемент γ можна представити наступним
чином:

γ =


0 0 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
1 1 0 0


Нехай X –— множина, на якiй задано бiнарне вiдношення σ , i

α : X → X –— вiдображення. Будемо казати, що α зберiгає σ , якщо

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ σ ⇒ (xα, yα) ∈ σ. (1)

Вiдзначимо, що задання на множинi X бiнарного вiдношення σ рiвно-
сильно заданню графа з множиною вершин X , а вiдображення α : X → X ,
яке зберiгає вiдношення σ , –— ендоморфiзм цього графа. Поняття ендомор-
физму графа допускає ряд модифiкацiй, якi узагальнюють означення (1)
[4, 5]. Обгляд робiт по напiвгрупам ендоморфiзмiв графiв представлено в
[7].

Основна частина
Необхiдна i достатня умова збереження вiдношення σ надає наступне

твердження.

Твердження 1. [6] Вiдображення α ∈ T (X) зберiгає вiдношення σ в то-
му i тiльки в тому випадку, коли σα ⊆ ασ (в розумiннi добутку бiнарних
вiдношень).

Позначимо через Tσ(X) множину всiх α ∈ T (X) , якi зберiгають σ . За
умовою маємо Tσ(X) = {α ∈ T (X)|σα ⊆ ασ} . Неважко перевiрити, що
Tσ(X) –— пiднапiвгрупа напiвгрупи T (X) , навiть пiдмоноїд. У випадку ко-
ли σ –— вiдношення порядку або квазiпорядку на множинi X , напiвгрупу
Tσ(X) називають напiвгрупою iзотонних перетворень. Ця напiвгрупа несе iн-
формацiю про будову квазiвпорядкованої множини X . Л.М. Глускiн довiв
[2], що якщо для двох квазiвпорядкованих множин X i Y напiвгрупи Tσ(X)
i Tσ(Y ) iзоморфнi, то множини X i Y iзоморфнi або антиiзоморфнi.

Цiкаве питання про регулярнiсть напiвгрупи Tσ(X) . Якщо σ — вiдноше-
ння порядку, то необхiдна i достатня умова регулярностi напiвгрупи Tσ(X)
отриманi в [1], бiльш прозорi умови, у випадку коли (X, σ) — ланцюг, — в
[3].
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Для елементiв напiвгруппи PT (X) «збереження σ » можна розумiти дво-
яко.

Означення 1. Часткове вiдображення α ∈ PT (X) прийнятне для σ ,
якщо

∀x, y ∈ Domα(x, y) ∈ σ ⇒ (xα, yα) ∈ σ. (2)

Означення 2. Часткове вiдображення α ∈ PT (X) спiвставляється з σ ,
якщо

σα ⊆ ασ. (3)

Нехай
PT σ(X) = {α ∈ PT (X)|α прийнятне для σ},

P̃T σ(X) = {α ∈ PT (X)|α спiвставляється з σ}.

Не важко перевiрити, що PT σ(X) i P̃T σ(X) — моноїди, є пiдмоноїдами
моноїда PT (X) . Наступне твердження показує, що P̃T σ(X) ⊆ PT σ(X) .

Твердження 2. [6] Для довiльного α ∈ PT (X) справедлива iмплiкацiя
(3)⇒ (2) , але iснують приклади, коли (2) ̸⇒ (3) .

Iз умови (3) випливає умова

∀x, y ∈ X ((x, y) ∈ σ & y ∈ Domα⇒ x ∈ Domα) (4)

Твердження 3. [6] Для довiльного α ∈ PT (X) справедлива iмплiкацiя
(2) & (4)⇒ (3) .

Розглянемо тепер бiльш докладно випадок, коли σ — квазiпорядок. Бу-
демо позначати цей квазiпорядок через 6 .

Теорема 1. [6] Нехай (X,6) — квазiвпорядкована множина. Напiвгрупа
PT 6(X) регулярна тодi й лише тодi, коли виконується хоча б одна умова:

1) X — антиланцюг;

2) X — ланцюг;

3) x 6 y для всiх x, y ∈ X .

Позначимо через ∆ вiдношення рiвностi на множинi X . Для σ ⊆ X×X
транзитивне замикання вiдношення σ будемо обозначати через σt . Наре-
штi, обозначимо через ω будь-який лiнiйний порядок на множинi X . Для
вiдношення σ , яке задовольняє умовi ∆ ⊆ σ ⊆ ω , σt = ω питання про
регулярнiсть напiвгрупи PTσ(X) вирiшується наступним твердженням.
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Твердження 4. [6] Нехай σ — бiнарне вiдношення на X , ∆ ⊆ σ ⊆ ω , де
ω — лiнiйний порядок i σt . Якщо напiвгрупа PT σ(X) регулярна, то σ = ω .

Доведення. Нехай σ ̸= ω . Вiзьмемо пару (a, b) ∈ ω \ σ . Так як σt = ω

то σ ̸= ∆ , тому iснує пара (c, d) ∈ σ \∆ . Покладемо α =

(
a b
c d

)
. Очеви-

дно, α ∈ PT σ(X) . Якщо β ∈ PT σ(X) — такий елемент, що αβα = α , то
c, d ∈ Domβ и cβ = α , dβ = b , звiдки отримуємо, що β не зберiгає вiдноше-
ння σ . Це протирiчить вибору β . Звiдки отримуємо, що α — нерегулярний
елемент напiвгрупи PT σ(X) .

Нехай IS(X) пiдмножина напiвгрупи часткових перетворень PT (X) ко-
жен елемент якої є взаємнооднозначним частковим перетворенням (частко-
вою пiдстановкою). А вiдношення рiвностi (дiагональ)

ιX = {(x, x)|x ∈ X}.

Лема 1. IS(X) є iнверсною напiвгрупою.

Для часткової пiдстановки α =
(
x
xα

∣∣x ∈ X) iнверсна до неї визначається
таким чином

α−1 =
(xα
x
| x ∈ Domα

)
⊕
(y
∅
| y ∈ X \Domα

)
Тут символом ⊕ позначено пряму суму перетворень, що дiють на множинах
якi не перетинаються. Для перетворень α ∈ PT (X) , β ∈ PT (Y ) , X∩Y = ∅ ,
їх пряма сума α⊕ β визначається рiвнiстю

z(α⊕ β) =
{
zα якщо z ∈ X
zβ якщо z ∈ Y

Довiльну iнверсну напiвгрупу S можна упорядкувати, поклавши для
будь-яких елементiв a, b ∈ S

a 6 b⇔ ∃e ∈ S(e2 = e) : a = eb

Лема 2. Вiдношення 6 на iнверснiй напiвгрупi S є вiдношенням частко-
вого порядку.

Доведення – очевидна перевiрка умов часткового порядку.
Для симетричної iнверсної напiвгрупи IS(X) маємо таке твердження

Теорема 2. В симетричнiй iнверснiй напiвгрупi IS(X) , α 6 β тодi й
лише тодi, коли α ⊆ β .
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Доведення. Досить пересвiдчитись, що для вiдношень α, β ∈ IS(X) ⊂ B(X)
нерiвнiсть α 6 β має мiсце тодi й лише тодi коли α ⊆ β . Нехай α, β еле-
менти напiвгрупи IS(X) i α 6 β . Тодi в множинi X iснує пiдмножина C
для якої α = ιCβ . Якщо (x, y) ∈ α , то iснує такий елемент z ∈ X , що
(x, z) ∈ ιC , (z, y) ∈ β . Тобто x = z ∈ C i також (x, y) ∈ β . А тому α ⊆ β .

Навпаки, нехай α ⊆ β мiстить елемент ιDom(α)β . Тодi

(x, y) ∈ α⇒ (x, x) ∈ ιdom(α), (x, y) ∈ β ⇒ (x, y) ∈ ιdom(α)β,

i тому α ⊆ ιdom(α)β . Виходячи з оберненого включення, вважаємо, що
(x, y) ∈ ιDom(α)β . Тодi x ∈ Dom(α) i (x, y) ∈ β . Тобто iснує xα ∈ X та-
кий, що (x, xα) ∈ α ⊆ β . З того, що β є частковим вiдображенням маємо
xα = y . Тобто (x, y) ∈ α .

Ми показали, що α = ιDom(α)β i остаточно α 6 β в IS(X) .

Висновки
В роботi розглянутi деякi регулярнi напiвгрупи напiвгруп часткових та

повних перетворень скiнченої множини на яких зберiгається бiнарне вiдно-
шення.
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ДОСЛIДЖЕННЯ IМОВIРНIСНИХ АЛГОРИТМIВ
ТЕСТУВАННЯ ПРОСТОТИ ЧИСЕЛ

Описанi декiлька класичних iмовiрнiсних алгоритмiв для визначення простоти числа. На
прикладi тестiв Ферма та Соловея-Штрассена дослiджено, наскiльки ефективними є та-
кi тести. Розглянуте питання забезпечення необхiдної точностi визначення простоти при
використаннi таких тестiв.

Ключовi слова: iмовiрнiсний алгоритм, простi числа, псевдопростi числа, слабо
псевдопростi числа, ефективнiсть тесту.

Вступ
Iз появою у 1976 роцi iдеологiї вiдкритого ключа та з розвитком можли-

востей обчислювальної технiки в криптографiї почали активно використову-
вати фундаментальнi результати теорiї чисел i сучасної алгебри. Так однiєю
з головних обчислювальних задач сучасної криптографiї є задача пошуку
великих простих чисел.

Бiльшiсть сучасних асиметричних криптосистем так чи iнакше викори-
стовують великi простi числа. Саме вони добре пiдходять для побудови одно-
стороннiх функцiй. Нагадаємо, що одностороннiми називають такi функцiї,
якi легко обчислюються для довiльного вхiдного значення, але аргумент при
заданому значеннi функцiї знайти важко. Такi задачi, як обчислення дискре-
тного логарифму, або розклад на множники, можуть бути використанi при
побудовi одностороннiх функцiй i традицiйно вважаються складними.

Наведемо перелiк криптосистем та алгоритмiв, в яких використовуються
простi числа:

• обмiн ключами за Дiффi-Хелманом;
• криптосистема RSA (шифрування та пiдпис);
• алгоритм цифрового пiдпису DSA;
• схема Ель-Гамаля;
• криптосистема Рабiна;
• криптографiя на елiптичних кривих, зокрема ГОСТ Р 34.10-2001.

c⃝ Рябухо О.М., Турка Т.В., 2013
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В них на перший план виходить порядок чисел, з якими доводиться пра-
цювати. Такi числа повиннi бути достатньо великими, щоб забезпечувати
криптоаналiтичну стiйкiсть використовуваного алгоритму. В той же час, їх
потрiбно генерувати порiвняно швидко. Це обумовлює важливiсть побудови
ефективних алгоритмiв для перевiрки великого випадкового числа на просто-
ту (випадковiсть обраного числа теж є важливою для забезпечення стiйкостi).
Всi такi алгоритми можна подiлити на двi групи: детермiнованi та iмовiрнi-
снi. Першi встановлюють простоту числа математично строго, i, як правило,
потребують багато часу для перевiрки, в той час як другi просто мiнiмiзують
iмовiрнiсть похибки у визначеннi простоти пiсля кожного послiдовного свого
запуску.

Постановка задачi.
Сформулюємо основнi напрямки, у яких розвивається проблема пошуку

великих простих чисел.
1. Для заданого великого натурального числа n з’ясувати, чи є воно про-

стим. Можна послiдовно перебирати простi числа меншi за задане число (то-
чнiше меншi за

√
n ), щоб знайти всi його дiльники. Тодi набуває актуаль-

ностi не стiльки час роботи алгоритму, як його асимптотична поведiнка при
зростаннi кiлькостi цифр числа n . Довгий час задача перевiрки числа на
простоту була яскравим прикладом задачi, яка ефективно розв’язується iмо-
вiрнiсними алгоритмами, а не детермiнованими. Нарештi в 2002 роцi iндiйськi
математики Агравал, Кайал i Саксена [2] запропонували детермiнований по-
лiномiальний алгоритм.

2. Знайти велике просте число. Найбiльшi простi числа, знайденi на сьо-
годнi, мають спецiальний вигляд. Для чисел спецiального вигляду розробле-
нi алгоритми перевiрки на простоту, якi не застосовнi до звичайних чисел.
Такi числа не можна вважати випадковими, i вони майже не застосовую-
ться в асиметричних криптосистемах. Наприклад, числа Мерсенна, це чи-
сла виду Mp = 2p − 1 . На початку лютого 2013 року математик Кертис
Купер, участник проекту обчислень GIMPS (Great Internet Mersenne Prime
Search), знайшов 48-е просте число Мерсенна. Десятковий запис такого числа
має 17 425 170 знакiв.

3. Знайти велике випадкове просте число. В цьому випадку ми тестує-
мо рiзнi випадковi числа заданої складностi (пiд складнiстю маємо на увазi
кiлькiсть знакiв в бiнарному записi числа), аж поки не натрапимо на просте.
Якщо наш алгоритм дає негативну вiдповiдь, або просто занадто довго пере-
вiряє вибране число — ми мiняємо його на якесь iнше — з надiєю на те, що
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для нього алгоритм працюватиме ефективнiше.
4. Знайти просте число, яке буде дiльником заданого натурального чи-

сла, або, бiльш загально, розкласти задане натуральне число на множники.
Ця задача найчастiше постає в криптоаналiзi, i в деякому сенсi є узагальнен-
ням першої — адже якщо нам не вдалося знайти жодного власного дiльника
числа p — це i означає, що воно просте. Насправдi, розкласти число на мно-
жники набагато складнiше, нiж перевiрити його на простоту — iснування
полiномiального алгоритму для розкладу числа на множники не доведене.

Зосередимося на третiй проблемi, яка, по сутi, є послiдовним застосуван-
ням першої. Формалiзуємо задачу.

Дано натуральне число p . Встановити, чи буде воно простим, за допомо-
гою деякого алгоритму. Якщо алгоритм безсилий, то мiняємо число на iнше,
бо для нас важливiше знайти хоча б одне таке просте число. Найважливi-
шим критерiєм якостi нашого алгоритму буде час його виконання. Цей час
можна суттєво зменшити, якщо використовувати iмовiрнiснi методи перевiр-
ки. Iмовiрнiснi тести працюють набагато швидше детермiнованих, але мають
певний недолiк. Пiсля позитивного проходження числом тесту, залишається
iмовiрнiсть того, що воно насправдi складене.

Вимоги до iмовiрнiсного алгоритму перевiрки простоти.
1. З самого початку ми вважаємо, що число просте, а за допомогою ал-

горитму спробуємо встановити, чи є воно складеним (встановити непростоту
числа значно легше, нiж простоту).

2. Алгоритм встановлює, чи число просте, але може помилитись — тобто
вiн на складене число може сказати, що воно просте.

3. Алгоритм залежить вiд параметра, який вибирається щоразу випадко-
вим. Таким чином, ми можемо застосовувати алгоритм багато разiв з рiзними
значеннями параметра, i з кожним наступним застосуванням алгоритму, iмо-
вiрнiсть того, що дослiджуване число є складеним, повинна зменшуватись.

4. Коли параметр пробiгає всю наперед визначену параметричну множи-
ну, то наш iмовiрнiсний алгоритм перетворюється на детермiнований — тобто
ми можемо стверджувати, що дослiджуване число насправдi просте.

Алгоритм часткового дiлення.
Можна розглядати алгоритм часткового дiлення як iмовiрнiсний тест. Не-

хай нам треба перевiрити простоту числа n . Ми перевiряємо, чи не дiлиться
воно на жодне з чисел 2, 3, ..., a. В цьому випадку a виступає параметром, а
параметричною множиною буде 2, 3, ..., [

√
n] . Коли a пробiгає всю множину

параметрiв, то тест стає детермiнованим. Зрозумiло, навряд чи можна го-
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ворити про ефективнiсть цього тесту, якщо ми плануємо перевiряти за його
допомогою дуже великi числа. Але перед перевiркою даного числа на просто-
ту за допомогою малої теореми Ферма та iнших методiв доцiльно провести
базове дослiдження на наявнiсть малих простих дiльникiв. Це дає можливiсть
суттєво скоротити час пошуку простого числа, у випадку, коли нас цiкавить
знаходження хоча б одного такого числа (ця проблема постає в короткочасних
процедурах шифрування, коли час кодування-декодування для нас вiдiграє
бiльшу роль, нiж час, який потрiбен для криптоаналiзу).

Алгоритм базового методу може бути представлений наступними крока-
ми:

1. Задаємо l — нижню межу дiапазону, в якому повинне знаходитись
просте число.

2. Задаємо u — верхню границю дiапазону, в якому повинне знаходитись
просте число.

3. Перевiряємо коректнiсть задання дiапазону 2 < l 6 u.
4. Пiдраховуємо максимальну кiлькiсть спроб r ← 100([log2 u] + 1).
5. r ← r − 1.
6. Якщо r < 0 , то лiмiт спроб вичерпано (подiя має дуже малу ймовiр-

нiсть, i на практицi майже нiколи не зустрiчається. В тому разi, коли це все
ж сталося, треба просто перезапустити тест).

7. Вибираємо в заданому iнтервалi 1 6 n 6 u випадкове число n.
8. Якщо n менше за 2000, то тестування виконується методом пробно-

го дiлення на всi вiдомi простi числа, меншi за n (такi числа називаються
табульованими).

9. Якщо n бiльше за 2000, то тестування виконується методом пробного
дiлення на всi простi числа, меншi за 2000. Якщо дiльник iснує, то переходимо
до кроку 5.

10. На цьому кроцi можна приступати до перевiрки числа n на простоту
iншим методом (який не пов’язаний з методом часткового дiлення).

11. Якщо тест негативний (n виявилось складеним), переходимо до кро-
ку 5.

12. Якщо тест позитивний, то ми згенерували просте число, що нам i було
потрiбно.

Ключовим в цьому тестi являється пункт 9. Вiн дозволяє вiдкинути 85%
чисел перед запуском обраного нами алгоритму для дослiдження простоти.
Слiд вiдмiтити, що ефективнiсть часткового дiлення нiяк не залежить вiд
основного алгоритму (який запускається на кроцi 10). Очевидна доцiльнiсть
застосування часткового дiлення.
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Псевдопростi числа.
Псевдопростим числом називають складене натуральне число, яке має де-

якi властивостi простих чисел. Iснування псевдопростих чисел перешкоджає
роботi алгоритмiв, якi використовують тi чи iншi властивостi простих чисел.

Згiдно малої теореми Ферма для довiльного простого числа p та для до-
вiльного натурального числа n , взаємнопростого з p , має мiсце конгруенцiя:

ap−1 ≡ 1(mod p). (1)

На основi цiєї теореми можна побудувати досить потужний тест на простоту.

Тест Ферма. Для n > 1 вибираємо a > 1 , i обчислюємо an−1(mod n),
якщо результат не 1, то n складене, якщо 1, то n — псевдопросте за основою
a або псевдопросте число Ферма. Деякi складенi числа є псевдопростими за
будь-якою основою. Це так званi абсолютно псевдопростi числа, їх ще на-
зивають числами Кармайкла. Ситуацiя, коли дослiджуване число виявиться
абсолютно псевдопростим, дуже малоймовiрна, але формально ми не можемо
її опускати.

Ефективнiсть тесту Ферма для слабо псевдопростих чисел.
Дослiдимо, наскiльки ефективним є тест Ферма для чисел, якi не є чи-

слами Кармайкла. Такi числа будемо називати слабо псевдопростим.
Позначимо за W множину всiх значень параметра a , для яких n про-

ходить тест на простоту за Ферма, тобто:

W = {a ∈ N : an−1 ≡ 1(mod n)}. (2)

Оскiльки, за нашим припущенням, n не являється абсолютно псевдопро-
стим, то |W | < |Z∗n| — тобто W не може збiгатись зi всiєю мультиплiка-
тивною групою Z∗n лишкiв, взаємнопростих з n . Легко зрозумiти, що W -
пiдгрупа групи Z∗n , тому

|Z∗n|
|W |

> 2. (3)

Це означає, що серед елементiв параметричної множини нашого iмовiр-
нiсного тесту максимум половина призводить до продовження прогонки (всi
лишки з Z∗n \W зразу покажуть, що n не є простим). Звiдси негайно слiдує,
що пiсля k прогонок тесту Ферма для слабо псевдопростого числа iмовiрнiсть
похибки в визначеннi простоти числа n становитиме не бiльше 2−k (звичайно
ж, за умови випадкового вибору лишкiв з параметричної множини).

Таким чином, тест Ферма є ефективним для чисел, якi не є абсолютно
псевдопростими — ми можемо iз як завгодно великою точнiстю встановлю-
вати простоту таких чисел. Проблема лише в тому, що слiд спершу вiдсiяти
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числа Кармайкла, а це майже нереально для тих порядкiв чисел, якi зараз
застосовуються в криптографiчних протоколах.

Тест Соловея-Штрассена
Розглянемо тест, який будується на узагальненнi малої теореми Ферма.

Використовуємо критерiй Ейлера.

Твердження 1. Для довiльного непарного n наступнi умови еквiвалентнi:
1 . n — просте;
2 . для довiльного a ∈ Z виконується конгруенцiя:

a
n−1
2 ≡

(
a

n

)
(modn). (4)

Цей критерiй дає нам змогу використати наступний iмовiрнiсний тест.

1. Вибираємо U — коефiцiєнт точностi (чим бiльший цей коефiцiєнт, тим
вища точнiсть встановлення простоти n ).

2. k ← 1.

3. Вибираємо з впорядкованого по величинi масиву простих чисел k — не
просте число.

4. Перевiряємо, чи виконується конгруенцiя (4).

5. Якщо конгруенцiя не виконується, то вiдповiдь «n — складене».

6. Якщо конгруенцiя виконується, то k ← k + 1 .

7. Якщо k < U , то переходимо до третього кроку.

8. Якщо k > U , то вiдповiдь: «n — псевдопросте з iмовiрнiстю 1− 2−U ».

Легко бачити, що цей тест задовольняє вимоги ефективного iмовiрнiсно-
го тесту на простоту: множиною параметрiв виступають простi числа, меншi
за
√
n , i пiсля кожного прогону тесту iмовiрнiсть того, що тест неправиль-

но визначив простоту числа, зменшується вдвiчi. При цьому тест Соловея-
Штрассена позбавлений головного недолiку тесту Ферма — для всiх нату-
ральних n багатократна прогонка тесту зменшує iмовiрнiсть похибки до ну-
ля.

Слiд також вiдмiтити головний недолiк тесту Соловея-Штрассена — це
час його виконання. Якщо пiднесення до степеня за модулем можна здiй-
снити за порiвняно малий час, то про обчислення символу Лежандра цього
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сказати не можна. Проблема ускладнюється необхiднiстю проводити тест де-
кiлька разiв — тим бiльше, чим меншу iмовiрнiсть похибки ми вважаємо за
прийнятну.

Спробуємо формалiзувати задачу. Нехай для нас прийнятна iмовiрнiсть
похибки ϵ . Для її забезпечення нам достатньо k прогонок тесту, де 2−k < ϵ .
Ми можемо суттєво зменшити час, необхiдний для забезпечення достатньої
точностi визначення простоти, якщо покращимо оцiнку

|Z∗n|
|W |

> 2 (5)

замiнивши двiйку на якесь бiльше число.
Бачимо, що надто велика кiлькiсть прогонок тесту Соловея-Штрассена,

необхiдна для досягнення прийнятної точностi оцiнювання простоти вели-
ких натуральних чисел, робить його практично не застосовним. Проте, тест
допускає модифiкацiї, якi дозволяють оптимiзувати кiлькiсть його послiдов-
них застосувань для досягнення заданої точностi. Подальша оптимiзацiя те-
сту Соловея-Штрассена реалiзована в iмовiрнiсних тестах Леманна, Мiллера-
Рабiна. Цi тести детально розглянутi в [4].

Оцiнки швидкостi алгоритмiв
Наведемо емпiричнi оцiнки швидкостi алгоритмiв (кiлькiсть операцiй, не-

обхiдних для проведення одного циклу тесту), описаних в цiй роботi. Такi
оцiнки найчастiше подаються у виглядi деякої функцiї вiд числа, що пере-
вiряється, i мiстять в собi деякi константи, чисельне значення яких для нас
неважливе — адже, має значення лише асимптотика цiєї функцiї при збiль-
шеннi порядку дослiджуваного числа. Доведення цих оцiнок не приводиться,
оскiльки воно опирається на деякi нетривiальнi факти теорiї алгоритмiв. Де-
тально методи отримання оцiнок такого роду описанi в книзi [6].

1. Для тесту на основi часткового дiлення кiлькiсть операцiй для повної
перевiрки числа n на простоту не перевищує C

√
n для деякої константи

C > 0 . Ця оцiнка слiдує з того, що для кожного часткового дiлення по-
трiбна лише скiнченна кiлькiсть операцiй (для нас потрiбно, щоб вона не
залежала вiд n ). На практицi, вже для чисел порядку 1030 отримуємо таку
кiлькiсть операцiй, яку не здатний виконати за прийнятний час найпотужнi-
ший комп’ютер. Для iмовiрнiсної модифiкацiї тесту часткового дiлення час
залежить вiд потужностi параметричної множини, яка забезпечує задану то-
чнiсть перевiрки простоти. В розглянутому нами прикладi ця множина має
потужнiсть O(log n) .
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2. Для тестiв Ферма та Соловея-Штрассена кiлькiсть операцiй оцiнюється
числом O(log n)3 , тобто є полiномiальною функцiєю вiд кiлькостi знакiв чи-
сла n . Необхiднiсть запускати цi тести велику кiлькiсть разiв збiльшує цю
оцiнку до O(log n)4 — вiдповiдно до потужностi параметричної множини.

В той же час, найшвидшi детермiнованi тести показують значно гiршi
результати. Полiномiальний алгоритм, запропонований Агравалом, Кайялом
та Саксеною, дає результат O((log n)

15
2 ).

Висновки
Дослiдження алгоритмiчних проблем теорiї чисел є актуальним з часу

винайдення перших криптосистем з вiдкритим ключем. Причому важливим
є як удосконалення самих криптографiчних алгоритмiв та методiв генера-
цiї простих чисел, так i дослiдження стiйкостi цих алгоритмiв з точки зору
криптоаналiзу. Використання iмовiрнiсних тестiв дає нам суттєвий виграш
в швидкостi. Значення похибки при встановленнi простоти числа, яке отри-
мується вже пiсля невеликої кiлькостi прогонок тестiв, може задовольнити
навiть вибагливого криптографа.
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ФОРМУВАННЯ НАНОСТРУКТУР У
МОНОКРИСТАЛIЧНОМУ ГЕРМАНIЇ ЗА УМОВИ

ДИСЛОКАЦIЙНО-ПОВЕРХНЕВОЇ ДИФУЗIЇ

Предметом розгляду даної роботи є структури обмежених розмiрiв величиною порядку
декiлькох нанометрiв та технологiчнi методи, якi уможливлюють цiлеспрямоване створе-
ння таких об’єктiв i керування їхнiми властивостями. В роботi показана нова можливiсть
утворення низькорозмiрних атомних структур на поверхнi Ge , властивостi яких вивче-
нi за методами атомно-силової мiкроскопiї та раманiвської спектроскопiї комбiнацiйного
розсiювання свiтла.

Ключовi слова: наноструктура, поверхня, дифузiя, дислокацiя.

Вступ
Iнтерес до нанокластерiв Ge пов’язаний з успiхами в розробцi техноло-

гiй отримання достатньо однорiдного за розмiром масиву острiвцiв. Розмiри
нанокластерiв вдалося зменшити до значень, якi забезпечують прояв ефекту
розмiрного квантування навiть при кiмнатнiй температурi [1]. Якщо розмiри
системи порядку довжини хвилi де-Бройля вiльного електрона в усiх трьох
напрямках, то такi об’єкти називають квантовими точками, 0D (dimensional)
структурами. Їх аналогами можуть бути нановключення другої фази в кри-
сталiчнiй чи будь-який iншiй матрицi, а також рiзноманiтнi штучнi ансамблi
часток нанорозмiрiв. Такi системи називають надгратками.

Серед сучасних технологiчних методiв одержання ансамблiв квантових
точок можна вирiзнити три порiвняно самостiйнi пiдходи до розв’язання цiєї
задачi. Два iз них розвивають iдеї, що закладенi в основi технологiї вирощува-
ння квантових шарiв i квантових ниток, третiй ґрунтується на використаннi
пiдходiв i можливостей колоїдної хiмiї.

c⃝ Надточiй В.О., Уколов О.I., Хорунжа I.О., Полтавцев М.А., 2013
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У перших двох методах за основу беруть можливостi сучасної молекуляр-
но-променевої епiтаксiї контрольованого, заздалегiдь заданого нанесення
будь-якої кiлькостi довiльного матерiалу на пiдкладку. Далi цi пiдходи вiд-
рiзняються використанням рiзного ступеня узгодження параметрiв кристалi-
чної гратки нарощуваного шару i пiдкладки.

В данiй роботi ставилося завдання дослiдити явище формування нано-
структур Ge за рахунок дифузiї уздовж лiнiї виходу на поверхню дислока-
цiйних напiвпетель при створеннi градiєнта напруження i з’ясувати можли-
востi їх практичного використання. Численнi експериментальнi та теоретичнi
дослiдження дифузiї уздовж дислокацiй i малокутових границь свiдчать про
наявнiсть у них прискореного перенесення. Прискорення дифузiї уздовж дис-
локацiї найчастiше пояснюють наявнiстю вакансiй, концентрацiя яких значно
вища, нiж в об’ємi [2].

Основна частина
Розглянемо дислокацiйну напiвпетлю (рис.1), кiнцi якої орiєнтованi пiд

великим кутом в мiсцях виходу на поверхню пiд дiєю сил дзеркального зо-
браження та лiнiйного натягу. Якщо дислокацiя створена в кристалi германiя
деформуванням при 300K , то закрiплена точковими дефектами, практично
не мiстить домiшкової атмосфери [3-5], а її поле напруження σ(r) розповсю-
джується на вiдстань r 6 0, 5мкм вiд ядра [5]. Напрямок дифузiйних потокiв
вакансiй i мiжвузловинних атомiв в кристалi може визначатися зовнiшнiм ме-
ханiчним впливом. У такому випадку роль сили f , що видiляє переважний
напрямок дифузiї точкових дефектiв у твердому тiлi, вiдiграє величина, яка
пропорцiйна градiєнту напруження ▽σ . Дiюча на вакансiю сила спрямована
у напрямi градiєнта напруження, тобто у напрямi бiльш стисненої частини
кристала, а дiюча на мiжвузловинний атом сила спрямована у зворотньо-
му напрямку [6]. При згинаннi кристала з’являється можливiсть дифузiйно-
го перемiщення мiжвузловинних атомiв уздовж дислокацiї на поверхню, яка
розтягується; у зворотньому напрямку буде вiдбуватися перемiщення вакан-
сiй. Неоднорiдний розподiл напружень при стисканнi i їх концентрацiя часто
спостерiгається бiля ребер зразка.

Оскiльки мiжвузловинний атом переносить атомний об’єм (+a3) , а вакан-
сiя переносить об’єм (−a3) , то густина сумарного «потоку об’єму речовини»
має вигляд [6]

j = cvUv + ciUi ∼
a3

kT
(cvDv + ciDi)∇σ, (1)

де cv i ci - рiвноважнi концентрацiї вакансiй i мiжвузловинних атомiв в
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кристалi,Uv i Ui - середнi дрейфовi їх швидкостi, а Dv и Di - вiдповiднi ко-
ефiцiєнти дифузiї. Якщо покласти cvDv + ciDi= cD , то густина дифузiйного
«потоку об’єму речовини» буде визначатися за порядком величини формулою
[6].

j ∼ cD

(
a3σ

kT

)
. (2)

В цiй формулi
D = D0 exp(−Q/kT ), (3)

де Q - енергiя активацiї дифузiї. Для кристалiв з дуже малим вмiстом до-
мiшки D має сенс коефiцiєнта самодифузiї. При зовнiшньому механiчному
впливi на кристал можуть створюватися градiєнти напружень i, вiдповiдно,
потоки об’єму речовини як уздовж дислокацiї на поверхню jd , так i вздовж
поверхнi js (рис.1).

Рис. 1: Стабiлiзована дислокацiйна напiвпетля бiля поверхнi

Розглянемо спочатку можливiсть використання формул (1) i (2) для оцiн-
ки jd уздовж дiлянок дислокацiї, орiєнтованих пiд великим кутом до поверх-
нi. Для цього додатково потрiбно буде взяти до уваги ряд особливостей стру-
ктурного стану приповерхневого шару [4], наявнiсть градiєнта напруження у
мiсцi виходу пружного поля дислокацiї на поверхню [5], вiдмiнну рису стру-
ктури ядра в дислокацiйних областях кристалiв з пухкою упаковкою типу Ge
i Si [7]. Кiлькiснi дослiдження дифузiї уздовж дислокацiй в германiї i крем-
нiї показали [8], що, як i у випадку звичайної об’ємної дифузiї (3), коефiцiєнт
дифузiї уздовж дислокацiї експоненцiально залежить вiд температури (4)

Dd = D0d exp

(
Qd

kT

)
(4)

Однак передекспоненцiйний множник D0d у цьому випадку на три по-
рядки бiльший, нiж для об’ємної дифузiї, а енергiя активацiї Qd ≈ 0.8Q , де
Q - енергiя активацiї в об’ємi при T > 650C0 Dd перевищує D на чотири-
п’ять порядкiв. Тому в [8] наголошується, що в лiтературi вiдсутнi надiйнi
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кiлькiснi данi щодо канальної дифузiї, якi можна було б використовувати
для конкретних розрахункiв. Разом з тим можна припустити, що при наяв-
ностi градiєнта напружень дифузiйний потiк jd може значно перевищувати
jv в об’ємi внаслiдок порушень кристалiчної структури поблизу дислокацiї
[2], а також бiльш високої рiвноважної концентрацiї точкових дефектiв i ко-
ефiцiєнта дифузiї у приповерхневому шарi [4]. Якщо кристал пiддавати ста-
тичному навантаженню i одночасно обробляти ультразвуком (УЗ), то коефi-
цiєнти дифузiї в його приповерхневому шарi можна збiльшити додатково на
1-2 порядки [4]. Наприклад, у приповерхневому шарi монокристала Ge при
деформацiї стисканням Ds = 10−4exp(−0.2/kT ) i при T = 300K складає
Ds = 4.3 · 10−8см2/c . Тому можна очiкувати, що в деформованому кристалi
буде iснувати дифузiйне перенесення речовини сумарним потоком j= jd+ js
при наявностi градiєнта напруження уздовж дислокацiї i уздовж поверхнi.
Залежно вiд спiввiдношення дифузiйних потокiв jd i js речовини можна
отримати рiзнi за формою структури на поверхнi.

1. Забезпечували умову jd ≫ js при кiмнатнiй температурi для дислока-
цiй в приповерхневому шарi на сторонi розтягу зразка поблизу бiчного ребра.
У мiсцi виходу дислокацiї на поверхню утворилася лунка (рис.2,а) за раху-
нок виходу атомiв на поверхню (112) i одночасно уздовж поверхнi в напрямку
[111] спаду напруги (показано стрiлкою) вiд бiчного ребра. В результатi у пе-
ренапруженнiй областi на поверхнi поряд з лункою сталося самоорганiзоване
зростання острiвця пiрамiдальної форми (рис.2). Контур дислокацiйної ямки
на поверхнi i острiвець в основi на цiй площинi (112) мають гексагональну
форму. В результатi сканування зонда атомно-силового мiкроскопа (ACM) че-
рез дно лунки i вершину острiвця встановлено рiвнiсть площ мiж прямою се-
реднього рiвня поверхнi i лiнiями границь ямки i острiвця (рис.2, б). Рiвнiсть
об’ємiв дислокацiйної ямки i острiвця свiдчить про те, що самоорганiзоване
зростання пiрамiдального острiвця вiдбувалося в результатi його добудови,
в основному, атомами кристала, що перебували в об’ємi дислокацiйної ямки.
Тому роль складової дифузiйного потоку js у цьому процесi була незначною,
а дiя горизонтальної складової сили проявилася у створеннi перенапруженної
областi поряд з ямкою, яка була концентратором напруження. Таке перена-
пруження може зростати до певного часу у мiру поглиблення ямки. Розподiл
напруження поблизу поглиблення кругової форми в макрозразку є складним
завданням теорiї пластичностi. Для цiєї задачi може бути прийнята спроще-
на модель, якщо розглядати лише тонкий шар зразка з отвором, а вплив
пружного поля дислокацiї при достатнiй глибинi ямки не враховувати. Iснує
розв’язок подiбної задачi для тонкої пластини з круговим вирiзом по краях,
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що розтягується (або стискається) зовнiшньою силою F [9]. Її аналiтичне рi-
шення показує, що за умови пластичностi Мiзеса поблизу кругової частини
вирiзу деформованої пластини поле напружень поширюється вiд границi ви-
рiзу на вiдстань, що дорiвнює приблизно його дiаметру. Висновки цiєї теорiї
добре узгоджуються з результатами експерименту на рис. 2.

Рис. 2: а - структура на поверхнi Ge пiсля деформування згинанням при σm = 80МПa
упродовж 24 год; б - профiлограма при скануваннi зонда АСМ крiзь дно лунки i вершину

острiвця

Таким чином можна вважати, що рiст острiвця вiдбувався на деформо-
ванiй поверхнi кристала, тому рушiйною силою його утворення є рiзниця в
перiодах решiтки перенапруженної частини поверхнi поблизу ямки i нарощу-
ваного острiвця [10]. За нашими оцiнками параметр неузгодженостi (рiзниця в
перiодах решiтки в системi острiвець-пiдкладка) з урахуванням концентрацiї
напружень поблизу ребра i ямки складав △a > 2%, що було достатньо для
формування тривимiрних острiвцiв нанометрових розмiрiв — квантових то-
чок [10,11]. Вiдомо [12], що використання згину для випробувань на механiчну
мiцнiсть при кiмнатнiй температурi зручно тим, що дозволяє досягати досить
значних пружних деформацiй напiвпровiдникових кристалiв, зокрема, для
кремнiю i германiю близько 2% i бiльше. Типовими представниками напiв-
провiдникових структур з розбiжностями мiж перiодами решiток △a>2%,
використовуваних в електронiцi та оптицi, є гетеросистеми типу Ge/Si(100)
(△a ≈4% ) [10, 13], InxGa1−xAs/GaAs(100) (△a ≈ 3.5%) [14], якi вирощу-
ються в режимi Странського-Крастанова [13]. Якщо параметр неузгоджено-
стi досить великий, то релаксацiя напружень через утворення тривимiрних
острiвцiв вiдбувається ранiше, нiж утворення дислокацiй невiдповiдностi [10].
Вимiрювання залишкових напружень пiсля навантаження нами було прове-
дено на гребенях, сформованих iз сукупностi тривимiрних наноострiвцiв на
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стадiї дозрiвання при T = 300K [15]. Використовували методику раманiв-
ського комбiнацiйного розсiювання свiтла [16, 17]. Спектри мiкро-КРС бу-
ли отриманi при кiмнатнiй температурi в геометрiї оберненого розсiювання
з використанням спектрометра Horiba Jobin Yvon T64000 з конфокальним
мiкроскопом UV-Visible-NIR Olympus BX41. Збудження спектрiв КРС здiй-
снювали Ar-Kr-лазером (довжина хвилi збудження λexc=488нм). При вимi-
рюваннях КРС лазерний промiнь фокусувався на зразку в плямi дiаметром
< 1мкм. Латеральне картографування фононних спектрiв КРС структури
забезпечувалося перемiщенням п’єзоелектричного керованого столика з кро-
ком 0.1мкм поперек гребеня. Точнiсть визначення частоти фононної лiнiї
становила 0.15 см−1 . У спостережуваних нами спектрах КРС не було вияв-
лено суттєвих змiщень максимуму iнтенсивностi смуги по частотi, що свiд-
чить про вiдсутнiсть залишкових напружень у вирощенiй структурi.

2. У другому експериментi зразок випробовували в умовах згинання при
рiзних температурах. На першому етапi отримували структуру типу лунка -
острiвець при кiмнатнiй температурi (рис.2,а), а потiм продовжували дефор-
мувати при пiдвищенiй T = 490К. Деформування зразка з одночасним УЗ
опромiненням стимулювало створенню шорсткостi поверхнi [11], зростанню
коефiцiєнта дифузiї Ds та виконанню умови js > jd . Цей процес сприяв
заростанню ямки поблизу острiвця (рис.3).

Рис. 3: а - острiвець на поверхнi Ge , який створений пiсля деформування згинанням
при σm = 80МПa упродовж 10 год i потiм при T = 490K упродовж 3 год при такому ж

напруженнi; б - профiлограма острiвця

3. На зразках Ge , деформованих одновiсним стисканням при бiльш ви-
сокiй температурi T = 570K, вiдбувалося подальше збiльшення шорсткостi
поверхнi, потокiв js i jd , що призводило до зриву нуклеацiї острiвця побли-
зу лунки. Дифундуючi уздовж дислокацiї атоми пiсля виходу на поверхню
без закрiплення вiдразу переносились на значнi вiдстанi пiд дiєю градiєнта

Випуск №3, 2013 73



Фiзика

напруження. На рис.4,а видно тiльки ямки в мiсцях виходу напiвпетлi i вiд-
сутнiй острiвець. Форма ямок спотворена внаслiдок iнтенсивної поверхневої
дифузiї, що проявляється i на профiлограмi рис.4,б.

Рис. 4: а - лунки у мiсцi виходу дислокацiйної напiвпетлi, якi утворилися на бiчнiй по-
верхнi зразка Ge бiля торця пiсля одновiсного стискання; б - профiлограма лунки

Рис. 5: Масив наноострiвцiв, який утворений на сторонi розтягу зразка Ge при згинаннi
з одночасним УЗ опромiненням при 490К; з цього ж масиву один острiвeць показаний на

рис.3,а

Серед низки вимог, що пред’являються до масивiв напiвпровiдникових
квантових точок для приладного застосування, є зменшення їх дисперсiї —
розкиду розмiрiв навколо середнього радiуса. Масиви острiвцiв, в яких за-
родження i рiст лiмiтується дислокацiйною дифузiєю, можуть мати бiльш
вузький розподiл за розмiрами, що спостерiгалося в експериментi [18, 19] i
обговорювалося в [20]. На рис.5 наведено масив наноострiвцiв, отриманий на-
ми на основi використання явища масопереносу при наявностi градiєнта ме-
ханiчного напруження. Подiбного виду структури можна отримувати в тем-
пературному iнтервалi (300− 500)K при збереженнi незмiнної морфологiї.

Висновки
1. Показано, що деформування монокристалiв Ge з одночасним УЗ опро-

мiненням при температурах нижче вiд 0.35Tmelt (Tmelt - температура плав-
лення) призводить до зародження дислокацiйних петель, уздовж яких при
наявностi градiєнта напружень вiдбувається прискорене перенесення атомiв
на поверхню. Таке дифузiйне масоперенесення супроводжується утворенням
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лунки у мiсцi виходу дислокацiї на поверхню i ростом пiрамiдального острiв-
ця на перенапруженнiй поверхнi з атомiв перенесеного матерiалу. Рушiйною
силою самоорганiзованного росту є напруження, що виникає при неузгодже-
ностi параметрiв ґратки на перенапруженiй поверхнi поблизу ямки i в основi
острiвця.

2. Використання раманiвського комбiнацiйного розсiювання свiтла дозво-
лило встановити, що пiсля зняття зовнiшнього деформуючого кристал тиску
залишковi напруження в наноструктурах не виявляються.

3. Запропонована методика дислокацiйно-поверхневої дифузiї може бу-
ти використана у технологiях створення низьковимiрних напiвпровiдникових
структур, в яких проявляються квантовi ефекти.
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ИССЛЕДОВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДЕФЕКТОВ В
ПОЛУПРОВОДНИКОВЫХ ПЛАСТИНАХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ

СХЕМ ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ МЕХАНИЧЕСКИХ
НАПРЯЖЕНИЙ

В работе приведены зависимости напряжений в области действия сосредоточенной силы
при трехопорном изгибе тонкой полупроводниковой пластины Ge . При выбранных разме-
рах и условиях деформирования превышение напряжений в образце вблизи концентратора
существенно на глубине до 25мкм и от него вдоль поверхности на расстоянии < 1.2мм.
Полученное методом структурного анализа распределение дефектов в приповерхностном
слое качественно согласуется с результатами электрических измерений времени жизни τ
неосновных носителей заряда. Использованный зондовый метод измерения τ может быть
рекомендован для контроля степени дефектности на малых фрагментах интегральных
схем.

Ключевые слова: напряжение, дефекты, дислокации, время жизни.

Введение
Установлено [1, 2], что около 50% отказов в микроэлектронных приборах

вызвано механическими воздействиями, возникающими в процессе производ-
ства, испытаний и эксплуатации как самого прибора, так и элементов, входя-
щих в его состав. Распределение напряжений в полупроводниковом кристалле
обусловлено совокупностью технологических операций на различных стадиях
производства интегральных схем (ИС) - от выращивания до механических ис-
пытаний готовой продукции. Комплексное исследование микропластичности
полупроводниковых кристаллов Ge при низких температурах (T < 0.35Tmelt
(Tmelt - температура плавления)) показало [3], что в зависимости от уровня
механических напряжений и способа деформирования вблизи поверхности об-
разуется дефектный слой, толщиной до 100мкм из вакансионно-примесных
кластеров и дислокаций, в то время как в толще кристалла сохраняется от-
носительное совершенство [3-6].

c⃝ Надточий В.А., Уколов А.И., Щербина И.Л., Иванов Р.И., 2013
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Поскольку размеры современных полупроводниковых структур весьма
ограничены как вдоль поверхности, так и по толщине и составляют десятки-
сотни микрометров, то такие структуры могут находиться в пределах ано-
мального дефектного слоя, образованного за счет действия концентраторов
напряжения на краях пластины или пленочного покрытия, неровностях по-
верхности, включениях, скоплениях ростовых дефектов [7, 8]. Уровень оста-
точных напряжений в ИС определяется физико-механическими характери-
стиками элементов конструкции, уровнями механических и термических воз-
действий в процессе производства и чаще всего не поддается теоретическим
расчетам. В [2] отмечается также об отсутствии практических методов произ-
водственного контроля уровней внутренних напряжений и плотности струк-
турных дефектов в ИС из-за сложности конструктивной иерархии актив-
ных и пассивных элементов, составляющей приборную структуру. В данной
работе показана возможность оценки распределения структурных дефектов
на основе электрических измерений времени жизни τ неравновесных носи-
телей заряда на поверхности деформированной трехопорным изгибом пла-
стины Ge . Параметр τ претерпевает заметное уменьшение уже при малых
плотностях дефектов, когда изменение концентрации и подвижности основ-
ных носителей заряда незначительны [9, 10]. Зондовый метод определения
τ обладает высокой степенью локальности и позволяет по распределению
структурных дефектов в напряженных областях устанавливать его корреля-
цию с полями созданных напряжений. Степень локальности метода зависит
от радиуса полусферического наконечника зонда, который может быть полу-
чен для вольфрамовой проволочки от единиц микрометров [11] до нескольких
десятков нанометров [12], так что ограничения могут определяться лишь до-
пустимой механической нагрузкой на зонд для прокалывания окисной пленки
и необходимой величиной импульса тока инжекции [13].

Основная часть
Элементарная формула для напряжений при изгибе в призматических

стержнях дает удовлетворительные результаты только на некотором рассто-
янии от точки приложения силы. Вблизи этой точки будут, однако, значи-
тельные отклонения в распределении напряжений. Для случая тонкой пла-
стины с прямоугольным сечением можно получить строгое решение для рас-
пределения напряжений, рассматривая действие на неё силы F (рис. 1) при
нагружении клином определенной ширины. Указанная модель позволяет рас-
считать концентрацию напряжений, а затем полученные результаты учесть
в схеме трехопорного изгиба (рис.2,а). Распределение напряжений (рис. 1)
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имеет цилиндрическую симметрию радиуса r [14, 15]. Выделенный элемент
поверхности A подвергается простому сжатию в радиальном направлении, а
напряжение

σr = −k
F cos θ

br
, (1)

где r - есть радиальное расстояние от точки приложения груза и b - ши-
рина пластины. Коэффициент k=π/2 определяется из того обстоятельства,

Рис. 1: Распределение напряжений в пластине под действием сосредоточенной силы F

что напряжения σr , распределенные вдоль полуокружности, показанной на
рис.1 пунктиром, находятся в равновесии с силой F . Если рассмотреть гори-
зонтальную плоскость mn , то нормальное напряжение σy , действующее по
этой плоскости, будет равно [14]

σy = σr cos
2 θ = −2F

π

cos3 θ

br
= −2F

π

cos4 θ

by
, (2)

При определении равнодействующих горизонтальных составляющих ради-
альных давлений показано [14, 15], что сосредоточенная сила F вызывает
расклинивающее действие двумя противоположными силами величиной F/π

(рис.1). В случае пластины толщиной h и шириной b эти силы, действую-
щие на расстоянии h/2 от поверхности, вызывают в срединном поперечном
сечении не только растягивающие напряжения, определяемые формулой

σ′x =
F

πhb
, (3)

но также и напряжения изгиба, даваемые выражением

σ′′x = −
Fh

2π

y

Iz
, (4)

в котором Fh/2π есть изгибающий момент, вызываемый горизонтальными
силами F/π , y - расстояние от верхней плоскости пластины, принятое поло-
жительным вниз, и Iz = bh3 /12 - момент инерции поперечного сечения.

Випуск №3, 2013 79



Фiзика

Рис. 2: Схема деформирования пластины трехопорным изгибом (а) и распределение де-
фектов вблизи концентраторов (б). На рисунке обозначено: 1 - образец Ge , 2 - акустиче-

ский излучатель

Накладывая напряжения из уравнений (3) и (4) на напряжение при трех-
опорном изгибе, определяемое по элементарной формуле для призматических
стержней, находим, что нормальные напряжения в срединном поперечном се-
чении равняются

σx =
1.5Fl

bh2
+

F

πbh
− 6Fy

πbh2
. (5)

Здесь первое слагаемое принятое равным σmax как для поверхностного слоя
в обычной формуле при изгибе стержней. Такое допущение правомерно для
данной задачи при рассмотрении концентрации напряжений в тонком припо-
верхностном слое в области действия силы F .

Распределение полных напряжений в области действия деформирующей
силы F (рис.2,а) было найдено с учетом составляющих σy (2) и σx (5), раз-
меров пластины германия ( l=17мм, b=4мм, h=0.8мм), а также величины
силы F =8Н. Результаты расчетов приведены графически на рис.3, где точка
приложения силы соответствует началу координат. При x=0 на расстоянии
от поверхности y=2мкм полное напряжение составляет σ ≈ 650MПa, но
резко снижается по мере роста y (рис.1) до значения σ ≈ 80MПa, определя-
емого первым слагаемым в формуле (5), то-есть концентрация напряжений
существенна лишь в слое, толщиной ∼ 25мкм. На расстояниях y>25мкм и
x>1.2мм полное напряжение можно определить по элементарной формуле
для балки при трехопорном изгибе.

Распределения напряжений в образце над нижними опорами можно найти
подобным способом с учетом деформирования силой величиной F/2 .
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Рис. 3: Графики полных напряжений в области приложения силы F на различных рас-
стояниях y от поверхности, мкм

Учет распределения статических и знакопеременных напряжений при
УЗ воздействии, длительности испытаний при выбранной температуре
(T = 310K ), типа источников дислокаций в выращенном кристалле Ge и
физических свойств приповерхностного слоя, а также выполненные струк-
турные исследования в данной работе и в [3-8] c помощью оптической, элек-
тронной и атомно-силовой микроскопии позволили установить следующее:

1. В приповерхностном слое, толщиной в несколько десятков нанометров
возникает массоперенос вещества вдоль поверхности, а глубже – до 5 мкм
генерируются вакансионно-приместные кластеры и дислокационные петли,
большей частью выходящие на поверхность. При наличии градиента напря-
жений диффузия атомов вдоль поверхности и вдоль дислокаций на поверх-
ность порождает образование островков или гребней нанометровой высоты
из совокупности островков [7, 8]. Этот эффект наиболее выражен вблизи кон-
центраторов напряжений.

2. В более глубоких слоях под опорами на расстоянии от поверхности до
100мкм и в тонком (до нескольких мкм) слое вдоль поверхности вдали от
опор образуются вакансионно-примесные кластеры сферической формы или
вакансионные диски вокруг ростовых включений. Их размеры, плотность и
глубина залегания зависят от уровня напряжений и пересыщения вакансия-
ми [3, 6, 16], которыми интенсивно насыщается приповерхностный слой под
действием статической загрузки и УЗ облучения.

Известно, что дефекты типа дислокаций и кластеров, как эффективные
центры рекомбинации [17], уменьшают время жизни τ неосновных носителей
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заряда (в данном случае дырок) в соответствии с зависимостью τ = A/N , где
A - константа, N - плотность дефектов. На процессы рекомбинации неравно-
весных носителей электрических зарядов, инжектируемых с металлического
зонда в кристалл, влияет сама поверхность, введенные деформированием де-
фекты приповерхностного слоя, а также ростовые дефекты в объеме кристал-
ла. Поэтому при наличии нескольких видов рекомбинации математическую
связь эффективного (измеряемого) времени жизни неосновных носителей за-
ряда τeff с временем жизни неосновных носителей заряда на поверхности
τs , в дефектном слое τl и объеме кристалла τv можно выразить формулой
[18, 19]:

1

τeff
=

1

τs
+

1

τl
+

1

τv
, (6)

Значение слагаемого 1/τs=2s/h в (6) определяется толщиной пластины h
и скоростью поверхностной рекомбинации зарядов s . Значение параметра s
в сильной степени зависит от состояния поверхности и может изменяться в
интервале 2 − 106 см/с. В данном эксперименте для уменьшения парамет-
ра s пластины Ge перед измерениями подвергались травлению в переки-
си водорода. После такой обработки s = 50 см/с [20]. Время жизни τl в
дефектном слое изменялось от 80мкс до 250мкс. Величины рассчитанного
τs = 800мкс, объемного времени жизни по сертификату для данного образ-
ца было τv = 250мкс и учитывались как постоянные. Поэтому для тонкой
пластины Ge с учетом введенных дефектов структуры время жизни в слое
τl определяли как

1

τl
=

1

τeff
− const. (7)

Значения τeff измеряли в разных точках вдоль образца с шагом 1мм по
прямой, проходящей посередине плоскости сжатия и растяжения. Резуль-
таты расчетов τl приведены на рис.4. Концентрация дефектов и толщина
дефектного слоя на плоскости растяжения максимальна в местах, где τl до-
стигает своего минимума (точки a, c, e ) и принимает значения, близкие к
τv = 250мкс в областях с незначительными структурными нарушениями.
Для верхней плоскости наблюдается только один провал вблизи точки f на
кривой τl , соответствующий области максимальной концентрации напряже-
ний (рис. 2,б и рис.3). На рис.4 представлены оптические снимки структур-
ных нарушений в разных областях на плоскости растяжения, выявленные
химическим травлением. Подбором состава травителя и режима обработки
можно выявить мелкие детали структуры типа кластеров и выходов дис-
локаций. Измерения τ можно выполнять также на готовых ИС с нанесен-
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Рис. 4: Графики изменения времени жизни τl неравновесных носителей заряда в де-
фектном слое вдоль верхней (1) и нижней (2) поверхностей пластины Ge . На вставках

приведены оптические снимки деформационных дефектов

ными активными и пассивными элементами (рис.5). Для удаления загряз-
нений на поверхности полупроводниковую пластину следует кратковременно
протравить в перекиси водорода, промыть в дистиллированной воде и вы-
сушить. Наибольшая плотность дефектов появляется обычно на границах
между структурными элементами и подложкой. Вдоль этих границ можно
устанавливать под микроскопом измерительный вольфрамовый зонд, опре-
делять τ и оценивать уровень дефектности.

Рис. 5: Изображение участия типичной безкорпусной интегральной схемы, подготовлен-
ной для выполнения измерений времени жизни носителей заряда

Випуск №3, 2013 83



Фiзика

Выводы
Таким образом, измеряя время жизни τeff неосновных носителей заря-

да на полупроводниковых структурах, можно устанавливать корреляцию с
распределением механических напряжений.

Данный метод был опробован на интегральных схемах типа KP1533,
KP132РУ4Б и других.

Предложенный метод имеет ограничения, поскольку позволяет измерять
τ от единиц до сотен микросекунд с удельным сопротивлением полупровод-
ника 10−1 − 102 Ом·см и погрешностью около 15% [12].
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Обосновывается утверждение, что междисциплинарность – характерная особенность пост-
неклассического этапа развития науки и современная форма ее фундаментальности. Это
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«Ключ к завтрешнему дню — мировоззрение,
выработанное сегодня»

Н.Н. Моисеев

«То, что мы наблюдаем — не сама природа, но
природа, открывающаяся нашему способу зада-
вать вопросы»

В. Гейзенберг
Вступление

Проблема совершенствования содержания естественнонаучного образова-
ния, преодоления отставания его от современной науки очень актуальна в
период быстрого развития последней. Однако, огромное количество появля-
ющихся теорий и экспериментальных фактов не могут быть втиснуты в со-
держание соответствующих дисциплин. Это и не нужно. Необходимо учить,
главным образом, не тому «что думать», а «как думать» с учетом миро-
понимания соответствующей эпохи. Поэтому дидактической переработке, в
первую очередь, подлежат те направления развития науки, те открытия, ко-
торые вносят новое в естественнонаучную картину мира, изменяют представ-
ления о научной рациональности. Для их выделения необходим анализ раз-
вития мировоззрения и стратегий познания.

c⃝ Шурыгина Л.С., Шурыгин Е.Г., Мелешко А.И., 2013
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Основна часть
Переход от классического этапа развития науки к неклассическому в пер-

вых десятилетиях XX века связан с появлением теории относительности (спе-
циальной и общей), квантовой механики и считается революционным.

Классическая картина мира, в основе которой лежит физика Галилея и
Ньютона, – упрощенная модель реальности, описываемой с позиции посто-
роннего, «абсолютного» наблюдателя, с позиции субъекта ей (изучаемой ре-
альности) не принадлежащего. Науку интерисуют, главным образом, состоя-
ния равновесия и устойчивости. Считалось, что свойства реальности хорошо
отображаются линейными законами (реакция системы на воздействие всегда
пропорциональна последнему). Благодаря успехам классической механики в
науке утвердился лапласовский детерминизм – возможность однозначного
определения состояния системы в любой последующий момент времени, если
известно начальное состояние. Принималась концепция пассивной природы,
подвластной детерминированным и обратимым законам. В таком мире нет
развития, не может возникнуть ничего нового.

В неклассический период развития науки было осознано, что мы изуча-
ем не «объект» сам по себе, а наше взаимодействие с ним, появилось поня-
тие относительности к средствам наблюдения, принцип неопределенности и
принцип дополнительности. Повысился гносеологический статус статистиче-
ских законов – в микромире, в квантовой механике, они объективны, а не
отражают «состояние нашего ума», наше незнание.

Достижения науки последних десятилетий XX века также связывают с
революционными изменениями в миропонимании. Теперь имеет значение не
только изучаемый объект и инструменты исследования, но и познающий
субъект. Осознано, что когнитивный опыт познающего коренится в его биоло-
гической структуре. «Мы не видим «пространство» мира, мы проживаем поле
нашего зрения. Мы не видим «цветов» реального мира, мы проживаем наше
собственное хроматическое пространство» [1, с. 20]. Появляются новые пред-
ставления о самых фундаментальных свойствах реальности – эволюции при-
родных систем и геометрии природы. Но, в связи с открытием детерминиро-
ванного хаоса, появляются и новые ограничения в познании – «горизонт про-
гноза». В центре внимания – сложные системы нано-, макро- и мегауровней
структурной организации материи. Характеризуя этот этап развития науки
лауреат Нобелевской премии И.Р. Пригожин пишет о «новом диалоге челове-
ка с природой», о переносе акцента в познании реальности от Бытия к Станов-
лению, от существующего к возникающему. Новое миропонимание связывают
с новым стилем научного мышления – нелинейным. «Нелинейное мышление
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– новый стиль мышления в современном точном естествознании» [2, с. 126].
В физической энциклопедии указано: «Все реальные физические системы
нелинейны, их можно считать линейными лишь приближенно» [3, c. 312]. В
списке В.Л. Гинзбурга особенно важных и интересных проблем в физике и
астрофизике начала XXI века под номером одиннадцать читаем: «Нелиней-
ная физика. Турбулентность. Солитоны. Хаос. Странные аттракторы» [4]. В
комментариях к этому пункту указано, что внимание к нелинейной физике
все усиливается и усиливается. Пришло также понимание того, что нелиней-
ными свойствами обладает не только физическая реальность. Методология,
основанная на нелинейном мышлении, междисциплинарна. Она нужна в эко-
номических, социальных науках, в экологии и т.д. Например, нелинейность
в биологии имеет экспоненциальный характер. «Эволюционный смысл столь
мощной нелинейности вполне понятен: надо услышать шорох подползающей
змеи и не ослепнуть при близкой вспышке молний. Те биологические систе-
мы, которые не смогли охватить громадный диапазон жизненно значимых
воздействий среды, попросту вымерли, не выдержав борьбы за существова-
ние. На их могилах можно было бы написать: «Они были слишком линейны
для этого мира». Но такая же судьба ожидает и математические модели, не
учитывающие этой важной особенности жизни» [5, с. 55].

Особенность постнеклассического этапа развития науки – появление меж-
дисциплинарных направлений исследования: кибернетики, теории систем, си-
нергетики, нанонауки и т.д. Ядром формирующейся постнеклассической на-
уки XXI века, по мнению академика В.С. Степина (директора института фи-
лософии РАН) является синергетика – междисциплинарное направление изу-
чения сложных систем различной природы. Синергетика имеет естественно-
научные корни. Она выросла из теории лазерной генерации, неравновесной
термодинамики, теории автоколебаний и автоволн различной природы, ис-
следований неравновесных структур в плазме. Используются и развивают-
ся в ней также междисциплинарные подходы кибернетики и теории систем.
Каркас синергетики, объединяющий изучение сложных систем любой приро-
ды в единый трансдисциплинарный подход – нелинейная динамика, раздел
современной математики, занимающийся исследованием нелинейных дина-
мических систем. «Под динамической системой условились понимать систе-
му любой природы (физическую, химическую, биологическую, социальную,
экономическую и т.д.), состояние которой изменяется (дискретно или непре-
рывно) во времени» [6, с. 16].

Потребность в междисциплинарном подходе на данном этапе развития
науки объясняется следующим:
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1. Высокие технологии создаются только на основе междисциплинарно-
го синтеза. Например, нанотехнологии появились и развиваются на стыке
физики, химии, биологии, медицины, материаловедения и т.д.

2. Дифференциация науки XX века привела к появлению огромного ко-
личества научных дисциплин. С одной стороны, узкая специализация способ-
ствовала их развитию, с другой – привела к незнанию специалистами проис-
ходящего даже в смежных областях науки. За деревьями не стало видно леса.
Возникла потребность в целостном миропонимании. Г.Г. Малинецкий (пред-
седатель редколлегии серии «Синергетика: от прошлого к будующему») счи-
тает: «За междисциплинарностью, целостной гармоничной картиной мира –
будущее. Без них научное познание утратит красоту, очарование, а потом и
силу» [6, с. 13].

3. Междисциплинарность – современная форма фундаментальности нау-
ки (и образования). Научный метод познания в классическом понимании со-
стоит из следующих этапов: обобщение определенной группы фактов, вывод
следствий, экспериментальная их проверка и, наконец, теория (О таком пути
развития научной мысли писал А. Эйнштейн [7, с. 569-570]). Однако пере-
живаемый в наше время информационный взрыв делает актуальным другой
метод научного поиска, который можно назвать концептуальным. Его компо-
ненты: разрозненные аналогии, концепция, теория. Концептуальный подход
не исключает классический, но опирается на него.

Наличие аналогий между различными явлениями и процессами – прояв-
ление основных принципов природы в многообразии закономерностей част-
ных наук. Значение аналогий понимали многие знаменитые ученые. Блестяще
пользовался ими (аналогиями) Вернадский В.И. В своих знаменитых лекци-
ях Р. Фейнман писал: «переходя к новым разделам физики и даже к другим
наукам, мы сталкиваемся с уравнениями, почти не отличающимися от уже
известных нами ранее. Таким образом, многие явления имеют аналогию в со-
всем других областях науки» [8, с. 97]. Один из создателей теории систем Л.
фон Берталанфи подчеркивал, что важны не поверхностные аналогии, а изо-
морфизмы в математическом смысле слова, т.е. строгое соответствие между
всеми элементами сравниваемых систем.

Один из отцов-основателей синергетики Г. Хакен, предложивший назва-
ние данному научному направлению, стал интенсивно развивать его, обнару-
жив аналогию между процессами появления когерентного излучения в лазе-
ре, конвективных структур в подогреваемом снизу слое жидкости и равно-
весными фазовыми переходами.
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Отдельные научные дисциплины рассматривают определенные виды дви-
жения, тесно связанные с моделью системы. В синергетике в центре внима-
ния не вид движения, а процесс развития, качественные изменения систе-
мы, возникновение, исчезновение или превращение динамических структур,
структур-процессов.

Одним из истоков синергетики и ее составной частью является теория ко-
лебаний и волн. Из школьного курса физики известно, что колебания различ-
ной природы (механические, электрические и т.п.) подчиняются одинаковым
количественным законам. Важно не то, что именно колеблется, а, главным
образом, как совершаются колебания. Л.И. Мандельштам в своих известных
лекциях писал, что для теории колебаний не типичен интерес к тому, что про-
исходит в данный момент в данном месте. Ее интересует, главным образом,
общий характер процесса взятого в целом, в течении некоторого интервала
времени. То же самое можно сказать о синергетике. Она как бы надстраива-
ется над различными разделами науки, выделяя основные общие закономер-
ности развития природных систем.

Основы математического аппарата, адекватного такому подходу к изуче-
нию реальности, заложены на пороге XX века А. Пуанкаре. Со времен Нью-
тона в качестве математических моделей природных явлений используются
дифференциальные уравнения. Однако найти аналитическое выражение для
решения уравнения или их систем возможно далеко не всегда. Число урав-
нений, интегрируемых в квадратурах, крайне ограничено. Существуют при-
ближенные методы численного нахождения решений, дающие возможность
вычислять частные решения на заданном промежутке изменения независи-
мых переменных. Однако для многих вопросов естествознания таких знаний
недостаточно (Например, устойчива ли наша Солнечная система?). А. Пуан-
каре иллюстрирует ситуацию на примере проблемы трех тел: «Будет ли одно
из тел всегда оставаться в некотором участке неба или оно может удалиться в
бесконечность? Будет ли расстояние между двумя из этих тел неограниченно
убывать или, напротив, это расстояние будет всегда заключено в определен-
ных границах?» (Цитируется по [9]). Для ответа на подобные вопросы нужно
знать решение для большого (как угодно) промежутка времени, т.е. «знать
характер решения в целом». Поэтому, утверждает А. Пуанкаре, необходи-
мо, прежде всего, качественное исследование функций, определяемых диф-
ференциальными уравнениями. К качественным исследованиям относятся:
геометрическое изучение интегральных кривых, фазовых траекторий, фазо-
вого портрета системы, исследование устойчивости стационарных режимов
функционирования и т.д. Этими вопросами занимается качественная теория
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дифференциальных уравнений или, в современной интерпретации, – теория
динамических систем. Именно с качественной стороны должна начинаться
теория всякой функции, — утверждает А. Пуанкаре, предвидя чрезвычайную
важность такого анализа для многих вопросов естествознания и математики.
Явления, описание которых одинаково с точки зрения качественной теории,
аналогичны.

Синергетика – теория развития, функционирования сложных систем.
Можно говорить о сложности на структурном и на функциональном уровне.
Эти сложности взаимосвязаны, но не эквивалентны. Сложная система со-
стоит из множества взаимодействующих подсистем, элементов. Вследствие
этого взаимодействия, система приобретает новые свойства, которые называ-
ют эмерджентными (В термодинамике, например, это энтропия, температура
и т.п.). В статистической физике также рассматривают системы, состоящие
из множества подсистем. Однако взаимодействием между ними либо прене-
брегают либо считают достаточно слабым (идеальный газ, фотоны в равно-
весном излучении, фононы в твердом теле и т.д.). В синергетике главное –
взаимодействие подсистем, учитывается его нелинейность.

Примеры сложных макроскопических систем: планеты, жидкости, твер-
дые тела, облака, растения, животные, популяции животных, человеческие
сообщества, ансамбль нейронов мозга и т.д.

Понятие сложности неразрывно связано с нелинейностью. Если система
линейна, можно воспользоваться принципом суперпозиции, разложить ее на
независимые составляющие, изучив которые объяснить поведение всей систе-
мы. Для сложных систем такой подход (редукционизм) неприменим. Целое
не сводится к сумме частей, а части, образуя сложную систему, изменяют
свои свойства.

И.Р. Пригожин пишет, что важнее говорить о сложном поведении, слож-
ном функционировании, чем о сложности структуры. Одна из существенных
особенностей сложного поведения – способность совершать переходы между
различными режимами функционирования. Поэтому «понятие сложности от-
носится к таким системам, в которых наблюдаемое поведение в значительной
мере связано с их эволюцией, т.е. предысторией» [10, с. 48].

Примерно до середины XX века единственным законом эволюции нежи-
вых систем (косной материи — по терминологии Вернадского В.И.) являл-
ся второй закон термодинамики, согласно которому изолированные системы
стремятся к равновесному состоянию, т.е. деградируют. Наблюдаемые в при-
роде процессы структурообразования не объяснялись.
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Согласно синергетике вся материя во Вселенной, на всех уровнях струк-
турной организации, — космологическом, физическом, биологическом, соци-
альном, обладает свойством самоформирования, саморазвития, самооргани-
зации. «Я думаю, что познание механизмов самоорганизации и составляет
суть фундаментальных наук», – пишет академик Н.Н. Моисеев в своей по-
следней книге [11].

Под самоорганизацией обычно понимают процессы спонтанного упорядо-
чения, образования структур в далеких от равновесия, открытых системах.
Система самоорганизуется, если она приобретает пространственную, времен-
ную или функциональную структуру без специфического воздействия извне,
т.е. без воздействия, навязывающего ей определенную структуру. Установле-
но, что существуют устойчивые способы организации структур-процессов в
среде, зависящие от свойств среды, адекватные ей, к которым эволюциони-
руют все другие состояния данной системы со временем.

Различают самоорганизацию консервативную, диссипативную и дисперс-
ную. В первом случае структуры возникают при понижении температуры.
Это – равновесные фазовые переходы, например, жидкость — кристалл. Для
существования образовавшихся структур приток энергии не нужен.

В результате неравновесных фазовых переходов образуются диссипатив-
ные структуры. Это – структуры-процессы, возможные только в далеких от
равновесия условиях. Для их возникновения и поддержания необходимы дис-
сипативные процессы (диффузия, вязкость, химические реакции и т.д.) и,
следовательно, приток энергии извне. Например, все биологические системы
являются диссипативными.

Одна из интересных особенностей неравновесности – дуалистичность дис-
сипативных процессов, необратимости. Вблизи равновесия они разрушают
порядок (переход к равновесию), но создают порядок (структуры) вдали от
равновесия, играя конструктивную роль.

Примеры диссипативных структур-процессов: когерентное излучение в
лазере, конвективные структуры в жидкостях или газах (например, ячейки
Бенара), гранулы на Солнце, тепловые структуры в плазме, многие астро-
физические явления, многие социальные явления, самоорганизующейся си-
стемой является человеческий мозг в процессе познания реальности и т.д.
Процессы самоорганизации происходят на всех уровнях структурной органи-
зации материи, от элементарных частиц до космических структур, галактик.

Дисперсная структура – солитон. Концепция солитона – одна из фунда-
ментальных в современной науке. Солитонами называют уединенные волны,
формирующиеся в нелинейных средах с дисперсией, которые по своим свой-
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ствам во многом напоминают частицы. Если один солитон догоняет другой,
то они ведут себя как частицы при упругом столкновении.

При создании квантовой механики была попытка представить частицу
как пакет волн де Бройля, поскольку скорость частицы и соответствующего
ей волнового пакета одинаковы. Однако интерпретация не была принята –
для волн де Бройля дисперсия имеет место даже в вакууме, скорость рас-
пространения зависит от длины волны. Поэтому волновой пакет неустойчив,
быстро расплывается, а частицы (электроны, протоны и т.д.) устойчивы.

В нелинейной среде ситуация может быть иной. Скорость распростране-
ния нелинейной волны зависит от ее амплитуды, поэтому форма распростра-
няющейся уединенной волны, волнового импульса, становится все круче. Это,
при определенных условиях, компенсирует действие дисперсии, уединенная
волна становится устойчивой.

Образование и распространение солитонов описывается нелинейными
уравнениями, аналитически точное решение которых удается найти в исклю-
чительных случаях. Однако во второй половине XX века была установлена
удивительная связь между стационарным уравнением Шредингера для одно-
мерного движения и уравнением Кортевега – де Фриза (КдФ) для нелиней-
ных волн в среде с дисперсией. Появился метод обратной задачи рассеяния,
жемчужина двадцатого века в области математической физики. Существо-
ванию солитонов было дано аналитическое объяснение.

Солитоны или солитоноподобные объекты наблюдаются везде: на поверх-
ности воды, в плазме, в нелинейной оптике, в кристаллах, сверхпроводниках,
в атмосфере Земли. Например, ряд интересных явлений в твердом теле мож-
но объяснить лучше, если привлечь солитоны, рассматривая их в качестве
элементарных возбуждений.

Теоретикам нравится идея, согласно которой элементарные частицы явля-
ются солитонами соответствующих нелинейных полей. Существует теорети-
ческая работа, убедительно доказывающая, что квант гравитационного поля
– гравитон, является солитоном (Уравнения ОТО Эйнштейна, определяющие
свойства гравитационного поля, нелинейны). ТВО (Теория Великого Объеди-
нения всех трех взаимодействий – слабого, сильного и электромагнитного,
еще не созданная окончательно) предсказывает существование необычных
гигантских солитонов – космических струн, представляющих собой тонкие
вихревые трубки, длина которых сравнима с размерами Галактики. Пробле-
ма космических струн (с вопросом) находится в упомянутом выше списке
В.Л. Гинзбурга. Очевидно, что у солитоники (науки о солитонах) большое
будущее.
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Изучение процессов самоорганизации имеет не только теоретический ин-
терес. Чтобы показать это приведем отрывок из доклада сотрудников И. При-
гожина для Европейской Комиссии: «Поддержание организации в Природе
не достигается (и не может быть достигнуто) управлением из единого цен-
тра; порядок может поддерживаться только с помощью самоорганизации.
Самоорганизующиеся системы делают возможной адаптацию к превалирую-
щей окружающей среде, т.е. реагирует на изменения в окружающей среде,
и именно их термодинамический отклик делает такие системы чрезвычайно
гибкими и устойчивыми к возмущениям внешних условий. Мы хотели бы под-
черкнуть превосходство самоорганизующихся систем над традиционной че-
ловеческой технологией, старательно избегающей сложности и иерархически
управляющей процессами . . . . Совершенно новая технология должна быть
создана для того, чтобы использовать высокий потенциал управляемости и
регулирования самоорганизующихся систем; это иллюстрируется биологиче-
скими системами, способными создавать сложные продукты с непревзойден-
ной точностью, эффективностью и скоростью» [12, с. 13]. Очень важно также
понять принципы самоорганизации, которые используются наноструктурами
в природе.

Следующее фундаментальное открытие второй половины XX века –
детерминированный (динамический) хаос. Под детерминированным хаосом
«подразумевается нерегулярное, или хаотическое движение, порожденное
нелинейными системами, для которых динамические законы однозначно
определяют эволюцию во времени состояния системы при известной предыс-
тории» [13]. Таким образом, имеются уравнения, характеризующие происхо-
дящие с системой изменения, известны начальные условия, но поведение си-
стемы предсказуемо только на ограниченном интервале времени. Это проти-
воречит сформировавшимся в классической науке представлениям. В 1986 г
президент Международного союза теоретической и прикладной механики вы-
ступил с заявлением: «Мы все глубоко осознаем сегодня, что энтузиазм на-
ших предшественников по поводу великолепных достижений ньютоновской
механики побудил их к обобщениям в этой области предсказуемости, в кото-
рые до 1960 г мы все охотно верили, но которые, как мы теперь понимаем,
были ложными. Нас не покидает коллективное желание признать свою вину
за то, что мы вводили в заблуждение широкие круги образованных людей,
распространяя идеи о детерминизме систем, удовлетворяющих законам дви-
жения Ньютона, – идеи, которые как выяснилось после 1960 г, оказались
неправильными» (Цитируется по [14, с. 84]).
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Динамический хаос – типичное свойсво нелинейных систем и часто встре-
чается в природе. Это явление обнаруживается в электрических цепях, лазе-
рах, ускорителях частиц, в экономике и т.д. Динамический хаос проявляется
в физиологических реакциях живого организма. Например, типичная элек-
трокардиограмма не является реализацией только регулярного процесса, но
и детерминированного хаоса. «Детерминированный процесс с существенной
хаотической компонентой или хаотический процесс с существенной детерми-
нированной компонентой – это основа кинетики живой материи» [15]. Хаоти-
ческая компонента важна для приспособляемости системы к внешней среде.
Благодаря хаотической динамике сложная система способна работать в ши-
роком диапазоне условий и адаптироваться к их изменениям.

Геометрия природных объектов зависит от динамики процессов, их фор-
мирующих. Сложный режим функционирования динамических систем по-
рождает фрактальную структуру. Фрактальная геометрия природы – визуа-
лизация, структурная запись создающих эти объекты природных процессов,
имеющих хаотическую компоненту.

Таким образом, понятия об эволюции природных систем, самоорганиза-
ции, детерминированном хаосе, фракталах – связанные между собой компо-
ненты современного миропонимания. Это надо учитывать при формировании
содержания естественноматематического образования.

В рамках Болонского процесса подчеркивается важность поддержки меж-
дисциплинарности для улучшения качества высшего образования. Предпола-
гается обязательное наличие кредитов по междисциплинарным курсам. Зна-
ния нужно не только собирать и накапливать, но и уметь связывать их в
целостную систему.

В разработанном в 2001 году Европейской организацией университетов
директивном документе «Контроль качества в высшем образовании» меж-
дисциплинарность рассматривается как один из его (качества) показателей.

Выводы
Приведенный анализ показывает, что при формировании содержания об-

разования, кроме дисциплинарного подхода, должен использоваться и меж-
дисциплинарный.

Наиболее соответсвует состоянию современной науки и потребностям
практики междисциплинарное направление изучения сложных систем раз-
личной природы – синергетика.
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Рис. 1: Самоорганизация в природе: а), б) – снежинки; в) – облака; г) – спиральная
галактика NGC 1232; д) – взаимодействие двух скрещенных солитонов на мелкой воде
(фотография из [16]); е) – ячейки Бенара; ж), з) – конвективные ячейки и валы Бенара

(фотографии из [16]).
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ГЕНЕТИЧЕСКИХ АЛГОРИТМОВ ДЛЯ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О РАСЩЕПЛЕНИИ МНОЖЕСТВА

В работе предложен генетический алгоритм расщепления заданного множества. Этот ал-
горитм разбивает множество на два подмножества так, чтобы в каждом из них не содер-
жалось целиком ни одно из подмножеств заданного семейства. Предложена программная
реализация алгоритма в среде C++.

Ключевые слова: расщепление, генетический алгоритм, подмножества.

Вступ
Термин расщепление используется во многих областях науки: в физике

существует понятие расщепления ядра и атома; в генетике – понятие рас-
щепления по фенотипу; в психологии – расщепление сознания; в органической
химии – расщепление белков, жиров, углеводов. В этих научных направле-
ниях науки под расщеплением понимают выделение каких-то особенностей
какого-либо единого объекта. Понятие расщепление существует и в теории
алгоритмов. Многие практические задачи эффективно решаются с помощью
построения дерева расщепления. Внутренние узлы этого дерева являются ат-
рибутами некоторой базы данных, а каждая его ветвь, идущая от внутреннего
узла, отмечена предикатом расщепления, причем каждая запись использует
уникальный путь к каждому узлу-решению.

В математике известна задача о расщеплении множества: задан набор
подмножеств C множества S ; необходимо определить существует ли такое
разбиение множества S на два подмножества S1 и S2 , что ни одно подмно-
жество из C не содержится целиком ни в S1 , ни в S2 . Эта задача имеет
много различных практических применений, рассмотрим некоторые из них:

c⃝ Сенченко А.С., Бобырь А.В., 2013
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1. Задача выбора переводчиков. N человек являются переводчиками с
различных иностранных языков, причем для каждого из них задано владе-
ние определенными иностранными языками. Некоторая организация нани-
мает этих переводчиков для обслуживания двух групп туристов; необходимо
выделить переводчиков для каждой из этих групп так, чтобы в каждой из
групп были переводчики со всех необходимых языков.

2. Задача распределения парков вагонов. Некоторая крупная организация
владеет парками вагонов, причем каждый вагон может быть использован
только для перевозки определенных видов продукции. Необходимо так рас-
пределить парк вагонов между двумя заводами этой организации, чтобы из
каждого завода можно было осуществить вывоз продукции.

3. Задача раскрашиваемости графа в два цвета. [1, 2] В дискретной ма-
тематике эта проблема известна под названием задача Эрдеша-Хайнала. Эта
задача решена для частных случаев, а в общем случае остается открытой.

Доказано что задача о расщеплении множества является NP -сложной
[3, 5]. Поэтому все алгоритмы являются эвристическими и дают приближен-
ный к оптимальному результат. Большой вклад в решение задачи внесли уче-
ные Р. Эрдеш, Л. Ловас, Л. Лу, Дж. Бек, А.В. Косточка, Д.А. Шабанов. Ис-
следования в данном направлении продолжаются, поскольку используемые
методы не всегда позволяют найти оптимальное решение из-за неудовлетво-
рительных показателей быстродействия. Наиболее перспективными с нашей
точки зрения являются алгоритмы с использованием методов теории искус-
ственного интеллекта, в первую очередь генетические алгоритмы, поэтому
именно их мы и использовали для решения нашей задачи.

Постановка задачи. Задачей работы является разработка генетичес-
кого алгоритма построения расщепления заданного множества и его про-
граммная реализация в среде C++. Исходное множество и семейство под-
множеств C1 . . . Ck в нем задается таблицей. Необходимо разбить заданное
множество на два подмножества S1 и S2 таким образом, чтобы ни одно из
подмножеств семейства C1 . . . Ck не входило полностью ни в S1 ни в S2 .
Мощности подмножеств S1 и S2 должны быть равными или близкими к
равенству. Задаются ограничения на количество элементов множества и ко-
личество подмножеств в семействе.

Основная часть
Задача может быть решена с помощью полного перебора вариантов. В

этом случае сложность решения задачи равна 2n , где n – количество эле-
ментов множества. Известно что функция f(n) = 2n при возрастании n
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растет очень быстро. Поэтому для множества, состоящего из 60 элементов,
решение перебором вариантов найти за реальное время невозможно.

Одним из подходов к решению нашей задачи может являться эволюци-
онное моделирование. Этот подход использует принцип природной эволюции
процесса. Он и послужил основой для генетических алгоритмов.

Рассмотрим основные понятия, связанные с генетическими алгоритмами.
Хромосому – определенную последовательность символов – будем считать от-
дельным вариантом решения задачи. Каждый входящий в хромосому символ
будем называть геном.

Генетический алгоритм определенным или случайным образом генери-
рует начальную популяцию хромосом. Будем считать, что вся популяция со-
стоит из q хромосом. Затем с помощью фитнесс-функции проверяем каждую
хромосому насколько хорошо она подходит для решения задачи. Из началь-
ной популяции выбираем q

2 хромосоми по наилучшим значениям фитнесс-
функции. Эти хромосомы переходят в следующее поколение. Из выбранных
q
2 хромосом получаем еще q

2 хромосом путем применения операций кроссин-
говера, сдвига, мутации.

Мутация – такое преобразование хромосомы, в ходе которого случайным
образом изменяется один или несколько генов. Наиболее распространенный
вид мутации – случайное изменение одного из генов хромосомы.

Кроссинговер – операция в ходе которой из двух хромосом порождаются
две новые хромосомы. Одноточечный кроссинговер работает таким образом.
Сначала, случайным образом, выбирается одна из точек разрыва. Обе ро-
дительские структуры разбиваются на два сегмента по этой точке. Затем
соответствующие сегменты разных родителей склеиваются по точке разрыва
и получаем две хромосомы наследников.

Сдвиг состоит в циклическом изменении позиции всех генов на опреде-
ленное количество единиц. Работа генетического алгоритма это последова-
тельное приближение и проверка условия достижения искомого результата.

Алгоритм выполняется до тех пор, пока не пройдет определенное число
поколений или не будет получен любой другой критерий остановки, в про-
тивном случае работа алгоритма будет продолжаться.

Определение операций генетического алгоритма для поставленной
задачи

В нашей задаче рассматривается множество из n элементов, каждый из
которых входит хотя бы в одно из подмножеств элементов C1 . . . Ck . Ин-
формация о вхождении или не вхождении каждого элемента множества в
подмножество C1 . . . Ck задаем таблицей.
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На рисунке 1 изображен внешний вид главного окна программы.
Все хромосомы являются последовательностями длины n , состоящие из

нулей и единиц, каждый ген отвечает за помещение соответствующего эле-
мента в то или иное подмножество: значение i -го гена 0 означает, что эле-
мент i помещается в S1 ; значение 1 – что элемент i помещается в S2 . Таким
образом количество нулей в хромосоме соответствует количеству элементов
в подмножестве S1 .

 

Рис. 1: Интерфейс вид главного окна программы

Фитнесc-функция задается как количество подмножеств C1 . . . Ck цели-
ком входящих в S1 или S2 . Решением задачи будет хромосома, для которой
значение фитнеcс-функции равно нулю.

В следующее поколение переходят хромосомы с наименьшим значением
фитнесc-функции. Для получения хромосом следующего поколения приме-
няются операции сдвига, мутации и одноточечного кроссинговера.

Вручную устанавливаем максимальное количество поколений (до 500 хро-
мосом). При этом, если в одном поколении будет несколько одинаковых хро-
мосом, то все повторы хромосом ликвидируются с помощью принудительного
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применения к ним мутации.
Разработана программная реализация алгоритма в среде программиро-

вания C++. По результатам тестирования программы найдены оптимальные
параметры генетических операций: мутация с вероятностью 0,18 – 0,25, сдвиг
0,17 – 0,2, кроссинговер 0,55 – 0,65.

Наша программа с этими параметрами находит расщепление множества с
вероятностью 0,68, причем наличие решение для каждого случая изначально
неизвестно, поэтому неблагоприятным считается также случай, при котором
расщепление невозможно.

Выводы
В работе предложен генетический алгоритм решения задачи расщепле-

ния множества. Рассмотрен вариант кодирования исходных данных, оцен-
ка фитнесс-функции и способы выполнения генетических операций. Разра-
ботана программная реализация алгоритма, выбраны оптимальные, на наш
взгляд, вероятности генетических операций.

Дальнейшие исследования должны рассматривать особенности выполне-
ния генетических операций и их вероятность для отдельных случаев вида
семейства подмножества, в частности для случая когда подмножества в се-
мействе отличаются друг от друга очень слабо.
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ВОЗМОЖНОСТЬ И СЛОЖНОСТЬ РАСПОЗНАВАНИЯ
ГРАФОВ КОЛЛЕКТИВОМ АГЕНТОВ

В работе рассматривается задача распознавания конечного графа коллективом аген-
тов. Два агента-исследователя одновременно передвигаются по графу, считывают и
изменяют отметки на элементах графа, передают необходимую информацию агенту-
экспериментатору, который и распознает исследованный граф. Предложен алгоритм ку-
бической (от числа вершин графа) временной и квадратической емкостной сложностей,
который распознает любой конечный неориентированный граф без петель и кратных ре-
бер. Для распознавания графа каждому агенту необходимо 2 различные краски (всего 3
краски). Метод основан на методе обхода графа в глубину.

Ключевые слова: распознавание графа, обход в глубину, агент-исследователь,
агент-экспериментатор.

Введение
В наше время актуальным вопросом кибернетики является развитие тако-

го направления, как теория дискретных динамических систем. В общей схеме
Глушкова – Летичевского эта система представляется в виде модели взаи-
модействия управляющей и управляемой систем. Подобное взаимодействие
рассматривается в [1], в предположении, что один агент-исследователь (АИ)
передвигается по неизвестному графу и обменивается данными с агентом-
экспериментатором (АЭ), который восстанавливает граф по данным, полу-
ченным от АИ.

В данной работе, интересующее нас взаимодействие, рассмотрено в пред-
положении, что два АИ перемещаются по неизвестной среде, заданной конеч-
ным неориентированным графом [2]. АИ могут окрашивать вершины графа,
ребра и инциденторы, воспринимать эти отметки и на их основании осуществ-
лять перемещение. Информацию о своих действиях они передают АЭ, кото-
рый и строит представление исследуемого графа.

Полученный алгоритм использует результаты и обозначения из [3].

c⃝ Стёпкин А.В., 2013
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Основные определения и обозначения
В работе рассматриваются конечные, неориентированные графы без пе-

тель и кратных ребер. Пусть G = (V,E) – граф, где V – множество вершин,
E – множество ребер (двухэлементных подмножеств (v, u) , где v, u ∈ V ) .
Тройку ((v, u) , u) будем называть инцидентором ребра (v, u) и вершины
u . Множество таких троек обозначим I . Множество L = V ∪ E ∪ I назо-
вем множеством элементов графа G . Функцией раскраски графа G назовем
отображение µ : L→ {w, r, y, ry, b} , где w интерпретируется как белый цвет,
r – красный, y – желтый, ry – красно - желтый b – черный. Пара (G,µ)
называется раскрашенным графом. Последовательность u1, u2, ...uk попарно
смежных вершин называется путем в графе G , а k – длинной пути. При усло-
вии u1 = uk путь называется циклом. Окрестностью Q (v) вершины v будем
называть множество элементов графа, состоящее из вершины v , всех вершин
u смежных с v , всех ребер (v, u) и всех инциденторов ((v, u) , v) , ((v, u) , u) .
Мощность множеств вершин V и ребер E обозначим через n и m соот-
ветственно. Ясно что m 6 n(n−1)

2 . Изоморфизмом графа G и графа H на-
зовем такую биекцию φ : VG → VH , что (v, u) ∈ EG точно тогда, когда
(φ (v) , φ (u)) ∈ EH . Таким образом, изоморфные графы равны с точностью
до обозначения вершин и раскраски их элементов.

Агенты A и B передвигаются по графу из вершины v в вершину u по
ребру (v,u), могут изменять окраску вершин v, u, ребра (v,u), инциденторов
((v, u), v),((v, u), u). Находясь в вершине v, АИ воспринимает метки всех эле-
ментов окрестности Q(v). И на основании этих меток определяет, по какому
ребру будет перемещаться, и как будет окрашивать элементы графа. АЭ пере-
дает, принимает и идентифицирует сообщения, полученные от АИ, обладает
конечной, неограниченно растущей внутренней памятью, в которой фикси-
руется результат функционирования АИ на каждом шаге и строится пред-
ставление графа G, вначале неизвестного агентам, списками ребер и вершин.

Основная часть
Целью работы является разработка такого алгоритма работы агентов, что

АИ, будучи помещены в произвольные не совпадающие вершины неизвестно-
го агентам конечного графа G , все элементы которого окрашены цветом w ,
через конечное число шагов обойдут его, передавая АЭ информацию о своих
действиях. АЭ используя эту информацию, восстановит граф H , изоморф-
ный G , то есть распознает граф G .

Рассмотрим подробнее алгоритмы функционирования агентов.
Алгоритм работы агента A :
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1. Агент A красит (µ(v) := r) ;
2. запрос AN ;
3. if AN ̸= 1 then do
4. запрос BN ;
5. if BN = 0 then МЕТИМ_ПЕР_А(v) ;
6. else ВЫБОР_ХОДА_А(v) ;
7. end do;
8. else РАСП_ПЕР_А(v) ;

Все, процедуры, которые не описаны ниже, представлены в [3].
РАСП_ПЕР_А(v) :
1. Z := K ;
2. if в O (v) нет ребра, у которого (µ (v, u) = y) then do
3. агент A выполняет ОТСТУП_А(v) ;
4. go to 2 данной процедуры;
5. end do;
6. else do
7. if (((K = Z) or (K = 1)) and (Z ̸= 1)) then РАСП_АВВ(v) ;
8. else РАСП_АВВb(v) ;
9. запрос K ;
10. if K ̸= 0 then go to 2 данной процедуры;
11. else агент A выполняет процедуру ОБН_А(v) ;
12. if Z ̸= 1 then do
13. if в O (v) есть ребро, у которого

(µ ((v, u) , v) = r) and (µ (v, u) = b) and (µ ((v, u) , u) = r)
then do

14. агент A выполняет процедуру ВПЕРЕД_AR_N (v) ;
15. go to 13 данной процедуры;
16. end do;
17. else if в O (v) есть ребро, у которого

(µ (v, u) = r) and (µ (u) = r) and (µ ((v, u) , u) = r)
then do

18. агент A выполняет процедуру ВПЕРЕД_ AR(v) ;
19. go to 17 данной процедуры;
20. end do;
21. else go to 2 алгоритма обхода;
22. end do;
23. else go to 17 данной процедуры;
24. end do;
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При выполнении процедуры НАЗАД_A (v) , агент A выбирает из окрест-
ности O (v) произвольное ребро (v, u) , для которого выполняется условие
((µ (v, u) = r) and (µ ((v, u) , v) = r)) and (µ(v) = r) , и переходит по нему в
вершину u . При этом, окрашивает µ (v) := b, µ (v, u) := b, µ ((v, u) , v) := b ,
выполняет присваивание v := u и записывает в список M сообщение:
НАЗАД_А.
РАСП_А (v) :
1. Агент A выбирает из окрестности O (v) ребро (v, u) , у которого

(µ (v) = µ (u) = r) and (µ (v, u) = w) и переходит по нему в
вершину u ;

2. агент A красит µ (v, u) := b ;
3. агент A записывает в список M сообщение:

ОБРАТНОЕ_РЕБРО_А;
4. while в O (u) есть ребро (u, l) , у которого

(µ (u, l) = r) and (µ ((u, l) , l) = r) and (µ (l) = r) do
5. агент A переходит по ребру (u, l) в вершину l ;
6. u := l ;
7. агент A записывает в список M : ОТСТУПИЛ_А;
8. end do;
9. агент A записывает в список M сообщение: РЕБРО_РАСПОЗНАНО_А;

При выполнении процедуры РАСП_АВВ (v) , агент A выбирает из ок-
рестности O(v) ребро (v, u) , для которого выполняется условие µ(v, u) = y
и переходит в вершину u , окрашивая µ (v, u) := r, µ ((v, u) , u) := b . Вы-
полняет v := u и записывает в список M сообщение: ВПЕРЕД_ABB. По-
сле чего агент A выбирает из окрестности O (v) ребро (v, u) , у которо-
го ((µ (v, u) = r) and (µ ((v, u) , v) = b)) , и переходит по нему в вершину u ,
окрашивая µ ((v, u) , v) := r, µ (v, u) := b, µ ((v, u) , u) := r , выполняет при-
сваивание v := u и записывает в список M сообщение: НАЗАД_ABB.

Процедура РАСП_АВВb (v) аналогична процедуре РАСП_АВВ (v) ,
с отличием в том, что выполняя возврат по перешейку в свою область,
агент A окрашивает ребро и дальний инцидентор следующим образом
µ (v, u) := b, µ ((v, u) , u) := b .

Выполняя процедуру ВПЕРЕД_АR_N (v) , агент A выбирает из окрест-
ности O (v) произвольное ребро (v, u) , для которого выполняется условие
(µ ((v, u) , v) = r) and (µ (v, u) = b) and (µ ((v, u) , u) = r) , переходит по нему
в вершину u , окрашивая µ ((v, u) , v) := b, µ ((v, u) , u) := b . После чего вы-
полняет присваивание v := u и записывает в список M сообщение:
ВПЕРЕД_AR_N.
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При выполнении процедуры СТОП_А (v) , агент A окрашивает µ (v) := b
и завершает работу.

Алгоритм работы агента B :
1. Агент B красит (µ (s) := y) ;
2. запрос BN ;
3. if BN ̸= 1 then do
4. Запрос AN ;
5. if µ(s) = ry then do
6. агент B выполняет процедуру ВОЗВРАТ_B (s) ;
7. агент B выполняет процедуру МЕТИМ_ПЕР_B (s) ;
8. end do;
9. else if AN = 0 then МЕТИМ_ПЕР_B (s) ;
10. else ВЫБОР_ХОДА_B (s) ;
11. end do;
12. else РАСП_ПЕР_B (s) ;

Процедуры агента B , не рассмотренные ниже, аналогичны процедурам
агента A .

При выполнении процедуры МЕТИМ_ПЕР_B( s) , агент B прове-
ряет наличие в O (s) ребра (v, u) , для которого выполняется условие
(µ (s,z) = w) and ((µ (z) = r) or (µ (z) = ry)) (1). Если такое ребро обнаруже-
но и в вершине z стоит агент A , то агент B выполняет процедуру СТО-
ИТ_B( s) и возвращается в строку 7 алгоритма обхода. Если в вершине z нет
агента A , то агент B выполняет процедуру МЕТИМ_BA (s) и возвращается
в начало рассматриваемой процедуры. Если в O (s) нет ребра, удовлетворя-
ющего условию (1), то агент B запрашивает значение переменной L . При
этом: если L = 0 , то агент B выполняет процедуру ВЫБОР_ХОДА_B (s) ,
иначе агент B выполняет процедуру ФИКС_B (s) и возвращается в строку
2 алгоритма обхода.
ВЫБОР_ХОДА_B (s) :
1. if в O (s) обнаружено ребро, у которого

(µ (s,z) = w) and (µ (z) = µ (s) = y) then do
2. агент B выполняет процедуру РАСП_B( s) ;
3. go to 2 алгоритма обхода;
4. end do;
5. else if в O (s) обнаружено ребро, у которого

(µ (s,z) = w) and (µ (z) = w) then do
6. агент B выполняет процедуру ВПЕРЕД_B( s) ;
7. go to 2 алгоритма обхода;
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8. end do;
9. else if в O (s) есть ребро, у которого

(µ (s,z) = w) and ((µ (z) = r) or (µ (z) = ry)) then do
10. агент B выполняет процедуру СТОИТ_B( s) ;
11. go to 2 алгоритма обхода;
12. end do;
13. else if в O (s) есть ребро, у которого (µ (s, z) = r)

then do
14. агент B выполняет процедуру СТОИТ_B( s) ;
15. go to 2 алгоритма обхода;
16. end do;
17. else if в O (s) есть ребро, у которого

((µ (s,z) = y) and ((µ (z) = r) or (µ (z) = ry))) then do
18. агент B выполняет процедуру СТОИТ_B( s) ;
19. go to 4 алгоритма обхода;
20. end do;
21. else if в O (s) есть ребро, у которого

(µ (s, z) = y) and (µ (s) = y) and (µ ((s, z) , s) = y)
then do

22. агент B выполняет процедуру НАЗАД_B( s) ;
23. go to 2 алгоритма обхода;
24. end do;
25. else агент B выполняет процедуру СТОП_B ;

Выполняя процедуру МЕТИМ_BA (s) , агент B выбирает из окрест-
ности O (s) произвольное ребро (s, z) , для которого выполняется условие
((µ (s, z) = w) and ((µ (z) = r) or (µ (z) = ry))) , переходит по нему в вершину
z , окрашивая µ (s, z) := y, µ ((s, z) , z) := y , выполняет присваивание s := z

и записывает в список N : ВПЕРЕД_BA. Далее B выбирает из окрестности
O (s) ребро, у которого ((µ (s,z) = y) and ((µ(s) = r) or (µ(s) = ry))) , пере-
ходит по нему в вершину z , выполняет s := z и записывает в список N
сообщение: НАЗАД_BА.

При выполнении процедуры ВОЗВРАТ_B (s) , агент B выбирает из
O (s) ребро, у которого (µ (s, z) = y) and (µ ((s, z) , s) = y) , переходит по
нему в вершину z , выполняет присваивание s := z и записывает в список
N : ВОЗВРАТ_B.

Алгоритм «Восстановление» и процедуры, не рассмотренные ниже, изло-
жены в [3] с поправкой, что при использовании цикла с предусловием, условие
имеет вид: (M ̸= ∅) or (N ̸= ∅) .
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ОБР_СП_А():
1. if Mes = «ВПЕРЕД_А» then ВПЕРЕД_А();
2. if Mes = «ВПЕРЕД_АВ» then ВПЕРЕД_AB();
3. if Mes = «ВПЕРЕД_АBB» then ВПЕРЕД_ABB();
4. if Mes = «НАЗАД_А» then НАЗАД_А();
5. if Mes = «НАЗАД_АВ» then НАЗАД_АВ();
6. if Mes = «НАЗАД_АВВ» then НАЗАД_АВВ();
7. if Mes = «ФИКС_А» then ФИКС_А();
8. if Mes = «ОБН_А» then ОБН_А();
9. if Mes = «ОТСТУПИЛ_А» then ОТСТУПИЛ_А();
10. if Mes = «РЕБРО_РАСПОЗНАНО_А» then

РЕБРО_РАСПОЗНАНО_А();
11. if Mes = «ОТСТУП_А» then ОТСТУП_А();
ОТСТУП_А(): i := i+ 1 .
ВПЕРЕД_ABB(): EH := EH ∪ {(N_B, r (t− i))} .
ОТСТУПИЛ_А(): i := i+ 1 .
РЕБРО_РАСПОЗНАНО_А(): EH := EH ∪ {(r (t) , r (t− i))} ; i := 0 .

Процедуры работы со списком команд агента B , которые не рассмот-
рены ниже, аналогичны процедурам работы со списком команд агента A .
Процедура ОБР_СП_B() аналогична рассмотренной ОБР_СП_А(), только
добавлено условие:
if Mes=«ВОЗВРАТ_B» then ВОЗВРАТ_B().
ВОЗВРАТ_B(): EH := EH\{(y (p− 1) , y (p))} ; VH := VH\{Сч_B } ;
Сч_B :=Сч_B −2 ; p := p− 1 ; y (p) := Сч_B ; L := 1 ; K := K + 1 .

Рассмотрим основные свойства алгоритма. В начале алгоритма, при
n > 3 , как минимум, по одному разу выполнятся следующие процедуры:
ВПЕРЕД_А (v) , ВПЕРЕД_А() и ВПЕРЕД_В (s) , ВПЕРЕД_B(). При вы-
полнении процедур ВПЕРЕД_А (v) и ВПЕРЕД_В (s) АИ посещают новую
вершину графа G . Процедурами агента АЭ ВПЕРЕД_А() и ВПЕРЕД_B()
создается новая вершина графа H . При одновременном попадании двух АИ
в одну белую вершину процедурами ВПЕРЕД_А() и ВПЕРЕД_B() будет со-
здано две новые вершины графа H . Одна из вершин (дублирующая вершину
созданную агентом A ) будет удалена командой ВОЗВРАТ_B(). Таким об-
разом, процесс выполнения описанного алгоритма индуцирует отображение
φ : VG → VH вершин графа G в вершины графа H . Причем φ (v) = t (ко-
гда вершина v окрашена в красный цвет и t =Сч_А) и φ (s) = p (когда
вершина s окрашена в желтый цвет и p =Сч_B). Указанное отображение
естественным образом устанавливает неявную нумерацию вершин графа G .
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Более того, отображение φ является биекцией, поскольку в связном графе
G все вершины достижимы из начальных вершин. Поэтому все вершины по-
сещаются агентами, то есть окрашиваются в красный и желтый цвета.

Из описания алгоритма следует, что агенты АИ проходят все ребра гра-
фа G , поскольку при окончании алгоритма все ребра становятся черными.
При выполнении процедуры ВПЕРЕД_А() или ВПЕРЕД_B() АЭ распозна-
ет древесное ребро (v, u) и так нумерует вершину u , что ребру (v, u) одно-
значно соответствует ребро (φ (v) , φ (u)) графа H . При выполнении проце-
дур РЕБРО_РАСПОЗНАНО_A() или РЕБРО_РАСПОЗНАНО_B() агент
АЭ распознает обратное ребро (v, u) графа G и ставит ему в однознач-
ное соответствие ребро (φ (v) , φ (u)) графа H . При выполнении процедур
ФИКС_А(), ВПЕРЕД_АВВ() или процедур ФИКС_В(), ВПЕРЕД_ВАА(),
АЭ распознает перешеек (v, u) графа G и ставит ему в однозначное соот-
ветствие ребро (φ (v) , φ (u)) графа H . Следовательно, φ является изомор-
физмом графа G на граф H .

Таким образом, выполняя алгоритм распознавания, агенты распознают
любой граф G с точностью до изоморфизма.

Подсчитаем временную и емкостную сложность в равномерной шкале [4].
Для этого рассмотрим свойства красного и желтого путей. Из описания ал-
горитма следует, что на каждом шаге алгоритма красный (желтый) путь –
это простой путь, соединяющий начальную вершину v (вершину s – в слу-
чае агента B ) с номером φ(v) = 1 (φ(s) = 2) с вершиной u ( z ) с номером
φ(u) =Сч_A (φ(z) =Сч_B). Следовательно, общая длина красного и жел-
того пути не превосходит n .

При выполнении процедур ВПЕРЕД_A (v) , ВПЕРЕД_B (s) и НА-
ЗАД_A (v) , НАЗАД_B (s) агенты АИ проходят одно ребро. При выпол-
нении процедур РАСП_А (v) , РАСП_B (s) агенты АИ проходят одно об-
ратное ребро и не более n − 2 (изначально одна вершина уже окрашена в
«чужой» цвет) ребер красного (желтого) пути. При выполнении процедур
РАСП_А(v) , РАСП_B( s) агенты АИ проходят фактически цикл, состоя-
щий из обратного ребра и некоторого конечного отрезка красного (желто-
го) пути, соединяющего вершины инцидентные обратному ребру. При вы-
полнении процедур МЕТИМ_АВ (v) , МЕТИМ_ВА (s) и РАСП_АВВ (v) ,
РАСП_АВВb (v) , РАСП_ВАА (s) , РАСП_ВААb (s) оба АИ проходят один
и тот же перешеек, сначала в одном направлении, а потом в обрат-
ном. Выполняя процедуры ВПЕРЕД_AR (v) , ВПЕРЕД_BR (s) и проце-
дуры ОТСТУП_A (v) , ОТСТУП_B (s) агенты АИ проходят одно крас-
ное (желтое) ребро. При выполнении процедур ВПЕРЕД_AR_N (v) , ВПЕ-
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РЕД_BR_N (s) АИ проходят одно черное ребро. При выполнении процедур
ФИКС_А (v) ФИКС_B (s) и ОБН_А (v) ОБН_В (s) агенты АИ не пере-
двигаются, а только делают записи в свой список команд для АЭ, на что так
же уходит один ход.

При подсчете временной сложности алгоритма будем считать, что ини-
циализация алгоритма, анализ окрестности O (v) рабочей вершины и выбор
одной из возможных процедур занимают некоторое постоянное число еди-
ниц времени. Так же будем считать, что выбор ребер, проход по ним АИ и
обработка команд АЭ полученных на данном этапе от АИ осуществляется
за 1 единицу времени. Тогда временная сложность алгоритма определяется
следующими соотношениями:
1. Инициализация выполняется один раз и ее асимптотическая сложность
равна O (1) ;
2. процедуры ВПЕРЕД_А(v) и ВПЕРЕД_B( s) выполняются не более чем
n− 1 раз, и общее время их выполнения оценивается как O (n) ;
3. аналогично общее время выполнения процедур НАЗАД_А(v) и НА-
ЗАД_B( s) , оценивается как O (n) ;
4. на выполнение процедур МЕТИМ_АВ(v) и МЕТИМ_BA( s) уходит вре-
мя, которое оценивается как 2×O(n)× n , то есть как O

(
n2
)
;

5. на выполнение процедур РАСП_АВВ (v) , РАСП_АВВb (v) и процедур
РАСП_ВАА (s) , РАСП_ВААb (s) уходит время, оцениваемое как O

(
n2
)
;

6. процедуры ВПЕРЕД_AR(v) и ВПЕРЕД_BR( s) выполняются за время,
оцениваемое как O(n)× n , то есть как O

(
n2
)
;

7. процедуры ВПЕРЕД_AR_N (v) и ВПЕРЕД_BR_N ( s) выполняются за
время, оцениваемое как O(n) ;
8. аналогично процедуры ОТСТУП_А(v) и ОТСТУП_B( s) выполняются
за время, оцениваемое как O(n)× n , то есть как O

(
n2
)
;

9. время, затрачиваемое на процедуры ФИКС_А(v) и ФИКС_B( s) , оце-
нивается как O(n) ;
10. время, затрачиваемое на процедуры ОБН_А(v) и ОБН_B( s) , оцени-
вается как O(n) ;
11. выполнение процедур РАСП_А(v) и РАСП_B( s) , оценивается как
O(n)×m , то есть как O

(
n3
)
;

12. время выполнения процедур СТОИТ_А(v) и СТОИТ_В( s) в об-
щей сложности для всех четырёх возможных случаев, оценивается как
O (n) +O

(
n2
)
= O

(
n2
)
.

Следовательно, суммарная временная сложность T (n) алгоритма удо-
влетворяет соотношению: T (n) = O

(
n3
)
.
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Емкостная сложность S(n) алгоритма определяется сложностью списков
VH , EH , r(1)...r(t), y(1)...y(p) , сложность которых соответственно определя-
ется величинами O (n) , O

(
n2
)
, O (n) , O (n) . Следовательно: S (n) = O

(
n2
)
.

Таким образом, временная сложность алгоритма распознавания равна
O
(
n3
)
, а емкостная - O

(
n2
)
. При этом алгоритм использует 3 краски.

Теорема 1. Выполняя полученный алгоритм распознавания, агенты распо-
знают любой граф G с точностью до изоморфизма.

Теорема 2. Временная сложность алгоритма равна O
(
n3
)
, а емкостная

– O
(
n2
)
, где n – число вершин графа. При этом используется 3 краски.

Заключение
Предложен алгоритм распознавания графа среды временной сложности

O
(
n3
)

и емкостной – O
(
n2
)
. АИ имеют память, ограниченную n , и исполь-

зуют по две краски. Алгоритм показывает, что при распознавании графа
двумя АИ асимптотические временная и емкостная сложности остаются та-
кими же, как при распознавании графа одним АИ [1]. Временная сложность,
в лучшем случае, может быть понижена в 2 раза.

На основе данного исследования автор надеется создать, более эффек-
тивные алгоритмы, которые позволят улучшить результаты, полученные с
помощью аналогичного алгоритма [3].
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ГРАФОВЫЕ БАЗЫ ДАННЫХ

Рассмотрены отличительные особенности использования баз данных на основе графов, их
преимущества относительно реляционных баз при решении некоторых задач.
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Введение
Графовая база данных – это база данных, предназначенная для хранения

данных в виде графа. Т.е. это хранения данных по вершинам и ребрам. По
определению, графовая база данных – это любая структура для хранения, где
взаимосвязанные элементы соединены без применения индекса. Смежные по
структуре элементы доступны при разыменовании физического показателя.
Существует несколько типов графов, которые могут хранить: от «однотипно-
го» ненаправленного графа до гиперграфа, включая свойственные подграфы.

Таким образом, база данных в виде графа должна соответствовать сле-
дующим критериям:

• хранение оптимизировано для данных, представленных в виде графа, с
обеспечением хранения данных по вершинам и ребрам;

• хранение оптимизировано для просмотра графа без использования ин-
декса. Графовая база данных оптимизирована для запросов используя
близость данных, начиная от одного или нескольких корневых узлов, а
не использование глобальных запросов;

• гибкая модель данных для некоторых решений: нет необходимости в
определении типов данных для вершин и ребер в отличии от более огра-
ниченной табличной модели реляционной базы данных;

• встроенная API с точкой входа для классических алгоритмов теории
графов (кратчайший путь, алгоритм Дейкстры, A* и др.)

c⃝ Рубан Н.Н., 2013
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Основная часть
Движение NoSQL (англ. not only SQL, не только SQL) стало популярным

в последние несколько лет, в особенности благодаря тому, что NoSQL может
решить ряд вопросов, по которым реляционные базы данных значительно
уступают:

• доступность, для обработки больших наборов данных, и их разделение
(реляционные базы данных уделяют внимание корректности, доступно-
сти и устойчивости к сбоям сети (теорема CAP);

• гибкость схемы;

• трудности в моделировании и обработке сложных структур, таких как
деревья, графы, или слишком большого количества связей.

Графовые базы данных чаще всего работают используя такие пункты:

• обработка взаимосвязанных данных;

• легкое управление сложными и гибкими моделями данных;

• предложение исключительного функционирования для локального чте-
ния путем обхода графа.

База данных на основе графа подходит для изучения данных, структу-
рированных как граф (или производных, таких как дерево), особенно когда
взаимосвязь между элементами значительна. Идеальный вариант использо-
вания запроса – начать с одной или нескольких вершин и обойти граф. Всегда
есть возможность дать более широкие запросы, например, .findAll (найти все
элементы данного типа), но в данном случае должен использоваться меха-
низм индексации. Такой механизм может быть разработан специально для
графа (супервершины — часть индексированных данных) или же использо-
вать другое известное решение (например Apache Lucene).

В отличии от этого, реляционные базы данных хорошо подходят для схо-
жих с .findAll запросов благодаря внутренней структуре таблиц. Группиров-
ки набора данных обычно вполне достаточно.

Несмотря на название, реляционные базы данных менее подходят для
изучения взаимосвязей. Обычно применяются индексы, либо внешние клю-
чи. В базах данных на основе графа обход данных происходит, используя
физические указатели, в то время как внешние ключи являются логически-
ми указателями.
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Рассмотрим эти различия на примере. В базе будем хранить данные о
сотруднике ВУЗ, наименовании кафедры, и педагогический стаж. Например,
необходимо найти людей, которые работают на факультете математики.

При помощи реляционной модели мы можем выполнить следующий за-
прос, который вероятно потребует поиска 3 индексов, соответствующих
внешним ключам в модели.
Select Person.Name from Person, Faculty, WorksIn

where Faculty.Name=’математики’

and WorksIn.FacultyId = Faculty.Id

and WorksIn.PersonId = Person.Id

 

Рис. 1: Реляционная схема.

В случае графа, запрос потребует поиска 1 индекса, затем поиск взаимо-
связи путем прямого разыменования физических указателей.
Находим узел у которого Faculty.Name=’математики’ (Faculty1)

и отбираем все узлы которые связаны отношением Works.

 
Рис. 2: Графовая схема.

На этом примере можно хорошо рассмотреть ситуацию, когда производи-
тельность графовой базы данных будет выше, чем реляционный базы данных.
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Разница в производительности будет еще более значительна при увели-
чении объема данных, потому что кроме первого индекса поиска, для обхода
нужно найти начальный узел(ы), запрос будет фактические выполняется за
постоянное время. А в реляционной базе данных, при разименовании каждо-
го индекса которое будет происходить за время O(log2N) , если для индексов
использовать B -деревья (N — число записей в таблице).

Сравнение работу графовых баз данных и других типов баз данных —
сложная задача из-за их разницы по структуре и предназначению. Для за-
просов, графовые базы данных будут более эффективны в отличии от ре-
ляционных базы данных, если модель доступа к данным была специально
разработана для обхода графа. Различие будет еще более значительным, ес-
ли имеет значение глубина обхода, или если она заранее не известна (так как
задачу с использованием эквивалентного SQL-запроса сложно оптимизиро-
вать).

Выводы
Таким образом при разработке структуры базы данных необходимо рас-

сматривать варианты при которых данная структура будет опираться на
свойства графа и если данные предполагают использование графовых схем,
то их использование может существенно сократить доступ к данным, а на
больших объемах значительно уменьшить время обработки информации.
Особенно большой интерес использования графовых баз данных возникает
при разработки всевозможных социальных сетей.
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У статтi окреслено деякi проблеми органiзацiї лабораторного практикуму з навчальної
дисциплiни «Шкiльний курс iнформатики та методики її навчання», а також зроблено
змiстовний аналiз вiдбору навчального матерiалу до лабораторних робiт i запропоновано
вимоги до їх виконання.

Ключовi слова: лабораторна робота, навчальна дiяльнiсть, дiяльнiсний пiдхiд,
метод навчання, продуктивна i репродуктивна дiяльнiсть, конвергентне i дивергентне
мислення, рефлексiя.

Вступ
Багато фундаментальних, спецiальних, у тому числi й методичних ди-

сциплiн широко використовують у своєму арсеналi таку форму органiзацiї
навчального процесу, як лабораторна робота, що дає можливiсть вiдтворити
експериментальний майданчик, де студенти можуть на практицi перевiри-
ти й вiдпрацювати одержанi теоретичнi знання, а також випробувати власнi
мiркування щодо певних запитань курсу, який ними вивчається.

Особливе мiсце в цiй проблемi посiдає органiзацiя лабораторного практи-
куму з дисциплiни «Шкiльний курс iнформатики та методика її навчання»
для студентiв педагогiчного вузу. Згiдно з робочою програмою навчальної ди-
сциплiни, 40% часу вiдводиться саме на лабораторнi роботи [6]. Такий розпо-
дiл часу створює передумови для бiльш щiльного зв’язку теорiї з практикою,
розвитку здiбностей майбутнiх учителiв iнформатики до постановки й прове-
дення експериментальних дослiджень, їх аналiзу й синтезу, вмiнню оцiнювати
результати дослiджень, сприймати їх як реальну дiйснiсть, що пiдтверджує
гiпотезу або спростовує її.

Специфiка курсу, що вивчається, полягає в його змiстовнiй двобiчностi:
шкiльного курсу iнформатики з одного боку та методики її навчання з iн-
шого. Пiд час виконання лабораторних робiт студенти набувають навичок
практичного характеру, одночасно постаючи як у ролi учня, який виконує

c⃝ Сьомкiн В.С., 2013
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заздалегiдь пiдготовленi завдання, так i в ролi вчителя, який на основi те-
оретичних знань з iнформатики й методики її навчання аналiзує цi тексти,
корегує, здiйснює добiрку практичних завдань iз теми, що вивчається. У ба-
гатьох випадках фактичний i методичний змiст теорiї стає бiльш зрозумiлим
тiльки пiсля самостiйного випробування основних елементiв цiєї теорiї на пра-
ктицi. Виконання лабораторних робiт сприяє поглибленню знань студентiв як
зi шкiльного курсу iнформатики, так i з методики її навчання, розумiнню ло-
гiки побудови цих курсiв.

У процесi виконання лабораторних занять студенти мають можливiсть
складати конспекти урокiв рiзних типiв, готувати комп’ютерне забезпечення
урокiв i позакласних заходiв, проводити логiко-дидактичний аналiз наявних
педагогiчних програмних засобiв, запроваджувати дiловi iгри, вчитися ана-
лiзувати уроки, перевiряти виконанi учнями за допомогою комп’ютерiв зав-
дання, виготовляти фрагменти педагогiчних програмних засобiв, унаочнення
навчального процесу, дидактичних матерiалiв тощо [4].

Основна частина
За деякими дослiдженнями, серед викладачiв середнiх i вищих навчаль-

них закладiв бiльше, нiж 90%, стикаються з проблемою постановки завдань
лабораторних робiт, розробки методичних матерiалiв iз їх проведення. Бiль-
ше, нiж 60% опитаних, вiдчувають при цьому труднощi методичного характе-
ру у зв’язку з тим, що в педагогiчнiй лiтературi цим питанням не придiлено
належної уваги [2].

У залежностi вiд дидактичних цiлей можна навести наступну класифiка-
цiю лабораторних робiт iз методики викладання iнформатики:
• ознайомлення з фактичним i методичним матерiалом;
• розв’язування експериментальних навчальних i методичних задач;
• розв’язування задач зi створення нових об’єктiв, перевiрки рiзних про-

блемних гiпотез навчального й методичного рiвнiв.
В ознайомлювальних лабораторних роботах проводиться вивчення основ-

ного змiсту теми, що вивчається, виявляються базовi поняття навчального
матерiалу, визначаються етапи, форми й методи їх формування тощо. При-
кладом теми такої лабораторної роботи може бути «Поняття iнформацiї. Вла-
стивостi iнформацiї».

Дослiдницький характер мають експериментальнi лабораторнi роботи, у
яких студенти, з одного боку, розв’язують практичнi задачi за допомогою
комп’ютера, а з iншого – вивчають можливiсть застосування рiзних форм
i методiв вiдтворення цих задач у контекстi вивчення певної теми. Напри-
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клад, пiд час вивчення теми «Моделювання i формалiзацiя» виникає велика
кiлькiсть таких задач, зокрема з використанням методу Монте-Карло.

Проведення експериментальних дослiджень має мiсце й у процесi органi-
зацiї проблемно-пошукових лабораторних робiт. Але експерименти вiдрiзня-
ються новизною й супроводжуються пошуком i створенням нових об’єктiв,
наприклад, створенням ППЗ, тематичної бази даних або iнших програмних
комп’ютерних продуктiв. Важливою складовою таких лабораторних робiт є
розробка сценарiю дiяльностi учнiв зi створення означених продуктiв.

Лабораторна робота зi шкiльного курсу iнформатики та методики її на-
вчання є водночас i формою органiзацiї навчального процесу, i методом на-
вчання. З точки зору органiзацiйного процесу, лабораторна робота найча-
стiше починається як фронтальна робота всiєї групи студентiв, але з часом
переростає в iндивiдуальну або групову (2-3 особи). А як метод – роботу спря-
мовано на виробку практичних навчальних умiнь i навичок, з одного боку,
та накопичення первинного професiйного досвiду керуванням навчальною
дiяльнiстю – з iншого. Першої мети досягаємо в процесi виконання реаль-
них завдань шкiльного курсу iнформатики, другої – в результатi пошуку й
осмислення методики викладання окремих тем курсу iнформатики в умовах
школи.

Вихiдними передумовами до успiшного виконання лабораторної роботи є
опертя на дiяльнiсний пiдхiд, тобто:

1. Не можна ставити узагальнюючi, абстрактнi цiлi, якi складно, а iнколи
навiть неможливо дiагностувати засобами поточного контролю [1].

2. Студенти перед виконанням роботи повиннi чiтко розумiти, яке мiсце в
майбутнiй педагогiчнiй дiяльностi будуть займати одержанi знання й умiння.

3. Програмний засiб не повинен бути тiльки об’єктом вивчення, а слугува-
ти засобом для досягнення цiлей розв’язування конкретної задачi дiяльностi.
Наприклад, у ходi вивченнi теми «Комп’ютерне моделювання» табличний
процесор, СКБД тощо використовуються як засоби створення, тестування й
дослiдження комп’ютерних моделей.

4. Контрольнi запитання до лабораторної роботи повиннi вiдображати
весь змiст пройденого матерiалу, передбачаючи конкретнi однозначнi вiдпо-
вiдi.

5. Рефлексiя дiяльностi студента повинна бути вiдтворена в письмовому
звiтi до лабораторної роботи з аналiзом змiсту опрацьованого матерiалу й
мати двобiчний характер – навчальний (розв’язання задач) i методичний.

Дуже важливо, щоб проведена робота в межах лабораторної не набула
епiзодичного характеру, а отриманi фактичнi й методичнi знання мали при-
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кладне значення пiд час вивчення iнших тем курсу шкiльної iнформатики.
Так, наприклад, знання з теми «Алгоритмiзацiя» повиннi знайти вiдповiдне
мiсце в iнших темах курсу iнформатики i, як результат, – у процесi виконання
iнших лабораторних робiт. Такi поняття, як компь’ютерна модель, алгоритм,
данi, типи даних, вирази, розгалудження, цикли, логiчнi операцiї та iншi чер-
воною ниткою проходять через увесь курс шкiльної iнформатики.

У зв’язку з цим важливими завданнями в лабораторному комплексi по-
виннi стати задачi з:
• визначення ролi й мiсця навчального роздiлу в базовому курсi iнфор-

матики;
• розгляду цiлей i задач вивчення роздiлу в базовому курсi iнформатики;
• визначення сутностi й ролi базових понять, етапiв i методiв їх форму-

вання;
• встановлення зв’язкiв мiж основними поняттями як всерединi навчаль-

ного роздiлу, так в межах усiєї дисциплiни [3].
Метою циклу лабораторних робiт зi шкiльного курсу iнформатики та ме-

тодики її навчання є формування вмiнь i навичок поводження майбутнього
вчителя з комп’ютерною технiкою та програмним забезпеченням у процесi ви-
кладання iнформатики в школi. Студент дiзнається, якi вмiння на рiвнi дiй i
функцiй дiяльностi вiн повинен отримати. Студенту пропонуються завдання
лабораторної роботи, до багатьох iз яких надаються алгоритми їх виконання,
деталiзуються найбiльш «вузькi» мiсця й можливi труднощi. Згiдно з класи-
фiкацiєю [5], навчальну дiяльнiсть студента можна назвати виконавчою. При
подальший роботi над однотипними завданнями навчальна дiяльнiсть сту-
дента набуває репродуктивний характер, знання, якi вiн акумулює в проце-
сi роботи за згаданою класифiкацiєю, є копiєю [5], формується конвергентне
мислення. У подальшому студентовi пропонується можливiсть пошуку iнших
рiшень наведених задач, тобто формується дивергентна форма мислення, що
заснована на стратегiї генерування безлiчi рiшень однiєї задачi. На даному
етапi навчальнi дiї студента визначаються наявнiстю вмiння досягати потрi-
бного результату як за заданим зразком, так i при створеннi й послiдовному
втiленнi власного задуму, тобто носять репродуктивно-продуктивний хара-
ктер, при цьому формуються вмiння.

Тексти до лабораторних робiт складаються iз завдань, якi розширюють
можливостi вчителя в процесi викладання дисциплiни, роблять його бiльш
змiстовним як теоретично, так i практично. Особливої уваги потребують за-
дачi, якi реалiзують метод проектiв. Це задачi зi створення баз даних, еле-
ктронної газети, постера, аналiтичних тематичних таблиць, презентацiй та
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iншi. Сучасна методика викладання як шкiльної, так i вузiвської iнформа-
тики активно впроваджує до навчального процесу метод проектiв, пошире-
ння якого пояснюється можливiстю iмiтувати дiяльнiсть, що реально роз-
вертається в позанавчальному життi [4]. Проектний метод розкриває творчi
можливостi, пiзнавальнi здiбностi, враховує iнтереси учня. Але впровадже-
ння даного методу до класно-урочної системи – не найпростiше методичне
завдання. Потрiбне врахування iндивiдуальних особливостей учнiв, їх рiвень
володiння комп’ютером, можливостей аналiтичної й пiзнавальної дiяльностi,
умiння самостiйно конструювати свої знання, орiєнтуватися в iнформацiйно-
му просторi тощо. Проблемою є органiзацiя виконання цих проектiв. Проекти
потребують бiльшого часу, нiж урок, застосування групової форми навчання,
а це поєднано з умiнням учителя органiзувати такий процес з урахуванням
доступу до комп’ютера кожного учасника проекту. Саме на розв’язання цих
навчальних i методичних задач i повиннi бути спрямованi розробленi лабо-
раторнi роботи для студентiв у межах практикуму, що розглядається.

Останнiм, але не менш важливим етапом лабораторної роботи є її пiдсум-
ковий етап, на якому студенту потрiбно осмислити змiст вивченого матерiалу
й технологiю його опрацювання, спiвставити отриманi результати з очiкува-
ними, зробити висновки. Але це тiльки осмислення способiв i прийомiв роботи
зi змiстом навчального матерiалу (рефлексiя змiсту). Важливим є й iнше пи-
тання – аналiз власної дiяльностi майбутнього педагога, осмислення способiв
i прийомiв роботи з навчальним матерiалом, пошук найбiльш рацiональних
шляхiв досягнення результатiв (рефлексiя дiяльностi). Окресленi положення
мають бути покладенi в основу звiту до лабораторної роботи. У методичних
вказiвках iз цього роздiлу слiд вказати необхiдну форму представлення ре-
зультатiв.

При оцiнюваннi цього звiту викладач враховує:
• обсяг виконаного матерiалу й послiдовнiсть виконання необхiдних дослi-
дiв: розробку моделi, алгоритму, комп’ютерної програми;
• вибiр програмного забезпечення та його спрямування на проведення до-
слiджень;
• самостiйнiсть i якiсть виконання роботи;
• логiку опису спостережень i якiсть висновкiв до них.

Правильнiсть i охайнiсть оформлення результатiв у звiтi:
• спiвставлення отриманих результатiв з очiкуваними;
• оцiнку важливостi теми вiдносно змiсту навчальної дисциплiни;
• передбачення можливих утруднень роботи учнiв в освоєннi дослiджувано-
го матерiалу;
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• методичнi рекомендацiї з реалiзацiї в навчальному процесi розв’язування
запропонованих задач;
• дотримання технiки безпеки пiд час роботи на комп’ютерi.

Висновки
Спроби реалiзацiї описаного пiдходу до органiзацiї лабораторного пра-

ктикуму зi «Шкiльного курсу iнформатики та методики її навчання» дали
нам змогу значно пiдвищити роль цiєї форми навчання та мотивувати сту-
дентiв до вивчення як змiсту шкiльного курсу iнформатики, так i засвоєння
основних положень методики її навчання.

Зазначена тематика повинна отримати продовження як в подальших до-
слiдженнях автора, так i пiдвищити науковий iнтерес студентiв до цiєї пробле-
ми в процесi написання курсових i дипломних робiт. Це дасть змогу домогтися
поширення варiативностi завдань до лабораторних робiт, їх структуризацiї,
унiфiкацiї на рiзних факультетах i спецiальностях.
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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ПРОЕКТIВ У ВИКЛАДАННI
ШКIЛЬНОГО КУРСУ IНФОРМАТИКИ ТА МЕТОДИКИ ЇЇ

НАВЧАННЯ

У статтi висвiтленi особливостi застосування методу проектiв у викладаннi шкiльного
курсу iнформатики та методики її навчання. Визначено тематику проектiв з дисциплi-
ни, розглянутi етапи роботи над проектом, обґрунтована важливiсть формування вмiння
користуватися методом проектiв для студентiв.

Ключовi слова: метод проектiв, шкiльний курс iнформатики, методика навчання.

Вступ
Останнiм часом все бiльше уваги придiляється проблемi включення в освi-

тнiй процес нових методiв навчання, що вимагають якiсно iншої пiдготов-
ки майбутнiх фахiвцiв, зокрема, вчителiв iнформатики, основним завданням
яких є пiдготовка молодого поколiння до життєдiяльностi в iнформацiйному
суспiльствi. Умiння майбутнiх вчителiв творчо i критично осмислювати новi
методи, запропонованi для реалiзацiї в школi, їх компетентнiсть у визначеннi
найбiльш перспективних з них, їх власна позицiя багато в чому визначають
стан сучасного освiтнього простору.

Одним iз iнструментiв вирiшення цiєї проблеми є використання мето-
ду проектiв. Цей метод був започаткований у 20-тi роки минулого столiт-
тя в США Дж. Дьюї та його учнем В.Х.Кiлпатрiком. Використання прое-
ктної дiяльностi у сферi навчання особливо активiзувалося в другiй поло-
винi 1990-х рр. У сучаснiй педагогiчнiй лiтературi наголошується, що вико-
ристання методу проектiв значною мiрою дозволяє зняти складнощi поєд-
нання теорiї з практикою. Змiстовi аспекти методу проектiв знайшли вiд-
ображення в працях Г.Ващенка, В.Гузєєва, Є.Кагарова, Н.Матяш, Н.Морзе,
Т.Новiкової, Н.Пахомової, О.Петрова, Є.Полат, Н.Полiхун, В.Сiмоненка,
I.Чечель, В.Шапiро та iн. У центрi уваги науковцiв Л.Жеребчук, О.Зосименко,
В. Лутковського, С.Омельяненко, О.Фунтiкової та iн. були проблеми викори-
стання методу проектiв у навчальнiй дiяльностi студентiв вищих навчальних
закладiв.

c⃝ Глазова В.В., 2013
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Основна частина
Метод проектiв визначають як сукупнiсть навчально-пiзнавальних при-

йомiв, що дозволяють вирiшити ту чи iншу проблему в процесi самостiйних
дiй з обов’язковою презентацiєю результатiв своєї роботи. В основi методу
проектiв лежить розвиток критичного мислення студентiв, вмiння самостiй-
но конструювати свої знання, орiєнтуватися в iнформацiйному просторi, ана-
лiзувати отриману iнформацiю [1].

Навчання з використанням методу проектiв заохочує i пiдсилює дiйсне на-
вчання учнiв, студентiв через те, що воно є: особистiсно-орiєнтованим, вико-
ристовує безлiч дидактичних пiдходiв – навчання в справi, незалежнi заняття,
спiльне навчання, «мозковий штурм», рольова гра, евристичне i проблемне
навчання, дискусiя, командна дiяльнiсть; є самовмотивованим, тобто зростає
iнтерес i залученiсть до роботи в мiру її виконання; дозволяє вчитися на вла-
сному досвiдi i досвiдi iнших у конкретнiй справi; приносить задоволення вiд
продукту власної дiяльностi [2].

Невипадково метод проектiв вважається оптимальним засобом реалiзацiї
дiяльнiсного пiдходу до професiйної пiдготовки педагогiв, що дозволяє їм не
на словах навчитися застосовувати знання i умiння, отриманi пiд час вивченнi
рiзних навчальних дисциплiн на рiзних етапах навчання, i iнтегрувати їх в
процесi роботи над проектом з методики навчання iнформатики.

Метод проектiв може застосовуватися в межах вивчення окремих дисци-
плiн, найчастiше в синтезi з iншими методами навчання та формами органi-
зацiї навчального процесу. Вивчення дидактичних можливостей метода про-
ектiв показало, що його використання дозволяє пiдвищити ефективнiсть на-
вчання рiзним аспектам нових iнформацiйних технологiй. Навчання iнфор-
матики є важливою ланкою iнформатизацiї освiти. Успiшнiсть процесу iн-
форматизацiї шкiльної освiти спирається на добре поставлене викладання
iнформатики. Адже, найчастiше, молодi вчителi, починаючи свiй професiй-
ний шлях, орiєнтуються на сталий менталiтет, традицiйний пiдхiд до робо-
ти старших колег. Таким чином, означене вимагає переорiєнтацiї пiдготовки
майбутнiх учителiв на оволодiння сучасними технологiями з урахуванням
нових пiдходiв.

Аналiз системи пiдготовки вчителiв iнформатики засвiдчив, що однiєю
з найважливiших є навчальна дисциплiна «Шкiльний курс iнформатики та
методика її навчання». Процес впровадження методу проектiв у викладан-
ня потребує визначення змiсту курсу з урахуванням використання методу
проектiв у навчаннi, визначення принципiв створення проектiв, розробки ме-
тодики використання методу проектiв у навчаннi студентiв. Метод проектiв
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у пiдготовцi студентiв до майбутньої професiйної дiяльностi є самостiйною
дiяльнiстю студентiв, яка здiйснюється пiд гнучким керiвництвом виклада-
ча та спрямована на вирiшення дослiдницького завдання або проблеми, на
отримання результатiв своєї роботи. Пiд час вивчення дисциплiни «Шкiльний
курс iнформатика та методика її навчання» пiдсумком роботи може бути як
iдеальний продукт: зроблений на основi вивчення iнформацiї висновок, сфор-
мованi знання, так i матерiальний продукт: WEB-сайт, сценарiй проведення
заходу, маршрут навчальної екскурсiї, методичний посiбник, методичнi вка-
зiвки, збiрка методичних матерiалiв, узагальнення передового педагогiчного
досвiду, програма навчання, навчальний план, довiдник, доповiдь, альбом,
газета тощо.

Метод проектiв є комплексним методом, який дозволяє будувати процес
навчання спираючись на iнтереси студентiв i надає їм бiльшу свободу в своїх
дiях. Метод проектiв, критично перероблений i адаптований пiд викладання
дисциплiни, зможе забезпечити розвиток творчої iнiцiативи i самостiйностi
студентiв у навчальнiй дiяльностi, допоможе знайти способи, шляхи розви-
тку самостiйного мислення, дасть можливiсть студентам не просто запам’я-
товувати i вiдтворювати знання, якi вони отримують у вищому навчальному
закладi, а й допоможе сформувати вмiння застосовувати цi знання на пра-
ктицi.

На основi аналiзу програми дисциплiни було визначено орiєнтовну тема-
тику проектiв («Iнформацiя», «Сучасний вчитель iнформатики: яким вiн має
бути?», «Iгровi методи у викладаннi iнформатики», «Навчання iнформатики
у профiльнiй школi», «Iндивiдуальний практикум з iнформатики» та iн.).
Пiд час вибору теми проекту слiд враховувати такi аспекти як: розумовi,
психологiчнi можливостi студентiв, їх iндивiдуальнi особливостi, навчально-
матерiальну базу, мiжпредметнi зв’язки, залучення знань iз рiзних галузей,
професiйно-орiєнтовану важливiсть проекту тощо.

В освiтньому просторi проектна дiяльнiсть не є самоцiллю, вона завжди
пiдпорядкована педагогiчним цiлям i виступає як засiб їх досягнення, тобто
йде навчання дiєю i у дiї. Робота над проектами пiд час вивчення дисци-
плiни «Шкiльний курс iнформатики та методика її навчання» вiдбувається
з дотриманням етапiв, якi переважно виокремлюють у методичнiй лiтера-
турi – пошуковий, його ще називають попереднiм, стартовим, початковим
(вiдбуваються роботи з визначення теми проекту, пошук та аналiз проблеми,
висування гiпотези, постановка цiлi, обговорення методiв дослiдження), ана-
лiтичний (аналiз вхiдної iнформацiї, пошук оптимального способу досягнення
цiлi проекту, побудова алгоритму дiяльностi, покрокове планування роботи),
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практичний (реалiзацiя проекту), презентацiйний (оформлення результатiв,
пiдготовка та проведення презентацiї, захист i оцiнка проекту), контрольний
(аналiз результатiв, коригування, оцiнка якостi проекту) [3]. Кожен учасник
проекту, залежно вiд своїх сильних сторiн, активно включається в роботу на
певному етапi. Пiд час роботи над проектом можуть iснувати декiлька варi-
антiв розподiлу видiв дiяльностi усерединi робочої групи. У пiдготовцi май-
бутнiх вчителiв iнформатики можлива реалiзацiя рiзних видiв проектiв (до-
слiдницьких, iнформацiйних, творчих, рольових, телекомунiкацiйних тощо),
але найчастiше використовуються змiшанi типи проектiв у яких, наприклад,
одночасно є ознаки дослiдницького i творчого, або ознайомчо-орiєнтованi i
дослiдницького.

Висновки
Для студентiв надзвичайно важливим є опанування методом проектiв,

оскiльки це вiдкриває новi можливостi для успiшного початку професiйної
дiяльностi, розвитку самостiйностi, креативностi, iнтелектуальних, вольових
якостей. Умiння користуватися методом проектiв – показник високої квалi-
фiкацiї викладача [4, с. 67]. Проживаючи в спецiально органiзованiй освiтнiй
ситуацiї, студент вiдтворює зразки професiйного життя i дiяльностi, тим са-
мим розвиваючи свiй внутрiшнiй свiт, набуваючи i вдосконалюючи професiй-
нi компетенцiї.
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ОСОБЛИВОСТI ВИКЛАДАННЯ IНФОРМАТИКИ ДЛЯ
СТУДЕНТIВ ГУМАНIТАРНИХ СПЕЦIАЛЬНОСТЕЙ

У статтi розглянутi питання, пов’язанi з особливостями пiдготовки студентiв гуманiтарних
спецiальностей до використання засобiв сучасних iнформацiйних технологiй у майбутнiй
професiйнiй дiяльностi.

Ключовi слова: iнформатика, комп’ютер, сучаснi iнформацiйнi технологiї, iнфор-
матизацiя освiти, iнформацiйна культура.

Вступ
У сучасному суспiльствi вiдбувається iнформатизацiя усiх сфер дiяль-

ностi людини. Вiдбувається також активне впровадження засобiв сучасних
iнформацiйних технологiй в освiту. До початку ХХI столiття викладання iн-
форматики у школi в основному обмежувалось одним навчальним предме-
том, i навичками роботи з комп’ютером повинен був володiти тiльки вчитель
iнформатики.

У нинiшнiй час вiдбувається широке впровадження комп’ютерної технi-
ки у навчальний процес, створюється все бiльше електронних пiдручникiв,
електронних посiбникiв та дидактичних матерiалiв для вивчення рiзних пре-
дметiв [1]. У подальшому вчитель, не пiдготовлений до роботи з комп’ютером
та програмними засобами, практично не зможе виконувати свої професiйнi
обов’язки.

В силу наведених причин, у вищих педагогiчних навчальних закладах
студенти гуманiтарних спецiальностей вивчають дисциплiни «Iнформатика i
ТЗН», «Сучаснi iнформацiйнi технологiї».

Основна мета викладання цих дисциплiн – навчити студентiв гуманiтар-
них спецiальностей використовувати засоби iнформатики i обчислювальної
технiки, вiдповiдне програмне забезпечення для розв’язання практичних за-
дач у вiдповiднiй предметнiй галузi, а також формування iнформацiйного
свiтогляду студентiв [2, 3].

c⃝ Овчарова О.I., 2013
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Основна частина
Викладання iнформатики на гуманiтарних факультетах має свої особли-

востi. Однiєю з них є не достатньо високий рiвень шкiльної пiдготовки студен-
тiв, тому основним завданням курсу iнформатики для студентiв гуманiтар-
них спецiальностей є вирiвнювання знань, набутих у межах середньої освiти,
пiдвищення рiвня iнформацiйної культури студентiв, пiдготовка до викори-
стання засобiв сучасних iнформацiйних технологiй у навчаннi та майбутнiй
професiйнiй дiяльностi [4].

У зв’язку з тим, що для вивчення iнформатики на гуманiтарних факуль-
тетах вiдводиться невелика кiлькiсть годин, вивчення цiєї дисциплiни сту-
дентами гуманiтарних спецiальностей обмежується вивченням основ роботи
з комп’ютером, навичками взаємодiї з операцiйною системою, а також нави-
чками роботи з найбiльш поширеними прикладними програмами. Причому, у
процесi пiдготовки майбутнього вчителя необхiдно враховувати тi обставини,
що апаратне i програмне забезпечення швидко вдосконалюється, з’являю-
ться новi програмнi засоби, якi необхiдно буде застосовувати у професiйнiй
дiяльностi. Тому важливо навчити студентiв не тiльки працювати з вище на-
званими програмами, але й навчити їх самостiйно працювати з навчальними
посiбниками, опановувати роботу з новими програмними засобами.

Особливiсть викладання iнформатики на гуманiтарних факультетах зу-
мовлена ще й тим, що цю дисциплiну треба адаптувати до навчання
студентiв-гуманiтарiїв. Змiст курсу «Iнформатика i ТЗН» повинен врахову-
вати специфiку того факультету, на якому його вивчають. Як правило, пе-
реважна бiльшiсть студентiв гуманiтарних спецiальностей не орiєнтована на
вивчення точних наук. Успiшне засвоєння ними вмiнь i навичок роботи з
iнформацiйними технологiями можливе лише при усвiдомленнi необхiдностi
опанування цими вмiннями. Орiєнтацiя на майбутню професiйну дiяльнiсть,
показ необхiдностi використання нових iнформацiйних технологiй при розв’я-
заннi конкретних задач, пов’язаних з цiєю дiяльнiстю, формують позитивну
мотивацiю студентiв до вивчення iнформатики. Необхiдно, щоб навчальний
матерiал, завдання для лабораторних робiт, самостiйної роботи якомога бiль-
ше були пов’язанi зi спецiалiзацiєю студентiв. Наприклад, при вивченнi текс-
тового редактору необхiдно звернути увагу на такi його можливостi як пе-
ревiрка граматики, орфографiї, запропонувати виконати завдання з творчим
гуманiтарним спрямуванням. На лабораторних заняттях також можна запро-
понувати студентам створити презентацiї для використання на уроках мови,
лiтератури i т. д.
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На лекцiйних та лабораторних заняттях необхiдно враховувати особли-
востi сприймання студентами-гуманiтарiями технiчних знань, комп’ютерної
термiнологiї. Для покращення сприймання та засвоєння студентами навчаль-
ної iнформацiї пiд час лекцiй можна застосовувати мультимедiйну апаратуру
та iншi технiчнi засоби навчання. Також необхiдно бiльше уваги придiляти
iндивiдуальнiй роботi зi студентами. Аналiзуючи досвiд викладання iнфор-
матики можна зауважити, що найбiльше труднощiв у студентiв гуманiтарних
спецiальностей виникає при вивченнi тем, пов’язаних з апаратним забезпече-
нням, а також при роботi з електронними таблицями, виконаннi розрахункiв,
побудовi дiаграм. Тому вивчення цих тем потребує проведення додаткових
консультацiй, надання викладачем допомоги студентам при виконаннi ними
iндивiдуальних завдань, самостiйної роботи.

Висновки
Для пiдвищення якостi викладання iнформатики на гуманiтарних фа-

культетах необхiдно враховувати специфiку факультету i орiєнтуватися на
пiдготовку квалiфiкованого користувача, який вмiє грамотно взаємодiяти з
комп’ютером, застосовувати засоби сучасних iнформацiйних технологiй у на-
вчаннi, науково-дослiднiй роботi та майбутнiй професiйнiй дiяльностi.

Для викладання iнформатики на фiлологiчному, дефектологiчному фа-
культетах пiдготовлено навчально-методичний комплекс дисциплiни «Iнфор-
матика i ТЗН», методичнi посiбники, при розробцi яких були врахованi осо-
бливостi вивчення iнформатики.
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СТВОРЕННЯ IНФОРМАЦIЙНО-ОСВIТНЬОГО
СЕРЕДОВИЩА ПЕДАГОГIЧНОГО ВНЗ

В роботi розглядаються питання створення iнформацiйно-освiтнього середовища педагогi-
чного ВНЗу, наводяться шляхи створення середовища. Окрему увагу придiлено структур-
ному змiсту освiтнього середовища та особливостi його створення для майбутнiх вчителiв.

Ключовi слова: iнформацiйно-освiтнє середовище, LMS, пiдготовка вчителя

Вступ
Створення та накопичення рiзних засобiв iнформацiйно-комунiкацiйних

технологiй для навчальних закладiв породжує цiлий ряд проблем педаго-
гiчного характеру. Перш за все, слiд вiдзначити очевидну вiдсутнiсть якої-
небудь системи в розробцi, накопиченнi та практичному використаннi розрi-
знених iнформацiйних ресурсiв педагогiчного призначення. Як правило, подi-
бнi засоби нiяк не пов’язанi мiж собою i невиправдано дублюють одну i ту ж
iнформацiю. Засоби iнформатизацiї, якi використовуються в рамках одного
навчального закладу, вимагають принципово рiзних методичних i технологi-
чних пiдходiв, накладають суттєвi вимоги на знання i вмiння студентiв, що
негативно позначається на ефективностi навчального процесу [1].

Ще однiєю проблемою, пов’язаною з хаотичнiстю розробки i використан-
ня iнформацiйних технологiй та ресурсiв у навчальному закладi, є практична
неможливiсть унiверсальної пiдготовки педагогiчних кадрiв, здатних компле-
ксно використовувати переваги засобiв iнформацiйно-комунiкацiйних техно-
логiй в навчальнiй, позанавчальнiй та органiзацiйно-педагогiчнiй дiяльностi.

Необхiдне об’єднання в одну унiфiковану систему iнформацiйних ресур-
сiв та технологiй, що використовуються в усiх сферах дiяльностi вищого
навчального закладу. Подiбна система повинна бути доповнена загальни-
ми однотипними методологiчними вимогами i рекомендацiями. А тому ме-
тою даної статтi є рiзнобiчний розгляд питань, що пов’язанi з формуванням
iнформацiйно-освiтнього середовища педагогiчного вузу.

c⃝ Величко В.Є., Рухманкова Г.В., Скрипачова Т.О., Пугачова I.В., 2013
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Основна частина
Спроби формування iнформацiйно-освiтнього середовища робляться в ба-

гатьох навчальних закладах, проте, як правило, вони зводяться до вирiшення
технiчних проблем взаємозв’язку окремих засобiв i технологiй iнформатиза-
цiї. До цих пiр не вирiшенi питання унiфiкацiї змiсту i методiв, що характе-
ризують використання засобiв iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй.

На роль подiбної системи може претендувати iнформацiйно-освiтнє се-
редовище навчального закладу, обумовлене в багатьох публiкацiях як суку-
пнiсть комп’ютерних засобiв i способiв їх функцiонування, якi використовую-
ться для реалiзацiї навчальної дiяльностi. Бiльш точно iнформацiйно-освiтнє
середовище можна визначити як засноване на використаннi комп’ютерної
технiки програмно-телекомунiкацiйне середовище, що реалiзує єдиними те-
хнологiчними засобами i взаємопов’язаним змiстовним наповненням якiсне
iнформацiйне забезпечення студентiв, викладачiв, адмiнiстрацiю навчально-
го закладу i громадськiсть. Подiбне середовище повинно включати в себе
органiзацiйно-методичнi засоби, сукупнiсть технiчних i програмних засобiв
зберiгання, обробки, передачi iнформацiї, що забезпечує оперативний доступ
до педагогiчно значущої iнформацiї i створює можливiсть для спiлкування
викладачiв та студентiв.

Iнформацiйно-освiтнє середовище має будуватися як iнтегрована бага-
токомпонентна система, компоненти якої вiдповiдають навчальнiй, позана-
вчальнiй, науково-дослiднiй дiяльностi, вимiрюванню, контролю i оцiнки ре-
зультатiв навчання, дiяльностi з управлiння навчальним закладом [2].

Одним з найбiльш значущих компонентiв середовища є програмно-
методичний комплекс, нацiлений на iнформатизацiю навчальної дiяльностi
навчального закладу. Проектування, побудова та експлуатацiя навчальної
компоненти повиннi здiйснюватися у строгiй вiдповiдностi з широким компле-
ксом вимог i рекомендацiй психолого-педагогiчного, методичного та техно-
логiчного характеру.

Однiєю з iстотних сфер дiяльностi будь-якого навчального закладу, не-
залежно вiд рiвня освiти, є науковi та методичнi дослiдження. Аспекти фун-
кцiонування науково-методичної сфери дiяльностi навчальних закладiв по-
роджують окремий напрямок впроваджень засобiв IКТ. Необхiдно видiлення
в рамках середовища спецiальної компоненти, що iнтегрує розрiзненi засо-
би iнформатизацiї науково-дослiдної та методичної дiяльностi, здiйснюваної
педагогами. Вiдповiдна компонента середовища повинна не тiльки надавати
засоби доступу до iнформацiйних ресурсiв, значимим з точки зору науко-
вої дiяльностi, але i надавати iнструментарiй для бiблiографування, обробки,

132 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Величко В.Є., Рухманкова Г.В, ... Створення iнформацiйно-освiтнього середовища ...

зберiгання та облiку iнформацiйних фрагментiв, важливих з точки зору про-
ведених розробок. Такi засоби можуть виявитися корисними при органiзацiї
вiддалених дистанцiйних взаємодiй педагогiв у сферi наукових дослiджень.

Видiляють також позанавчальну компоненту iнформацiйно-освiтнього се-
редовища. Сфера позанавчальної дiяльностi навчального закладу на практи-
цi використовує переваги засобiв IКТ досить рiдко i безсистемно. Iнформацiй-
нi технологiї здатнi пiдняти на бiльш високий рiвень позанавчальнi заходи,
якi безпосередньо не пов’язанi з основною навчальною дiяльнiстю. Очеви-
дна доцiльнiсть використання комп’ютерних телекомунiкацiй в мiжособистi-
сному позанавчальному спiлкуваннi. У даних областях вiд якостi та рiвня
змiстовно-методичної опрацьованостi вiдповiдних засобiв IКТ iстотно зале-
жить навчально-виховний ефект позанавчальної дiяльностi [3].

Основними iнформацiйними ресурсами, складовими позанавчального
компоненту iнформацiйно-освiтнього середовища повиннi бути засоби iнфор-
мування учнiв i педагогiв про планованi позанавчальнi заходи, iнформацiйнi
засоби пiдтримки дiяльностi кураторiв, засоби iнформацiйного забезпечен-
ня позанавчальної спiлкування студентiв, iнформацiйнi засоби, необхiднi для
проведення культурно-масових i спортивних заходiв, засоби управлiння по-
занавчальною дiяльнiстю в навчальному закладi.

Великою сферою застосування засобiв IКТ є органiзацiйно-управлiнська
дiяльнiсть навчальних закладiв. В її автоматизацiї використовуються бага-
то програмних систем та оболонок, такi як планувальники занять, системи
бухгалтерського облiку, засоби розрахунку навчального навантаження i та-
рифiкацiї, електроннi бази даних про викладачiв, студентiв, засоби навчання
i багато iнших. У моделюваннi, проектуваннi i компонуваннi iнформацiйно-
освiтнього середовища має сенс видiлення спецiалiзованої компоненти, що iн-
тегрує iнформацiйнi ресурси, що автоматизують обробку та передачу iнфор-
мацiї в рамках органiзацiйно-управлiнської дiяльностi навчального закладу.

Формування iнформацiйно-освiтнього середовища, що охоплює всi сфе-
ри дiяльностi навчального закладу, створює додатковi умови для всебiчного
аналiзу показникiв освiтнього процесу, дозволяє сформувати цiлiсне уявлен-
ня про стан системи освiти, про якiснi та кiлькiснi змiни в нiй.

На сьогоднi iснує два рiзних технологiчних шляхи створення iнформацiйно-
освiтнього середовища. Перший з них, це створення середовища в рамках
технiчних можливостей унiверситету. Реалiзацiя цього принципу створення
iнформацiйно-освiтнього середовища є бiльш коштовною, але створене сере-
довище може бути будь-якої доступної складностi. Для розробки програм-
ного забезпечення необхiдно залучати представникiв усiх сфер навчально-

Випуск №3, 2013 133



Iнформатика та методика її викладання

виховного та органiзацiйного комплексiв, для створення гармонiйної та висо-
копродуктивної системи.

Другий спосiб створення iнформацiйно-освiтнього середовища полягає у
використаннi хмарних технологiй. Перевагою цього способу є використання
вже iснуючих програмних, iнформацiйних та методичних засобiв, а недолi-
ком – використання наявних можливостей без можливостi їх вдосконалення.
Прикладом використання хмарних технологiй може бути створене iнформа-
цiйне середовище в соцiальних мережах, збереження iнформацiї на вiдповiд-
них серверах, робота електронної пошти, створення блогiв, системи обмiну
сповiщеннями, системи агрегацiї iнформацiї тощо.

Створення iнформацiйно-освiтнього середовища в педагогiчному вузi осо-
бливо актуальне, так як його використання передбачає включення студентiв
в навчальний процес, створення умов для активної взаємодiї викладачiв i
студентiв та навчання в активному середовищi як в режимi off-line, так i в
режимi on-line. Виконання цих умов формує у майбутнього педагога не тiльки
знання з використання iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй в навчаль-
ному процесi а i їх iнтеграцiю в навчальний процес, що в свою чергу пiдвищує
методичну значимiсть отриманих у педагогiчному вузi знань, вмiнь i навичок.

Висновки
Перспективи використання iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй в

навчальному процесi безсумнiвно широкi. А їх використання в комплексi з
науковими, методичними та органiзацiйними наробками створює можливостi
для виховання педагога майбутнього. Педагога, який своїм прикладом еру-
дованостi, обiзнаностi та навичками вiльного володiння сучасними iнформа-
цiйними технологiями надихатиме учнiв не тiльки до вiдмiнних знань свого
навчального предмету, а i до самоосвiтньої дiяльностi.
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РОЗВИТОК МАТЕМАТИЧНОЇ КУЛЬТУРИ ШКОЛЯРIВ НА
УРОКАХ АЛГЕБРИ В ОСНОВНIЙ ШКОЛI

Стаття присвячена проблемi розвитку математичної культури у учнiв на уроках алгебри в
основнiй школi, необхiдностi формування математичної культури учня в процесi навчання
математики та розробцi методичних рекомендацiй щодо вирiшення цiєї проблеми.

Ключовi слова: культура, математична культура, математична пiдготовка,
методичнi принципи.

Вступ
У процесi навчання математики в середнiй школi учень повинен не тiль-

ки опанувати алгоритми, методи розв‘язання або вникнути в їхню суть, вiн
також повинен оволодiти певним рiвнем математичної культури. За останнi
роки з’явилися роботи, присвяченi проблемам розвитку математичної куль-
тури педагогiв, студентiв ВНЗ (майбутнiх економiстiв, iнженерiв). Велика
кiлькiсть публiкацiй з даної проблеми належать видатним ученим i педаго-
гам А. Анго, А.Н. Крилову, Л.Д. Кудрявцеву, А.Д. Мишкiс, Я.Б. Зельдович,
I.М. Яглому.

Питаннями розвитку математичної культури у школярiв займалися такi
вченi-педагоги як Дж. Iкрамов, В.I. Снегурова, Х.Ш. Шiхалiев. В наукових
роботах, присвячених дослiдженню з даної теми мiститься наступне:
• Теоретичнi вiдомостi психологiчної особливостi вiку учнiв
• Аналiз поширених методик та практик для формування належного

рiвня математичної культури учнiв
• Аналiз можливих причин виникнення проблем у формуваннi матема-

тичної культури учнiв

c⃝ Беседiн Б.Б., Донченко Я.А., 2013
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• Розробка рiзних пiдходiв до побудови уроку, системи задач, пiдходiв
для розвитку математичної культури учнiв.

Аналiз практики навчання математики показує, що рiвень розвитку мате-
матичної культури учнiв знижується щороку. Учнi не проявляють належного
iнтересу до навчання, не отримують навичок самостiйної роботи з математи-
ки. Розрив мiж потребами сучасного суспiльства у фахiвцях та рiвнем знань
учнiв утворюють ще одну проблему сучасного навчання.

Тому, розвиток математичної культури учнiв залишається важливим ком-
понентом в процесi навчання математики.

Основна частина
Поняття «культура» є багатозначне та не має єдиного та повного озна-

чення. Культура — невiд‘ємна частина життя людини. Наука сьогоднi стає
загальнодоступним та необхiдним компонентом професiйної складової спецi-
алiста. Її можна розглядати як знакову систему, мета якої полягає у описi
процесiв навколишнього свiту. Математична культура — частина загально-
людської культури. Її формування слiд будувати на принципi спрямованостi
математичної культури людини у бiк її професiйної дiяльностi.

1957 рiк можна вважати роком зародження розумiння проблеми форму-
вання математичної культури школярiв. Вона розглядалася Н.Я. Вiленкiним
i I.М. Ягломом. Актуальнi пiдходи до аналiзу математичної культури особи-
стостi представленi в дослiдженнях Дж. Iкрамова, В.Н. Худякова, Т.Г. Заха-
рової та iн.

На думку Дж. Iкрамова, знання в мисленнi кодуються у виглядi понять,
суджень та умовиводiв, а в мовi виражаються за допомогою слiв, словосполу-
чень i пропозицiй. Тому в якостi параметрiв, важливих компонентiв матема-
тичної культури виступають математичне мислення i математична мова. Тер-
мiн «математична мова» вживається для позначення всiх основних засобiв, за
допомогою яких в уснiй та письмовiй формi виражається математична думка.
Отже, в поняття «математична мова» включаються логiко-математичнi сим-
воли, графiчнi схеми, креслення, а також науковi термiни разом з елементами
природної мови [2].

В.Н. Худяков у своєму дисертацiйному дослiдженнi розглядає математи-
чну культуру учня початкової профiльної освiти (спецiалiста) як суттєвий
елемент загальної культури сучасної людини. В.Н. Худяков вважає, що ма-
тематична культура виростає iз загальної культури, яка є середовищем i ма-
терiалом для становлення першої [3].
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Т.Г. Захарова крiм математичного знання видiляє чотири основнi аспе-
кти, якi розширюють знання математики до рiвня математичної культури.
Це видiлення людиною математичної ситуацiї з усього розмаїття ситуацiй у
навколишньому свiтi, наявнiсть математичного мислення, використання всьо-
го розмаїття засобiв математики та готовнiсть до творчого саморозвитку, ре-
флексiя [1].

Поняття «математична культура» недостатньо висвiтлене в методичнiй
лiтературi. Не достатньо чiтко сформульованi концепцiї визначення сутностi,
змiсту цього поняття чи пiдходу до визначення його структури. Його, зазви-
чай, розглядають i як набiр визначених математичних знань, умiнь i навичок,
володiння математичною мовою, i як математичну самоосвiту, вмiння засто-
совувати математику у професiйнiй дiяльностi, i як присвоєнi математичнi
цiнностi та iн.

Аналiз психолого-педагогiчної, фiлософської, спецiальної лiтератури, ди-
сертацiйних робiт, дає можливiсть видiлити наступнi компоненти математи-
чної культури:

1. Обчислювальна культура, яка включає вмiння оперувати з рацiональ-
ними числами без допомоги ЕОТ, рацiонально обчислення виразiв, при-
кидку результатiв, уснi обчислення.

2. Алгоритмiчна культура, яка включає знання, умiння, навички та ро-
зумiння сутностi мови, алгоритму, вмiння володiння прийомами та засо-
бами для запису та використання алгоритму, вмiння зводити задачi до
алгоритму та iнтерпретувати отриманi результат.

3. Графiчна культура, яка потребує вмiння зчитування iнформацiї з гра-
фiкiв, дiаграм та їхню iнтерпретацiю.

4. Логiчна культура, що включає широкий комплекс вимог, серед яких
вмiння логiчно вiрно будувати свої умовиводи, видiляти ключовi завда-
ння, складати подiбнi задачi, розчленовувати задачi на бiльш простi та
узагальнювати її.

5. Мовна культура потребує вмiння чiтко висловлювати свою думку, гра-
мотно будувати свою мову, використовувати математичнi термiни та їх
суть.

Тобто, при використаннi термiну «математична культура» школяра буде-
мо розумiти комплекс якостей, систему культур, якi у свою чергу формують
саму математичну культуру.

Ряд даних вмiнь, якими повинен володiти учень, можуть слугувати осно-
вою для визначення методичних принципiв способiв розвитку математичної
культури учнiв на уроках алгебри основної школи.
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Сформулюємо принципи розвитку математичної культури у учнiв основ-
ної школи:
1. Використання комбiнованих, нестандартних завдань, направлених на
повторення вже пройденого матерiалу i закрiплення матерiалу, що вивча-
ється.

Завдання такого типу повиннi активiзувати пiзнавальну активнiсть учнiв,
навчити їх нестандартно мислити, дивитися на задачу глобально, привчити
розбивати задачу на елементарнi пiдзадачi. При цьому дiти повиннi навчи-
тися будували логiчний ланцюжок мiркувань таким чином, щоб простими та
невеликими кроками прийти до шуканого результату.
2. Використання математичного диктанту як обов’язкового етапу уроку.

Математичний диктант кожного уроку можливо та необхiдно робити якi-
сно рiзним. Це обумовлено тим, що даний етап уроку може бути направлений
на розвиток логiчної культури (логiчнi задачi), розвиток математичного мов-
лення (правопис термiнiв), розвиток обчислювальної культури (завдання на
обчислення), графiчної культури (вiдшукання точок за графiком, робота з та-
блицями). Математичний диктант не повинен забирати багато часу на уроцi
— не бiльше 5 хвилин. Також, вiн може представляти будь-який етап уроку.
3. Постiйне удосконалення обчислювальної технiки учнiв впродовж усього
термiну їх навчання.

Часто учням основної школи важко iнтерпритувати числову iнформацiю
в рiзних формах. Наприклад, 3

7 = 0.43 , 1
6 = 17% , 2 ∗ 10−4 = 0.0002 . Учнi

доволi рiдко використовують рацiональний пiдрахунок, не розкривають для
себе увесь потенцiал перетворення числових виразiв (властивостi арифме-
тичних дiй, основна властивiсть дробу та iн.). Учнi недостатньо впевнено
володiють обчислювальними стратегiями (поєднанням усних, письмових та
iнструментальних обчислень), нехтують промiжним контролем i перевiркою
правдоподiбностi результату. Помилки в розрахунках збивають зi шляху, на-
мiченого для досягнення результату, а увага, зосереджена на осмисленнi ходу
розв’язання задачi, переноситься на подолання труднощiв, пов’язаних з об-
численнями [4].
4. Використання мiжпредметних зв’язкiв на уроках алгебри.

Корисно пропонувати учням завдання, якi перетинаються з iншими пре-
дметами. Можна запропонувати задачi з фiзичним змiстом. Такi завдання по-
виннi допомогти зацiкавити дiтей у вивченнi математики та iнших предметiв,
показати прикладну сторону предмету, розвити математичну та алгоритмi-
чну мову. Тобто, вмiння переводити задачу на мову математики, розв’язувати
її за допомогою математики, та переводити вiдповiдь назад до мови запиту.
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Iнтеграцiя завдань з математики та української мови допоможе учням
розвити математичну мову та мислення. Учням можна пiд час теми «Тотожнi
перетворення виразiв» запропонувати такi завдання:

a) Провiдмiнювати дрiб 3 157
1116 ;

b) Написати iсторiю з використанням математичних термiнiв.
5. Cистематизацiя та узагальнення знань учнiв.

Один з важливих принципiв формування математичної культури учня –
це формування у нього цiлiсної уяви про предмет математики та весь вивчає
мий матерiал. Учень повинен мати цiлiсне уявлення з кожної змiстовної лiнiї,
яку вiн вивчав (числова, тотожнi перетворення та iн.), а не окремi знання,
якi не перетинаються один з одним.

Для учнiв корисно надавати класифiкацiю того чи iншого поняття.
— Класифiкацiя основних прийомiв розв’язання задач вiдносно їх типу.
— Класифiкацiя розв’язання рiвнянь вiдносно їхнього виду.
— Класифiкацiя перетворень виразiв.
Корисним є складання вчителем, учнями разом з вчителем та самими

учнями самостiйно узагальнюючих таблиць, як у темi «Розширення вiдомо-
стей про функцiю числового аргументу».

Висновки
Проведений аналiз психолого-педагогiчної лiтератури та практики навча-

ння математики дозволив сформулювати певнi принципи, що необхiдно ви-
користовувати вчителям в процесi навчання математики задля розвитку ма-
тематичної культури школярiв на уроках алгебри в основнiй школi.
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УЗАГАЛЬНЕННЯ ТА СИСТЕМАТИЗАЦIЯ ЗНАНЬ ПРИ
ВИВЧЕННI АЛГЕБРИ 7-9 КЛАСIВ

Стаття присвячена проблемi узагальнення та систематизацiї знань учнiв при вивченнi
курсу алгебри 7-9 класiв, необхiдностi узагальнення та систематизацiї в процесi навчання
математики та розробцi методичних рекомендацiй щодо вирiшення цiєї проблеми.

Ключовi слова: узагальнення, систематизацiя, процес навчання.

Вступ
Останнiм часом все бiльше придiляється увага узагальненню i системати-

зацiї матерiалу, за допомогою якого учнi не стiльки повторюють пройдений
матерiал, скiльки приводять поняття в струнку систему, розкривають зв’язки
i вiдношення мiж її елементами та набувають новi знання. Систематизацiя
та узагальнення займає важливе мiсце у навчаннi, розвитку мислення та па-
м’ятi, але на уроках математики цьому вiдводиться незначна роль. Цим об-
умовлюється актуальнiсть теми роботи, проблема якої в тому, щоб виявити
та обґрунтувати можливостi подальшого вдосконалення методики система-
тизацiї та узагальнення знань учнiв при вивченi курсу алгебри 7-9 класiв.

Питанням систематизацiї знань займались ще видатнi педагоги минуло-
го, такi як Я.А.Коменський, Дiстервег А. та iн. Вперше задача формування
в учнiв системи наукових знань, а не кускових, iзольованих представлень бу-
ла чiтко сформульована в кiнцi 30-х рокiв, коли серед принципiв навчання
з’явився принцип систематичностi та послiдовностi. Над проблемами узагаль-
нення та систематизацiї працювали: дидакти I.Я. Лернер, В.О. Онищук та
методисти В.П. Iржавцева, Л.Я. Федченко та iншi [3, 5, 6].

Аналiз шкiльної практики навчання, вiдповiдей абiтурiєнтiв пiд час скла-
дання вступних iспитiв свiдчить про те, що вiдсутнiсть чiткої системи знань
не є поодиноким явищем. Значна частина вчителiв не достатньо займається
цiєю проблемою, iншi розумiють систематизацiю досить односторонньо, зво-
дячи її до органiзацiї урокiв узагальнюючого повторення. Узагальнююче по-
вторення дуже часто пiдмiняється простим повторенням матерiалу, в процесi

c⃝ Беседiн Б.Б., Пономарьова А.О., 2013
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якого учнi розв’язують вправи безпосередньо взятi iз вiдповiдних контроль-
них робiт. Тому узагальнення та систематизацiя знань були i залишаються
важливими компонентами в процесi навчання математики.

Основна частина
Питання узагальнення i систематизацiї – давня гносеологiчна, психологi-

чна i педагогiчна проблема. Я.А. Коменський не одноразово в своїх працях
пiдкреслював необхiднiсть дотримуватись послiдовностi у вивченнi матерiа-
лу. Вiн вважав, що вся сукупнiсть навчальних занять, повинна бути старанно
розподiлена на класи так, щоб попереднє завжди вiдкривало дорогу насту-
пному i освiтлювало йому шлях [4].

В формальнiй логiцi пiд процесом узагальнення розумiють видiлення за-
гального в предметах i явищах дiйсностi i основане на цьому мислене об’єд-
нання їх одне з одним. Вiдбувається вiднесення предметiв, що мають певну
ознаку до групи.

Узагальнення вiдiграє надзвичайно важливу роль у процесi навчання. На-
самперед на основi узагальнення учнi засвоюють науковi поняття. У психо-
логiї поняттям називається вiдображення загальних i iстотних властивостей
предметiв та явищ дiйсностi, тобто, поняття - це узагальнення, якi формую-
ться в процесi пiзнавальної дiяльностi людини взагалi i, зокрема, в навчаннi.
Щоб засвоїти поняття про певнi предмети i явища, необхiдно визначити в них
найбiльш загальнi й iстотнi ознаки. Засвоєння учнями окремих понять ще не
приводить до оволодiння основами наук, яке є одним з основних завдань
загальноосвiтньої школи. Опанувати основи тiєї чи iншої науки - це озна-
чає засвоїти систему понять, правил, законiв, якi вiдображають причиново-
наслiдковi зв’язки мiж предметами i явищами реального свiту. Вивчення си-
стеми знань – одна з найактуальнiших проблем дидактики.

Система знань в учнiв виробляється головним чином на основi дида-
ктичного принципу систематичностi у навчаннi, який передбачає засвоєння
знань, навичок i вмiнь у певному логiчному зв’язку.

П.К. Анохiн вважає, що системою можна назвати тiльки комплекс таких
вибiрково включених компонентiв, у яких взаємодiя та взаємовiдношення
приймають характер взаємного сприяння компонентiв для отримання сфо-
кусованого корисного результату. Таким чином, результат є невiд’ємним та
вирiшальним компонентом системи, iнструментом, який будує упорядковану
взаємодiю мiж двома iншими її компонентами [1].

Розглянувши змiст сучасного шкiльного курсу алгебри можна видiлити
наступнi основнi методичнi лiнiї в 7-9 класах: дiйснi числа, тотожнi перетво-
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рення, рiвняння i нерiвностi, елементарнi функцiї.
Об’єктами вивчення першої змiстовної лiнiї є числа i дiї з ними.
Об’єктами другої – вирази i дiї з ними. Вирази складаються за допомогою

чисел i букв (тобто властивостi об’єктiв, с котрими оперуємо, дещо змiнили-
ся), але дiї з ними виконуються по тих же правилах, що i з числами.

При глибокому i усвiдомленому засвоєннi першої змiстовної лiнiї друга не
викликає проблем у учнiв. Опанування третьої змiстовної лiнiї – це робота
з виразами, але з врахуванням характерних властивостей нових об’єктiв -
рiвнянь i нерiвностей. Четверта змiстовна лiнiя концентрує всi знання попе-
реднiх змiстовних лiнiй.

Курс алгебри характеризується пiдвищенням теоретичного рiвня навчан-
ня, поступовим посиленням ролi теоретичних узагальнень i дедуктивних ви-
сновкiв. Прикладна спрямованiсть курсу забезпечується систематичним звер-
ненням до прикладiв, що розкривають можливостi вживання математики до
вивчення дiйсностi i вирiшення практичних завдань. Практична орiєнтацiя
курсу виражається в цiлеспрямованому розвитку необхiдного математичного
апарату.

Щороку вивчення алгебри починається з повторення системи узагальне-
них i систематизованих за змiстом курсу знань, умiнь i навичок учнiв за всi
попереднi роки навчання. Пiсля достатнього повторення проводиться кон-
троль i корекцiя знань, умiнь i навичок з обов’язковим виведенням не лише
необхiдностi, але i можливостi поглиблення i подальшого розширення знань,
умiнь i навичок учнiв.

Вiд узагальнення i систематизацiї на кожному уроцi необхiдно переходити
до динамiчного узагальнення вiдповiдної теми в цiлому, а вiд узагальнення i
систематизацiї однiєї, двох, трьох i так далi тем – до узагальнення i системати-
зацiї роздiлу i змiстовної лiнiї. I кожного разу узагальнення i систематизацiя
проводяться з обов’язковим видiленням i активiзацiєю головних, основних
знань, навичок i умiнь учнiв.

Кожний рiк закiнчується узагальненням i систематизацiєю знань, нави-
чок i умiнь учнiв. Залежно вiд ролi i мiсця в учбовому процесi ми розрiзня-
тимемо наступнi етапи узагальнення i систематизацiї знань:

1. Первиннi узагальнення – найбiльш елементарнi узагальнення, здiйсню-
ванi пiд час сприйняття i усвiдомлення учбового матерiалу.

2. Локальнi, або понятiйнi узагальнення здiйснюються на уроцi в процесi
роботи над засвоєнням нових понять (на етапi осмислення знань).

3. Мiжпонятiйнi (або поурочнi) узагальнення i систематизацiя, якi
включають означення мiж загальних, що вивчаються, загальних i суттєвих
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ознак i властивостей, в переходi вiд менш загальних до загальнiших понять,
в об’єднаннi засвоєних понять в системи, в розкриттi зв’язкiв i стосункiв мiж
елементами даної системи, розмiщеннi їх в певному порядку i рацiональнiй
послiдовностi.

4. Тематичнi узагальнення i систематизацiї повиннi забезпечити засво-
єння цiлої системи або циклу понять, що вивчаються протягом довгого часу,
складових змiст значних роздiлiв програми.

5. Пiдсумковi узагальнення i систематизацiї служать для встановлення
зв’язкiв мiж системами знань, засвоєними в процесi опанування цiлого курсу,
засвоєння цiлiсної системи знань по окремих галузях наук.

6. Мiжпредметнi узагальнення i систематизацiї здiйснюються по ряду
родинних предметiв (наприклад, математицi, фiзицi, хiмiї i iн.) на спецiаль-
них уроках мiжпредметного узагальнювального повторення [2].

Таким чином, по мiрi вивчення математики в школi необхiднiсть система-
тизацiї та узагальнення знань значно зростає. Без впровадження в навчання
цього процесу неможливо досягнути тих цiлей, якi ставить школа в навчаннi
математицi. Сформулюємо основнi положення систематизацiї та узагальнен-
ня знань при вивченнi алгебри 7-9 класiв:

1. Систему вправ пiдручникiв доцiльно поповнити питаннями i завда-
ннями систематизуючого характера. Доцiльно пропонувати учням вправи
спрямованi на узагальнення i конкретизацiю алгебраїчних понять, їх класи-
фiкацiю, видiлення спiльного i вiдмiнного мiж поняттями i їх властивостями,
а також рiзноманiтнi завдання, розв’язання яких передбачає певну творчу
дiяльнiсть. При виконаннi цих вправ учню необхiдно iз усiх засвоєних ним
ранiше алгебраїчних знань вiдiбрати необхiднi для розв’язання даної задачi,
вибрати найбiльш зручний спосiб розв’язання, знайти вихiд iз нестандартної
ситуацiї.

2. Систематизацiя знань має вiдбуватися не тiльки на заключному ета-
пi вивчення окремої теми алгебри 7-9 класiв у формi урокiв систематизацiї
знань. Така робота має проводитися на рiзних етапах вивчення теми, з
метою включення окремих понять, перетворень, методiв розв’язання задач
в загальну систему знань. Основу систематизацiї знань учнiв повинне скла-
дати створення цiлiсних уявлень по лiнiї алгебри 7-9 класiв з обов’язковим
включенням цих знань до системи знань у цiлому.

3. Доцiльно формувати в учнiв вмiння здiйснювати всебiчний аналiз за-
дач алгебри 7-9 класiв з метою оптимального вибору методiв їх розв’язання.
Кожний з методiв має як свої переваги, так i недолiки. Знання про них по-
виннi бути власнiстю не тiльки вчителя, а й учня. Учнi мають розумiти, що
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жоден з методiв не є панацеєю.
4. Використання узагальнюючих схем, таблиць, та iнших засобiв нао-

чностi.
5. Повторення доцiльно систематично проводити для пiдвищення якостi

навчання. Воно не повинно обмежуватись лише закрiпленням знань, нави-
чок i вмiнь учнiв, а має забезпечити засвоєння учнями системи знань. Для
цього потрiбно широко застосовувати як поточне, так тематичне i заключне
повторення.

Висновки
Узагальнення i систематизацiя знань на уроках математики є важливим i

необхiдним етапом у процесi формування знань, навичок, вмiнь i пiдготовки
пiдростаючого поколiння до життя. На основi узагальнення дiти встановлю-
ють загальнi та iстотнi ознаки вивчених предметiв, явищ, процесiв, перехо-
дять вiд чуттєво-конкретних i вузьких понять до бiльш загальних i широких.
Немає необхiдностi та й неможливо запам’ятати учням всю суму вивчених у
школi знань, як понять, так i всього обсягу фактичного матерiалу. Зате для
участi в продуктивнiй суспiльно кориснiй працi i пiдготовцi до навчання в на-
ступних класах учням важливо усвiдомити i запам’ятати найбiльш iстотне i
загальне для ряду вивчених понять, законiв, правил, умiти їх конкретизувати
i застосовувати в життi, а також оволодiти методами наук.
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РЕАЛIЗАЦIЯ ПРИНЦИПУ НАОЧНОСТI З МЕТОЮ
ФОРМУВАННЯ ПРОСТОРОВИХ УЯВЛЕНЬ НА УРОКАХ

СТЕРЕОМЕТРIЇ

Стаття присвячена дослiдженню проблеми використання наочностi з метою формування
просторових уявлень учнiв. Розглянуто наочнi засоби, якi можуть бути використанi на
уроках стереометрiї, розроблено методичнi рекомендацiї щодо їх використання.

Ключовi слова: принцип наочностi, просторовi уявлення.

Вступ
Одним з найважливiших завдань викладання геометрiї в школi є форму-

вання i розвиток в учнiв просторових уявлень, а також здiбностi та вмiння
виконувати операцiї над просторовими об’єктами. Досягнення цiєї мети ва-
жливо не тiльки для тих учнiв, якi в подальшому присвятять себе тим чи
iншим технiчним професiям, але й для тих, хто вибере iншi спецiальностi.

Слабкий розвиток просторових уявлень дає о собi знати вже в школi,
ускладнюючи вивчення ряду шкiльних предметiв, а в дiяльностi дорослої
людини вiн iнодi виявляється причиною багатьох невдач.

Проблему формування i розвитку просторової уяви дослiджували вi-
домi психологи Б.Г. Ананьєв, Л.Л. Гурова, I.Я. Каплунович, Г.I. Лернер,
Б.Ф. Ломов, Ф.Н. Шемякiн, I.С. Якиманська та iншi; методисти-математики
О.М. Астряб, Р.В. Гангнус, В.О. Далiнгер, Н.Ф. Четверухiн та iншi. Одним
iз найефективнiших засобiв розвитку просторових уявлень учнiв є викори-
стання наочностi. Принцип наочностi в навчаннi дослiджувався в працях
класикiв педагогiчної думки Я. Коменського, Й. Песталоццi, А. Дiстервега,
К.Д. Ушинського та iнших.

Сучасними педагогами обґрунтована необхiднiсть використання принци-
пу наочностi на всiх етапах процесу навчання: при поясненнi нового матерiа-
лу, при закрiпленнi знань, формуваннi вмiнь i навичок, при виконаннi дома-
шнiх завдань, при контролi засвоєння навчального матерiалу. З розвитком iн-
формацiйних технологiй, зокрема, персонального комп’ютеру вiдкриваються

c⃝ Дугiнова Ю.О., Беседiн Б.Б., 2013
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новi можливостi використання наочностi, тому проблема розробки наочностi
залишається актуальною на сьогоднiшнiй день.

Основна частина
На основi чуттєвого пiзнання заданих просторових спiввiдношень за до-

помогою складної системи розумових дiй людина створює новi просторовi
образи i висловлює їх в словеснiй чи графiчнiй формi (у виглядi схем, кре-
слень, малюнкiв, ескiзiв). Це досягається спецiальною дiяльнiстю просторово-
го уявлення, що забезпечує сприйняття заданих просторових спiввiдношень,
їх уявну переробку (перетворення) i створення на цiй основi нових просто-
рових образiв. Наочнiсть сприяє формуванню образу, а отже i просторовим
уявленням.

У звичайному, побутовому значеннi слово «наочний» означає такий, яко-
го можна побачити, тобто одержати зорове сприймання. Однак в педагогiцi
наочне розумiється таким, що у складному об’єктi ми можемо виокремити,
видiлити простi елементи, кожен з яких для нас є певним первинним чуттє-
вим образом. Тодi предмет ми розглядаємо як певну сукупнiсть цих чуттєвих
елементiв [2, с. 101]. У психолого-педагогiчнiй лiтературi видiляють рiзнi ви-
ди наочностi, якi iстотно рiзняться своїм змiстом i створюють рiзнi умови для
виникнення образiв:

• Натуральнi (речовi) моделi та їх перспективнi зображення є простими
замiнниками реальних об’єктiв, з якими вони зберiгають повну схожiсть.
Наочний характер цих моделей проявляється в тому, що на їх основi ство-
рюються образи реальних об’єктiв, цiлком доступних безпосередньому
спостереженню.
• Умовнi графiчнi зображення на вiдмiну вiд натуральних (речових) моде-

лей сприяють передачi бiльш прихованих вiд безпосереднього сприйня-
ття властивостей дослiджуваного об’єкта. Звiльненi вiд конкретних «тi-
лесних» особливостей об’єкта, вони передають головним чином констру-
кцiю (будову) об’єкта, його геометричну форму, пропорцiї, просторове
положення його окремих частин.
• Знаковi моделi втрачають будь-який безпосереднiй зв’язок з зображу-

ваним об’єктом. Але це не означає, що знаковi моделi не наочнi. При їх
допомозi вiдтворюються в чуттєво-доступну, наочну форму рiзнi зв’язки
i вiдношення. [5, с. 33-36]

Проаналiзуємо засоби наочностi, що можуть бути використанi на уроках сте-
реометрiї:
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• В якостi наочностi можуть застосовуватися рiзноманiтнi макети гео-
метричних тiл (каркаснi, суцiльнi). Використання такої наочностi не
тiльки сприяє формуванню в учнiв образу того чи iншого геометричного
тiла, але й полегшує сприймання теоретичного матерiалу та розв’язання
задач (наприклад, вивчення взаємного розмiщення прямих у просторi
на каркасному макетi паралелепiпеда). Корисно залучати учнiв до ви-
готовлення макетiв. Так, у посiбнику В.I.Ковальова «Саморобнi наочнi
посiбники з математики» [2] наводяться креслення та розгортки много-
гранникiв i тiл обертання з детальними iнструкцiями щодо їх виготов-
лення. Альбом креслень має на метi надати допомогу вчителям матема-
тики та викладачам ручної працi в їх спiльнiй роботi по виготовленню
навчальних посiбникiв.
• Рисунок дає можливiсть учням правильно розв’язати задачу, зробити

певнi висновки щодо властивостей тих чи iнших просторових об’єктiв.
У процесi вивчення стереометрiї рисунок є одним iз засобiв засвоєн-
ня нового матерiалу, розвинення просторової уяви учнiв, i через це ду-
же важливо навчити їх вiльно i свiдомо виконувати рисунки геометрич-
них форм, ознайомити їх з ефективними способами виконання таких
рисункiв.
• Використання сучасних iнформацiйнi технологiї, зокрема комп’ютера,

дає можливiсть моделювати окремi процеси та ситуацiї, тобто значно
розширює можливостi використання принципу наочностi. На сьогоднi-
шнiй день iснує багато програмних засобiв для вивчення математики,
зокрема, стереометрiї. Серед них програми Microsoft PowerPoint, Maple,
MathCAD, Mathematika, Maxima, GeoGebra, GRAN-3D тощо.

На основi зазначених вище психолого-педагогiчних аспектiв можна видi-
лити наступнi методичнi рекомендацiї використання принципу наочностi для
формування просторових уявлень в курсi стереометрiї:

1. Використання наочностi на рiзних етапах навчального процесу. На
уроцi наочнi посiбники використовуються з рiзними цiлями: для озна-
йомлення з новим матерiалом, для закрiплення знань, умiнь, навичок,
для перевiрки їх засвоєння. На етапi викладення нового матерiалу на-
очнiсть служить опорою для усвiдомлення зв’язкiв мiж фактами, яви-
щами, а слово вчителя спонукає до спостереження i спрямовує учнiв на
осмислення, тлумачення зроблених спостережень. При узагальненнi, по-
втореннi вивченого, як правило, джерелом знання виступає розповiдь
вчителя, а наочнiсть виконує функцiю пiдтвердження, iлюстрацiї, кон-
кретизацiї. На етапi закрiплення знань, умiнь, навичок велике значення
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має свiдоме виконання учнями рисункiв, дослiдження взаємного розта-
шування елементiв цього рисунка, оскiльки це є важливою умовою пра-
вильно виконаного розв’язання задачi. Засоби наочностi можуть служи-
ти зоровою опорою при опитуваннi учнiв. Наприклад, використовуючи
вправи на готових кресленнях, вчитель заощаджує час, збiльшує обсяг
матерiалу, що розглядається на уроцi.

2. Поєднання рiзних видiв наочностi. Наприклад, якщо вивчається поня-
ття конуса, то в якостi наочностi може бути застосовано: 1) словесний
опис (визначення) цього поняття; 2) об’ємна модель конуса (каркасна або
суцiльна); 3) його розгортка; 4) зображення конуса або його розгортки
на дошцi, на паперi, на екранi тощо. Всi перерахованi об’єкти є моделя-
ми, з тiєї чи iншої сторони вiдбивають поняття конуса. Однак, готуючись
до конкретного уроку, вчитель вибирає тi з них, з якими легше органi-
зувати необхiдну роботу учнiв, тобто найбiльш простi в даний момент
для їх сприйняття. Якщо на уроцi передбачається почати знайомство з
поняттям конуса, то зручними виявляться об’ємнi зображення або зо-
браження на екранi. У процесi ж закрiплення цього поняття зрозумiлi
для сприйняття плоскi креслення або словеснi описи.

3. Рацiональне використання наочностi. Не треба зловживати наочними
засобами, оскiльки це може заважати сприйняттю навчального матерiа-
лу або, навiть, гальмувати розвиток абстрактного мислення. Наприклад,
презентацiя Microsoft PowerPoint, що мiстить зайвi деталi (яскравий фон,
колiр шрифту, iлюстрацiї) вiдволiкає увагу учнiв. Надмiрне використа-
ння макетiв геометричних тiл може привести до того, що учнi не спри-
йматимуть рисунки цих тiл.

4. Врахування особливостей зображення просторових об’єктiв на площи-
нi. Методисти-математики зауважують, що в шкiльнiй практицi немає
єдиного загальноприйнятого пiдходу до виконання рисункiв, бiльш того,
багато вчителiв придiляють цьому питанню мало уваги, вважаючи його
другорядним [3, с. 8]. Способи побудови зображуваної фiгури визначенi
властивостями паралельного проектування. Рельєфнiсть рисунка дося-
гається додержанням певних правил проведення рiзних лiнiй. Щоб по-
легшити учням використання теоретичного матерiалу пiд час розв’язува-
ння стереометричних задач, доцiльно елементи просторової фiгури, якi
є плоскими фiгурами, виносити на окремий рисунок. Труднощi виника-
ють не тiльки при сприйняттi зображення на паперi або на дошцi, але й
на екранi комп’ютера. Проте сучаснi iнформацiйнi засоби за допомогою
рухомих, динамiчних моделей (на вiдмiну вiд статичних рисункiв) дають

148 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Дугiнова Ю.О., Беседiн Б.Б. Реалiзацiя принципу наочностi

можливiсть учням краще уявити, дослiдити певний об’єкт.
5. Залучення учнiв до виготовлення наочностi. Власноручно виготовле-

нi макети, моделi, рисунки сприяють кращому усвiдомленню, оскiльки
учнi досконало вивчають геометричнi тiла в процесi створення наочностi.
Корисною для вчителя математики та викладача ручної працi є книжка
В.I.Ковальова «Саморобнi наочнi посiбники з математики», де наводя-
ться креслення та розгортки многогранникiв i тiл обертання з детальни-
ми iнструкцiями щодо їх виготовлення [1]. Поряд з кресленнями моделей
складних конструкцiй, виготовлення яких можливе в шкiльних майстер-
нях з обробки металу i дерева, в альбомi є креслення розгорток геоме-
тричних тiл, якi можна зробити iз паперу. Певнi труднощi виникають
при розробцi учнями наочностi за допомогою комп’ютера. Учням дово-
диться не тiльки думати над запропонованим завданням, але й потрiбно
оволодiти навичками роботи з вiдповiдною комп’ютерною програмою.
Однак на сьогоднiшнiй день обґрунтована необхiднiсть навчання осно-
вам програмування, пiдготовки користувачiв ПК для розв’язання рiзних
прикладних задач.

Висновки
На основi аналiзу психолого-педагогiчної лiтератури розроблено методи-

чнi рекомендацiї щодо створення та використання рiзноманiтних видiв нао-
чностi (макетiв, рисункiв, ТЗН) при вивченнi курсу стереометрiї.
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ВИКОРИСТАННЯ КООРДИНАТНОГО ТА ВЕКТОРНОГО
МЕТОДУ В ШКIЛЬНОМУ КУРСI ГЕОМЕТРIЇ

Дана стаття присвячена використанню координатному i векторному методам розв’язання
задач на уроках геометрiї. Об’єктом вивчення є процес вивчення геометрiї у загальноосвi-
тнiй школi. При вивченнi даного питання, виявлено, що вивчення координатно-векторного
метода буде бiльш ефективним, якщо використовувати продуману систему задач для фор-
мування окремих компонентiв метода

Ключовi слова: координатний метод, векторний метод

Вступ
В геометрiї використовується рiзнi методи розв’язання задач – це синте-

тичний, аналiтичний та алгебраїчний методи, метод перетворень, метод ви-
користання допомiжної побудови, векторний, координатний метод та iншi.

Якщо в геометрiї доводиться, як правило, шукати для кожної задачi осо-
бливий шлях розв’язання, то в алгебрi та аналiтичної геометрiї розв’язання
проводяться за загальним для всiх задач планом, який пристосовується до
будь-якiй задачi. Перенесення в геометрiю властиву алгебрi алгоритмiзова-
нiсть завдань – становить головну цiннiсть координатно-векторного методу.
Значимiсть цих методiв полягає в тому, що їх застосування позбавляє вiд не-
обхiдностi вдаватися до наочного уявлення складних просторових зображень,
що спрощує розв’язання задач.

Проблемою координатно-векторного розв’язування задач займалася до-
сить велика когорта вчених. Г.Б. Лудiна вважає, що використовувати коор-
динатну площину вже слiд з п’ятого класу вивчення математики, що «спри-
яє реалiзацiї внутрiпредметних зв’язкiв мiж алгеброю i геометрiєю, дозволяє
зводити побудови до обчислень, що iнколи бiльш коротким шляхом приво-
дить до мети» [4, c. 43]. Однак С. Смогоржевский застерiгає нас, що розв’я-
зання задач даним методом не завжди є простiше та гарнiше тих, що може
запропонувати елементарна геометрiя [5].

c⃝ Попова Ю.А., Беседiн Б.Б., 2013
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Питанням використання векторного та координатного методу при розв’я-
заннi задач займалися Кушнiр I.А., С. Шестакович, Майоров В.М., Скопец
З.А., Крайзман М.Л., Готман Е.Г., Глаголева Е.Г., Кирилов А.А., Гельфанд
I.М. [1, 2, 3].

Координатно-векторний метод грає важливу роль при вирiшеннi школя-
рами багатьох геометричних i фiзичних задач, закладає основу для розв’я-
зання задач у просторi. В школi за допомогою векторного та координатного
методу розв’язується багато рiзноманiтних задач, якi не мають iншого спосо-
бу розв’язання.

Основна частина
Координатно-векторний метод розв’язання задач порiвняно з iншими ме-

тодами, дуже часто дозволяє уникнути штучних побудов, спрощує розв’я-
зання багатьох геометричних задач i доведення теорем. Вiн зручний також
тим, що не потрiбно використовувати велику кiлькiсть формул, ознак i вла-
стивостей фiгур. Координатно-векторний метод в шкiльному курсi геометрiї
застосовується досить рiдко, хоч i є досить зручним.

Сутнiсть координатного методу, як i векторного, полягає в тому, що гео-
метрична задача перекладається на мову алгебри, i її розв’язання зводиться
до розв’язання рiвнянь, нерiвностей чи їх систем. Щоб застосовувати коор-
динатно-векторний метод до розв’язання задачi, треба виконати три кроки:

1) Сформулювати задачу на мовi векторiв чи координат.
2) Перетворити алгебраїчний вираз.
3) Перекласти знайдений результат на мову геометрiї.
Перш нiж переводити задачу на координатно-векторну мову, необхiдно

встановити, чи доцiльно розв’язувати задачу саме координатно-векторним
методом.

Розв’язувати задачу цими методами має сенс, якщо це задачi:

• пов’язанi з доведенням паралельностi прямих (вiдрiзкiв);
• в яких треба довести, що деяка точка дiлить вiдрiзок у певному вiдно-

шеннi або є його серединою;
• в яких треба обґрунтувати, що три точки A , B i C лежать на однiй

прямiй;
• в яких треба довести, що даний чотирикутник ABCD – паралелограм;
• на знаходження довжини вiдрiзка;
• на знаходження величини кута;
• на вiдшукання геометричних мiсць точок;
• на доведення залежностей мiж лiнiйними елементами.
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Для гарного оволодiння учнями координатно-векторним методом необ-
хiдно ще на пропедевтичному етапi сформувати в учнiв уявлення про мо-
жливiсть довiльного вибору системи координат, в процесi розв’язання задач.
Правильний вибiр осей координат потрiбен в першу чергу для того, щоб спро-
стити алгебраїчнi операцiї, а не перетворити легку задачу на дуже складну.
При вiдсутностi цiєї форми навчальної дiяльностi процес розв’язання задач
буде вiдбуватися бiльш повiльно i його результати будуть менш ефективними,
що в свою чергу призведе до погiршення засвоєння навчального матерiалу.

Принцип цiлiсностi передбачає те, що учнi повиннi уявляти геометричнi
фiгури, як об’єкти в координатнiй площинi, за кожним рiвнянням учнi по-
виннi бачити деяку фiгуру та вмiти iнтерпретувати результати отриманих
геометричним методом, за допомогою побудов.

Принцип послiдовностi полягає в тому що використовуються спецiально
пiдiбранi задачi, якi направленi на формування окремих компонентiв мето-
ду ( спочатку задачi на формування одного компоненту, потiм двох, трьох i
т.д.) а систематичнi повторення та використання координатного методу для
розв’язання задач в рiзних темах геометрiї передбачає розвиток мислення
усiх учнiв, у тому числi i найслабкiших.

Для оволодiння будь-якого матерiалу з довiльної дисциплiни, так i
координатно-векторного методу, важливим є вивчення як теорiї так i зав-
дання практичного характеру. Проте враховуючи специфiку координатно-
векторного методу ми вважаємо доцiльним основний акцент придiляти пра-
ктичнiй дiяльностi учнiв, тобто розв’язування задач. використовуючи коор-
динатний та векторний методи.

Принцип наочностi допомагає розвитку абстрактного мислення, забезпе-
чує зв’язок мiж конкретним та абстрактним, тому дидактика стверджує,що
наочнiсть є вихiдним моментом навчання. ефективнiсть цього принципу за-
лежить вiд правильного вибору засобiв наочностi та вiд їх правильного за-
стосування в процесi навчання.

Для оволодiння вмiнням переводити з геометричної мови на координатно-
векторну та навпаки необхiдно знати, як то чи iнше координатно-векторне
спiввiдношення можна виразити на геометричнiй мовi, для формування цих
навичок ми пропонуємо розробити таблицю з такими переводами i викори-
стовувати її на перших етапах.

Для пiдвищення ефективностi урокiв геометрiї необхiдно використовува-
ти як традицiйнi засоби наочностi так i технiчнi, пов’язанi з новими iнфор-
мацiйними технологiям, що полегшують роботу вчителя, пiдвищують пiзна-
вальний iнтерес учнiв, що в свою чергу пiдвищує ефективнiсть навчального
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процесу. При вивченнi дiй над векторами можливо органiзувати самостiйну
пiзнавальну дiяльнiсть учнiв з використанням групових та iгрових форм її
органiзацiї.

Координатно-векторний метод в шкiльному курсi геометрiї використову-
ється для досить легких та типових задач. Тому доречно було б розглянути
на факультативних заняттях бiльш складнi та цiкавi задачi, для поглиблення
знань про координатно-векторний метод.

Висновки
Координатно-векторний метод значно полегшує розв’язування задач, а

деяких випадках задачу взагалi неможливо розв’язати iншими способами,
розвиває просторовi уявлення та внутрiпредметнi зв’язки мiж алгеброю i гео-
метрiєю.
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ОСНОВНI МЕТРИЧНI ЗАДАЧI НА ПРЯМI У ПЛОЩИНI В
АФIННИХ КООРДИНАТАХ

Дана стаття присвячена методичним i теоретичним аспектам вивчення теми «метричнi
задачi на пряму в площинi в афiнних координатах», яка, з урахуванням сучасної тен-
денцiї, є невiд’ємною складовою при викладаннi об’єднаного курсу з лiнiйної алгебри та
аналiтичної геометрiї для студентiв фiзико-математичних спецiальностей ВНЗ.

Ключовi слова: афiнна система координат на площинi, метричнi коефiцiєнти,
матриця Грама, метричнi задачi, прямi в площинi.

«Ничто не в силах остановить математика. Не остановился он даже
перед авторитетом Декарта, искривив прямоугольную систему коорди-
нат, названную в честь величайшего математика и мыслителя XVII века
декартовой.»

Р. Глазер

Вступ
Сьогоднi перед вiтчизняними ВНЗ, що готують майбутнiх викладачiв,

зокрема викладачiв фiзики та математики, постало надважливе завдання –
формувати фахiвцiв з високим рiвнем професiйної компетентностi.

Традицiйно, дисциплiни «Аналiтична геометрiя» i «Лiнiйна алгебра та
аналiтична геометрiя» є нормативними дисциплiнами у навчальних планах
пiдготовки фахiвцiв фiзико-математичних спецiальностей педагогiчних ВНЗ.

Загально-визнаною вимогою сучасностi є теза про те, що студенти повиннi
бачити та усвiдомлювати «... не лише стрункiсть i красу теоретичної думки,
а й можливостi застосування апарату аналiтичної геометрiї в iнших роздi-
лах математики, для розв’язання практичних задач у рiзних галузях виро-
бництва й економiки, оскiльки подальша викладацька дiяльнiсть студентiв-
математикiв», зокрема якi здобувають освiтньо-квалiфiкацiйний рiвень магi-
стра за спецiальнiстю 8.04020101 Математика*, «... передбачатиме навчання
спецiалiстiв рiзного профiлю» [6] .

c⃝ Кадубовський О.А., Романкевич М.В., 2013
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На превеликий жаль, вiдповiдними освiтньо-професiйними програмами
пiдготовки фахiвцiв для зазначених дисциплiн не передбачено змiстових мо-
дулiв «Метричнi задачi на . . . в афiнних координатах». Можливо саме тому в
бiльшостi «рекомендованих» пiдручниках, методичних посiбниках та збiрни-
ках задач з аналiтичної геометрiї (кiлькiсть яких постiйно i стрiмко зростає)
для студентiв педагогiчних (i не лише) ВНЗ метричнi задачi розглядають
виключно в декартових прямокутних координатах. Але ж зазначенi фахiв-
цi повиннi володiти методами аналiтичної геометрiї, зокрема багатовимiрної
[3] , не лише евклiдового, а й афiнного просторiв.

Одним iз пiдтверджень сучасної тенденцiї об’єднання традицiйно рiзних
роздiлiв математики в одну дисциплiну, з метою досягнення наочностi алге-
браїчних абстракцiй та лаконiчностi геометричних доведень, є те, що тема
«Метричнi задачi на . . . в афiнних координатах» є невiд’ємною складовою
об’єднаного курсу з лiнiйної алгебри та аналiтичної геометрiї для студентiв
фiзико-математичних спецiальностей «класичних» унiверситетiв [12, 5].

Особливiстю курсу аналiтична геометрiя є його (майже безпрецедентна)
геометрична наочнiсть. I тому, саме через цю обставину, для розвитку бiльш
фундаментальних математичних уявлень студентiв необхiдно здiйснювати цi-
леспрямоване навчання взаємопов’язаному використанню i «взаємоперекла-
дам» мiж природними для цих математичних курсiв формами iнформацiї:
геометричною наочнiстю i символьними образами.

Ще у 1970 р. (у журналi «Успехи математических наук», том XXV, вип.
1 (151)) Л.Д. Кудрявцев зазначив, що «Именно, курс геометрии излагае-
тся, как правило, более интуитивно, приводимые в нем доказательства часто
основываются на наглядных соображениях, необходимость использования в
ряде вопросов методов других разделов математики (алгебры, анализа) за-
тушевывается». До зазначеного додамо, що в багатьох випадках правильнi
iнтуїтивно-наочнi уявлення взагалi витiсняють строго-математичнi обгрун-
тування деяких фактiв (не аксiоматичного характеру). Не можна не пого-
дитися й з тим, що такий одночасно рiзний пiдхiд до вимог математичної
строгостi дiйсно викликає ускладнення та «подвiйнi стандарти» у студентiв,
що вивчають цю дисциплiну. Втiшає те, що зазначеної вади позбавлена до-
статня кiлькiсть гарних пiдручникiв та курсiв лекцiй з аналiтичної геометрiї.
Найбiльш яскравими з них, на думку авторiв, є [1, 2, 10, 11, 7]. Як зазначив
П.С. Александров в [1]: «Что касается Б.Н. Делоне, то богатство его геоме-
трических идей делает его книгу [2] (совместную с Д.А. Райковым) образцом
геометрического мышления и изложения, который сохраняет и на многие го-
ды сохранит свое значение».
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В [2] Б.Н. Делоне наголошує на необхiдностi широкого розвитку афiн-
ної точки зору оскiльки зв’язок аналiтичної геометрiї з такими важливими
роздiлами математики, як аналiз (зокрема функцiональний) i алгебра, вiд-
бувається саме через афiнну i метричну геометрiю. Слiд зазначити, що в [2]
крiм звичайного матерiалу, який вiдноситься до рiзних видiв рiвнянь прямої
та рiзних задач на пряму, зокрема метричних, коротко викладено й поняття
про метод скорочених позначень для прямої.

Роздiли «Метричнi задачi на . . . в афiнних координатах» вперше було за-
пропоновано П.С. Моденовим i О.С. Пархоменком у 1976 р. в збiрнику задач
з аналiтичної геометрiї [8]. Причому всi задачi таких роздiлiв авторами було
класифiковано як задачi теоретичного характеру i пiдвищеної складностi.
У вiдповiдному роздiлi [8] для зазначених задач наведено розв’язки-вiдповiдi,
якi пiзнiше також було наведено i в [9] у виглядi доволi повного довiдкового
матерiалу. За словами П.С. Александрова «... всякому понятно, что нельзя
овладеть таким предметом, как аналитическая геометрия, не решая относя-
щиеся к нему основные задачи. Но решению задач надо научить, ...» [1] .
В роботi [4] викладено алгоритмiчний пiдхiд (при застосуваннi координатно-
векторного методу) до розв’язування певного кола метричних задач за допо-
могою введення афiнної системи координат. Представлена стаття, в певному
сенсi, є її логiчним продовженням. Отже, метою даної статтi є:
1) виокремлення та доповнення «ключових» задач вправами теоретичного
характеру, якi б (в певному розумiннi) «повно» охоплювали основнi метричнi
задачi «на прямi в площинi»;
2) наведення (з дотриманням належного рiвня строгостi) розв’язань зазна-
чених задач в афiнних координатах за алгоритмами, якi без змiн (проте з
очевидними значними спрощеннями) доцiльно використовувати при розв’я-
зуваннi цих задач в косокутних та прямокутних координатах.

Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Нагадаємо [1] , що узагальненою декартовою (або ж афiнною) системою

координат на площинi називають трiйку (O;−→e1 ,−→e2 ) , де O – деяка фiксова-
на точка даної площини – початок координат, а −→e1 ,−→e2 – базиснi вектори
(впорядкована пара неколiнеарних векторiв з початком у точцi O ), напря-
ми яких визначають додатнi напрями координатних осей OX (абсцис) i OY
(ординат) вiдповiдно – рис. 1 a) .

В подальшому будемо вважати, що ω = ∠(−→e1 ,−→e2 ) ∈ (00; 1800) , а вiсь OY
одержується в результатi повороту осi OX навколо точки O на кут ω у
напрямку проти руху годинникової стрiлки.
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Площину з вибраною на нiй узагальненою декартовою (афiнною) систе-
мою координат називають (афiнною) координатною площиною.

Добре вiдомо, що кожнiй точцi M афiнної площини в єдиний спосiб мо-
жна поставити у вiдповiднiсть впорядковану пару чисел (x, y) , якi є коефi-
цiєнтами розкладу її радiус-вектора

−−→
OM за базисними векторами −→e1 ,−→e2 .

I навпаки, кожнiй впорядкованiй парi чисел (x, y) ставиться у вiдповiднiсть
єдина точка площини, що є кiнцем радiус-вектора x · −→e1 + y · −→e2 .

З огляду на зазначену зiставленнiсть, кожну точку афiнної площини ото-
тожнюють з вiдповiдною їй впорядкованою парою чисел, якi й називають
афiнними координатами точки.
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Рис. 1: a) – афiнна система координат (АСК); b) – косокутна система координат (КСК);
c) – прямокутна система координат (ПСК)

Означення 1. Афiнну систему координат (АСК) називатимемо косокут-
ною (КСК), якщо (при фiксованiй одиницi довжини) всi її базиснi вектори
є ортами, тобто |−→e1 | = |−→e2 | = 1 – рис. 1 b) .
Iнколи говорять, що КСК породжується нормованим базисом.

Означення 2. Косокутну систему координат називатимемо прямокут-
ною (ПСК), якщо базиснi вектори є (попарно) ортогональними, тобто
∀i ̸= j ∠ (−→ei ,−→ej ) = 900 – рис. 1 c) .
Часто говорять, що ПСК породжується ортонормованим базисом.

Означення 3. [11] Метричними коефiцiєнтами gij базису {−→e1 ,−→e2} (на
площинi) називають наступнi скалярнi добутки

gij = ⟨−→ei ,−→ej ⟩ = |−→ei | · |−→ej | · cos∠ (−→ei ,−→ej ) ∀i, j ∈ {1, 2}. (1)

Матрицю G =

(
g11 g12
g21 g22

)
, елементами якої є зазначенi добутки, назива-

ють матрицею Грама метричних коефiцiєнтiв базису {−→e1 ,−→e2} .
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З урахуванням (1) , мають мiсце рiвностi

g11 = |−→e1 |2 , g22 = |−→e2 |2 , g12 = g21 = |−→e1 | · |−→e2 | · cos∠ (−→e1 ,−→e2 ) . (2)

I тому матриця Грама метричних коефiцiєнтiв нормованого базису (ма-
триця Грама для КСК) має вид

G =

(
1 cosω
cosω 1

)
, ω = ∠(−→e1 ,−→e2 ). (3)

Матриця Грама коефiцiєнтiв ортонормованого базису (матриця Грама для
ПСК) є одиничною матрицею

G =

(
1 0
0 1

)
. (4)

Добре вiдомо (напр. [12]), що якщо два вектори (на площинi) задано сво-
їми координатами −→a = {a1; a2} ,

−→
b = {b1; b2} вiдносно базису {−→e1 ,−→e2} , то

їх скалярний добуток можна обчислити за формулою⟨−→a ,−→b ⟩ =
2∑
i=1

2∑
j=1

gijaibj = (a1 a2) ◦G ◦
(
b1
b2

)
= AT ◦G ◦B, (5)

де A , B — матрицi-стовпцi, елементами яких є координати векторiв −→a i−→
b вiдповiдно; AT – матриця-рядок, що є транспонованою до матрицi A .

Оскiльки ⟨−→a ,−→a ⟩ = |−→a |2 , то наслiдком з (5) є наступна формула

|−→a | =

√
(a1 a2) ◦G ◦

(
a1
a2

)
=
√
AT ◦G ◦ A. (6)

Слiд зазначити, що для кожного базису, зокрема {−→e1 ,−→e2} , визначник
∥G∥ матрицi Грама є строго додатним. В останньому не важко перекона-
тися, оскiльки

∥G∥ = g11g22 − g212 = |−→e1 |
2 |−→e2 |2 − (|−→e1 | |−→e2 | cos∠ (−→e1 ,−→e2 ))2 =

= |−→e1 |2 |−→e2 |2 sin2∠ (−→e1 ,−→e2 ) > 0.

Бiльш детально з наведеними поняттями та фактами можна ознайомити-
ся, наприклад в [1 – 3], [5], [11].

При викладi подальшого матерiалу (без додаткових пояснень) ми будемо
використовувати елементарнi вiдомостi з «афiнних задач на прямi в площинi»
[10], найпростiшi факти «векторної алгебри» i «терiї визначникiв», основнi
дiї з матрицями та певнi факти «метричної теорiї векторiв», з якою можна
детально ознайомитися в [9, 11].
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Основна частина
В умовах всiх наведених нижче задач координати даних точок i векто-

рiв та рiвняння прямих задано вiдносно фiксованої афiнної системи коорди-
нат АСК (O;−→e1 ,−→e2 ) , gij , (i = 1, 2) – метричнi коефiцiєнти базису {−→e1 ,−→e2} ,
G = (gij) – матриця Грама, ∥G∥ – визначник матрицi Грама, G−1 – матриця,
обернена до матрицi G .

Задача 1. Рiвняння прямої l , що проходить через дану точку
L0(x0; y0) перпендикулярно заданому вектору −→n = {n1;n2}

Нехай (x; y) – координати довiльної але фiксована точки L прямої l .
Тодi очевидно, що вектор

−−→
L0L = {x − x0; y − y0} є перпендикулярним до

вектора −→n = {n1;n2} . I тому (з урахуванням необхiдної i достатньої умови
ортогональностi векторiв) координати кожної точки L(x; y) прямої l задо-
вольняють матричному рiвнянню

(n1 n2) ◦G ◦
(
x− x0
y − y0

)
= 0,

яке в розгорнутому виглядi набуває вид

(n1g11 + n2g21)(x− x0) + (n1g12 + n2g22)(y − y0) = 0. (7)

Тепер припустимо, що координати (x′; y′) певної точки L′ задовольня-
ють рiвняння (7) . Тодi (з урахуванням необхiдної i достатньої умови орто-
гональностi векторiв) радiус-вектор

−−→
L0L

′ = {x′ − x0; y
′ − y0} цiєї точки є

ортогональним до вектора −→n = {n1;n2} . З останнього й випливає, що кiнець
L′(x′; y′) цього вектора належить прямiй l .

Отже, вiдносно афiнної системи координат (надалi – АСК) шуканим
рiвнянням прямої l , яка задовольняє зазначеним умовам, є рiвняння (7) .

Вiдносно косокутної системи координат з координатним кутом ω
(надалi – КСК з КК ω ) рiвняння (7) набуває вид

(n1 + n2 cosω)(x− x0) + (n1 cosω + n2)(y − y0) = 0. (8)

Вiдносно прямокутної системи координат (надалi – ПСК) рiвняння (7)
(або ж рiвняння (8) для випадку ω = π/2 ) набуває добре знайомий вид

n1(x− x0) + n2(y − y0) = 0. (9)

Зауважимо, що задання прямої у зазначений в цiй задачi спосiб, можна
тлумачити як «геометричне мiсце кiнцiв колiнеарних векторiв зi спiльним
початком, якi є ортогональними до даного (не нульового) вектора».
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Нагадаємо, що нормальним (напрямним) вектором прямої називають
будь-який ненульовий вектор, що є перпендикулярним (паралельним) до цiєї
прямої. Напрямний та нормальний вектор однiєї прямої є ортогональними.

Задача 2. Нормальний вектор прямої l : ax+ by + c = 0

Добре вiдомо, що в якостi напрямного вектора прямої l : ax+ by + c = 0

завжди можна обрати вектор
−→
l = {b;−a} . Тодi задача про знаходження ко-

ординат нормального вектора прямої l зводиться до задачi про знаходження
вектора −→n , ортогонального до вектора

−→
l .

Отже, нехай {n1;n2} – шуканi координати нормального вектора −→n пря-
мої l . Зауважимо, що шуканi n1 i n2 достатньо знайти з точнiстю до їх
вiдношення, тобто достатньо знайти вiдношення n1

n2
.

Для цього скористаємося необхiдною i достатньою умовою ортогонально-

стi векторiв −→n i
−→
l в матричному виглядi (b

...− a) ◦G ◦
(
n1
n2

)
= 0 , яка в

розгорнутому виглядi набуває вид (bg11 − ag21)n1 + (bg12 − ag22)n2 = 0.
Звiдки n1 : n2 = (ag22 − bg12) : (bg11 − ag21) . Таким чином, вiдносно АСК
в якостi шуканих координат {n1;n2} нормального вектора прямої l можна
обрати зазначено пару чисел, тобто вектор

−→n = {ag22 − bg12; bg11 − ag21}. (10)

Вiдносно КСК з КК ω в якостi нормального вектора можна обрати вектор
−→n = {a− b cosω; b− a cosω}, (11)

а вiдносно ПСК – добре знайомий вектор виду
−→n = {a; b}. (12)

Задача 3. [4] Умови перпендикулярностi двох прямих
l1 : a1x+ b1y + c1 = 0 i l2 : a2x+ b2y + c2 = 0

Двi зазначенi прямi є перпендикулярними тодi i лише тодi, коли орто-
гональними є їх напрямнi вектори

−→
l1 = {b1;−a1} i

−→
l2 = {b2;−a2} . Тому

з урахуванням умови (10) , необхiдну i достатню умову перпендикулярностi
прямих l1 i l2 (заданих рiвняннями вiдносно АСК) можна подати у виглядi

l1⊥l2 ⇔ a1a2g22 − g12(a1b2 + a2b1) + b1b2g11 = 0. (13)

Вiдносно КСК з КК ω умова (13) набуває вид

l1⊥l2 ⇔ a1a2 − (a1b2 + a2b1) cosω + b1b2 = 0, (14)

а вiдносно ПСК –
l1⊥l2 ⇔ a1a2 + b1b2 = 0. (15)
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Задача 4. [4] Рiвняння прямої m , що проходить через дану точку
M0(x0; y0) перпендикулярно до заданої прямої l : ax+ by + c = 0

Оскiльки пряма m є перпендикулярною до прямої l : ax+by+c = 0 , то в
якостi нормального її вектора можна обрати напрямний вектор

−→
l = {b;−a}

прямої l . Тому, з урахуванням задачi 1 (рiвняння (7) при n1 = b, n2 = −a ),
вiдносно АСК шукане рiвняння прямої m має вид

(bg11 − ag21)(x− x0) + (bg12 − ag22)(y − y0) = 0. (16)

Вiдносно КСК з КК ω рiвняння (16) набуває вид

(b− a cosω)(x− x0) + (b cosω − a)(y − y0) = 0, (17)

а вiдносно ПСК
b(x− x0)− a(y − y0) = 0. (18)

Вправа 1. [4] Покажiть, що рiвняння прямої, яка проходить через то-
чку M0(x0; y0) i є перпендикулярно до осi OX , можна подати рiвнянням
виду

g11 · (x− x0) + g12 · (y − y0) = 0, (19)

яке вiдносно КСК з КК ω набуває вид

(x− x0) + cosω · (y − y0) = 0, (20)

а вiдносно ПСК –
x− x0 = 0. (21)

Вправа 2. [4] Покажiть, що рiвняння прямої, яка проходить через то-
чку M0(x0; y0) i є перпендикулярно до осi OY , можна подати рiвнянням
виду

g21 · (x− x0) + g22 · (y − y0) = 0, (22)

яке вiдносно КСК з КК ω набуває вид

(x− x0) cosω + (y − y0) = 0, (23)

а вiдносно ПСК –
y − y0 = 0. (24)

Задача 5. Кут мiж прямими l1 : a1x+b1y+c1 = 0 i l2 : a2x+b2y+c2 = 0

Шуканий кут (менший з двох сумiжних) мiж прямими l1 i l2 можна знайти
як кут мiж напрямними векторами

−→
l1 = {b1;−a1} i

−→
l2 = {b2;−a2} цих

прямих. Як вiдомо, cos∠
(−→
l1 ,
−→
l2

)
=
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=

⟨−→
l1 ,
−→
l2

⟩
√⟨−→

l1 ,
−→
l1

⟩√⟨−→
l2 ,
−→
l2

⟩ =

(
b1 −a1

)
◦G◦

 b2
−a2


√√√√√( b1 −a1 )◦G◦

 b1
−a1


√√√√√( b2 −a2 )◦G◦

 b2
−a2


.

Звiдки косинус не тупого кута θ = ∠(l1, l2) можна знайти за формулою

cos θ =
|b1b2g11 + a1a2g22 − g12(a1b2 + a2b1)|√

b21g11 + a21g22 − 2a1b1g12
√
b22g11 + a22g22 − 2a2b2g12

. (25)

Вiдносно КСК з КК ω (25) набуває вид

cos θ =
|a1a2 + b1b2 − (a1b2 + a2b1) cosω|√

a21 + b21 − 2a1b1 cosω
√
a22 + b22 − 2a2b2 cosω

, (26)

а вiдносно ПСК

cos θ =
|a1a2 + b1b2|√
a21 + b21

√
a22 + b22

. (27)

Не важко перевiрити, що вiдносно АСК косинус, синус i тангенс кута θ
мiж зазначеними прямими можна подати за допомогою спiввiдношень

cos θ = −

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 g12 a1
g21 g22 b1
a2 b2 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥√√√√√√√√
∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 g12 a1
g21 g22 b1
a1 b1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥·
∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 g12 a2
g21 g22 b2
a2 b2 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

sin θ = +

∥∥∥∥∥∥ a1 b1
a2 b2

∥∥∥∥∥∥·
√√√√√
∥∥∥∥∥∥ g11 g12
g21 g22

∥∥∥∥∥∥√√√√√√√√
∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 g12 a1
g21 g22 b1
a1 b1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥·
∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 g12 a2
g21 g22 b2
a2 b2 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, tg θ = −

∥∥∥∥∥∥ a1 b1
a2 b2

∥∥∥∥∥∥·
√√√√√
∥∥∥∥∥∥ g11 g12
g21 g22

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 g12 a1
g21 g22 b1
a2 b2 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(28)

Задача 6. Вiдстань вiд точки M0(x0; y0) до прямої l : ax+ by+ c = 0

Нехай L(x′; y′) – довiльна але фiксована точка прямої l . Тодi шукану
вiдстань ρ(M0; l) вiд точки M0 до прямої l можна знайти як модуль проекцiї

вектора
−−→
M0L на нормальний вектор −→n прямої l . Тобто ρ(M0; l) =

∣∣∣⟨−−→M0L,
−→n ⟩
∣∣∣

|−→n | .
Використовуючи результати задачi 3, в якостi вектора −→n можна обрати

вектор −→n = {ag22 − bg12; bg11 − ag21} . Тому
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⟨
−−→
M0L,

−→n ⟩ = (x′ − x0 y′ − y0) ◦
(
g11 g12
g21 g22

)
◦
(
ag22 − bg12
bg11 − ag21

)
=

= (x′ − x0 y′ − y0) ◦
(
g11 g12
g21 g22

)
◦
(

g22 −g12
−g21 g11

)
◦
(
a
b

)
=

= (x′ − x0 y′ − y0) ◦G ◦G−1 · ∥G∥ ◦
(
a

b

)
= ∥G∥ · (a(x′ − x0) + b(y′ − y0)) .

|−→n |2 = ⟨−→n ,−→n ⟩ = (ag22 − bg12 bg11 − ag21) ◦
(
g11 g12
g21 g22

)
◦
(
ag22 − bg12
bg11 − ag21

)
=

= (a b) ◦ G−1 · ∥G∥ ◦ G ◦ G−1 · ∥G∥ ◦
(
a
b

)
= ∥G∥2 · (a b) ◦ G−1 ◦

(
a
b

)
.

Оскiльки ∥G∥ > 0 , ax′ + by′ = −c , то

ρ(M0; l) =

∣∣∣⟨−−→M0L,
−→n ⟩
∣∣∣

|−→n |
=
|a(x′ − x0) + b(y′ − y0)|√

(a b) ◦G−1 ◦
(
a
b

) =
|ax0 + by0 + c|√

(a b) ◦G−1 ◦
(
a
b

) .

Таким чином, вiдстань вiд точки M0(x0; y0) до прямої l : ax+ by+ c = 0 ,
заданих вiдносно АСК, можна обчислити за формулою

ρ(M0; l) =
|ax0 + by0 + c|√

(a b) ◦G−1 ◦
(
a
b

) . (29)

Вiдносно КСК з КК ω формула (29) набуває вид

ρ(M0; l) =
sinω · |ax0 + by0 + c|√
a2 + b2 − 2ab cosω

, (30)

а вiдносно ПСК – добре знайому формулу

ρ(M0; l) =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
. (31)

Задача 7. [4] Вiдстань мiж двома паралельними прямими
l1 : ax+ by + c1 = 0 i l2 : ax+ by + c2 = 0

Нехай L2(x2, y2) – довiльна але фiксована точка прямої l2 . Тодi шукану
вiдстань ρ(l1; l2) можна знайти як вiдстань точки L2 до прямої l1 . Оскiльки
ax2 + bx2 = −c2 , то, з урахуванням формули (29) , має мiсце рiвнiсть

ρ(L2; l1) =
|ax2 + by2 + c1|√

(a b) ◦G−1 ◦
(
a
b

) =
|c1 − c2|√

(a b) ◦G−1 ◦
(
a
b

) .
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Таким чином, вiдстань мiж паралельними прямими l1 i l2 , заданих своїми
загальними рiвняннями вiдносно АСК, можна обчислити за формулою

ρ(l1; l2) =
|c2 − c1|√

(a b) ◦G−1 ◦
(
a
b

) . (32)

Вiдносно КСК з КК ω формула (32) набуває вид

ρ(l1; l2) =
sinω · |c2 − c1|√
a2 + b2 − 2ab cosω

, (33)

а вiдносно ПСК – добре знайому формулу

ρ(l1; l2) =
|c2 − c1|√
a2 + b2

. (34)

Вправа 3. Перевiрити, що рiвняння прямої l0 , яка вiдстоїть на однако-
вих вiдстанях вiд паралельних прямих l1 : ax+by+c1 = 0 i l2 : ax+by+c2 = 0
(заданих своїми рiвняннями вiдносно АСК), можна подати у виглядi

l0 : ax+ by + c0 = 0, де c0 = (c1 + c2)/2. (35)

Вправа 4. Перевiрити, що рiвняння прямої l , яка є паралельною до
прямих l1 : ax + by + c1 = 0 i l2 : ax + by + c2 = 0 (заданих своїми рiв-
няннями вiдносно АСК) та дiлить їх спiльний перпендикуляр у вiдношеннi
m : n, m, n ∈ N,m > n (у напрямку вiд l1 до l2 ), можна подати у виглядi

l : ax+ by + c = 0, де c = (mc2 + nc1)/(m+ n). (36)

Вправа 5. Доведiть, що рiвняння прямої l̃ , вiдношення вiдстаней якої
до прямих l1 : ax + by + c1 = 0 i l2 : ax + by + c2 = 0 (заданих своїми
рiвняннями вiдносно АСК) становить m : n, m, n ∈ N,m > n (у напрямку
вiд l1 до l2 ), можна подати у виглядi (36) або ж

l̃ : ax+ by + c̃ = 0, де c̃ = (mc2 − nc1)(m− n). (37)

Задача 8. [4] Рiвняння бiсектрис кутiв, утворених двома непара-
лельними прямими l1 : a1x+ b1y + c1 = 0 i l2 : a2x+ b2y + c2 = 0

Нехай (x′; y′) – координати довiльної але фiксованої точки D , що нале-
жить бiсектрисi d одного з двох сумiжних кутiв, утворених прямими l1 i l2 .
Як вiдомо, вiдстанi довiльної точки (D ) бiсектриси (d ) кута до його сторiн
є рiвними, тобто ρ(D; l1) = ρ(D; l2) . Тому, з урахуванням формули (29) , має
мiсце рiвнiсть
|a1x′ + b1y

′ + c1|
∆1

=
|a2x′ + b2y

′ + c2|
∆2

, де ∆i =

√
(ai bi) ◦G−1 ◦

(
ai
bi

)
,

i = 1, 2 .
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Оскiльки (x′; y′) – поточнi координати довiльної точки однiєї з двох бiсе-
ктрис, то шуканi рiвняння бiсектрис d1 i d2 вiдносно АСК можна подати у
виглядi

d1 :
(a1x+ b1y + c1)

∆1
= +

(a2x+ b2y + c2)

∆2
;

d2 :
(a1x+ b1y + c1)

∆1
= −(a2x+ b2y + c2)

∆2
,

(38)

де

∆i =

√
(ai bi) ◦G−1 ◦

(
ai
bi

)
, ∀ i = 1, 2.

Шуканi рiвняння бiсектрис d1 i d2 вiдносно КСК з КК ω набувають вид

d1 :
(a1x+ b1y + c1)√
a21 + b21 − 2a1b1 cosω

= +
(a2x+ b2y + c2)√
a21 + b21 − 2a1b1 cosω

;

d2 :
(a1x+ b1y + c1)√
a21 + b21 − 2a1b1 cosω

= − (a2x+ b2y + c2)√
a21 + b21 − 2a1b1 cosω

,
(39)

а вiдносно ПСК

d1 :
(a1x+ b1y + c1)√

a21 + b21
= +

(a2x+ b2y + c2)√
a21 + b21

;

d2 :
(a1x+ b1y + c1)√

a21 + b21
= −(a2x+ b2y + c2)√

a21 + b21
.

(40)

Вправа 6. Задано двi прямi l1 : a1x+b1y+c1 = 0 i l2 : a2x+b2y+c2 = 0 ,
якi перетинаються, та точку M0(x0; y0) , що не належить жоднiй з них.
Доведiть, що рiвняння бiсектриси того кута, внутрiшностi якого належить
дана точка M0 , має вид

(a1x+ b1y + c1) · signF1(x0; y0)

∆1
=

(a2x+ b2y + c2) · signF2(x0; y0)

∆2
, (41)

де F1(x0; y0) = a1x0 + b1y0 + c1 , а F2(x0; y0) = a2x0 + b2y0 + c2 .

Вправа 7. [4] Доведiть, що рiвняння бiсектрис координатних кутiв
АСК можна подати у виглядi

m : x
√
g11 ± y

√
g22 = 0, (42)

якi вiдносно КСК з КК ω та ПСК набувають вид

m : y = ±x. (43)
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Задача 9. Координати ортогональної проекцiї P ′ точки P (x; y) на
пряму l : x−x0m = y−y0

n

Нехай (x′; y′) – шуканi координати точки P ′ . Оскiльки P ′ ∈ l , то{
x′ = mt+ x0
y′ = nt+ y0.

Оскiльки вектор
−−→
P ′P = {mt + x0 − x;nt + y0 − y} є пер-

пендикулярним до прямої l , а
−→
l = {m;n} – напрямний вектор прямої l , то

вектори
−−→
P ′P i

−→
l є ортогональними. Тому має мiсце рiвнiсть(
mt+ x0 − x

... nt+ y0 − y
)
◦G ◦

(
m
n

)
= 0.

Звiдки t ·
(
m n

)
◦G ◦

(
m
n

)
=
(
x− x0 y − y0

)
◦G ◦

(
m
n

)
, або ж

t =

(
x−x0 y−y0

)
◦G◦

 m
n


(
m n

)
◦G◦

 m
n

 .

Отже, x′ =

(
x−x0 y−y0

)
◦G◦

 m
n


(
m n

)
◦G◦

 m
n

 ·m+ x0 =

(
mx

... m(y−y0)+nx0
)
◦G◦

 m
n


(
m n

)
◦G◦

 m
n

 .

Таким чином, шуканi координати ортогональної проекцiї точки P (x; y)
на пряму l : x−x0m = y−y0

n , заданих вiдносно АСК, можна подати у виглядi

x′ =

(
mx

... m(y−y0)+nx0
)
◦G◦

 m
n


∆ ; y′ =

(
n(x−x0)+my0

... ny
)
◦G◦

 m
n


∆ ,

(44)

де

∆ =
(
m n

)
◦G ◦

(
m
n

)
.

Шуканi координати x′ , y′ вiдносно КСК з КК ω набувають вид

x′ =
m(mx+ ny) + n(nx0 −my0) +m cosω(nx+my + nx0 −my0)

m2 + n2 + 2mn cosω
;

y′ =
n(mx+ ny)−m(nx0 −my0) + n cosω(nx+my − nx0 +my0)

m2 + n2 + 2mn cosω
,

(45)

а вiдносно ПСК

x′ =
m(mx+ ny) + n(nx0 −my0)

m2 + n2
; y′ =

n(mx+ ny)−m(nx0 −my0)
m2 + n2

. (46)

166 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Кадубовський О.А., Романкевич М.В. Основнi метричнi задачi на прямi у площинi ...

Вправа 8. [9] Перевiрити, що координати ортогональної проекцiї точки
P (x; y) на пряму l : ax + by + c = 0 , заданих вiдносно АСК, можна подати
у виглядi

x′ =

(
bx

... by + c
)
◦G ◦

(
b

−a

)
(
b − a

)
◦G ◦

(
b
−a

) ; y′ = −

(
ax+ c

... ay
)
◦G ◦

(
b

−a

)
(
b − a

)
◦G ◦

(
b
−a

) . (47)

Вправа 9. Показати, що координати точки P ′′ , симетричної точцi
P (x; y) вiдносно прямої l : ax + by + c = 0 , заданих вiдносно АСК, можна
подати у виглядi

x′′ =

(
bx

... 2by+2c+ax
)
◦G◦

 b

−a


(
b −a

)
◦G◦

 b
−a

 ; y′′ = −

(
2ax+2c+by

... ay
)
◦G◦

 b

−a


(
b −a

)
◦G◦

 b
−a

 . (48)

Нагадаємо, що кутовим коефiцiєнтом k прямої l називають вiдношен-
ня другої до першої координати напрямного вектора

−→
l цiєї прямої. Оскiльки

перша координата будь-якого вектора, паралельного до осi OY , дорiвнює ну-
лю, то кутовий коефiцiєнт коректно визначений (iснує) лише для прямих, що
не є паралельними до осi OY .

Очевидно, що (вiдносно АСК) рiвняння прямої l , яка проходить через
дану точку L(x0; y0) та має кутовий коефiцiєнт рiвний k , можна подати у
виглядi l : y − y0 = k(x− x0).
Задача 10. Рiвняння прямої l , що проходить через дану точку
M0(x0; y0) i утворює кут φ з додатним напрямом осi OX

Очевидно, що у випадку φ = 00 , шукане рiвняння прямої l має вид
l : y = y0;

якщо φ = ∠ (−→e1 ,−→e2 ) , то рiвняння прямої має вид
l : x = x0;

якщо ж φ = 900 , то дана задача зводиться до задачi 4, а шукане рiвняння
прямої (з урахуванням вправи 1) має вид

l : (x− x0)g11 + (y − y0)g12 = 0.
В подальшому достатньо обмежитися розглядом φ ∈

(
00; 1800

)
\{900;ω} ,

де ω = ∠ (−→e1 ,−→e2 ) . Оскiльки за припущенням φ ̸= ω , то шукане рiвняння
прямої l можна знайти як рiвняння прямої з кутовим коефiцiєнтом, тобто як
рiвняння виду y − y0 = k(x− x0) з невiдомим кутовим коефiцiєнтом k .
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Рис. 2: до задачi 10

Нехай M(x; y) – довiльна але фiксована точка шуканої прямої l , яка є
вiдмiною вiд точки M0(x0; y0) .

Через кожну з точок M0 , M проведемо прямi, що є паралельними до
координатних осей. Пряму, що проходить через точку M паралельно до осi
OY , позначимо як m . Оскiльки (за припущенням) пряма l не є паралельною
до осi OY , то прямi y = y0 та m завжди перетинаються, точку перетину
яких позначимо через M ′ .

Розглянемо ∆MM0M
′ . Не важко перевiрити, що в кожному iз 6-ти суттє-

во рiзних випадкiв (рис. 2. a) — f) ) мають мiсце наступнi системи рiвностей
M ′M0 = (x− x0)

√
g11

M ′M = (y − y0)
√
g22

∠M ′M0M = φ
∠M ′MM0 = ω − φ

(∗), або ж


M ′M0 = −(x− x0)

√
g11

M ′M = (y − y0)
√
g22

∠M ′M0M = π − φ
∠M ′MM0 = φ− ω.

(∗∗)

З ∆MM0M
′ за теоремою синусiв має мiсце рiвнiсть

M ′M

sin∠M ′M0M
=

M ′M0

sin∠M ′MM0
. (49)

Тодi, з урахуванням (∗) i (∗∗) , рiвнiсть (49) набуває вид

(y − y0)
√
g22

sinφ
=

(x− x0)
√
g11

sin(ω − φ)
, або ж

(y − y0)
√
g22

sin(π − φ)
=
−(x− x0)

√
g11

sin(φ− ω)
(50)

вiдповiдно.
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Отже, координати (x; y) довiльної точки M шуканої прямої l задоволь-
няють рiвняння

y − y0 =
√
g11√
g22
· sinφ

sin(ω − φ)
(x− x0). (51)

Виразимо величину sin(ω − φ) в термiнах вихiдних даних.

З урахуванням рiвностей cosω = g12√
g11
√
g22

, sinω =

√
∥G∥

√
g11
√
g22

(якi є безпосере-
днiм наслiдком з визначення коефiцiєнтiв матрицi Грама), маємо:

sin(ω − φ) = sinω cosφ− cosω sinφ =

√
∥G∥

√
g11
√
g22

cosφ− g12√
g11
√
g22

sinφ .
За припущенням φ ̸= 900 . Звiдки cosφ ̸= 0 i тому

k =

√
g11√
g22
· sinφ√

∥G∥
√
g11
√
g22

cosφ− g12√
g11
√
g22

sinφ
=

g11 tgφ√
∥G∥ − g12 tgφ

. (52)

Таким чином, шукане рiвняння прямої вiдносно АСК має вид

y − y0 =
g11 tgφ√
∥G∥ − g12 tgφ

· (x− x0). (53)

Вiдносно КСК з КК ω (53) набуває вид

y − y0 =
tgφ

sinω − cosω tgφ
· (x− x0), (54)

а вiдносно ПСК – добре знайомий вид

y − y0 = tgφ · (x− x0). (55)

Геометричний змiст коефiцiєнта k прямої l : y − y0 = k(x− x0).
З урахуванням (52) , не важко пересвiдчитись у тому, що для прямої, заданої
вiдносно АСК рiвнянням з кутовим коефiцiєнтом,

k > 0⇔ ψ ∈
(
00;ω

)
i навпаки, k < 0⇔ ψ ∈

(
ω; 1800

)
.

Геометричний змiст кутового коефiцiєнта прямої, заданої рiвнянням вiд-
носно ПСК, полягає у тому, що вiн дорiвнює тангенсу кута φ мiж прямою та
додатним напрямом осi OX . Для прямої, заданої рiвнянням вiдносно АСК,

tgφ =
k
√
∥G∥

g11 + kg12
. (56)

Слiд також зазначити, що кутовий коефiцiєнт прямої, яка є перпендику-
лярною до осi OX АСК з координатним кутом ω = ∠ (−→e1 ,−→e2 ) ̸= 900 , (або ж
як безпосередньо випливає з рiвняння (19) вправи 1) становить

k =

√
g11√
g22
· sin 900

sin(ω − 900)
= −
√
g11√
g22
· sin 900

sin(900 − ω)
= −
√
g11√
g22
· 1

cosω
= −g11

g12
. (57)
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Задача 11. [10] Кут мiж прямими, заданими рiвняннями
l1 : y = k1x+ h1 i l2 : y = k2x+ h2 вiдносно АСК

З урахуванням задачi 5, косинус не тупого кута θ мiж прямими l1 i l2
можна знайти за формулою (25) . Подiливши чисельник i знаменник правої
частини (25) на добуток b1 · b2 , та прийнявши до уваги рiвностi ai

bi
= −ki

( i = 1; 2 ), одержимо

cos θ =
|g11 + k1k2g22 + g12(k1 + k2)|√

g11 + k21g22 + 2k1g12
√
g11 + k22g22 + 2k2g12

. (58)

З урахуванням (58) та основної тригонометричної тотожностi, синус не
тупого кута θ мiж прямими l1 i l2 можна знайти за формулою

sin θ =

√
∥G∥ · |k1 − k2|√

g11 + k21g22 + 2k1g12
√
g11 + k22g22 + 2k2g12

. (59)

З урахуванням (58) i (59) , тангенс не тупого кута мiж прямими l1 i l2 ,
заданих рiвняннями вiдносно АСК, можна знайти за формулою

tg θ =

√
∥G∥ · |k1 − k2|

|g11 + k1k2g22 + g12(k1 + k2)|
. (60)

Вiдносно КСК з КК ω (60) набуває вид

tg θ =
sinω · |k1 − k2|

|1 + k1k2 + (k1 + k2) cosω|
, (61)

а вiдносно ПСК

tg θ =
|k1 − k2|
|1 + k1k2|

. (62)

Задача 12. [10] Умови перпендикулярностi прямих l1 : y = k1x+ h1
i l2 : y = k2x+ h2 в термiнах їх кутових коефiцiєнтiв k1 i k2

З урахуванням необхiдної i достатньої умови перпендикулярностi прямих,
заданих своїми загальними рiвняннями вiдносно АСК (умова (13) iз задачi
3) та рiвностей ai

bi
= −ki ( i = 1; 2 ), або ж з урахуванням рiвностi (60) , необ-

хiдну й достатню умову перпендикулярностi прямих l1 i l2 , заданих своїми
рiвняннями (з кутовим коефiцiєнтом) вiдносно АСК, можна подати у виглядi

l1 ⊥ l2 ⇔ g11 + k1k2g22 + g12(k1 + k2) = 0⇔ k2 = −
g11 + k1g12
g21 + k1g22

. (63)

Вiдносно КСК з КК ω у виглядi

l1 ⊥ l2 ⇔ 1 + k1k2 + (k1 + k2) cosω = 0⇔ k2 = −
1 + k1 cosω

cosω + k1
, (64)

а вiдносно ПСК –
l1 ⊥ l2 ⇔ k1k2 = −1. (65)
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Задача 13. Рiвняння прямої l , яка вiдстоїть вiд початку коорди-
нат на вiдстанi p > 0 , а її нормальний вектор утворює кут α з
додатним напрямом осi OX

Нехай (x′; y′) – координати основи перпендикуляра, опущеного з початку
координат на пряму l . Тодi −→n = {x′; y′} – нормальний вектор прямої l . За
умовою пряма l вiдстоїть вiд початку координат на вiдстанi p > 0 i тому
|−→n | = p . Звiдки має мiсце матрична рiвнiсть(

x′ y′
)
◦G ◦

(
x′

y′

)
= p2. (66)

З iншого боку, оскiльки вектор −→n утворює з додатним напрямом осi OX (з
вектором −→e1 = {1; 0} ) кут α , то з урахуванням (66) , має мiсце рiвнiсть(

1 0
)
◦G ◦

(
x′

y′

)
√
g11

√(
x′ y′

)
◦G ◦

(
x′

y′

) = cosα⇔ g11x
′ + g12y

′
√
g11 · p

= cosα (67)

Нехай далi (x; y) – координати довiльної точки прямої l . Тодi вектори
−→n = {x′; y′} та

−→
l = {x−x′; y−y′} є ортогональними, i тому шукане рiвняння

прямої l можна подати у матричному виглядi(
x′ y′

)
◦G ◦

(
x− x′
y − y′

)
= 0⇔

(
x′ y′

)
◦G ◦

(
x

y

)
−
(
x′ y′

)
◦G ◦

(
x′

y′

)
= 0.

З урахуванням (67) , останнє рiвняння можна подати у виглядi
(g11x

′ + g21y
′)x+ (g12x

′ + g22y
′) y − p2 = 0⇔

⇔ √g11
g11x

′ + g12y
′

√
g11 · p

x+
√
g22

g12x
′ + g22y

′
√
g22 · p

y − p = 0⇔

√
g11 cosα · x+

√
g22 cos β · y − p = 0, (68)

де β – кут, який утворює вектор −→n з додатним напрямом осi OY (з вектором
−→e2 = {0; 1} ).

Позначимо далi ω = ∠ (−→e1 ,−→e2 ) . Оскiльки β = ±(α−ω) i cos β = cos(−β) ,
то, з урахуванням рiвностей cosω = g12√

g11
√
g22

, sinω =

√
∥G∥

√
g11
√
g22

, маємо рiвнiсть

cos β = cos(α− ω) = cosα cosω + sinα sinω = cosα · g12√
g11
√
g22

+ sinα ·
√
∥G∥

√
g11
√
g22

Таким чином, шукане рiвняння прямої l вiдносно АСК має вид

√
g11 cosα · x+

(
cosα · g12√

g11
+ sinα ·

√
∥G∥
√
g11

)
· y − p = 0. (69)
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Вiдносно КСК з КК ω рiвняння (69) набуває вид

cosα · x+ (cosα · cosω + sinα · sinω) · y − p = 0, (70)

а вiдносно ПСК – добре знайомий вигляд

cosα · x+ sinα · y − p = 0. (71)

Задача 14. Зведення загального рiвняння прямої l : ax+ by + c = 0
до нормального виду

Пiд нормальним рiвнянням прямої l : ax + by + c = 0 будемо розумiти
рiвняння прямої l виду

l :
√
g11 cosα · x+

√
g12 cos β · y − p = 0, (72)

де p – вiдстань вiд початку координат до прямої l , а α i β – кути, якi
утворює нормальний вектор прямої l (початок якого спiвпадає з початком
O AСК) з додатними напрямами осей OX i OY вiдповiдно.

Як вiдомо, в ПСК зведення загального рiвняння прямої l : ax+by+c = 0
до нормального виду досягається завдяки множенню обох частин загально-

го рiвняння прямої на нормуючий множник µ =
−sign c√
a2 + b2

. Покажемо, що в

якостi нормуючого множника у випадку АСК необхiдно обрати величину

µ =
−sign c√

(a b) ◦G−1 ◦
(
a
b

) . (73)

Дiйсно:
1) з урахуванням формули (29) , µ · c = (−sign c)·c√√√√√(a b)◦G−1◦

 a
b


= −ρ(O; l) = −p ;

2) cosα = cos∠ (−→n ,OX+) = cos∠ (−→e1 ,−→n ) =

=

(
1 0

)
◦G ◦

(
ag22 − bg12
bg11 − ag21

)
√
g11 · ∥G∥ ·

√
(a b) ◦G−1 ◦

(
a
b

) =
a · ∥ ̸ G∥

√
g11 · ∥ ̸ G∥ ·

√
(a b) ◦G−1 ◦

(
a
b

) ;

3) аналогiчно

cos β = cos∠ (−→e2 ,−→n ) =
b · ∥ ̸ G∥

√
g22 · ∥ ̸ G∥ ·

√
(a b) ◦G−1 ◦

(
a

b

) .
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Таким чином, для зведення загального рiвняння прямої l : ax+by+c = 0
до нормального виду необхiдно:
1) помножити обидвi частини загального рiвняння прямої l на нормуючий
множник (73) ;
2) помножити та роздiлити чисельник i знаменник першого доданку на √g11 ;
3) помножити та роздiлити чисельник i знаменник другого доданку на √g22 .

Задача 15. Рiвняння прямих, що проходять через дану точку
M0(x0; y0) пiд кутом θ (0 < θ < π

2 ) до даної прямої l : y = kx+ h

Оскiльки шуканi прямi m1 i m2 утворюють рiвнi кути θ з даною пря-
мою l , то, з урахуванням (63) iз задачi 12, їх кутовi коефiцiєнти k1 i k2
задовольняють умову

tg θ =

√
∥G∥ · |ki − k|

|g11 + kikg22 + g12(ki + k)|
⇔ tg θ = ±

√
∥G∥ · (ki − k)

g11 + kikg22 + g12(ki + k)
, (74)

звiдки маємо: tg θ = −
√
∥G∥·(k1−k)

g11+k1kg22+g12(k1+k)
⇒ k1 =

k
√
∥G∥−(g11+kg12) tg θ√
∥G∥+(g21+kg22) tg θ

tg θ = +

√
∥G∥·(k2−k)

g11+k2kg22+g12(k2+k)
⇒ k2 =

k
√
∥G∥+(g11+kg12) tg θ√
∥G∥−(g21+kg22) tg θ

.

I тому рiвняння прямих m1 i m2 (вiдносно АСК) можна подати у виглядi

m1,m2 : y − y0 =
k
√
∥G∥ ∓ (g11 + kg12) tg θ√
∥G∥ ± (g21 + kg22) tg θ

(x− x0). (75)

Вiдносно КСК з КК ω рiвняння прямих (75) набувають вид

m1,m2 : y − y0 =
k sinω ∓ (1 + k cosω) tg θ

sinω ± (cosω + k) tg θ
(x− x0), (76)

а вiдносно ПСК – рiвняння виду

m1 : y − y0 =
k − tg θ

1 + k tg θ
(x− x0), m2 : y − y0 =

k + tg θ

1− k tg θ
(x− x0), (77)

Вправа 10. Покажiть, що вiдносно АСК рiвняння прямої l2 , яка
є симетричною до прямої l1 : y − y0 = k1(x − x0) вiдносно прямої
l : y − y0 = k(x− x0) , можна подати у виглядi y − y0 = k′(x− x0) , де

k′ = k1 + 2(k − k1) ·
g11 + g12(k + k1) + g22kk1
g11 + 2k1g12 + k(2k1 − k)g22

. (78)

Зауважимо, що шукана пряма iснує завжди. Тому у випадку коли
g11+2k1g12+k(2k1−k)g22 = 0 , рiвняння шуканої прямої має вид x−x0 = 0 ,
оскiльки на площинi iснує єдина пряма, яка проходить через точку (x0; y0)
i для якої кутовий коефiцiєнт не визначено (через паралельнiсть до осi OY ).
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Бiльше того, має мiсце простий спосiб знаходження рiвнянь бiсектрис ку-
тiв, утворених прямими x = x0 i l1 : y − y0 = k1(x − x0) . А саме, кутовi
коефiцiєнти зазначених бiсектрис є коренями квадратного рiвняння (вiдно-
сно k ): g11 + 2k1g12 + k(2k1 − k)g22 = 0 .

Задача 16. Рiвняння прямих, що проходять через дану точку
M1(x1; y1) та вiдстоять вiд точки M0(x0; y0) на вiдстанi p

Оскiльки шукана пряма m проходить через точку M1(x1; y1) , то її рiв-
няння будемо шукати у виглядi m : y − y1 = k(x − x1) . Отже, знаходження
рiвняння шуканої прямої зводиться до вiдшукання її кутового коефiцiєнта k .

За умовою точка M0(x0; y0) вiдстоїть вiд прямої m : k(x−x1)−(y−y1) = 0
на вiдстанi p . Тому, з урахуванням (29) , має мiсце рiвнiсть

|k(x0 − x1)− (y0 − y1)|√
(k − 1) ◦G−1 ◦

(
k

−1

) = p , звiдки

(
k2(x− x1)2 − 2k(x0 − x1)(y0 − y1) + (y0 − y1)2

)
= p2

∥G∥
(
k2g22 + 2kg12 + g11

)
,

k2
(
∥G∥(x0 − x1)2 − p2g22

)
− 2k

(
∥G∥(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12

)
+

+∥G∥(y0 − y1)2 − p2g11 = 0 . (∗)
1) Припустимо, що ∥G∥(x0 − x1)

2 − p2g22 ̸= 0 . Тодi рiвняння (∗) можна
розв’язати як квадратне рiвняння вiдносно k . Не важко перевiрити, що

D
4 = p2∥G∥

(
d2 − p2

)
, де

d2 = (x0 − x1 y0 − y1) ◦G ◦
(
x0 − x1
y0 − y1

)
=
∣∣∣−−−→M0M1

∣∣∣2 . (79)

Можливими є лише наступнi три випадки.
1.1) Якщо d < p , то шуканої прямої не iснує.
1.2) Якщо d = p , то iснує єдина (двi спiвпадаючi) шукана пряма

m (для неї в цьому випадку вектор −→n = {x0 − x1; y0 − y1} є нормальним
вектором), рiвняння якої вiдносно АСК можна подати у виглядi

m : y − y1 =
∥G∥(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12
∥G∥(x0 − x1)2 − p2g22

(x− x1), або ж

(x−x1) (g11(x0 − x1) + g12(y0 − y1))+(y−y1) (g12(x0 − x1) + g22(y0 − y1)) = 0.
(80)

Зазначимо, що в цьому випадку шукана пряма m дотикається кола ω(M0; p)
(з центром в точцi M0(x0; y0) радiуса p ) в точцi M1(x1; y1) .

Рiвняння прямої (80) вiдносно КСК з КК ω набуває вид

(x−x1) ((x0 − x1) + (y0 − y1) cosω)+(y−y1) ((x0 − x1) cosω + (y0 − y1)) = 0,
(81)
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а вiдносно ПСК –

(x− x1)(x0 − x1) + (y − y1)(y0 − y1) = 0. (82)

1.3) Якщо d > p , то iснує двi шуканi прямi m1 i m2 (дотичнi до кола
ω(M0; p) , що проходять через точку M1(x1; y1) ), рiвняння яких вiдносно АСК
можна подати у виглядi mi : y − y1 = ki(x− x1), де

k1,2 =
∥G∥(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12 ∓ p

√
∥G∥

√
d2 − p2

∥G∥(x0 − x1)2 − p2g22
, (83)

а величина d обчислюється за формулою (79) .
Формули (83) для обчислення k1 i k2 вiдносно КСК з КК ω набувають вид

k1,2 =
(x0 − x1)(y0 − y1) sin2 ω + p2 cosω ∓ p sinω

√
d2 − p2

sin2 ω · (x0 − x1)2 − p2
, (84)

d2 = (x0 − x1)2 + 2(x0 − x1)(y0 − y1) cosω + (y0 − y1)2

а вiдносно ПСК –

k1,2 =
(x0 − x1)(y0 − y1)∓ p

√
d2 − p2

(x0 − x1)2 − p2
, d2 = (x0 − x1)2 + (y0 − y1)2. (85)

2) Припустимо тепер, що ∥G∥(x0 − x1)2 − p2g22 = 0 (⋆) .
Тодi рiвняння (∗) «вироджується» у лiнiйне рiвняння вiдносно k :

2k
(
∥G∥(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12

)
= ∥G∥(y0 − y1)2 − p2g11 (∗∗)

Зауважимо, що геометричний змiст умови (⋆) полягає у тому, що вона
є рiвносильною умовi про те, що точка M0 вiдстоїть вiд прямої m : x−x1 = 0
на вiдстанi p . В останньому не важко пересвiдчитись шляхом безпосередньої
перевiрки за допомогою формули (29) .

Таким чином, 2)-ий випадок характеризується тим, що пряма m : x = x1
є шуканою прямою. Крiм того, можливими є наступнi пiдвипадки.

2.1) Якщо ∥G∥(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12 ̸= 0 , то

k =
∥G∥(y0 − y1)2 − p2g11

2 (∥G∥(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12)
= k′ (86)

i тому шуканi рiвняння прямих мають вид
m′ : y − y1 = k′(x− x1) та m : x = x1 .

2.2) Якщо ∥G∥(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12 = 0 (⋆⋆) , то
2.2.1) у випадку ∥G∥(y0 − y1)

2 − p2g11 ̸= 0 , рiвняння (∗∗) взагалi не має
розв’язкiв, i тому єдиною шуканою прямою є пряма m : x = x1 ;
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2.2.2) у випадку ∥G∥(y0−y1)2−p2g11 = 0 (⋆⋆⋆) , рiвняння (∗∗) має безлiч
розв’язкiв, тобто k ∈ R . Дiйсно, за умов одночасного виконання (⋆) , (⋆⋆) та
(⋆⋆⋆) точка M1 спiвпадає з точкою M0 а p = 0 . I тому будь-яка пряма, яка
проходить через точку M1 , вiдстоїть вiд точки M0 ≡M1 на вiдстанi p = 0 .
Шуканими прямими у цьому випадку є прямi mk : y − y0 = k(x− x0), k ∈ R
та m : x = x1 (x1 = x0 ).

Площа трикутника, обмеженого трьома прямими
Вправа 11.[9] Пряму l вiдносно АСК задано «рiвнянням у вiдрiзках»

l : x
m + y

n = 1 . Доведiть, що S△MNO (O – початок координат, M = l ∩OX ,
N = l ∩ OY ), обмеженого прямою l та координатними прямими, можна
обчислити за формулою

S△MNO =

√
∥G∥
2
· |m||n|. (87)

Вправа 12.[4] Нехай сторони трикутника ABC вiдносно АСК зада-
но рiвняннями (BC) : a1x + b1y + c1 = 0 , (CA) : a2x + b2y + c2 = 0 ,
(AB) : a3x+ b3y+ c3 = 0 . Доведiть, що S△ABC можна обчислити за форму-
лою

S△ABC =

√
∥G∥
2
·

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
2

mod

(∣∣∣∣ a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ a3 b3
a1 b1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣) . (88)

Зауважимо, що геометричний змiст визначника матрицi Грама G , еле-
ментами якої є метричнi коефiцiєнти gij базису {−→e1 ,−→e2} (який разом з по-
люсом O визначає на площинi АСК) полягає у тому, що значення

√
∥G∥

дорiвнює площi координатного (масштабного) паралелограма OE1EE2

узагальненої декартової системи координат АСК (O;−→e1 ,−→e2 ) – рис. 1 a) .

Висновки
В представленiй роботi наведено розв’язання 16 «ключових» задач та 12

вправ теоретичного характеру, якi (в певному розумiннi) «повно» охоплюють
метричнi задачi «на пряму в площинi» в афiнних координатах.

На нашу думку є доцiльним проведення аналогiчних дослiджень стосовно
метричних задач «на пряму i площину в просторi» в афiнних координатах.

Апробацiя запропонованого пiдходу до викладання зазначеної теми (пiд
час проведення у 1-му семестрi 2012-2013 н.р. «Вибраних питань математики»
для студентiв 5 курсу фiзико-математичного факультету ДВНЗ «ДДПУ»)
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дозволяє стверджувати, що метричнi задачi в афiнних координатах у сту-
дентiв викликали iнтерес, спонукали їх до творчої дiяльностi та посилювали
розумiння студентiв причинно-наслiдкових та мiжпредметних зв’язкiв.

Автори мають надiю, що наведений матерiал буде корисний студентам
ВНЗ пiд час вивчення вiдповiдної теми «Аналiтичної геометрiї» як посiбник,
та зацiкавить викладачiв, якi викладають цю дисциплiну, принаймнi, як до-
вiдковий матерiал, який лише доповнює вiдповiднi параграфи [8], [9].
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ФОРМУВАННЯ У СТУДЕНТIВ МАТЕМАТИЧНИХ
СПЕЦIАЛЬНОСТЕЙ ВМIНЬ РОЗРОБЛЯТИ СИСТЕМИ

НАВЧАЛЬНИХ ЗАДАЧ

У статтi проаналiзовано можливостi формування у студентiв математичних спецiально-
стей педагогiчного унiверситету iнтегрованого умiння конструювати системи навчальних
задач.

Ключовi слова: методична пiдготовка вчителя, формування готовностi, кон-
струювання системи задач, логiчна грамотнiсть.

Вступ
Реалiзацiя цiлей i завдань якiсної пiдготовки майбутнього вчителя ма-

тематики зумовлює необхiднiсть пошуку шляхiв i засобiв удосконалення її
методичного складника, який є важливою ланкою в структурi професiйно-
педагогiчного становлення й розвитку фахiвця.

Шкiльний досвiд, практика пiслядипломної пiдготовки вчителiв, резуль-
тати опитування педагогiв та учнiв дозволяють дiйти висновку про те, що
останнiм часом значна доля вчителiв-математикiв демонструє консерватизм
у професiйнiй дiяльностi та неготовнiсть до самостiйного вибору напрямкiв i
засобiв органiзацiї навчального процесу. Не вiдкидаючи значного впливу со-
цiальних факторiв, зазначимо, що в першу чергу це пов’язано iз недолiками
професiйно-педагогiчної пiдготовки фахiвцiв.

Аналiз сукупностi професiйних задач, що мають вирiшуватися вчителем
математики, свiдчить, що ключовими об’єктами, якими йому потрiбно опе-
рувати, є задача або система задач. Стосовно задач i проблем, пов’язаних з
їх застосуванням у навчальному процесi, в рiзнi перiоди проводилися дослi-
дження рiзного спрямування й результативностi.

Зокрема, загальнi питання, що стосуються визначення поняття «задача»
розроблялись Г.О. Баллом, Л.Л. Гуровою, Я.О. Пономарьовим та iн. Методи-
чнi аспекти проблеми, роль системи задач у вдосконаленнi процесу навчання

c⃝ Труш Н.I., Пиляк К.I., 2013

178



Труш Н.I., Пиляк К.I. Формування вмiнь розробляти системи навчальних задач

математики аналiзувалися в роботах М.I. Бурди, Ю.М. Колягiна, В.I. Кру-
пича й iнших методистiв. Робота з творчими (евристичними) задачами дослi-
джувалася Г.В. Дорофєєвим, Ю.М. Колягiним, В.I. Крупичем, О.I. Скафою,
Л.М. Фрiдманом та iн. Спроби практичної побудови систем задач здiйсню-
валися авторами сучасних пiдручникiв з геометрiї, зокрема, В.О. Гусевим (у
Росiї), М.I. Бурдою та Н.В. Тарасенковою (в Українi).

Разом з тим науковцями дотепер визначенi лише загальнi схеми констру-
ювання систем задач, а дослiдженню способiв їх конструювання достатньої
уваги не придiлено. Втiм, зустрiчаються поодинокi дослiдження (Г.I. Кова-
льова, О.Н. Орлянська), присвяченi розкриттю специфiки процесу констру-
ювання системи задач та опанування умiнь, необхiдних для його реалiзацiї.
Очевидно, опанування вчителем математики таких умiнь є важливою й не-
вiд’ємною складовою його методичної компетентностi, яка суттєво впливає
на якiсть навчання учнiв математики, формування у них системних уявлень
про застосування математики у повсякденнi.

Основна частина
Не вдаючись до аналiзу рiзних точок зору на тлумачення поняття задачi,

в подальшому будемо говорити про так званi навчальнi задачi, виходячи з
тези про те, що «навчальний характер кожної задачi має збагачувати знання й
досвiд учнiв, вчити математичнiй дiяльностi» [2, с. 58], сприяти поступовому
досягненню тематично обумовлених i загальних цiлей навчання математики.

Системою навчальних задач будемо вважати будь-яку сукупнiсть задач
(у широкому сенсi), що задовольняє принципам понятiйної однорiдностi, змi-
стової цiлiсностi, структурної повноти, пiдпорядкованостi певним цiлям.

Iснують рiзнi концепцiї створення систем задач, якими може послуговува-
тися вчитель математики у своїй професiйнiй дiяльностi. Зокрема, при ство-
реннi шкiльних пiдручникiв математики авторськi колективи намагаються
проектувати системи задач, що можуть стати основою для розроблюваної
вчителем власної системи.

Наприклад, О.В. Погорєлов пропонував у вiдомому шкiльному пiдручни-
ку геометрiї [5] мiнiмальний (з його точки зору) набiр задач з вимогою обо-
в’язкового їх розв’язання учнями. До цього набору, зокрема, вiдносилася низ-
ка задач, у яких розкривалися важливi властивостi геометричних фiгур, не-
обхiднi для продуктивної навчальної дiяльностi у процесi роботи з геометри-
чними фiгурами. Вважалося, що основна увага вчителя мала спрямовуватися
на видiлення опорних (чи ключових) задач та поповнення пропонованої ав-
тором сукупностi.
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Автори деяких сучасних пiдручникiв [3] вважають за доцiльне насичення
пiдручникiв обширним та рiзноманiтним дидактичним матерiалом iз заува-
женнями для вчителя щодо надлишковостi набору задач, мотивуючи це тим,
що в такий спосiб вiдкривається можливiсть реалiзацiї рiвневої диференцiацiї
та iндивiдуального пiдходу у навчаннi. За цих умов основна робота вчителя
полягає у вiдбираннi задач для власної системи та їх структуруваннi.

Продуктивними iдеями для проектування систем навчальних задач не
тiльки для навчання, але й для дiагностики результатiв навчальних дося-
гнень учнiв є видiлення деякими математиками-методистами та практиками
опорних (I.Ф. Шаригiн, Н.I. Зiльберберг та iн.) та ключових (Р.Г. Хазанкiн)
задач. Опорними зазвичай називають такi задачi, у яких дається опис де-
якого корисного факту, що може бути використаний при розв’язуваннi iнших
задач, або ж у яких розвиваються теоретичнi iдеї чи дається iлюстрацiя ва-
жливого методу.

Ключовими вважають задачi, опанування методiв розв’язання яких до-
зволяє учневi в подальшому розв’язувати будь-яку задачу з даної теми на
рiвнi шкiльних вимог, а розв’язання бiльшостi програмних завдань може бу-
ти зведено до розв’язання послiдовностi ключових задач.

Однак, не зважаючи на наявнiсть методологiчних i методичних розробок,
предметом яких є шкiльнi задачi, цiкавих концепцiй методичного плану, iснує
проблема, пов’язана з якiстю задачного матерiалу, що використовує вчитель у
своїй дiяльностi. В кiнцевому варiантi все залежить вiд особистої майстерно-
стi вчителя, його професiоналiзму та якостi його власної системи навчальних
задач, адже успiшне виконання учнем iзольованих завдань ще не свiдчить
про свiдоме засвоєння вiдповiдних способiв дiй. Саме тому автор технологiї
використання ключових задач Р.Г. Хазанкiн на своїх численних семiнарах
для вчителiв заперечував проти надання вчителям своїх циклiв ключових
задач, вважаючи, що кожний вчитель повинен мати свою власну систему, що
вiдповiдає його переконанням.

Наявнiсть серйозних розробок загальної теорiї задач, цiкавих концепцiй
методичного плану не визначає якiсть задачного матерiалу, який використо-
вує вчитель у своїй дiяльностi. Значне навантаження вчителя, окремi соцi-
альнi чинники, а iнодi i вiдсутнiсть бажання часто заважають йому глибоко
вникати у проблему. Крiм того велика кiлькiсть дидактичних матерiалiв, якi
видаються на допомогу вчителю, приводить до того, що частина педагогiв
взагалi не замислюється над необхiднiстю проектування своєї власної систе-
ми задач. Подiбного роду позицiя тiльки пiдкрiплюється широким (занад-
то широким) введенням у навчальний процес тестової перевiрки досягнень
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учнiв.
Звичайно, реальнi засоби впливу на методичну свiдомiсть учителiв-

практикiв доволi обмеженi, оскiльки кожен вчитель має певний досвiд i сфор-
мованi стереотипи технологiчної органiзацiї навчання математики, що стає на
завадi формуванню уявлень про важливiсть проектування власної системи
задач, придатної для використання у навчаннi математики. Суттєво бiльше
шансiв мають унiверситети, якi в бакалаврський перiод пiдготовки фахiв-
цiв можуть спрямовувати органiзацiйно-методичнi ресурси на формування
готовностi майбутнiх вчителiв математики до конструювання систем задач.

У процесi навчання в педагогiчному унiверситетi майбутнi вчителi ма-
тематики при роботi безпосередньо з iснуючими системами задач, їх аналi-
зом, структуруванням i доповненням в курсi методики навчання математики
отримують початковi уявлення щодо реалiзацiї iдеї проектування систем на-
вчальних задач. Однак цей процес належної уваги не отримує i такого роду
дiяльнiсть здiйснюється студентами епiзодично, залишаючись однiєю з най-
бiльш складних для виконання. При цьому мають мiсце типовi труднощi:

• в процесi аналiзу навiть окремо взятої задачi студенти не завжди можуть
дати чiткий опис цiлей i способiв дiяльностi, на якi доцiльно орiєнтува-
тися в процесi розв’язування задачi учнями;
• для бiльшостi студентiв виявляється вкрай складним видiлення загаль-

ної iдеї пропонованого циклу задач, прогнозування мiсця задачi у циклi,
не говорячи вже про створення схожого циклу;
• студенти погано виконують завдання на складання (добiр) задач в межах

обраної теми, а достатнiй рiвень демонструють лише за умови, що задача
є типовою або складеною за зразком;
• студенти досить слабо виявляють (прогнозують) дидактичнi можливостi

тiєї чи iншої системи задач;
• якщо мова йде про конструювання системи навчальних задач, то сту-

денти, як правило, видiляють тiльки найближчi цiлi, але не беруть до
уваги цiлi навчання, що знаходяться на бiльш високих ступенях iєрархiї,
наприклад, розвиток логiчного чи просторового мислення.

Зважаючи на те, що у програмах пiдготовки майбутнiх учителiв мате-
матики формування готовностi до конструювання систем задач не вiднесено
до категорiї обов’язкових фахових завдань, певну можливiсть формування
вказаних складникiв можна було б вбачати у насиченнi спецiальними мето-
дичними завданнями провiдних тем курсу методики навчання математики.
Однак, за браком навчального часу цей шлях вирiшення проблеми є скорi-
ше теоретично можливим, нiж реально здiйсненним, тому навряд чи варто
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вважати його прийнятним.
Органiзувати систематичну й результативно прогнозовану роботу, спря-

мовану на формування у студентiв готовностi до конструювання систем задач
дозволяє спецiалiзований курс з вибраних питань методики навчання мате-
матики, присвячений проблемам методики конструювання систем задач та їх
застосування у процесi навчання математики в школi.

У процесi роботи над спецкурсом передбачається ознайомлення студен-
тiв з можливим способом побудови системи задач, яка б сприяла розвитку
логiчного мислення учнiв.

Даний матерiал вибрано не випадково. Серед цiлей i завдань вивчення
математики у школi видiляється розвиток логiчного мислення i математи-
чної мови, умiнь логiчно обґрунтовувати твердження, використовувати рiзнi
мови математики (словесну, символiчну, графiчну). Високий рiвень сформо-
ваностi логiчного мислення школярiв виступає i як мета математичної освiти,
i як основа, на якiй опанування математичними знаннями проходить значно
ефективнiше. Однак спецiальна робота з формування логiчної грамотностi
учнiв передбачена лише у класах з поглибленим вивченням математики, си-
стема ж завдань логiчного характеру практично вiдсутня.

Для пiзнавальної дiяльностi характернi специфiчнi прийоми i методи –
певнi методи утворення понять, прийоми визначення, логiчнi способи отри-
мання нових знань iз вiдомих - висновки (умовиводи) i доведення, методи по-
будови, оцiнки i обґрунтування гiпотез, наукове пояснення явищ, iндуктивнi
методи виявлення причинної залежностi i узагальнення явищ, способи побу-
дови теорiй тощо.

Очевидно, що математична логiка не займається вивченням бiльшостi з
цих питань, а тому майбутнi вчителi математики, логiчна освiта яких обме-
жується курсом математичної логiки, виявляються практично не готовими
до формування подiбного роду прийомiв у своїх учнiв. Тому в якостi завдань
спецкурсу розглядаємо видiлення максимально повного перелiку компонен-
тiв логiчної грамотностi, їх опис, аналiз, операцiоналiзацiю та формулювання
вiдповiдних типiв критерiальних завдань.

Одним iз найбiльш впливових засобiв формування в учнiв логiчної гра-
мотностi є система завдань з логiчним навантаженням, розв’язування яких
у процесi навчання математики поєднується з розв’язуванням математичних
задач. Оскiльки елементи логiки носять метаматематичний характер, то вони
можуть бути розглянутi у «знятому» виглядi, як загальнi схеми дiяльностi
без вiдносно до змiсту шкiльної математики.

Змiст такого спецкурсу може орiєнтуватися на визначення й обґрунтува-
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ння напрямiв опрацювання першорядних i методично важливих видiв дiяль-
ностi, що супроводжують роботу зi структурно класифiкованими логiчними
формами, якi слугують основою для видiлення тематично групованих суку-
пностей задач, у межах яких за допомогою аналiтико-синтетичних, конкре-
тизацiйних i узагальнювальних процедур здiйснюється проектування систем
задач.

Висновки
Опановуючи такi види дiяльностi, знайомлячись з основними типами зав-

дань (задач) та їхнiми «структурно-логiчними схемами», майбутнi вчителi
поступово рухаються до самостiйного конструювання власних циклiв задач,
наповнюючи типовi структурно-логiчнi схеми конкретним математичним змi-
стом.
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НЕСТАНДАРТНI УРОКИ – НОВИЙ ЗАСIБ
ЕФЕКТИВНОГО НАВЧАННЯ УЧНIВ

Стаття присвячена аналiзу позитивних та негативних характеристик нетрадицiйних уро-
кiв. Розглядаються структура пiдготовки до таких урокiв та роль учителя на кожному
етапi.

Ключовi слова: нетрадицiйнi уроки, ефективнiсть навчання, iнтерес, творча осо-
бистiсть.

Вступ
На сучасному етапi розвитку суспiльства, коли цифровi технологiї та

ЕОМ стають дедалi досконалiшими, а їх використання – все бiльш зручним,
система освiти, яка сформувалася кiлька сторiч тому, вимагає все бiльшо-
го реформування. Новi види дiяльностi, новi стандарти розвитку особистостi
потребують нових, нестандартних пiдходiв до надання освiти.

Крiм того, з другої половини ХХ ст. iнтерес учнiв середньої школи до на-
вчання дуже знизився. Через одноманiтнiсть роботи на уроках учнi втратили
iнтерес до навчання. Тому учителi за сучасних вимог до особистостi почали
шукати новi, бiльш ефективнi методи навчання.

У школi все бiльше з’являється учителiв-новаторiв, якi намагаються вiдi-
йти вiд вже застарiлої системи, коли цiнується тiльки сукупнiсть знань учнiв
та випускникiв школи, а не їх вмiння мислити та приймати рiшення. При
використаннi класно-урочної системи зробити це не так вже й просто. Але й
вiдмовитись вiд неї не можна, оскiльки вона протягом кiлькох столiть успi-
шно доводила своє право на iснування та свою зручнiсть.

За таких умов учителi-новатори не вiдмовляються вiд класно-урочної си-
стеми, а змiнюють структуру уроку, методи та форми навчання на уроцi.
З’явились так званi нетрадицiйнi уроки.

c⃝ Медведчук Ю.О., Чуйко О.В., 2013
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Основна частина
Нетрадицiйний урок – це звичайний урок за часом, але незвичайний за

формою проведення. На таких уроках навчальна дiяльнiсть учнiв, яка зазви-
чай не приносить задоволення, поєднується з дiяльнiстю творчою або роз-
важальною. Будь-якiй дитинi подобається грати, змагатись, вигадувати та
займатись творчiстю. Отже, коли замiсть очiкуваного опитування учитель
запропонує провести цiкаву гру, серед учнiв одразу зникне напруга, учнi зi-
тхнуть з полегшенням i навiть не замисляться над тим, що гра також може
бути формою опитування [1].

Пiдготовка та проведення нетрадицiйного уроку включає такi етапи:

— задум;
— органiзацiя;
— проведення;
— аналiз.

Задум є найвiдповiдальнiшим та найскладнiшим. Саме на цьому етапi
учителю важливо знайти спiльну мову з учнями та дiйти згоди щодо форми
проведення уроку, теми, методiв, що будуть застосовуватись на уроцi.

На етапi органiзацiї вiдбувається розподiл обов’язкiв, написання сценарiю,
можливо, репетицiї, добiр завдань тощо. Тут учитель має вiдiгравати роль
консультанта, помiчника та порадника.

Третiй етап є вiдбиттям виконаної роботи, тобто при проведеннi одра-
зу видно, у якiй мiрi кожний з учнiв виконав свої обов’язки при пiдготовцi
до нетрадицiйного уроку. На цьому етапi учитель може бути як учасником,
координатором проведення уроку, так i просто глядачем.

Проведення аналiзу уроку учитель не повинен зводити до монологу. Учнi
самi виявляють переваги та недолiки проведеного уроку. Крiм того, вони
мають проаналiзувати свою пiдготовку до уроку i виявити причини невдач
або недолiкiв та зробити висновки, якi можна реалiзувати при проведеннi
наступних нестандартних урокiв. Роль учителя при проведеннi аналiзу уроку
повинна бути коригуючою, направляючою. I лише в якостi пiдсумку учитель
може повiдомити учням свою думку щодо проведеного уроку. Важливо, щоб
при проведеннi аналiзу уроку дiалог не перерiс у суперечку, щоб не було
взаємних звинувачень тощо.

Аналiз педагогiчної лiтератури дозволив видiлити декiлька десяткiв ти-
пiв нестандартних урокiв. Їх назви дають деяке уявлення про цiлi, задачi,
методику проведення таких урокiв.
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Можна видiлити наступнi типи нестандартних урокiв:

1. Уроки у формi змагань та iгор: конкурс, турнiр, естафета, дуель, КВК,
дiлова гра, рольова гра, кросворд, вiкторина тощо.

2. Уроки, основанi на формах, жанрах та методах роботи, вiдомих у сус-
пiльнiй практицi: дослiдження, коментар, мозкова атака, iнтерв’ю,
репортаж, рецензiї тощо.

3. Уроки, основанi на нетрадицiйнiй органiзацiї учбового матерiалу: урок
мудростi, одкровення, урок-блок тощо.

4. Уроки, що нагадують публiчнi форми спiлкування: прес-конференцiя,
брифiнг, аукцiон, бенефiс, дискусiя, панорама, телемiст тощо.

5. Уроки, основанi на iмiтацiї дiяльностi закладiв i органiзацiй: слiдство,
патентне бюро, учена рада тощо.

6. Уроки, основанi на iмiтацiї дiяльностi при проведеннi суспiльно-культур-
них заходiв: заочна екскурсiя, екскурсiя в минуле, подорож, прогулянки
тощо.

7. Уроки, що опираються на фантазiю: урок-казка, урок-сюрприз тощо.
8. Використання на уроках традицiйних форм позакласної роботи: вистава,

брейн-ринг, диспут тощо.
9. Iнтегрованi уроки.

10. Трансформацiя традицiйних способiв органiзацiї уроку:
лекцiя-парадокс, парне опитування, урок-практикум, урок-семiнар, урок-
консультацiя тощо [2].

Можна навести iнший пiдхiд до класифiкацiї нетрадицiйних урокiв:

1. Уроки творчостi: урок винахiдництва, урок-виставка, урок-твiр, урок-
творчий звiт тощо.

2. Уроки, спiвзвучнi з суспiльними тенденцiями: урок-суспiльний огляд
знань, урок-диспут, урок-дiалог тощо.

3. Мiжпредметнi та внутрiшньо-курсовi уроки: одночасно з двох предметiв,
для учнiв рiзного вiку тощо.

4. Уроки з елементами iсторизму: урок про вчених, урок-бенефiс, урок-
iсторичний огляд, урок-портрет тощо.

5. Театралiзованi уроки: урок-вистава, урок спогадiв, урок-суд, урок-
аукцiон тощо.

6. Iгровi уроки: урок-дiлова гра, урок-рольова гра, урок з дидактичною
грою, урок-змагання, урок-подорож тощо.

7. Допомiжнi уроки: урок-тест, урок для батькiв, урок-консультацiя тощо
[3].
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При усiх перевагах таких урокiв проводити їх частiше, нiж раз на два-
три мiсяцi не рекомендується. По-перше, пiдготовка до нетрадицiйних урокiв
займає вiд двох тижнiв до двох мiсяцiв, що не дає можливостi проводити їх
частiше. По-друге, для деяких учнiв нетрадицiйнi уроки виявляються навiть
шкiдливими. Дитина потрапляє у невiдому, незвичайну ситуацiю i губиться,
не знає, як себе поводити, що робити, нiяковiє. Таких дiтей мало, проте вони
є i не можна не зважати на їх потреби при плануваннi своєї дiяльностi. По-
третє, людина має властивiсть звикати до будь-чого, навiть до незвичайних
речей. При частому проведеннi нетрадицiйних урокiв учнi починають до них
звикати i поступово, як i до звичайних урокiв, втрачати iнтерес [4].

Проблема втрати учнями iнтересу до математики взагалi i до геометрiї
зокрема вже кiлька десятилiть турбує учителiв середнiх шкiл. Цей предмет
завжди вважався найскладнiшим для вивчення учнями, адже саме вiн най-
бiльше вiдiрваний вiд реального життя. Тому на уроках геометрiї також не-
обхiдно проводити нетрадицiйнi уроки для того, щоб хоч трохи повернути iн-
терес учнiв до навчання. Необхiдно використовувати дiловi iгри, якi пов’язу-
ють геометрiю та реальне життя, для бiльш молодших класiв – уроки-казки,
змагання, турнiри. Для класiв гуманiтарного спрямування доцiльно поєдна-
ти на одному уроцi геометрiю та, наприклад, українську або росiйську мову.
Iнтегрованi уроки також корисно проводити при вивченнi окремих тем. На-
приклад, при вивченнi подiбностi трикутникiв можна провести урок-подорож
у країну Лiлiпутiю, де учням зустрiнуться математичнi об’єкти з рiзними ко-
ефiцiєнтами подiбностi.

З власного досвiду можна сказати, що вибiр теми незвичайного уроку та
його мiсця у програмi є дуже виваженою та кропiткою роботою. Зазвичай
доцiльно проводити нетрадицiйнi уроки як пiдсумковi або узагальнюючi. Ва-
жливо заздалегiдь визначити, якi з урокiв стануть незвичайними, та обрати
форму їх проведення, щоб надалi простiше було планувати свою роботу.

Пiдготовка уроку-казки у сьомому класi на тему «Ознаки рiвностi три-
кутникiв» з використанням мультимедiйного обладнання зайняла майже ти-
ждень, причому вiд учнiв вимагалася лише теоретична пiдготовка. Пiдготов-
ка уроку-змагання у восьмому класi на тему «Многокутники та їх площi»
зайняла набагато менше часу.

В класах, де проводились експериментальнi нетрадицiйнi уроки, учнi не
звикли до такого виду робiт, тому спроби активiзувати їх дiяльнiсть дуже
часто не приносили результатiв. Доводилось в ходi уроку змiнювати його
структуру та умови виконання завдань. Але учнi, якi дiйсно зацiкавленi у
вивченнi математики, приймали досить активну участь у проведеннi уроку.
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Висновки
Рiзнi види нетрадицiйних урокiв вимагають рiзної кiлькостi часу для пiд-

готовки. Якщо учитель вирiшує слiдувати тенденцiям сучасного суспiльства
у вихованнi творчої, неординарної особистостi та використовувати для цього
нетрадицiйнi уроки, то вiн має дуже ретельно спланувати цю роботу. Крiм
того, привчати дiтей до подiбної роботи доцiльнiше з п’ятого-шостого класу,
щоб вони якнайранiше привчались до творчого пошуку та нестандартного
мислення.

За умов науково-технiчного прогресу та нових вимог до випускникiв шко-
ли нетрадицiйнi уроки мають дуже важливе значення i проводити їх потрi-
бно. Але використовувати їх треба з обережнiстю: при належному ставленнi
приносять користь, при зловживаннi – стають марними або навiть шкодять.
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ПСИХОЛОГIЧНI ОСОБЛИВОСТI
ДИНАМIКИ ПРОФЕСIЙНОЇ САМОСВIДОМОСТI

МАЙБУТНIХ ВЧИТЕЛIВ МАТЕМАТИКИ
У ПРОЦЕСI НАВЧАЛЬНОЇ ДIЯЛЬНОСТI

Дане дослiдження присвячене вивченню психологiчних особливостей динамiки профе-
сiйної самосвiдомостi майбутнього вчителя математики у процесi навчальної дiяльностi,
проводиться емпiрична перевiрка ефективностi запропонованого розвивального впливу на
професiйну самосвiдомiсть майбутнього вчителя математики.

Ключовi слова: навчальна дiяльнiсть, професiйна самосвiдомiсть, майбутнiй вчи-
тель, педагогiчний вищий навчальний заклад, розвивальний вплив, словник самоописiв,
контент-аналiз, достовiрна розбiжнiсть, експеримент.

Вступ
Постановка проблеми. У теоретичному та прикладному аспектах висо-

корозвинена професiйна самосвiдомiсть виступає запорукою успiшностi про-
фесiйної дiяльностi людини, її особистiсно-професiйного зростання та задово-
леностi власною професiєю. Як наслiдок, випускнику педагогiчного ВНЗ має
бути притаманна розвинена, диференцiйована професiйна педагогiчна само-
свiдомiсть, зрiле та виважене бачення самого себе як майбутнього фахiвця. В
той же час, проблема з’ясування динамiки становлення професiйної самосвi-
домостi майбутнього вчителя, в тому числi майбутнього вчителя математики
у процесi навчальної дiяльностi у сучаснiй український психологiї залишає-
ться недостатньо розкритою.

Мета дослiдження – визначення динамiки професiйної самосвiдомостi
майбутнього вчителя математики у процесi навчальної дiяльностi.

Задачi дослiдження:
– уточнити поняття «професiйна самосвiдомiсть педагога»;
– виявити динамiку професiйної самосвiдомостi у процесi навчальної дiяль-
ностi у звичайних умовах та при навчаннi iз розвивальним впливом;
– з’ясувати результативнiсть запропонованого розвивального впливу на про-
фесiйну самосвiдомiсть майбутнього вчителя у процесi навчальної дiяльностi.

c⃝ Саврасов М.В., Гунько Л.В., 2013
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Об’єкт дослiдження – професiйна самосвiдомiсть майбутнього педагога.
Предмет дослiдження – динамiка професiйної самосвiдомостi майбутньо-

го вчителя математики у процесi навчальної дiяльностi.
Експериментальною базою нашого дослiдження став фiзико-математич-

ний факультет Державного вищого навчального закладу «Донбаський дер-
жавний педагогiчний унiверситет». Дослiдження проводилося з майбутнiми
вчителями математики та основ iнформатики. Експериментальне вивчення
динамiки професiйної самосвiдомостi майбутнього вчителя в процесi навчаль-
ної дiяльностi проводилося за допомогою методу лонгiтюду. В якостi хара-
ктерних точок процесу професiонального становлення (етапiв професiональ-
ної пiдготовки) використанi другий семестр першого року навчання, другий
семестр третього року навчання та другий семестр п’ятого року навчання.
Вибiр саме цих етапiв навчання у ВНЗ у розглядi процесу динамiки профе-
сiйної самсовiдомостi майбутнього вчителя обумовлений наступними мiрку-
ваннями: перший та п’ятий рiк навчання – стартова та фiнiшна точки педаго-
гiчної системи, мета якої – пiдготовка професiонального педагога. Окрiм того,
в умовах конкретного навчального закладу саме з другого семестру першого
року навчання починається викладання дисциплiн психолого-педагогiчного
циклу та залишається позаду перiод, де психiчне функцiонування особистостi
студента ускладнене адаптацiєю до навчання, до нового соцiального оточення
тощо. Другий семестр третього року навчання – саме той етап навчання, ко-
ли студенти в цiлому закiнчили вивчення дисциплiн психолого-педагогiчного
циклу (окрiм галузевих методик викладання), але ще не мали досвiду пра-
ктичної дiяльностi в якостi вчителя чи вихователя. Данi фактори – засвоєння
бiльшостi дисциплiн психолого-педагогiчного циклу та педагогiчна практи-
ка, є iстотно важливим в системi професiйної пiдготовки студента саме як
майбутнього педагога, тож мають вагомий вплив на становлення i розвиток
професiйної самосвiдомостi майбутнього педагога, є певними визначальними
динамiчними ланками у становленнi його професiйної самосвiдомостi.

Вiдповiдно до задач дослiдження, студентiв було роздiлено на контроль-
нi та експериментальнi групи. До складу контрольних груп входили 23 сту-
денти фiзико-математичного факультету, до складу експериментальних груп
входили 22 студентiв фiзико-математичного факультету. Вiдповiдно, до до-
слiдження було залучено 45 студентiв фiзико-математичного факультету.

Аналiз основних дослiджень i публiкацiй. Самосвiдомiсть людини у
психологiчнiй науцi розглядається як «... усвiдомлення людиною себе як осо-
бистостi, тобто власних рис характеру потенцiйних можливостей, дiй i вчин-
кiв, їх мотивiв i наслiдкiв, своїх фiзичних, iнтелектуальних та моральних яко-
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стей, ставлення до навколишньої дiйсностi та власної дiяльностi» [6, c. 314].
Вiдповiдно, професiйна самосвiдомiсть повинна розглядатися як результат
усвiдомлення людиною своїх професiйно важливих психiчних якостей, рiв-
ня їх розвитку, а також як система поглядiв на свою професiю, її суспiльне
значення тощо.

Професiйне становлення вчителя вiдбувається в процесi його саморозви-
тку, яке в свою чергу тiсно пов’язане з особливостями усвiдомлення вчителем
свого професiйного «Я» [12]. Важливою складовою педагогiчної дiяльностi
вчителя виступає оцiнювання, як фактор управлiння процесом психiчного
розвитку дитини [9]. Оцiночнi еталони, стиль оцiнювання у процесi навчання
i виховання засвоюються дитиною, визначають характер i особливостi його
самооцiнки i є умовою перетворення учня з об’єкту на суб’єкт навчання i
виховання.

В зв’язку з цим, якiсть пiдготовки фахiвця у данiй областi залежить вiд
рiвня розвитку його творчих здiбностей, його здiбностей до гнучкого зверне-
ння до накопиченого педагогiчного досвiду. З даної позицiї, особливо важли-
вим є розвиток iндивiдуальностi, психiчної неповторностi педагога як його
професiйної якостi. Ця обставина призводить до формування у педагога iн-
дивiдуального стиля професiйної дiяльностi – як реакцiї на систему iндивiду-
альних особливостей, що впливають на ефективнiсть професiйної дiяльностi.

Крiм того, в умовах прилюдностi у дiяльностi iндивiда вiдкриваються
два протилежних змiстовних блоки – «власний змiст» та «змiст для оточу-
ючих» [10]. Цей факт має особливе значення для професiйної педагогiчної
дiяльностi, оскiльки вона протiкає саме у присутностi iнших i заздалегiдь
розрахована на сприйняття оточуючими. Вчителя хвилює вiрне оформлен-
ня процесу навчання i виховання у вербальну форму, своєрiдна семантизацiя
[11]. Цей компонент, як постiйно присутнiй у дiяльностi вчителя, виражає за-
лежнiсть вчителя вiд свого власного «Я»-образу i пов’язаного з ним образу
учнiв в цiлому чи окремого учня, що неодмiнно виникає у процесi здiйсне-
ння професiйної дiяльностi, коли вiдбувається перехiд його суб’єктивностi у
iнтерсуб’єктивнiсть.

Ю.Н. Кулюткiним показано, що ефективнiсть керування дiяльнiстю учня
з боку вчителя пов’язана iз здiбнiстю послiдовно усвiдомлювати себе в якостi
суб’єкту дiяльностi у данiй педагогiчнiй ситуацiї [4]. У роботах Н.В. Кузьмi-
ної та її спiвробiтникiв робляться висновки про тiсний взаємозв’язок особли-
востей усвiдомлення власного «Я» iз рiвнем педагогiчної майстерностi [3].
В.Н. Козiєв розглядає професiйну самосвiдомiсть вчителя як систему усвi-
домлених вчителем власних якостей, що є значимими для педагогiчної дiяль-
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ностi: «Я»-актуальне (оцiнка себе вчителем у даний час), «Я»-ретроспективне
(оцiнювання себе вчителем по вiдношенню до початку педагогiчної дiяльно-
стi), «Я»-iдеальне (яким би вчитель хотiв стати), «Я»-рефлексивне (погляд
вчителя на оцiнювання його колегами та учнями). Автор наголошує на не-
обхiдностi цiлеспрямованого формування професiональної самосвiдомостi пе-
дагога як певної системи цiннiсних орiєнтацiй [2, с. 78].

В.Ф. Сафiн вважає, що однiєю з умов пiдготовки вчителя як суб’єкту
педагогiчної дiяльностi можуть бути спецiальнi вправи з метою монiторiнга
рiвня сформованостi пiдструктур педагогiчних здiбностей та якостей особи-
стостi через самооцiнку студентами своїх життєвих планiв, рис характеру,
знань, вмiнь та можливостей [8].

М.В. Агуловим в рамках виконаного ним дисертацiйного дослiдження
встановлено, що центральним системоутворюючим чинником динамiки суб’є-
ктностi майбутнього педагога в процесi навчальної дiяльностi виступає iнте-
гральний показник професiйної самосвiдомостi – загальна довжина словника
самоописiв майбутнiми педагогами свого професiйного «Я» [1, c. 188].

Основна частина
Студенти як контрольної, так i експериментальної груп займалися у ВНЗ

за державними програмами i навчалися звичайними методами, що включа-
ють вiдвiдування лекцiй, практичних i семiнарських занять, виконання кур-
сових робiт, проходження педагогiчних практик рiзних видiв, складання iспи-
тiв, залiкiв тощо. На першому роцi свого навчання студенти представленi
лише у складi контрольної групи, оскiльки вони тiльки розпочали вивчення
предметiв психолого-педагогiчного циклу, отже ще мають слабку теоретичну
базу для розвитку суб’єктностi майбутнього педагога. Отже, данi що отри-
манi в ходi застосування психодiагностичної програми для студентiв першого
курсу, ми використовуємо лише як певну точку вiдлiку та мiрило для опису
i порiвняння iз результатами, що будуть отриманi при дiагностицi основних
динамiчних особливостей професiйної самосвiдомостi даних студентiв на тре-
тьому та п’ятому роцi навчання у звичайних умовах, оскiльки розвивальна
програма для них не застосовується.

Зi студентами експериментальної груп, крiм звичайного навчання, про-
водилася спецiально органiзована корекцiйна робота протягом одного року
навчання (вiдповiдно, третiй та п’ятий рiк навчання). Застосовувалися як
груповi, так i iндивiдуальнi форми роботи у межах становлення i розвитку
суб’єктностi iз використанням розвивальної програми, адекватної метi i за-
дачам роботи.
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Для студентiв контрольної та експериментальної групи нами проводило-
ся спiвставлення середнiх значень показникiв професiйної самосвiдомостi на
третьому роцi навчання до експерименту (з метою встановлення вiдсутно-
стi принципових вiдмiнностей), аналогiчно пiсля експерименту, проводилося
порiвняння середнiх значень показникiв професiйної самосвiдомостi майбу-
тнього педагога для представникiв контрольної груп до експерименту (тре-
тiй рiк навчання) та пiсля нього (п’ятий рiк навчання) (з метою з’ясування
динамiки змiнення показникiв суб’єктностi у звичайних умовах навчання), i,
вiдповiдно, на рiвнi експериментальної групи до експерименту(третiй рiк на-
вчання) та пiсля нього (п’ятий рiк навчання) (з метою з’ясування динамiки
показникiв професiйної самосвiдомостi в умовах навчання iз розвивальним
впливом).

Наприкiнцi експерименту ми проводили спiвставлення середнiх значень
показникiв професiйної самосвiдомостi студентiв контрольної та експеримен-
тальної групи (п’ятий рiк навчання) з метою з’ясування вiдмiнностей у дина-
мiцi розвитку професiйної самосвiдомостi у звичайних у умовах та в умовах
застосування спецiально органiзованої розвивальної роботи над професiйної
самосвiдомостi, одночасно перевiряючи таким чином ефективнiсть запропо-
нованої програми розвитку професiйної самосвiдомостi майбутнього вчителя
математики у процесi навчальної дiяльностi у ВНЗ.

Для експериментального визначення змiсту професiйної самосвiдомостi
майбутнiх вчителiв трудового навчання та обслуговуючої працi, математики
та фiзики, нами був використаний метод вiльного самоопису. Вперше цей ме-
тод, розроблений М. Куном та Т. Макпартлендом у 1953 роцi, модифiкував та
застосував для дослiджень особливостей образу-«Я» студентiв, школярiв та
молодих робiтникiв Ф. Патакi, якiй стверджував, що даний метод виявився
адекватним iнструментом для вивчення формування самосвiдомостi та со-
цiальної iдентичностi [5, с. 51]. Як ми вже казали вище, В.П. Саврасовим
даний метод був успiшно використаний для вивчення особливостей розвитку
професiйної самосвiдомостi майбутнього вчителя [7, c. 46-58].

У вiдповiдностi з сутнiстю методу вiльного самоопису студентам на пер-
шому третьому та п’ятому роцi фiзико-математичного педагогiчного унiвер-
ситету було запропоновано у письмовiй формi висказати судження про свої
професiйно значимi якостi, тобто вказати тi якостi власної особистостi, якi
впливають на успiх в подальшiй самостiйної професiйнiй дiяльностi. Єдиним
методом, який дозволяє зробити змiстовний аналiз такого роду матерiалу з
метою статистичного представлення результатiв є метод контент-аналiзу.
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Отриманi в ходi експериментального дослiдження тексти самоописiв май-
бутнiми вчителями особливостей i властивостей свого професiйного «Я» бу-
ли пiдданi обробцi за допомогою методу контент-аналiзу. Як одиницi ана-
лiзу виступали тi властивостi особистостi, якi вказувалися як iстотно ва-
жливi для професiйно-педагогiчної дiяльностi. Спираючись на уявлення про
те, що в професiйнiй самосвiдомостi вiдображаються властивостi вчителя як
суб’єкта управлiння педагогiчним процесом, як початкова система катего-
рiй контент-аналiзу матерiалiв самоописiв нами використовувалася система
основних функцiй управлiння, до яких звичайно вiдносять: формування ме-
ти, iнформацiйний пошук, прогнозування, ухвалення рiшення, органiзацiя
виконання, комунiкацiї, контроль i оцiнка результатiв. Функцiя корекцiї не
включалася до складу категорiй аналiзу, оскiльки на етапi регулювання пред-
ставленi всi стадiї управлiння, якi виступають як засiб регулювання. При
формулюваннi правил кодування одиниць аналiзу ми спиралися на погляди
В.А. Якунiна, який працює над реалiзацiєю системного пiдходу до вивчення
процесу навчання i виховання з позицiй теорiї управлiння, сутностi основних
функцiй управлiння.

Таким чином, в процесi обробки текстiв самоописiв майбутнiми вчителями
свого професiйного «Я» початкова система категорiй аналiзу, сформована на
основi функцiонального складу управлiння, була модифiкована вiдповiдно до
специфiки професiйної педагогiчної самосвiдомостi i в остаточному варiантi
включала десять категорiй аналiзу:

«особливостi iнформацiйного пошуку», «iнформацiйний тезаурус»,
«мета», «здiбнiсть до прогнозування i створення мети»,
«особливостi ухвалення педагогiчного рiшення»,
«особливостi самоконтролю i самооцiнювання»,
«органiзаторськi здiбностi», «особливостi самоорганiзацiї»,
«особливостi виконавської дiяльностi», «надiйнiсть, стабiльнiсть».

В процесi порiвняння середнiх значень показникiв розвитку професiй-
ної самосвiдомостi представникiв контрольної та експериментальної групи до
експерименту, нами не зафiксовано статистично достовiрних розбiжностей
мiж середнiми значеннями показникiв представленостi компонент самосвi-
домостi студентiв-педагогiв для контрольної та експериментальної груп до
експерименту, вони вiдповiдають критерiю однорiдностi, що дає нам змогу в
подальшому здiйснювати психологiчний експеримент, спрямований на спiв-
ставлення процесу розвитку професiйної самосвiдомостi в умовах традицiйної
навчальної дiяльностi студентiв ВНЗ та за умови їх навчання iз спецiально
органiзованим розвивальним впливом на професiйну самосвiдомiсть.
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З третього по п’ятий курс при навчаннi у звичайних умовах нами не
виявлено достовiрних розбiжностей по показниках представленостi в само-
свiдомостi елементiв iнформацiйного пошуку; особливостей, якi пов’язанi з
володiнням сукупнiстю знань; особливостей оцiнювання; власних особливо-
стей, пов’язаних зi здатнiстю виявляти й враховувати в дiяльностi значимi
якостi власного «Я»; здатнiсть до прогнозування та цiлеутворення; а також
професiйно значимих цiлей не виявлено.

З третього по п’ятий курс при навчаннi iз розвивальним впливом, зафi-
ксовано статистично достовiрнi розбiжностi в бiк зростання за показниками
представленостi в професiйнiй самосвiдомостi елементiв особливостей iнфор-
мацiйного пошуку ( t = 1, 99 ); особливостей спiлкування ( t = 2, 13 ); осо-
бливостей самоорганiзацiї ( t = 3, 03 ); особливостей виконавської дiяльностi
( t = 2, 56 ); метi ( t = 4, 42 ); середньої довжини словника ( t = 2, 37 ) вiд тре-
тього до п’ятого року навчання в умовах спецiально органiзованого навчання
iз розвивальним впливом.

Табл. 1: Кiлькiсна представленiсть компонентiв професiйної самосвiдомостi в самоописах
студентiв контрольних та експериментальних груп пiсля експерименту

№ Компоненти
структури

Середня кiлькiсть
використаних понять словника

Значення
t-критерiю

самосвiдомостi експериментальна
група пiсля
експерименту

контрольна
група пiсля
експерименту

1. Особливостi iнформацiйного
пошуку

0,55 0,22 2,11*

2. Iнформацiйний тезаурус 0,55 0,30 1,52
3. Особливостi контролю i оцiнки 0,72 0,60 0,66
4. Особливостi самоконтролю i

самооцiнки
0,72 0,40 1,57

5. Здатнiсть до цiлеутворення та
прогнозування

0,68 0,63 0,29

6. Особливостi прийняття рiшень 1,53 1,56 -0,07
7. Особливостi спiлкування 1,92 0,60 1,51
8. Особливостi самоорганiзацiї 0,93 0,74 0,76
9. Органiзаторськi здiбностi 0,93 0,52 2,13*
10. Особливостi виконавської

дiяльностi
0,87 0,59 1,34

11. Надiйнiсть, стабiльнiсть 1,17 1,11 0,23
12. Мета 0,89 0,22 4,37**
13. Середня довжина словника 10,53 7,6 3,3**

Позначкою * (**) нами вiдмiченi значення t -критерiю для p < 0, 05 ( p < 0, 01 )
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У процесi порiвняльного аналiзу значень показникiв професiйної самосвi-
домостi при звичайному навчаннi та при навчаннi iз розвивальним впливом,
зафiксовано наступнi розбiжностi, що представленi у Таблицi 1.

Як можна бачити, не виявлено статистично достовiрних розбiжностей
мiж середнiми значеннями наступних показникiв професiйної самосвiдомо-
стi студентiв контрольних та експериментальних груп: iнформацiйний тезау-
рус; особливостi контролю i оцiнки; особливостi самоконтролю i самооцiнки;
здатнiсть до цiлеутворення та прогнозування; особливостi прийняття педаго-
гiчних рiшень; особливостi спiлкування; особливостi самоорганiзацiї; особли-
востi виконавської дiяльностi; надiйнiсть, стабiльнiсть не виявлено.

Зафiксоване статистично достовiрне зростання за показниками представ-
леностi в професiйнiй самосвiдомостi студентiв експериментальних груп п’я-
того курсу особливостей iнформацiйного пошуку ( t = 2, 11 ); органiзатор-
ських здiбностей ( t = 2, 13 ); мети ( t = 4, 37 ); середньої довжини словника
( t = 3, 3 ).

Отриманi данi свiдчать про позитивний вплив розвивальної програми на
професiйну самосвiдомiсть як складову суб’єктностi майбутнього вчителя в
процесi навчальної дiяльностi.

Слiд також звернути увагу на той факт, що компонент загальної довжини
словника – iнтегральний показник професiйної самосвiдомостi, для студентiв
достовiрно в бiк зростання вiдрiзняється у експериментальних групах вiд кон-
трольних.

Висновки
Пiдводячи пiдсумки дослiдження, можна сказати наступне:
1) метод самоопису з подальшим контент-аналiзом дозволив нам про-

стежити динамiку професiйної самосвiдомостi для студентiв вiд третього та
п’ятого курсу в умовах дiї програми розвитку суб’єктностi майбутнього вчи-
теля в процесi навчальної дiяльностi та порiвняти її з динамiкою в умовах
звичайного навчання;

2) закономiрне зростання довжини словника самоописiв для студентiв
експериментальних груп свiдчить про закономiрне зростання диференцiйо-
ваностi професiйної самосвiдомостi майбутнього вчителя в процесi його про-
фесiйної пiдготовки в педагогiчному вузi в умовах дiї спецiальної програми;

3) разом з статистично достовiрним зростанням iнтегрального показни-
ку професiйної самосвiдомостi, значна частина її компонент теж статистично
достовiрно зростає;
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4) не вiдмiчено у ходi аналiзу розбiжностей за середнiми значеннями
показникiв структури свiдомостi вiд’ємних значень t -критерiю, що свiдчить
про вiдсутнiсть будь-якої тенденцiї спаду значень за усiма показниками про-
фесiйної самосвiдомостi для студентiв експериментальних груп у порiвняннi
з контрольними у процесi навчання;

5) в ходi навчальної дiяльностi iз впровадженням спецiальної програми
розвитку суб’єктностi майбутнiх педагогiв в цiлому мають мiсце статистично
достовiрнi тенденцiї до зростання як iнтегрального показника професiйної
самосвiдомiсть – загальної довжини словника, так i окремих її частин для
студентiв вiд третього курсу до п’ятого курсу.

Лiтература
[1] Агулов М.В. Психологiчнi чинники динамiки суб’єктностi майбутнього

вчителя: дис. ... кандидата психол. наук: спец. 19.00.07 «Педагогiчна та
вiкова психологiя» / М.В. Агулов. — Харкiв, 2010. — 214 с.

[2] Козиев В.Н. Психологичексий анализ профессионального самосознания
учителя: дис. ... кандидата психол. наук: спец. 19.00.07 «Педагогическая
и возрастная психология» / В.Н. Козиев. — Л., 1980. — 180 с.

[3] Кузьмина Н.В. Способности, одарённость, талант учителя / Н.В. Ку-
зьмина. — Л.: Изд-во ЛГУ, 1985. — 165 с.

[4] Кулюткин Ю.Н. Психологическое знание и учитель / Ю.Н. Кулюткин //
Вопросы психологии. — 1983. — № 3. — С. 54 – 61.

[5] Патаки Ф. Некоторые когнитивный аспекты Я-образа / Ф. Патаки //
Психологические исследования познавательных процессов и личности;
под. ред. К.К. Платонова. — М.: Наука, 1983. — С. 45 – 51.

[6] Степанов О.М. Психологiчна енциклопедiя / О.М. Степанов. — К.: «Ака-
демвидав», 2006. — 424 с.

[7] Саврасов В.П. Особенности развития профессионального самосознания
будущего учителя: дис. ... канд. психол. наук: 19.00.07 / В.П. Саврасов. —
Л., 1986. — 175 с.

[8] Сафин В.Ф. Роль самооценки в осознании себя как субъекта педагоги-
ческой деятельности / В.Ф. Сафин // Формирование личности учителя
в системе учебно-воспитательного процесса в педагогическом институте;
[под ред. Н.В. Кузьминой]. — М.: МГПИ, 1980. — С. 104 – 106.

[9] Станкин М.И. Профессиональные способности педагога: Акмеология во-
спитания и обучения. Академия пед. и соц. наук / М.И. Станкин. — М.:
Флинта, 1998. — 386 с.

Випуск №3, 2013 197



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

[10] Татенко В.О. Суб’єкт психiчної активностi в онтогенезi: автореф. дисерт.
на здобуття наук. ступеня д-ра психол. наук: спец. 19.00.01 «Загальна
психологiя, iсторiя психологiї» / В.О. Татенко. — К., 1997. — 44 с.

[11] Хараш А.У. Восприятие человека как воздействие на его поведение /
А.У. Хараш // Психология межличностного познания; [под ред. А.А. Бо-
далёва]. — М.: Педагогика, 1981. — С. 25 – 42.

[12] Шильштейн Е.С. Глубинное переживание «Я»: содержание и функцио-
нальное значение / Е.С. Шильштейн // Вестник МГУ. Серия 14. Психо-
логия. — 2003. — № 3. — С. 3 – 14.

[13] Якунин В.А. Психолого-педагогические условия организации учебного
процесса в вузе: автореф. дис. на соискание уч. степени д-ра психол. на-
ук: спец. 19.00.07 «Педагогическая и возрастная психология» / В.А. Яку-
нин. — Л., 1989. — 32 с.

198 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



МЕТОДИКА ВИКЛАДАННЯ ФIЗИКИ
ТА АСТРОНОМIЇ В ЗОШ ТА ВНЗ
УДК 372.853

Ткаченко В.М., Чмирьова К.М.

1 кандидат фiзико-математичних наук, доцент кафедри фiзики, ДВНЗ «ДДПУ»
2 студентка 5 курсу фiзико-математичного факультету, ДВНЗ «ДДПУ»

e-mail: tkachenkovn1@mail.ru

ВИКОРИСТАННЯ ВIРТУАЛЬНИХ
ЛАБОРАТОРНИХ РОБIТ ПРИ ПРОВЕДЕННI

ФIЗИЧНОГО ПРАКТИКУМУ В 11 КЛАСI ЗОШ

Впровадження вiртуального лабораторного практикуму в навчальний процес, як пiдготов-
чого етапу до виконання робiт фiзичного практикуму з реальними фiзичними приладами,
дозволяє пiдвищити ефективнiсть навчання та якiсть формування практичних вмiнь i
навичок учнiв.

Ключовi слова: новi iнформацiйнi технологiї, вiртуальнi лабораторнi роботи.

Вступ
У системi викладання фiзики як навчального предмету склалася трiада:

• лекцiї;
• семiнари (або практичнi заняття);
• практикум (або лабораторнi заняття).

Призначення практикуму – експериментальне спостереження основних,
найбiльш яскравих i виразних, фiзичних ефектiв i вивчення законiв, що їх
описують. Вiн виступає одночасно як метод навчання, джерело знань i засiб
навчання.

Одним iз завдань курсу фiзики старшої школи є – розвиток в учнiв уза-
гальненого експериментального вмiння проводити природничо-науковi дослi-
дження методами фiзичного пiзнання (планування експерименту, вибiр мето-
ду дослiдження, вимiрювання, обробка та iнтерпретацiя одержаних резуль-
татiв). Навчальний фiзичний експеримент пiдводить учнiв до розумiння су-
часних фiзичних методiв дослiдження, формує у них практичнi вмiння i на-
вички.

c⃝ Ткаченко В.М., Чмирьова К.М., 2013
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Без експерименту немає, i не може бути рацiонального вивчення фiзики.
Одне лише словесне пояснення призводить до формалiзму та механiчного
заучування.

Досвiд проведення фiзичного практикуму з фiзики в 11 класах показує,
що виконання i сприйняття учнями лабораторних робiт пов’язане з рядом
труднощiв [1, 2]:
• в силу недостатнього фiнансування освiти обмежується можливiсть до-

ступу учнiв до найцiкавiшого i унiкального сучасного устаткування, те-
хнiчних об’єктiв, наукових i технологiчних експериментiв, якi часом ви-
кликають найбiльше зацiкавлення i стимулюють отримання знань; як
наслiдок – вiдсутнiсть наочностi при його виконаннi;
• багато явищ в умовах шкiльного фiзичного кабiнету не можуть бути про-

демонстрованi. Це стосується явищ мiкросвiту, або процесiв, якi швидко
протiкають, або дослiдiв з приладами, якi вiдсутнi в кабiнетi. В резуль-
татi учнi стикаються з труднощами в їхньому вивченнi, так як не в змозi
подумки їх уявити.

Одним iз варiантiв вирiшення даної проблеми, на нашу думку, є впрова-
дження нових iнформацiйних технологiй у навчальний процес – iнтерактивнi
вiртуальнi лабораторнi роботи.

Основна частина
На вiдмiну вiд традицiйного подiлу методiв навчання у вiтчизнянiй педа-

гогiцi на:
• методи органiзацiї та здiйснення навчально-пiзнавальної дiяльностi;
• методи контролю за ефективнiстю навчально-пiзнавальної дiяльностi;
• методи стимулювання навчально-пiзнавальної дiяльностi,

у практицi навчання iснують i iншi пiдходи до визначення методiв навчання,
якi заснованi на ступенi усвiдомленостi сприйняття навчального матерiалу.
[3]. Серед яких слiд виокремити iнтерактивнi. Iстотна рiзниця iнтерактив-
них вправ i завдань вiд звичайних у тому, що виконуючи їх учнi не тiльки
закрiплюють вже вивчений матерiал, але й вивчають новий.

Слово «iнтерактив» англiйського походження, вiд слiв «inter» – разом,
«act» – дiяти. Iнтерактивний – означає здатнiсть взаємодiяти чи перебувати
в режимi бесiди, дiалогу з будь-ким (людиною) або чим-небудь (наприклад,
комп’ютером).

Для успiшної органiзацiї навчального процесу педагог завжди знаходи-
ться в стадiї пошуку нових форм, методiв i засобiв подачi матерiалу.

В даний час провiдне мiсце займають методи i прийоми навчання, за-
снованi на використаннi сучасних iнформацiйних технологiй, що призвело до
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корiнних змiн у теорiї та практицi навчання. Персональний комп’ютер i Iн-
тернет дуже мiцно увiйшли в наше життя, а сучасна молодь виявляє до них
неабиякий iнтерес. I в зв’язку з цим завдання вчителя полягає в тому, щоб
i персональний комп’ютер, i Iнтернет перетворити у свого безпосереднього
помiчника.

Питання впровадження у шкiльний фiзичний практикум нових iнфор-
мацiйних технологiй розглядаються в роботах [4–6] та iн. Аналiзування цих
праць виявило, що найбiльш складним видом занять у навчальному процесi
на базi iнформацiйних технологiй є лабораторна робота. Разом iз тим ком-
п’ютерний фiзичний практикум, що мiстить комп’ютернi програми дослiдни-
цького характеру, за певних умов, може стати найбiльш ефективним.

Фiзичний практикум у 11 класi ЗОШ являє собою заключний етап у ви-
вченнi курсу фiзики. На цей час, згiдно Державному освiтньому стандарту з
освiтньої галузi «Iнформатика» в середнiх навчальних закладах, учнi мають
вiдповiднi знання, умiння i навички, необхiднi для рацiонального використа-
ння засобiв сучасних iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй при вирiшеннi
задач, пов’язаних з опрацюванням iнформацiї, її пошуком, систематизацiєю,
зберiганням, наданням i передачею.

У зв’язку з впровадженням нових iнформацiйних технологiй у процес на-
вчання суттєво змiнюється пiдхiд до лабораторних робiт, виникли новi види
лабораторних робiт – вiртуальнi, iнтерактивнi лабораторнi роботи. Термiн
«вiртуальний» походить вiд англiйського слова «virtual» – схожий, не вiдрi-
зняється.

Величезну роль в активiзацiї дiяльностi учнiв пiд час виконання вiрту-
альних лабораторних робiт вiдiграє пошуковий метод. Учнi не просто зна-
йомляться з матерiалами робiт, але й займаються активним пошуком науко-
вої iнформацiї. Це досягається шляхом постановки проблемних питань перед
виконанням роботи або отриманням певних творчих завдань. Пiд час прове-
дення лабораторних робiт учнi можуть копiювати матерiали з сайту, запи-
сувати тези в свої зошити, робити позначки, переглядати вiдео фрагменти в
Iнтернет ресурсах та таке iнше.

Крiм того учнi можуть використовувати готовi програми комп’ютерного
моделювання [7–10], якi дозволяють вiзуально подати спрощенi моделi бага-
тьох фiзичних явищ. При цьому можна поетапно включати в розгляд дода-
тковi фактори, якi поступово ускладнюють модель i наближають її до ре-
ального фiзичного явища. Комп’ютер може не тiльки створити модель таких
явищ, але також дозволяє змiнювати умови протiкання процесу, «прокрути-
ти» з оптимальною для засвоєння швидкiстю. Також комп’ютерне моделюва-
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ння дозволяє отримувати наочнi динамiчнi iлюстрацiї фiзичних експеримен-
тiв та явищ, вiдтворювати їх тонкi деталi, якi часто вислизають при спосте-
реженнi реальних явищ i експериментiв. Деякi моделi дозволяють одночасно
з ходом експериментiв спостерiгати за побудовою вiдповiдних графiчних за-
лежностей, що пiдвищує їх наочнiсть. Розробка до iснуючих програм комп’ю-
терного моделювання запитань, задач i завдань творчого характеру, тестiв,
сприяє бiльш глибокому вивченню, узагальненню i закрiпленню матерiалу.

Таким чином, при використаннi вiртуальних лабораторних робiт з фiзики
учнi мають змогу:

• самопiдготовки до виконання лабораторних дослiджень;
• формування орiєнтовних основ дiяльностi для виконання лабораторних

дослiджень;
• отримання iнформацiї про фiзичний процес i про кiлькiснi значення фi-

зичних величин, що його характеризують (характер їх змiни) – вiдео-
фрагменти;
• знайомитись iз приладами, якi будуть використовуватись в процесi ви-

конання лабораторної роботи;
• перевiряти шляхом тестування ступiнь сформованостi вiдповiдних пра-

ктичних умiнь i навичок.

Тому використання вiртуальних лабораторних робiт ми розглядаємо як
пiдготовчий етап до виконання робiт фiзичного практикуму, тобто як пiд-
ґрунтя для виконання лабораторних робiт з реальними фiзичними прилада-
ми. Адже лише натурнi експерименти дають адекватне уявлення про реаль-
ний перебiг фiзичних явищ.

Такий дiяльнiсний пiдхiд до виконання лабораторних робiт дозволяє ви-
рiшувати i виховнi цiлi: формування особистостi, здатної орiєнтуватися в по-
тоцi iнформацiї; розвиток цiкавостi до фiзичних знань, науково-популярних
статей, життєвих проблем; усвiдомлення учнями ролi фiзики в науцi та ви-
робництвi, виховання екологiчної культури, розумiння моральних та етичних
проблем, пов’язаних з фiзикою.

Висновки
Поєднання iнформацiйно-комп’ютерних технологiй (в тому числi i вiрту-

альних лабораторних робiт) з натурним експериментом робить процес навча-
ння i викладання бiльш цiкавим, якiсним, результативним. Саме за допомо-
гою такої єдностi можна:

• полiпшувати наочнiсть;
• пiдвищувати iнтерес до вивчення фiзики;
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• формувати вмiння учнiв отримувати знання самостiйно, працюючи з на-
вчальними комп’ютерними програмами, та в мережi Iнтернет;
• здiйснювати диференцiйований пiдхiд до учнiв при вивченнi фiзики;
• формувати творчу особистiсть учнiв;
• удосконалювати практичнi навички учнiв роботи на ПК.

Лiтература
[1] Сайт Народного учителя России Л.В. Пигалицына //

http://www.levpi-kt.narod2.ru/virt_lab.htm. — 2013. — 10 апреля.
[2] Учитель физики Нижнецасучейской общеобразовательной школы

В.Ю. Говорков // http://fizicus.ucoz.ru/index/0-2. — 2013. — 15.04.
[3] Википедия – свободная энциклопедия //

http://ru.wikipedia.org/wiki/Методы_обучения. —2013. — 17 апреля.
[4] Жук О.О. Фiзичний експеримент на екранi комп’ютера / О.О. Жук // Вi-

сник Чернiгiвського державного педагогiчного унiверситету iм. Т.Г. Шев-
ченка. — Чернiгiв: ЧДПУ, 2000. — № 3. — С. 217 – 220.

[5] Бугайов О.I. Комп’ютерна пiдтримка курсу фiзики в середнiй школi: ре-
альнiсть i перспективи / О.I. Бугайов, B.C. Коваль // Фiзика та астро-
номiя в школi. — 2001. — № 3.

[6] Шут М.I. Застосування до навчання фiзики складових сучасного на-
вчального середовища / М.I. Шут // Збiрник наукових праць Умансько-
го державного педагогiчного унiверситету iм. Павла Тичини / гол. ред.
М.Т. Мартинюк. — Умань: СПД Жовтий, 2008. — Ч. 2. — С. 306 – 317.

[7] Бугайов О.I. Бiблiотека електронних наочностей «Фiзика, 7 – 9 кл.»
[Електронный Ресурс] : педагогiчний програмний засiб для загальноосвi-
тнiх навчальних закладiв / О.I. Бугайов, М.В. Головко, B.C. Коваль. —
479 Mb. — К.: Квазар-Мiкро, 2004. — Версiя 1.0.

[8] Козел С.М. Открытая физика 2.5 [Електронный Ресурс] : мультимедий-
ный курс / С.М. Козел, В.А. Орлов, А.Ф. Кавтрев. — Долгопрудный:
Физикон, 2005. — Технич. требов.: Pentium – 150; 64 Mb RAM; Windows
95/98/ME/NT/2000/XP; Internet Explorer 5.x/6.0; SVGA 800x600.

[9] Грязнов А.Ю. Виртуальные лабораторные работы по физике. 7 –
9 классы. [Електронный Ресурс] : программно-методический комплекс /
А.Ю. Грязнов, С.Б. Рыжиков, А.А. Кудрявцев, Т.Г. Кудряшова. — М.:
Новый Диск. — Технич. требов.: Pentium III – 750 МГц; 64 Mb RAM;
Windows 2000/XP/Vista; CD-ROM.

[10] Лабораторные работы по физике. 10 класс. [Електронный Ресурс]. —
М.: Дрофа, 2006. — Технич. требов.: Pentium III; 256 Mb; Windows
98/2000/XP; CD-ROM; видеосистема 800х600 –16 bit.

Випуск №3, 2013 203



УДК 372.853

Ткаченко В.М., Читанава С.Д.

1 кандидат фiзико-математичних наук, доцент кафедри фiзики, ДВНЗ «ДДПУ»
2 студентка 5 курсу фiзико-математичного факультету, ДВНЗ «ДДПУ»

e-mail: tkachenkovn1@mail.ru

ВИКОРИСТАННЯ КОМП’ЮТЕРНИХ ТЕХНОЛОГIЙ
ПРИ ВИКЛАДАННI РОЗДIЛУ «МЕХАНIКА»

В КУРСI ФIЗИКИ 10 КЛАСУ ЗОШ

В данiй статтi наведенi деякi особливостi використання комп’ютерних технологiй на уро-
ках фiзики, зокрема, при викладаннi роздiлу «Механiка». Розглянутi питання пiдвищення
ефективностi навчального процесу шляхом використання комп’ютерної технiки.

Ключовi слова: новi комп’ютернi технологiї (КТ), фiзика.

Вступ
Питання як викладати сьогоднi фiзику багато в чому ще дискусiйне. На

сьогоднi поступово вiдбувається змiна ролi комп’ютера в навчаннi: iз засо-
бу, що використовується лише на уроках iнформатики для вивчення мов
програмування, комп’ютер перетворюється на активного помiчника вчителя-
предметника. У зв’язку з цим зрозумiло, що назрiла гостра необхiднiсть в
адаптацiї вчителiв до нових умов роботи. Адже на уроцi з використанням
комп’ютера iнформацiйна функцiя вчителя перестає бути основною, а на пер-
ший план повиннi виходити органiзуюча i керуюча функцiї. Основною роллю
вчителя є постановка цiлей навчання, органiзацiя умов, необхiдних для успi-
шного вирiшення освiтнiх завдань

З поширенням у свiтi iнформацiйно-комп’ютерних технологiй та у зв’язку
з iстотними структурними змiнами в освiтнiх системах склалися передумови
для широкого використання iнформацiйних технологiй (IТ) в загальноосвi-
тнiх навчальних закладах взагалi i в процесi вивчення фiзики зокрема.

Основна частина
Традицiйна система освiти застарiла i потребує значних нововведень. Ви-

ходом з положення може служити використання КТ в системi сучасної освi-
ти. Але застосування подiбних технологiй в освiтi виправдане тiльки в тих
випадках, в яких вони дають iстотну перевагу в порiвняннi з традицiйними
формами навчання [1, 2].

c⃝ Ткаченко В.М., Читанава С.Д., 2013
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Також виокремлюють психологiчнi принципи, якi впливають на якiсть
навчання з використанням КТ: ретельне та детальне планування навчальної
дiяльностi, її органiзацiя, чiтка постановка цiлей i завдань навчання; роз-
робка таких навчально-методичних матерiалiв, якi базуються на психологi-
чних закономiрностях сприйняття, пам’ятi, мислення, уваги, а також вiкових
особливостей учнiв; наявнiсть такого зворотного зв’язку мiж учнем i викла-
дачем, який забезпечує учневi психологiчний комфорт у процесi навчання;
здатнiсть учня самостiйно працювати з iнформацiєю.

Впровадженням КТ у навчальний процес з фiзики займалися: О. Буга-
йов, Є. Коршак, М. Головко, В. Ляшенко, Н. Сосницька, М. Шут та iн. У
працях цих вчених розглядаються питання вдосконалення шкiльного фiзи-
чного експерименту засобами комп’ютерної технiки; поєднання традицiйних
засобiв навчання, зокрема пiдручника з фiзики, з електронними пiдручни-
ками; розробки програмних засобiв з вивчення окремих тем шкiльного кур-
су фiзики. Так Селевко А.Г. пише: «Новi iнформацiйнi технологiї можуть
застосовуватися на всiх етапах навчально-виховного процесу: для навчання
основ iнформацiйної культури, при вивченнi навчальних дисциплiн, у вихов-
ному процесi. Комп’ютер може використовуватися на всiх етапах процесу
навчання: при поясненнi нового матерiалу, закрiпленнi, повтореннi, контролi
знань...» [3]. Проблеми дидактики i методики використання IТ у процесi на-
вчання фiзики у старшiй школi розглядаються в роботах Романової О.В. [4],
Н.С. Пуришевої, А.В. Хуторського [5] та iн.

Використання КТ дозволяє рацiональнiше розподiлити навчальний час.
Застосовуючи на уроках фiзики обчислювальну технiку, вчитель може за ко-
роткий час демонструвати процеси, якi проходять впродовж мiсяцiв, рокiв i
навiть столiть. Це дозволяє вивести сучасний урок на якiсно новий рiвень:
пiдвищувати статус вчителя; впроваджувати в навчальний процес IТ; розши-
рювати можливостi iлюстративного супроводу уроку; використовувати рiзнi
форми навчання та види дiяльностi в межах одного уроку; сприяє покращен-
ню емоцiйного сприйняття навчального матерiалу, пiдвищенню його iнфор-
мативностi, доступностi та наочностi.

Педагоги-практики [4, 5] свiдчать, що зараз спостерiгається зниження рiв-
ня мотивацiї й пiзнавальної активностi учнiв пiд час вивчення фiзики, що
вказує на необхiднiсть вдосконалення методики навчання, модернiзацiї форм
i прийомiв роботи вчителя. Отже, можна видiлити наступнi тенденцiї:
• стали придiляти велику увагу питанню впровадження КТ в навчальний
процес,
• для шкiльного курсу фiзики розробляються комп’ютернi демонстрацiї i
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методики їх використання.
Але iснують певнi складностi:

• навчальнi програми з фiзики змiнюються значно швидше, нiж створює-
ться їх комп’ютерна пiдтримка;
• недостатньо комп’ютерних демонстрацiй розроблено для учнiв старшої
школи, а бiльшiсть вже iснуючих орiєнтованi на програми шкiл РФ;
• одним з факторiв є вiдсутнiсть у багатьох вчителiв навичок володiння
комп’ютерним забезпеченням.

Таким чином, є протирiччя мiж сучасними задачами навчання фiзики та
недостатньою теоретичною i практичною розробкою експериментальної пiд-
тримки вивчення фiзики у старшiй школi з використанням КТ. Це протирiч-
чя визначило актуальнiсть проведеного дослiдження. Гiпотеза дослiдження
полягала в тому, що впровадження в навчальний процес КТ сприятиме пiд-
вищенню якостi рiвня знань учнiв при вивчення роздiлу «Механiка» в курсi
фiзики учнями 10 класу ЗОШ, розвитку мотивацiї в його вивченнi. Отже, чо-
му саме «Механiка»? Цей роздiл один з базових у 10 класi. Учнi вже знайоми-
лись з цим роздiлом в курсi основної школи, а в старшiй школi коригуються i
поглиблюються знання. Через брак часу у навчальнiй програмi, КТ спрощу-
ватимуть i прискорюватимуть процес пояснення нового матерiалу, перевiрку
вже iснуючих знань, здiйснення контролю.

Iснуючi електроннi розробки компанiї «Физикон»: «Физика. Механика,
молекулярная физика», «Живая физика», «Физика. Основная школа. 7–9
классы: часть I», «Физика 7–11 классы. Практикум», «1С: Репетитор. Физи-
ка: версия 1.5» та [6], по-перше, адаптованi пiд навчальну програму РФ, яка
вiдрiзняється вiд української; по-друге, бiльшiсть з них охоплюють програму
основної школи, а не старшої. Бiльшiсть необхiдних тем курсу цими програ-
мами фiзики не охоплено. А також використання цих програм передбачає за
собою вiльне володiння ними вчителем фiзики.

Ми пропонуємо комплекс розробок планiв-конспектiв з зазначеного роздi-
лу iз використанням КТ. При плануваннi урокiв ми намагалися знайти опти-
мальне поєднання КТ з традицiйними засобами навчання. Наявнiсть зво-
ротного зв’язку з можливiстю комп’ютерної дiагностики помилок учнями в
процесi роботи, дозволяє проводити урок з урахуванням iндивiдуальних осо-
бливостей учнiв. Ми використовували можливостi комп’ютера при проведеннi
рiзних форм уроку.

Наприклад, на уроцi перевiрки знань з теми «Кiнематика» основна мета
— перевiрка знань i розумiння основних термiнiв теми (тiло вiдлiку, систе-
ма вiдлiку, траєкторiя та т. i.). Учням пропонується самостiйно вiдповiсти

206 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Ткаченко В.М., Читанава С.Д. Використання комп’ютерних технологiй ...

на питання, використовуючи комп’ютерну модель, i отримати результати у
вiдповiднiй кiлькостi балiв. Звичайно, такий урок можна проводити тiльки в
комп’ютерному класi.

На уроцi вивчення нової теми «Прямолiнiйний рiвномiрний рух» з викори-
станням комп’ютерних анiмацiй та моделей комп’ютер надає можливiсть вiзу-
алiзацiї спрощеної теоретичної моделi рiвномiрного руху з поетапним вклю-
ченням до розгляду додаткових факторiв, чисельних даних, що поступово
наближають цю модель до реального явища. Анкетування учнiв, проведене
пiд час педагогiчної практики, виявило, що впровадження КТ в навчальний
процес пiдвищує iнтерес учнiв до предмету, полiпшує запам’ятовування ма-
терiалу.
Висновки

Таким чином вирiшення нових освiтнiх завдань вимагає вiдповiдної пiд-
готовки вчителя. Впровадження комп’ютера в навчальний процес дозволяє
розширювати можливостi подання навчальної iнформацiї; пiдвищувати мо-
тивацiю навчання; активiзувати навчальний процес, сприяючи забезпеченню
бiльш повної зайнятостi всiх учнiв; розширювати набори навчальних завдань,
здiйснюючи управлiння процесом вирiшення таких проблем, якi важко пiдда-
ються аналiзу в традицiйних умовах; якiсно змiнювати контроль за дiяльнi-
стю учнiв; сприяти формуванню в учнiв рефлексiї дiяльностi, оскiльки вони
можуть наочно надати результати своєї роботи.
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АКТИВИЗАЦИЯ ПОЗНАВАТЕЛЬНОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ
НА УРОКАХ ФИЗИКИ

В статье рассматриваются методы и приемы активизации познавательной деятельности
учащихся. Показано, что для определенной категории учащихся использование физиче-
ского эксперимента способствует повышению уровня активизации практической деятель-
ности.

Ключевые слова: активность, познавательная деятельность.

Ключевой проблемой в решении задачи повышения эффективности каче-
ства учебного процесса является активизация познавательной деятельности
учащихся. Активные методы обучения позволяют использовать все уровни
усвоения знаний от воспроизводящей деятельности через преобразующую к
главной цели – творческо-поисковой деятельности. Отношение учащихся к
процессу обучения обычно характеризуется активностью. Активность опреде-
ляет степень (интенсивность, прочность) соприкосновения обучаемого с пред-
метом [1].

Управление активностью учащихся называют активизацией. Активиза-
цию можно определить как постоянно текущий процесс побуждения уча-
щихся к энергичному, целенаправленному учению, преодоление пассивной
и стереотипной деятельности, спада и застоя в умственной работе. Главная
цель активизации – формирование активности учащихся, повышение каче-
ства учебно-воспитательного процесса [2].

При изучении физики используются различные пути активизации позна-
вательной деятельности, основные среди них – разнообразие форм, методов,
средств обучения, выбор таких их сочетаний, которые в возникших ситуациях
стимулируют активность и самостоятельность учащихся.

В настоящее время в учебно-воспитательном процессе широко использу-
ются активные методы и формы занятий такие, как проблемный, диалоговый,
игровой, исследовательский, метод проектов, модульный, опорных сигналов,

c⃝ Овчаренко В.П., Лысенко Е.М., 2013
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автоматизированное обучение и другие [2]. Активные методы обучения фор-
мируют у обучаемых не просто знания – репродукции, а умения и потреб-
ности применять эти знания для анализа, оценки и правильного принятия
решений.

Использование АМО, их выбор определяется целями и содержанием обу-
чения, индивидуальными особенностями обучаемых и рядом других усло-
вий. Для успешного использования активных методов обучения необходимо
соблюдать следующие педагогические условия активизации учебной деятель-
ности обучаемых:

• знание сущности психических явлений, подлежащих активизации;
• знание приемов и способов управления этими психическими явлениями,

средств педагогического воздействия;
• овладение методикой активизации учебной деятельности, приобретение

опыта работы в этой области;
• волевая готовность к преодолению трудностей и срывов, которые могут

возникнуть в процессе внедрения в практику активных методов обуче-
ния;
• учет мнения, запросов обучаемых, их отношение к методике активного

обучения;
• избегать постоянного использования одних и тех же методов и приемов.

Один и тот же метод в работе различных учителей дает различные ре-
зультаты в зависимости от состава используемых при этом методических при-
емов.

В педагогической практике и в методической литературе традиционно
принято делить методы обучения по источнику знаний: словесные (рассказ,
лекция, беседа, чтение), наглядные (демонстрация натуральных, экранных и
других наглядных пособий, опытов) и практические (лабораторные и прак-
тические работы). Каждый из них может быть и более активным и менее
активным, пассивным [3].

В преподавании физики, как и в преподавании других учебных предме-
тов, должны применяться различные методы обучения: словесные, нагляд-
ные, практические – с выдвижением проблем и привлечением учащихся к са-
мостоятельным поискам способов решения этих проблем. При этом степень
участия школьников в решении выдвинутых проблем зависит от сложности
этих проблем и уровня подготовки учащихся.

В современных условиях на содержание методов обучения большое вли-
яние оказывают технические средства обучения (кино, телевидение, звукоза-
пись и ее воспроизведение, различного вида статическая проекция и т. д.).
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Они ускоряют процесс подачи и переработки информации, повышают каче-
ство ее усвоения.

В преподавании физики в старших классах по сравнению со средними
классами должен возрасти «удельный вес» метода объяснений с теоретиче-
ским анализом фактов, выводами следствий из теорий, доказательствами, а
также лекционного метода изложения материала в сочетании с широким ис-
пользованием демонстрационного эксперимента, показом фрагментов филь-
мов, кодоскопической проекции, вычерчиванием на доске рисунков, схем, ис-
пользование компьютерных технологий. Здесь должно быть усилено внима-
ние к различным видам самостоятельных работ учащихся: работе с учебной
и дополнительной литературой, выполнению наблюдений и опытов, решению
физических задач и т. д. Особое внимание должно быть уделено формирова-
нию у учащихся обобщенных познавательных и практических умений.

При выборе тех или иных методов обучения следует учитывать прежде
всего характер решаемых на уроке учебных задач, возрастные особенности
учащихся старших классов, их стремление к самостоятельным суждениям,
уровень имеющихся у них познавательных умений. Бесспорно также то, что
в выборе методов и методических приемов для каждого конкретного урока
важную роль играет педагогическое мастерство учителя, его индивидуаль-
ные качества. Очень важным является вопрос о соотношении различных ме-
тодов обучения. Здесь надо иметь в виду, что чрезмерное увлечение каким –
либо одним методом неизбежно приводит к снижению эффективности обуче-
ния. Так, чрезмерное увлечение, например, программным обучением приво-
дит к снижению уровня теоретического мышления школьников, затормажи-
вает развитие их логического мышления, выработку умения своими словами
давать логически последовательные объяснения, обосновывать свои сужде-
ния.

Мастерство учителя заключается в умении обеспечивать наиболее раци-
ональное (оптимальное) сочетание методов на различных этапах обучения в
зависимости от содержания учебного материала и решаемых на его основе
учебно-воспитательных задач, от возрастных особенностей учащихся, уров-
ня развития и мышления, познавательных способностей, имеющегося запаса
знаний, умений и навыков.

Как метод обучения большую ценность представляет физический экс-
перимент, который включает демонстрационный эксперимент, физический
практикум, лабораторные работы, экспериментальные работы, опыты и за-
дачи, компьютерный эксперимент. Именно этот метод был выбран нами для
проведения педагогического эксперимента.

210 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Овчаренко В.П., Лысенко Е.М. Активизация познавательной деятельности

Целью эксперимента было:

• установить тип мышления учащихся и на базе этого выбрать оптималь-
ные методы активизации познавательной деятельности учеников;
• выявить начальный уровень активизации практической деятельности

учащихся;
• сформировать экспериментальные умения учащихся при изучении фи-

зики;
• повысить познавательный интерес и качество практической деятельно-

сти учащихся.

На первом этапе педагогического эксперимента было проведено тестиро-
вание учеников с целью выявления типа их мышления. Зная тип мышления,
можно прогнозировать успешность познавательной деятельности учащихся,
выяснить какие активные методы активизации нужно применить в учебном
процессе. Существуют следующие типы мышления: предметно-действенное,
абстрактно-символическое, словесно-логическое, наглядно-образное, творче-
ское. Учащимся был предложен опросник, при помощи которого опреде-
лялся тип мышления. Обработка результатов опроса показала, что необхо-
дима большая работа по развитию абстрактно-символического, наглядно-
образного, творческого мышления. Из наблюдений за учебным процессом
было установлено, что дети только интуитивно представляют методы наблю-
дения за экспериментом. При этом они не могут указать цель наблюдения,
в ответах нет логической связи, не могут проявить самостоятельно какие-то
умения и навыки экспериментальной работы.

Из всех активных методов обучения мы избрали экспериментальный, ибо
он позволяет в большей степени проявить творческую и самостоятельную де-
ятельность, развивать умения, навыки, повышает интерес к физике, улучша-
ет память, мышление и обеспечивает воспитание: дисциплину, взаимопомощь,
ответственность.

На формирующем этапе эксперимента была проведена:

• корректировка календарно-тематического плана по физике, который
предусматривал проведение уроков, насыщенных экспериментальным
методом;
• разработаны различные формы учебных занятий, в которых указаны

приемы, способы, дающие возможность повысить уровень активности
учащихся;
• разработаны рекомендации по овладению методами научного познания.
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Вся проделанная работа позволила определить начальный и конечный
уровень познавательной активности учащихся. Анализ результатов экспери-
мента позволил сделать следующий вывод: у учащихся сформировалось це-
лостное представление об экспериментальном методе познания. Они могут
самостоятельно и безошибочно определить цель, условие, план проведения
эксперимента, делать логические заключения, значительно повысилась их
самостоятельность, ответственность, успеваемость, интерес к изучению фи-
зики, что свидетельствует, в итоге, о повышении их уровня активности.

Разработанные нами методические рекомендации для учащихся по овла-
дению экспериментальными умениями и навыками, и разработанные реко-
мендации для учителей физики по повышению уровня активизации практи-
ческой деятельности могут использоваться в преподавании физики в школах.
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ЗАСТОСУВАННЯ IНТЕГРАЦIЙНИХ ЗВ’ЯЗКIВ
ПРИ ВИКЛАДАННI ФIЗИКИ

В данiй статтi обгрунтовується необхiднiсть iнтеграцiйних зв’язкiв фiзики з природни-
чими дисциплiнами. В процесi експерименту було доведено, що iнтеграцiйнi зв’язки мiж
дисциплiнами забезпечують ефективнiсть навчальної дiяльностi i сприяють розвитку в
учнiв цiлiсного наукового свiтогляду.

Ключовi слова: iнтеграцiйнi зв’язки, навчальна дiяльнiсть, науковий свiтогляд.

Сучасна система освiти направлена на формування високо освiченої, iн-
телектуально розвиненої особистостi з цiлiсним уявленням картини свiту, з
розумiнням глибини зв’язкiв явищ та процесiв, що представляють дану кар-
тину.

Введення iнтеграцiї предметiв в системi освiти дозволить вирiшити зав-
дання поставленi в даний час перед школою i суспiльством в цiлому. Iнте-
грацiйне навчання сприяє iнтенсифiкацiї, систематизацiї, оптимiзацiї учбово-
пiзнавальної дiяльностi. Проблемi реалiзацiї iнтегративних зв’язкiв у навчан-
нi придiлялась значна увага на всiх етапах розвитку педагогiки. Загально вi-
домо, що успiшне розв’язання цiєї педагогiчної проблеми суттєво впливає на
якiсть i ефективнiсть навчального процесу. Тому вона постiйно перебуває в
центрi уваги дослiдникiв i вчителiв практикiв. Предметна роз’єднанiсть стає
однiєю з причин фрагментарностi свiтогляду випускника школи, тодi як в су-
часному свiтi переважають тенденцiї до економiчної, полiтичної, культурної,
iнформацiйної iнтеграцiї. Самостiйнiсть предметiв, їх слабкий зв’язок один з
одним породжують серйознi труднощi у формуваннi в учнiв цiлiсної картини
свiту. Завдяки використанню iнтеграцiї можна реалiзувати:

• цiлiсне уявлення про навколишнiй свiт (iнтеграцiя як мета навчання);
• знайти загальну платформу зближення предметних знань (iнтеграцiя як

засiб навчання).

c⃝ Овчаренко В.П., Щербина I.Л., 2013
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У програмi «Фiзика. Астрономiя. 7-11 кл.» вказано, що фiзика є фунда-
ментальною наукою, яка вивчає загальнi закономiрностi перебiгу природних
явищ, закладає основи свiторозумiння на рiзних рiвнях пiзнання природи.
Фундаментальний характер фiзичного знання як фiлософiї науки i методо-
логiї природознавства, теоретичної основи сучасної технiки i виробничих те-
хнологiй визначає освiтнє, свiтоглядне та виховне значення шкiльного курсу
фiзики як навчального предмета [1]. Саме по цим причинам слiд викладати
фiзику у зв’язку з iншими предметами i будувати в учнiв цiлiсну наукову
картину свiту.

Важливо враховувати той факт, що iнтеграцiйнi зв’язки мiж предметами
мало розробленi, викладенi суперечливо, багато розбiжностей серед авторiв
посiбникiв в розумiннi сутi цих зв’язкiв. Вчителi, не маючи чiткої системи
методичних рекомендацiй по цьому питанню, вимушенi вирiшувати цю про-
блему на емпiричному рiвнi. Проаналiзувавши методичну лiтературу, ми ви-
явили такi недолiки в викладаннi природничих наук:

• невиправдано великi витрати часу на дублювання (повторний виклад)
одних i тих же питань в процесi викладання рiзних навчальних дисци-
плiн природничого напрямку;
• недостатня узгодженiсть в часi вивчення сумiжних навчальних дисци-

плiн, що ускладнює використання можливостей одного предмету в пiд-
готовцi теоретичної i практичної бази для вивчення iншого;
• вiдсутнiсть єдностi в iнтерпретацiї загальних понять, законiв i теорiй,

вiдсутнiсть єдностi в їх розкриттi на рiзних етапах навчання, при ви-
вченнi рiзних навчальних дисциплiн;
• обмежене перенесення знань, умiнь i навичок, отриманих учнями при

вивченнi одних навчальних предметiв, на вивчення iнших навчальних
предметiв;
• низький рiвень систематизацiї i узагальнення знань, отриманих учнями

при вивченнi рiзних дисциплiн;
• вiдсутнiсть єдиного пiдходу до вироблення в учнiв узагальнених умiнь i

навичок;
• недостатньо повне розкриття взаємозв’язкiв i взаємообумовленостей

явищ, що вивчаються на уроках;
• обмежений показ спiльностi i, разом з тим, специфiчностi методiв дослi-

дження, а також специфiчностi ряду категорiй, законiв i положень для
всiх наук [1].

Оскiльки iнтеграцiя – це не самоцiль, а певна система в дiяльностi вчите-
ля, то повинен бути i цiлком конкретний результат iнтегрованого навчання.
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Вiн може бути:

• у пiдвищеннi рiвня знань по предмету, який вивчається;
• в глибинi засвоюваних понять;
• у змiнi рiвня iнтелектуальної дiяльностi;
• у зростаннi пiзнавального iнтересу школярiв;
• у включеннi учнiв в творчу дiяльнiсть;
• знання набувають системностi;
• вмiння стають узагальненими, сприяють комплексному застосуванню

знань, їх синтезу, перенесенню iдей i методiв з однiєї науки в iншу;
• посилюється свiтоглядна спрямованiсть пiзнавальних iнтересiв учнiв;
• досягається всебiчний розвиток особистостi.

Для того щоб застосування iнтеграцiї було можливим i плiдним, необхiдне
планування iнтеграцiйних зв’язкiв. Змiст, об’єм, час i засоби використання
знань i вмiнь з iнших предметiв можна визначити лише на основi планування.
Це може бути сiткове, курсове, тематичне чи поурочне планування.

Iнтеграцiйнi зв’язки можуть бути здiйсненi рiзними шляхами в органiчнiй
єдностi, цiлеспрямовано i систематично. Це можуть бути синхроннi багато-
предметнi зв’язки, перенесення знань з однiєї областi науки в рiзнi ситуа-
цiї iнших областей, асинхроннi (взаємнi) зв’язки, понятiйнi, iдейнi, системно-
синтетичнi, зв’язки по методам наук.

Пiзнання фiзики невiд’ємне вiд пiзнання математики, особливо зараз, ко-
ли математичнi методи дослiдження широко застосовуються у рiзних галу-
зях. Фiзика, з одного боку, використовує математичний апарат для вивчен-
ня кiлькiсних зв’язкiв мiж явищами та процесами матерiального свiту, а з
iншого, стимулює розвиток математики, висуваючи для неї задачi створен-
ня нового математичного апарату для вираження нових фiзичних законо-
мiрностей. Зв’язок фiзики i математики, як навчальних предметiв, повинен
здiйснюватись у рiзних напрямках, таких як формування в учнiв фiзичних i
математичних понять, практичних вмiнь та навичок.

Взаємозв’язок фiзики i математики постiйно розширюється. Основна ува-
га придiляється вдосконаленню методики його реалiзацiї, вибору оптималь-
них напрямкiв взаємопроникнень у викладаннi цих курсiв. Оскiльки взаємо-
зв’язок значно пiдвищує науковий рiвень викладання кожного з цих предме-
тiв, його необхiдно здiйснювати на всiх етапах навчання. Саме на це нацiлю-
ють вчителiв навчальнi програми з фiзики та математики [3].

З проведеного аналiзу програм з фiзики i математики ми виявили до-
сить великi недолiки i розбiжностi при вивченнi фiзики i математичних на-
ук, фактично на кожному уроцi, перш нiж розповiсти про фiзику, вчителю
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необхiдно дати учням математичну базу, для того щоб учнi мали змогу його
зрозумiти i розв’язувати задачi [4].

Реалiзацiя одного з основних напрямкiв шкiльної реформи- включення
основ iнформатики в учбовий процес i забезпечення комп’ютерної грамотно-
стi. Що можна сказати про зв’язок фiзики та iнформатики? Цей зв’язок буде
поширюватися, без знання фiзичних законiв неможливий розвиток обчислю-
вальної технiки, а без комп’ютера – прогрес розвитку фiзики та iнших наук.

Формування наукового свiтогляду учня неможливе без засвоєння систем-
них знань з хiмiї, тому що розвиток зв’язкiв фiзики i хiмiї сприяє формуванню
ключових компетентностей учнiв, необхiдних для творчої самореалiзацiї осо-
бистостi, розумiння наукової картини свiту, вироблення екологiчного стилю
мислення та виховання громадянина демократичного суспiльства. З прове-
деного аналiзу програм з хiмiї можна зробити висновок, що курси фiзики i
хiмiї добре узгодженi мiж собою. Є лише деякi розбiжностi у часi вивчення
одних i тих же понять, якi можна вирiшити шляхом проведення iнтегрованих
урокiв.

Метою нашого експерименту було виявити чи забезпечує цiлеспрямоване
здiйснення iнтеграцiйних зв’язкiв фiзики з предметами природничого циклу
ефективнiсть навчально-пiзнавальної дiяльностi, пiдвищення якостi навчаль-
них досягнень учнiв, пiдвищення їх пiзнавального iнтересу. В експериментi
брали учнi 11-А класу (ЗОШ №1, м. Слов’янськ) та вчителi фiзики, матема-
тики, iнформатики, хiмiї. Задачами першого етапу (констатуючого) педаго-
гiчного експерименту було дослiдити активнiсть учнiв на уроках фiзики; з’я-
сувати чи використовують вчителi iдеї iнтеграцiї при навчаннi; дiзнатися про
якiсть навчальних досягнень учнiв. Пiд час бесiди з вчителями виявилось, що
вони не займались аналiзом програм з iнших предметiв, не проводили сумiснi
iнтегрованi уроки, а використовували свої знання з iнших предметiв, коли це
потрiбно, при вивченнi своєї дисциплiни. Учнi не можуть зв’язати мiж собою
предмети природничого циклу.

Ми розробили систему iнтегрованих урокiв для повторення курсу фiзи-
ки при пiдготовцi випускникiв шкiл до зовнiшнього тестування, та методичнi
рекомендацiї для вчителiв по їх впровадженню. На протязi трьох мiсяцiв (пiд
час проведеннi педагогiчної практики) використовували цi розробки на уро-
ках фiзики i спостерiгали за наслiдками роботи учнiв на уроках.

Результати проведеного педагогiчного експерименту були проаналiзованi
i дали змогу зробити наступнi висновки:

• пiдвищився пiзнавальний iнтерес учнiв -учнi стали активнiше працювати
на заняттях, брали домашнi завдання, самостiйно знаходили зв’язки мiж
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предметами;
• пiдвищилась якiсть навчальних досягнень учнiв;
• пiдвищилась ефективнiсть навчально-пiзнавальної дiяльностi.

Таким чином, можна зробити висновок, що здiйснення iнтеграцiйних
зв’язкiв фiзики з предметами природничого циклу забезпечує ефективнiсть
навчальної дiяльностi, дозволяє сформувати в учнiв цiлiсний науковий свiто-
гляд, вмiння стають узагальненими, сприяють комплексному застосуванню
знань з рiзних предметiв.

Лiтература
[1] Зверев И.Д. Межпредметные связи в современной школе: курс лекций /

И.Д. Зверев, В.Н. Максимова. — М.: Педагогика, 1982. — 195 с.
[2] Сергiєв О.В. Мiжпредметнi зв’язки пiд час вивчення фiзики в середнiй

школi: посiб. для вчителiв / О.В. Сергiєв. — К.: Радянська школа, 1979. —
171 с.

[3] Радченко А.И. Интегрированный урок — конференция. 11 класс /
А.И. Радченко // Физика в школе. — 2007. — № 5. — С. 17 – 21.

[4] Цацурян А.М. Опыт применения математики в преподавании физики /
А.М. Цацурян // Физика в школе. — 1990. — № 4. — С. 21 – 23.

Випуск №3, 2013 217



УДК 372.853

Олiйник Р.В., Пашковська Н.М.

1 кандидат педагогiчних наук, доцент кафедри фiзики, ДВНЗ «ДДПУ»
2 студентка 5 курсу фiзико-математичного факультету, ДВНЗ «ДДПУ»

e-mail: natalya-pashkovs@mail.ru
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РОЗВИТКУ ПIЗНАВАЛЬНОЇ МОТИВАЦIЇ УЧНIВ

У статтi згрупована методика iнновацiйної технологiї спiвробiтництва, яка використовує-
ться вчителями на уроках фiзики та може бути перспективним засобом розвитку пiзна-
вальної мотивацiї учнiв.
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Прагнення постiйно оптимiзовувати навчально-виховний процес зумови-
ло появу нових i вдосконалення використовуваних педагогiчних технологiй
рiзних рiвнiв i рiзної цiльової спрямованостi. Подальший їх розвиток пов’я-
заний з орiєнтацiєю на реалiзацiю сучасних концепцiй освiти й виховання.

Суттєвою ознакою сучасних iнновацiйних процесiв у сферi навчання i
виховання є їх технологiзацiя – неухильне дотримання змiсту i послiдовностi
етапiв впровадження нововведень.

Iсторично поняття «технологiя» (грец. techne – мистецтво, майстернiсть
i logos – слово, вчення) у значеннi науки про майстернiсть виникло у зв’язку
з технiчним прогресом.

До основних ознак технологiї належить стандартизацiя, унiфiкацiя проце-
су, можливiсть його ефективного та економiчного вiдтворення вiдповiдно до
заданих умов. Технологiчний процес завжди передбачає чiтку послiдовнiсть
операцiй з використанням необхiдних засобiв (матерiалiв, iнструментiв) за
певних умов [1].

Впровадження педагогiчних технологiй в навчальних процесах окремих
дисциплiн є одним iз перспективних шляхiв пiдвищення ефективностi на-
вчання. Серед iнших, для нашого теоретичного та практичного дослiдження
ми видiлили технологiю спiвробiтництва, як одну з найбiльш перспективних
особисто-орiєнтованих технологiй.

Педагогiка спiвробiтництва заснована на принципах:
— взаємозалежнiсть членiв групи;

c⃝ Олiйник Р.В., Пашковська Н.М., 2013
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— особиста вiдповiдальнiсть кожного члена групи за власнi успiхи й успi-
хи групи;

— спiльна навчально-пiзнавальна дiяльнiсть в групi;
— загальна оцiнка роботи групи [2].

Особливостi характеристик та органiзацiї технологiї спiвробiтництва ви-
вчали К. Д. Ушинський, С. Т. Шацький, В. Я. Корчак, К. Роджерс, Е. Берн.

За їх твердженням, навчання у спiвробiтництвi розглядається як метод.
Iснують кiлька варiантiв даного методу навчання:

Перший варiант «навчання в командi». Бiльшiсть варiантiв методу на-
вчання в спiвробiтництвi використовують iдеологiю саме цього варiанту. У
цьому варiантi особлива увага придiляється «груповим цiлям» i успiху всiєї
групи, який може бути досягнутий в результатi самостiйної роботи кожного
члена групи в постiйнiй взаємодiї з iншими членами цiєї ж групи при роботi
над темою, питанням, предметом вивчення. Завдання кожного учня полягає
не тiльки в тому, щоб зробити щось разом, а в тому, щоб пiзнати щось разом,
щоб кожен член команди оволодiв необхiдними знаннями, сформував потрi-
бнi навички i при цьому, щоб вся команда знала, чого досяг кожен учень [3].

Другий варiант навчання у спiвпрацi «пила». Був розроблений проф.
Elliot Aronson в 1978 р. i названий Jigsaw (у дослiвному перекладi з англiй-
ської – ажурна пила, машинна ножiвка). У педагогiчнiй практицi такий пiдхiд
iменується скорочено «пила» [4].

Учнi органiзуються в групи по 4-6 чоловiк для роботи над навчальним
матерiалом, який розбитий на фрагменти (логiчнi або смисловi блоки).
Наприклад, тема «Бiографiя видатного фiзика чи вченого» може бути роз-
бита на:

– причини що спонукали вченого до вибору предмета дослiдження;
– механiзм вирiшення наукової проблеми;
– труднощi наукового пошуку;
– оцiнка внеску вченого в розвиток науки.
Кожен член групи знаходить матерiал по своїй частинi.
Потiм учнi, якi вивчають один i той же питання, але складаються в рi-

зних групах, зустрiчаються i обмiнюються iнформацiєю як експерти з даного
питання. Це називається «зустрiччю експертiв».

Третiй варiант методу навчання в спiвробiтництвi «Вчимося разом».
Learning Together (вчимося разом) розроблений в унiверситетi штату Мiн-

несота в 1987 роцi (David Johnson, Roger Johnson). Клас розбивається на рi-
знорiднi (за рiвнем навченостi) групи в 3-5 чоловiк. Кожна група отримує
одне завдання, яке є частиною завдання будь якої теми, над якою працює
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весь клас. В результатi спiльної роботи окремих груп i всiх груп в цiлому
досягається засвоєння всього матерiалу. Всерединi групи учнi самостiйно ви-
значають ролi кожного у виконаннi загального завдання [5].

У навчаннi, побудованому на основi педагогiки спiвробiтництва важлива
мета – розвиток iнтелектуальних, духовних i фiзичних здiбностей, iнтересiв,
мотивiв, вироблення науково-матерiалiстичного свiтогляду. Змiстом уроку в
такому навчаннi є освоєння способiв пiзнання, суспiльно i особисто значу-
щих перетворень в навколишньої дiйсностi, а не програмнi знання i матерiал
пiдручника.

Учнi отримують можливiсть думати вiльно, говорити невимушено, емо-
цiйно, багато i уважно читати, аналiзувати, усвiдомлювати важливiсть знань
фiзики для життя i професiйної дiяльностi. Якщо навчальна робота учнiв має
такi риси, це обов’язково приводить до розвитку важливої якостi особистостi
– пiзнавальної мотивацiї , навчання школярiв набуває мотивiв.

Пiд мотивами розумiють спонукальну причину дiй i вчинкiв. На форму-
вання мотивiв впливають потреби, потяги, емоцiї, установки, iдеали та iнте-
реси. Проблема формування позитивної мотивацiї школярiв на уроках фiзики
залишається актуальною, безлiч педагогiв вчених – дидактiв займалися ви-
рiшенням цiєї проблеми [6].

Наше дослiдження також направлено на формування пiзнавальної моти-
вацiї учнiв при вивченнi фiзики. Його особливiстю є шлях досягнення резуль-
тату – розвиток мотивацiї за допомогою технологiї спiвробiтництва.

Практичний етап дослiдження нами був проведений у Слов’янському
хiмiко-механiчному технiкуму серед учнiв, якi вивчають фiзику за програ-
мою академiчного рiвня середньої школи. Викладачем фiзики в цьому за-
кладi є КотляровО.В., високо фаховий спецiалiст, який успiшно втiлював в
практику роботи основнi принципи, iдеї, методи та особливостi, притаман-
нi технологiї спiвробiтництва. Його розробки «навчання в командi», «пила»,
«вчимося разом», «зустрiч експертiв», добре вiдомi колегам та майбутнiм вчи-
телям. Наше сумiсне дослiдження було направлено на розвиток пiзнавальної
мотивацiї учнiв.

Наведемо перелiк етапiв нашої роботи:

– ознайомлення з теорiєю та практикою впровадження технологiї спiвро-
бiтництва, її «можливостей», для розвитку пiзнавальної мотивацiї при
навчаннi фiзики;

– дiагностування рiвня мотивацiї учнiв до вивчення фiзики та їх емоцiйно-
го ставлення до предмету на початку дослiдження (за Казанцевої Г.М.
та модифiкацiєю Андреєвої Ф.Д.);
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– органiзацiя вiдповiдних бесiд та пояснень учням, якi адаптували перехiд
вiд iндивiдуальної дiяльностi до групової;

– внесення змiн до календарно-тематичного планування з фiзики, якi б
передбачали застосування технологiї спiвробiтництва, що сприяють роз-
витку пiзнавальної мотивацiї учнiв, емоцiйної саморегуляцiї, констру-
ктивної взаємодiї, органiзованостi та вiдповiдальностi;

– розробка планiв – конспектiв урокiв з фiзики (тема: «Магнiтне поле») з
урахуванням використання рекомендацiй планування, вiдповiдного ди-
дактичного матерiалу, наочностей, сучасних засобiв навчання.

Створення емоцiйного настрою учнiв на уроках сприяли застосування,
нами традицiйних та iнновацiйних методичних прийомiв: iсторичних фактiв,
цiкавих дослiдiв, дидактичних iгор, твори художньої лiтератури, проблемнi
ситуацiї, нестандартнi прийоми навчання. Такi прийоми як тренiнги розумо-
вої дiяльностi у спiвпрацi та спiвробiтництвi допомагали наблизитися до мети
дослiдження.

Якщо на початку нашої роботи у студентiв першого курсу хiмiко-
механiчному технiкуму ми константували рiвень пiзнавальної мотивацiї дру-
гого та третього ступеня у 52 % учнiв, то наприкiнцi вiн складав 56 %. Резуль-
тати дослiдження (ще не кiнцевi) дозволяють судити про його актуальнiсть
своєчаснiсть та ефективнiсть у досягненi позитивних цiлей навчання.
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Розглянутi питання пiдвищення пiзнавального iнтересу шляхом використання проблемно-
го навчання на уроках фiзики. Показана можливiсть використання на практицi (наданi
результати педагогiчного експерименту).
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Вступ
Метою навчання i виховання є формування особистостi здатної активно

дiяти, приймати самостiйнi рiшення, вiльно мислити.
У бiльшої частини школярiв позитивна мотивацiя недостатня. Виникає

проблема мiж необхiднiстю школи дати дитинi освiту i вiдсутнiстю зацiкав-
леностi в цьому їх самих i батькiв. До того ж за останнi роки в учнiв знизився
iнтерес до природно-математичних предметiв та фiзики, зокрема. Причинами
втрати iнтересу часто є нерозумiння зв’язку дослiджуваних понять з реаль-
ною дiйснiстю, вiдсутнiстю осмислення складних абстрактних понять, змiна
свiтогляду учнiв, поглядiв на традицiйнi методи навчання.

У багатьох педагогiв iснує думка що, пiдвищенню iнтересу, розвитку твор-
чих здiбностей i мислення сприяє викладання з використанням проблемних
методiв. Дорно I.В. вважає, що функцiї проблемного навчання – сприяння
ефективному засвоєнню учнями системи знань i способiв розумової i практи-
чної дiяльностi; вироблення вмiння творчо застосовувати отриманi знання у
новiй ситуацiї, вирiшувати навчальнi проблеми; виховання пiзнавальної са-
мостiйностi, це веде до придбання досвiду творчої дiяльностi та розвитку
творчих здiбностей дiтей; розвитку мислення [2].

c⃝ Белошапка О.Я., Попов О.К., Шарап В.А., 2013
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Учнi повиннi виступати не в ролi пасивних слухачiв, а активно брати
участь у процесi пiзнання. Формування активної життєвої позицiї, прагне-
ння до нового, умiння його розумiти i цiнувати, схильностi до дослiджень
та винахiдництва починаються в школi. Фiзика як навчальний предмет має
такими особливостями, якi створюють найбiльш сприятливi умови для роз-
витку розумової дiяльностi учнiв у цiлому.

Основна частина
Пiзнавальна дiяльнiсть — це єднiсть чуттєвого сприйняття, теоретичного

мислення i практичної дiяльностi. Вона здiйснюється на кожному життєвому
кроцi, у всiх видах дiяльностi i соцiальних взаємин учнiв, а також шляхом
виконання предметно-практичних дiй у навчаннi. Говорячи про пiзнавальну
дiяльнiсть не можна забувати пiзнавальну активнiсть. Тому, що ставлення
учнiв до навчання характеризується активнiстю, яка визначає ступiнь «зi-
ткнення» учня з предметом його дiяльностi [5].

У структурi активностi видiляються наступнi компоненти:
— готовнiсть виконувати навчальнi завдання;
— прагнення до самостiйної дiяльностi;
— свiдомiсть виконання завдань;
— системнiсть навчання;
— прагнення пiдвищiти свiй особистий рiвень.

Її особлива значущiсть полягає в тому, що вчення, будучи вiдбивно-
перетворюючою дiяльнiстю, спрямоване не тiльки на сприйняття навчаль-
ного матерiалу, але i на формування ставлення учня до самої пiзнавальної
дiяльностi. Перетворюючий характер дiяльностi завжди пов’язаний з актив-
нiстю суб’єкта. Пiзнавальна активнiсть – це iнтерес до навчальної дiяльностi,
до придбання знань, до науки. Виникнення пiзнавальної активностi залежить
в першу чергу вiд рiвня розвитку дитини, його досвiду, знань, того грунту,
яка живить iнтерес, а з iншого боку, вiд способу подачi матерiалу. Тому пiз-
навальний iнтерес учня виступатиме в учбовому процесi [1]:

— як мета навчання;
— як засiб в руках учителя i мотив дiяльностi учня;
— як результат навчання.
Це наводить до необхiдностi дослiджувати «цiкаве учення» як якiсть на-

вчання, визначуванi особливостями змiсту предмета, який виявляється в ком-
плексi методичних прийомiв, сприяючих створенню позитивного емоцiйного
настрою класного колективу на вирiшення учбово-виховних завдань уроку.

Фiзика займає особливе мiсце серед шкiльних дисциплiн. Як навчальний
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предмет вона складає головний змiст наукової картини свiту. Це надає мо-
жливiсть пiдвищити пiзнавальний iнтерес до навчання вцiлому. Цього можна
досягти рiзними шляхами, але ми вважаємо, що найбiльш рацiональний це
використання проблемного навчання. Основними поняттями концепцiї проб-
лемного виховання є проблемна ситуацiя, проблема i проблемне завдання [3].

Проблемна ситуацiя – психологiчний стан, що виникає в результатi мис-
леної взаємодiї суб’єкта (учня) з об’єктом (навчальним матерiалом), який ви-
кликає пiзнавальну потребу розкрити суть процесу або явища, що вивчається.

Проблема – ситуацiя що потребує активних дiй i є побуджуючим чинни-
ком для дiяльностi людини (дослiджень, проектування та виконання), щоб
лiквiдувати наслiдки чи запобiгти їх виникнення.

У процесi вирiшення проблемних ситуацiй, учнi самi видобувають вiдсутнi
для рiшення знання, при цьому вони проходять всi етапи наукового пiзнання
свiту: вiд висунення гiпотези до її перевiрки, осягають логiку вiдкриття [4].

Результати дослiдження
Базою для проведення експериментального дослiдження став 9 клас (15

чоловiк) НВК № 2 м. Єнакiєва. Нами була розроблена методика проблемного
навчання, яку використали на уроках фiзики. Для пiдтвердження гiпотези
була проведена дiагностика до та пiсля застосування проблемного навчання.
В ходi дiагностики були використанi наступнi методики:
◦ дiагностика особистiсної креативностi;
◦ дiагностика спрямованостi навчальної дiяльностi;
◦ дiагностика мотивацiї пiзнавальної дiяльностi.
Були отриманi наступнi данi:

Табл. 1: Дiагностика особистiсної креативностi

Рiвень
Експеримент Високий Середнiй Низький
Констатуючий 3 чол. (20,1 %) 8 чол. (53,6 %) 4 чол. (26,3 %)
Контролюючий 7 чол. (46,4 %) 5 чол. (33,5 %) 3 чол. (20,1 %)

Табл. 2: Дiагностика спрямованостi навчальної дiяльностi

Рiвень
Експеримент Високий Середнiй Низький
Констатуючий 3 чол. (20,1 %) 6 чол. (39,9 %) 6 чол. (39,9 %)
Контролюючий 7 чол. (33,5 %) 6 чол. (39,9 %) 4 чол. (26,3 %)
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Табл. 3: Дiагностика мотивацiї пiзнавальної дiяльностi

Рiвень
Експеримент Високий Середнiй Низький
Констатуючий 3 чол. (20,1 %) 5 чол. (33,3 %) 7 чол. (46,3 %)
Контролюючий 4 чол. (26,6 %) 6 чол. (39,9 %) 4 чол. (33,3 %)

Висновки
В якостi ознаки розвитку школярiв можна розглядати пiзнавальну дiяль-

нiсть, яка розумiється як особлива форма активностi спрямованої на оволо-
дiння принципами побудови нових дiй з дослiджуваним об’єктом.

В ходi дослiдження було встановлено, що застосування проблемного на-
вчання сприяє покращенню пiзнавального iнтересу до навчання (результати
в таблицях). Також була визначена можливiсть використання проблемного
методу при вивченi фiзики в школi та встановлено його вплив на характер
пiзнавальної дiяльностi учнiв 9 класу. Всi визначенi данi були розкритi i чiтко
виявленi.

Таким чином використання методу проблемного навчання при вивченнi
фiзики сприяє всебiчному розвитку учня.
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В данной работе показана возможность использования сферической геометрии на сфере в
астрономии. Речь пойдёт о преобразовании горизонтальной системы координат в эквато-
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Введение
Небесные координаты использовались уже в глубокой древности. Описа-

ние некоторых систем содержится в трудах древнегреческого мыслителя Эв-
клида (около 300 до н. э.). Опубликован в «Альмагесте» Птолемея звездный
каталог содержит положения 1022 звезд в эеклиптической системе небесных
координат.

Наблюдения изменений небесных координат привели к величайшим от-
крытиям в астрономии, которые имеют огромное значение для познания Все-
ленной. К ним относятся явления прецессии, нутации, аберрации, параллакса
и другие [1].

Изучение небесных координат помогает решать задачи измерения време-
ни, определять географические координаты земной поверхности, исследовать
неравномерности вращения нашей планеты. Широкое применение находят
небесные координаты при составлении различных звездных каталогов, при
изучении истинных движений небесных тел – как природных, так и искус-
ственных – в небесной механике и астродинамике и при изучении простран-
ственного распределения звезд в проблемах звездной астрономии.

Для определения положения любого объекта в просторные нужно задать
систему координат, в которой положение объекта можно было бы однозначно
описать определенным набором числовых значений. В общем случае систе-
ма координат задается положением ее центра, расположением координатных

c⃝ Белошапка А.Я., Попов О.К., 2013
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осей и единицей (или несколькими единицами), с помощью которых подаются
числовые значения, описывающих положение объекта [1]. Систему небесных
координат определяют в зависимости от задачи, которая решается. Но по су-
ти все системы небесных координат, что с древних времен и до сегодняшнего
дня используются в астрономии, являются сферическими полярными.

Основная часть
В астрономии для наблюдения светил чаще всего используют горизон-

тальную и экваториальную системы координат – рис. 1, 2.

 

 

Рис. 1: Горизонтальная система
координат

Рис. 2: Экваториальная система
координат

Горизонтальная система координат [1], – это система небесных координат,
в которой основной плоскостью является плоскость математического гори-
зонта, а полюсами – зенит и надир. Она применяется при наблюдениях звёзд
и движения небесных тел Солнечной системы на местности невооружённым
глазом, в бинокль или телескоп с азимутальной установкой [1]. Горизонталь-
ные координаты не только планет и Солнца, но и звёзд непрерывно изменя-
ются в течение суток ввиду суточного вращения небесной сферы.

Экваториальная система координат — одна из систем небесных коорди-
нат. В этой системе основной плоскостью является плоскость небесного эква-
тора. Одной из координат при этом является склонение δ (реже – полярное
расстояние p ). Другой координатой может быть:
— часовой угол t (в первой экваториальной системе координат),
— прямое восхождение α (во второй экваториальной системе координат).

Випуск №3, 2013 227



Методика викладання фiзики та астрономiї в ЗОШ i ВНЗ

Преобразование координат
При решении многих задач практической астрономии приходится осу-

ществлять переход от одной системы координат к другой и обратно. Эта опе-
рация выполняется при помощи сферической тригонометрии, для чего необ-
ходимо уметь решать так называемые сферические треугольники. Поэтому
прежде рассмотрим основные понятия и начала математического аппарата
сферической тригонометрии, после чего применим эту информацию к реше-
нию поставленной задачи [4].

Элементы сферической геометрии
Сферическим треугольником называется фигура на поверхности сферы,

образованная пересечением трёх дуг больших кругов этой сферы (рис. 3).
Вершины сферического треугольника принято обозначать большими буква-
ми латинского алфавита, а противолежащие этим сторонам угла – соответ-
ственно малыми буквами [5].

 

Рис. 3: Сферический треугольник

Косинус одной стороны сферического треугольника равен сумме произ-
ведения косинусов двух других его сторон и произведения синусов тех же
сторон на косину угла между ними [1]:

cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(A)

cos(b) = cos(a) cos(c) + sin(a) sin(c) cos(B)

cos(c) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(C)

Синусы сторон сферического треугольника пропорциональны синусам
противолежащих им углов:

sin(a)

sin(A)
=

sin(b)

sin(B)
=

sin(c)

sin(C)
= const.
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Синус стороны сферического треугольника, умноженный на косинус при-
лежащего угла, равен произведению синуса другой стороны, ограничивающей
прилежащий угол, на косинус третьей стороны минус косинус стороны, огра-
ничивающей угол, умноженный на произведение синуса третьей стороны на
косинус угла, противолежащего первой стороне [1]:

sin(a) cos(C) = sin(b) cos(c)− cos(b) sin(c) cos(A)

sin(b) cos(A) = sin(c) cos(a)− cos(c) sin(a) cos(B)

sin(c) cos(B) = sin(a) cos(b)− cos(a) sin(b) cos(C)

sin(a) cos(B) = sin(c) cos(b)− cos(c) sin(b) cos(A)

sin(b) cos(C) = sin(a) cos(c)− cos(a) sin(c) cos(B)

sin(c) cos(A) = sin(b) cos(a)− cos(b) sin(a) cos(C)

Переход от горизонтальных координат к экваториальным
В основе преобразований экваториальных координат в горизонтальные

и наоборот лежит сферический треугольник PZM , который называется па-
раллактическим. Вершинами его являются зенит Z , полюс мира P и светило
M [1]. Сторона ZP представляет собой дугу небесного меридиана, сторона
ZM – дугу вертикального круга, а сторона PM – дугу часового круга. Угол
q треугольника называется параллактическим углом

Если светило находится в западном полушарии небесной сферы, то сторо-
на ZP = 900− δ , а сторона ZM = z = 900−h , где z – зенитное расстояние,
h – высота светила. Сторона PM = p = 900 − δ , где p – полярное рас-
стояние, δ – склонение светила. Угол PZM = 1800 − A , где A – азимут.
Угол ZPM = t , где t – часовой круг светила, а угол PMZ = q , где q –
параллактический угол.

 

Z  

M  

P  
z  

0
90 ϕ−  

0
90 δ−  

q  

0
360 t−  

0
180A−  

P  

M  

0
90 δ−  

0
90 ϕ−  

0
180 A−  

q  

t  

z  

Z  

Рис. 4: Параллактический треугольник

В [2] показанао, что применяя основные формулы сферической тригоно-
метрии к параллактическому треугольнику, беря за основу сторону PM и
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угол t , можно получить:
sin(δ) = sin(ϕ) cos(z)− cos(ϕ) sin(z) cos(A)

cos(δ) sin(t) = sin(z) sin(A)

cos(δ) cos(t) = cos(ϕ) cos(z) + sin(ϕ) sin(z) cos(A)

Эти формулы применяются для перехода от горизонтальных координат
к экваториальным. Рассчитываются δ и t , а потом α = s− t , по известному
зенитному расстоянию и азимуту в момент звездного времени s . Если нужно
рассчитать зенитное расстояние и азимут по известным s , φ , α , δ , то эти
формулы имеют вид:

cos(z) = sin(ϕ) sin(δ)− cos(ϕ) cos(δ) cos(t)

sin(t) sin(A) = cos(δ) sin(t)

sin(z) cos(A) = − cos(ϕ) sin(δ) + sin(ϕ) cos(δ) cos(t)

Формулы используются для расчета моментов времени восхода и захода
светил и азимутов точек восхода и захода.

Программа для перехода от горизонтальных координат к эквато-
риальным

Нами также была создана программа для облегчения математического
расчета при переходе от горизонтальной системы координат к экваториаль-
ным и наоборот. Эта программа выполнена в среде Delphi. Она проста в
обращении и имеет очень простой интерфейс.

Принцип прост: в пустые поля вносим известные нам координаты светила,
затем нажимая на кнопки: sin(A), sin(t), sin(h) получаем координаты светила
в другой системе.
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Выводы
В работе рассмотрен переход от горизонтальных координат к экватори-

альным. Эта задача очень важна как с точки зрения астрономии, так и с
точки зрения методики обучения астрономии.

Во-первых метод перехода основан на использовании сферической геомет-
рии (параллактический треугольник), т.е. возникает возможность использо-
вать данный материал в школе на факультативах или в классах с углублен-
ным изучением математики. Во-вторых можно показать связь астрономии,
математики и информатики, на основе составления простейших программ
для облегчения математических расчетов.

Мы считаем что данная статья поможет в дальнейшем поставить астро-
номию, как науку на более высокий уровень, так же показать важность выше
изложенного материала с практической точки зрения(преподавание астроно-
мии в школе, использование программы для расчета координат светил).
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В статье рассматриваем вопросы, связанные с особенностями использования инновацион-
ных технологий и методов их применения на уроках астрономии в старшей школе. Цель
статьи – изложение проблем и усовершенствование методов преподавания курса астроно-
мии в школе, приведены пример решения поставленных задач.

Ключевые слова: инновационные технологии, инновационные методы обучения.

Введение
Инновационные технологии в процессе обучения играют важную роль в

становлении и развитии познавательной деятельности учащихся. При изуче-
нии астрономии в старшей школе применимы различные технологии. Веду-
щее место занимают компьютерные.

В современной системе образования знакомство с предметом астрономии
начинается в дошкольном возрасте. Дети знакомятся с общими понятиями
и элементарными явлениями астрономии. Согласно министерской программе
«Я у свiтi» дошкольники знакомятся с фундаментальными, основополагаю-
щими терминами, которые являются простыми и в то же время значимыми
в дальнейшем. ««Я у свiтi» є першою державною програмою нового типу, в
якiй вiдображено вимоги до оновленого змiсту освiти дитини вiд народження
до шести (семи) рокiв життя, зокрема до його iнварiантної частини, унiфi-
ковано вимоги до розвиненостi, вихованостi й навченостi дитини раннього та
дошкiльного вiку» [1].

Последующее изучение астрономии продолжается в период с первого по
шестой класс в курсе природоведения. И дальнейшее – после пятилетнего
перерыва, в одиннадцатом классе.

Астрономия в старшей школе рассматривает такие темы:
• Что изучает астрономия?
• Основы практической астрономии.

c⃝ Митилёв Д.И., Сысоев Д.В., Белошапка А.Я., 2013
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• Измерение времени и календарь.
• Законы движения планет.
• Основы космонавтики.
• Методы астрофизических исследований.
• Земля и Луна.
• Планеты земной группы.
• Планеты-гиганты.
• Спутники планет.
• Малые тела Солнечной системы.
• Солнце – наша звезда.
• Физические характеристики звезд.
• Эволюция звезд.
• Строение вселенной.
• Эволюция Вселенной.
• Жизнь во Вселенной.
Вопросами методики преподавания материала и внедрения инновацион-

ных и телекоммуникационных технологий занимались многие:
исследованием и разработкой форм и методов самостоятельной работы на
уроках астрономии (Лупой К.А.); путями повышения познавательной актив-
ности и методами контроля знаний (Клевенский Ю.Н.); методикой органи-
зации внеклассной и факультативной работы по астрономии (Попова А.П.,
Саркисян Е.А.); методическими основами практических работ, демонстра-
ций, наблюдений и других средств обучения (Могилко А.Д., Порошин Ф.М.,
Яхно Г.С., Ромас И.А.); межпредметными связями курсов физики и астро-
номии (Ерохина Р.Я.); вопросами содержания, структуры и методики препо-
давания отдельных разделов курса астрономии (Ильевский И.Д., Чулюкова
Е.В., Ковязин Е.И., Шишаков В.А., Миленькая О. В., Ступников В.М.).

Современные диссертационные исследования затрагивают проблемы ин-
тегрирования курсов физики и астрономии (Румянцев А.Ю.) и возможности
применения компьютерных технологий и телекоммуникационных средств в
курсе астрономии (Паболков И.В., Белоозеров Л.), а также проблемы астро-
номической подготовки учителя физики (Жуков Л.С.) [2].

Основная часть
Инновационные технологии (от англ. Innovation – нововведение, новация)

– это наборы общих методов и средств, которые поддерживают этапы реали-
зации нововведений. В педагогической интерпретации под инновационными
технологиями подразумевают нововведения в педагогической системе, улуч-
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шающие ход и результаты учебно-воспитательного и образовательного про-
цесса. К основным компонентам инновационного технологического обучения
относят:
• компьютерные технологии (мультимедийное оборудование, компьютер-

ная техника, проекционная аппаратура, аудио устройства и т.д.);
• игровая форма обучения (игровые ситуации, учебные и деловые игры);
• тренинги, семинары, факультативы, беседы, диалоги;
• экспериментальные лабораторные работы;
• модульное обучение;
• проектная технология;
• информационно-коммуникационные технологии.
С развитием науки и техники, образование в наше время подвергается мо-

дернизации в плане использования компьютеров и мультимедийных средств
обучения. Это дает новые варианты обучения, которые могут быть направле-
ны на достижение определенных целей: научить детей работать с информаци-
ей, развивать у них коммуникативные способности, достигать максимального
усвоения материала.

Важную роль играет использование инновационных компьютерных тех-
нологий в образовательном процессе старшей школы. Дети этого возраста
знакомы с работой компьютера и использованием интернет-ресурсов.

Мы предлагаем создать интернет-ресурс, в котором можно применение:
электронных таблиц, графических программ на основе 3D моделирования,
аудио и видео уроков. На данном можно создать собственные страницы, на
которых учащиеся смогли бы получать всю необходимую информацию для
изучения, наблюдения и закрепления материала. На этом сайте они смогут
получать доступ к электронным урокам, образцам презентаций, таблицам и
схемам, аудио и видео данным, лабораторным работам, книгам. Здесь дети
смогут получать домашние контрольные работы и тесты; сразу же их выпол-
нять (в режиме онлайн).

Данный сайт можно оптимизировать под индивидуальные особенности
учащихся. Придерживаясь норм и правил гигиены, доступ к сайту оптими-
зировать расписанием. Для наглядности при изучении тем курса астрономии,
на сайте предполагается использовать видео уроки. Эти уроки могут быть по-
добны тем, которые разрабатывал телеканал «Бибигон» – информационно-
развлекательные мультфильмы.

На базе сайта может быть создан личный кабинет для каждого учащегося.
Для удобства учителю предполагается контролировать посещение странички
учащегося. Тоесть, он сможет проверять, чем занимался ученик в отведенное
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на сайте время. Положительными сторонами проекта можно считать:
• Каждый зарегистрированный пользователь, получит удаленный до-

ступ к своему персональному кабинету. Для не зарегистрированных поль-
зователей предполагается быстрая регистрация или доступ к ограниченным
ресурсам сайта.
• Информативность. Если ученик, по какой-либо причине пропустил

занятия, то он имеет возможность, получить от преподавателя задание по
пропущенным темам, а также выполнить контрольные и самостоятельные
работы в режиме онлайн.
• Наглядность. Благодаря инновационным технологиям существует

возможность наблюдать, например, за движением небесных тел. С помощью
мультфильмов производится мотивация детей к изучению учебного матери-
ала, за счет визуализации астрономических процессов и явлений.

Выводы
В ближайшей перспективе развития рассматриваемого проекта планиру-

ется дальнейшая разработка дополнительных возможностей и функций, свя-
занных с общением и обсуждениями в режиме реального времени, что даст
возможность максимально приблизить работу на сайте к школьным услови-
ям. Для устранения незаинтересованности в посещении школьных занятий
предлагается ограничить работу сайта в учебное время. Предлагается со-
здать специализированный раздел для online тренингов, ориентированных
на учащихся не только старшей школы, но и всех возрастных групп. Это
даст возможность всем детям, которые хотят углубленно изучать астроно-
мию, оценивать свои силы и возможности.

Основная цель создания данного проекта – обратить внимание школь-
ников к естественным наукам. Вопрос о создании данного интернет-ресурса
остается открытым.

Литература
[1] Базова програма розвитку дитини дошкiльного вiку «Я у свiтi» / [ред.–

упоряд. О.Л. Кононко]. — [2-ге вид., випр]. — К., 2008. — 430 с.
[2] Галкина Т.А. Технология обучения астрономии в средней школе: дис.

. . . кандидата пед. наук : 13.00.02 / Галкина Татьяна Александровна. —
М., 2002. — 232 с.

[3] Астрономiя: 11 кл.: пiдручник для загальноосвiт. навч. закл.: рiвень стан-
дарту, академiчний рiвень / М.П. Пришляк; [ред. Я.С. Яцкiва]. — Х.:
Ранок, 2012. — 160 с. : iл. — Рос. мовою.
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ВИКОРИСТАННЯ КОМП’ЮТЕРНИХ ТЕХНОЛОГIЙ В
ПРОЦЕСI ВИКЛАДАННЯ АСТРОНОМIЇ

Розглянутi питання пiдвищення мотивацiї навчання, активiзацiї розумової дiяльностi,
творчого мислення учнiв шляхом впровадження комп’ютерних технологiй у процес ви-
кладання астрономiї. Наведено ряд методичних рекомендацiй, якi допоможуть спростити
процес вивчення астрономiї.

Ключовi слова: астрономiя, НIТ.

Вступ
Сучасний перiод розвитку суспiльства характеризується зростаючою зна-

чимiстю iнформатизацiї освiти. Одним iз прiоритетних напрямiв iнформати-
зацiї освiти є застосування нових комп’ютерних технологiй до конкретного
навчального предмету. Це визначає необхiднiсть використання iнформацiй-
них технологiй у навчаннi астрономiї учнiв.

Астрономiя займає важливе мiсце в системi природничих наук. Виклада-
ння астрономiї невiддiльне вiд процесу формування в учня розумiння мiсця
i ролi Людини у Всесвiтi. Астрономiчнi знання лежать в основi наукового
свiтогляду, формують наукову картину свiту, знайомлять з сучасними уяв-
леннями про структуру Всесвiту i фiзичними процесами,що вiдбуваються в
нiй.

В умовах iнтенсивної комп’ютеризацiї сучасної освiти вже розробленi новi
iнформацiйнi технологiї для пiдтримки природничих дисциплiн – електроннi
пiдручники, мультимедiа, анiмацiї, моделi та iн., їх застосування стає можли-
вим i необхiдним, це вiдкриває доступ до нових джерел наукового знання.
Питання нестачi вiтчизняних програмних засобiв для вивчення астрономiї
можна частково вирiшувати за допомогою iнтернету. У зв’язку з цим, акту-
альною стає завдання застосування iнтерактивних комп’ютерних моделей i
розробки теоретичних i практичних основ методики їх використання з метою
оснащення курсу астрономiї новими навчальними засобами.

c⃝ Белошапка О.Я., Iгнатенко О.Ю., 2013
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Основна частина
Сучасний пiдручник недостатньо висвiтлює iнформацiю, яку учнi повиннi

отримати в науковому поясненнi. Проаналiзувавши пiдручник, виявляється,
що в ньому не достатньо пояснень фiзичних зв’язкiв, а також пiдручник мало
iлюстрований. Iснуючий пiдручник бiльш пiдходить для гуманiтарного кла-
су. Також негативно впливає недостатня комплектацiя кабiнету астрономiї
астрономiчними iнструментами i посiбниками, або вiдсутнiсть самого кабi-
нету. Учнi у класах мають рiзну базову пiдготовку. Це недолiки, якi можна
компенсувати застосовуючи iнтернет.

Iнтернет дозволяє застосовувати такi компоненти:
— комп’ютерне моделювання;
— проведення модельних лабораторних робiт;
— використання гiпертекстових навчальних посiбникiв;
— контроль знань, тестування.

Цей подiл досить умовно. Бiльшiсть програмних засобiв об’єднує в собi цi
технологiї. Застосування цих технологiй дозволяє вчителю допомогти уявити
учням деякi явища мiкросвiту i свiту з астрономiчними розмiрами, та явища,
якi взагалi неможливо спостерiгати [1].

Важливе мiсце серед наукових методiв займає числове моделювання. Чи-
слове моделювання – порiвняно новий науковий метод, який отримав розви-
ток завдяки появi ЕОМ. Суть методу полягає в наступному: на основi вiдомих
законiв уже вивчених явищ створюється математична модель – абстрактний
об’єкт, що пiдкоряється тим же законам. Математична модель, описана мо-
вою ЕОМ, отримує можливiсть «ожити». Змiнюючи деякi вхiднi параметри,
експериментатор може простежити за змiнами, що вiдбуваються з моделлю.
Змiнюючи час, можна спостерiгати явище в динамiцi, причому масштаб часу
моделi може бути значно менше реального, що дозволяє протягом декiлькох
хвилин спостерiгати явище, на спостереження якого в реальностi довелося б
витратити роки. Основна перевага методу полягає в тому, що вiн дозволяє
не тiльки спостерiгати, а й передбачити результат експерименту при певних
особливих умовах.

Метод числового моделювання має переваги перед iншими традицiйними
методами:
— дає можливiсть змоделювати ефекти, вивчення яких в реальних умовах
неможливо, або дуже важко з технологiчних причин, дозволяє моделювати i
вивчати явища, якi передбачаються будь-якими теорiями;
— є екологiчно чистим i не представляє небезпеки для природи i людини;
— забезпечує наочнiсть;
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— доступний у використаннi [2].
Нами розробленi додатки до кожного уроку – вiдеофiльми, картинки та

питання. Питання складенi так, щоб учнi працювали i над текстом пiдручника
i над матерiалом додаткiв.

Табл. 1: Календарний план

№
з/п

Тема уроку Дидактичний матерiал До-
машнє
зав-
дання

Введення в астрономiю: 6 годин
1 Предмет

i методи астрономiї
Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=ozTSHzmjUZY

§1

2 Зiрки.
Вiдстань до зiрок

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=TqM4p1d2138&
feature=fvst

§3

3 Змiна вигляду зоряно-
го неба протягом доби

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=TqM4p1d2138&
feature=fvst

§4

4 Змiна вигляду зоряно-
го неба протягом року

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=TqM4p1d2138&
feature=fvst

§7

5 Способи визначення
географiчної широти

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=TqM4p1d2138&
feature=fvst

§5

6 Основи вiдлiку часу Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=8IyCrzW0GPI

§10

Будова Сонячної системи: 6 годин
7 Видимий рух планет Вiдео до уроку:

http://www.youtube.com/watch?v=oM65Qu9nigA
§9

8 Розвиток уявлень про
будову
Сонячної системи

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=oM65Qu9nigA

§17

9 Закони Кеплера Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=oM65Qu9nigA

§9

10 Узагальнення та уто-
чнення Ньютоном за-
конiв Кеплера

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=oM65Qu9nigA

§9

11 Визначення вiдстаней
до тiл Сонячної систе-
ми i розмiрiв цих небе-
сних тiл

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=oM65Qu9nigA

§3

12 Контрольна робота за
темою «Будова Соня-
чної системи»

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=oM65Qu9nigA
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Фiзична природа тiл Сонячної системи: 6 годин
13 Система

«Земля – Мiсяць».
Природа Мiсяця

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=0lDu7f36m-w

§13

14 Планети земної групи Вiдео до уроку:
http://vk.com/video2955364_137083427

§14

15 Планети гiганти Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=myBPt-8pf6s
Питання до вiдео:
1.Яка маса Юпiтера?
2. Яка орбiтальна швидкiсть Сатурна?

§15

16 Астероїди i метеорити Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=myBPt-8pf6s

§16

17 Мiжзоряний
пил i ГМО.
Кругообiг речовини в
галактицi

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=jGC460p8GgM
(Крабоподiбна туманнiсть)
http://www.youtube.com/watch?v=438Hdr8Przw
(Туманнiсть Орiона)

§25

Сонце та зiрки: 10 годин
18 Загальнi вiдомостi

про Сонце
Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=8_xqZFgwUQ0

§18

19 Будова
атмосфери Сонця

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=8_xqZFgwUQ0

§19

20 Внутрiшня
будова Сонця

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=8_xqZFgwUQ0

§19

21 Сонце i життя Землi Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=8_xqZFgwUQ0

§20

22 Термоядерний синтез.
Енергетика зiрок

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=kpb5Qre2T9M

§19

23 Просторовi
швидкостi зiрок

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=kpb5Qre2T9M

§21

24 Фiзична природа зiрок Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=kpb5Qre2T9M

§21

25 Зв’язок мiж фiзични-
ми характеристиками
зiрок

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=kpb5Qre2T9M

§23

26 Подвiйнi зiрки Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=kpb5Qre2T9M

§22

27 Фiзичнi змiннi,
новi й надновi зiрки

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=kpb5Qre2T9M

§§23,24
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Будова та еволюцiя Всесвiту: 6 годин
28 Наша Галактика §26
29 Iншi Галактики Вiдео до уроку:

http://www.youtube.com/watch?v=kpb5Qre2T9M
§27

30 Метагалактика Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=kpb5Qre2T9M

§27

31 Походження i еволю-
цiя галактик

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=kpb5Qre2T9M

§29

32 Походження планет Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=kpb5Qre2T9M

§17

33 Пiдсумкова
контрольна робота
за темою «Будова та
еволюцiя Всесвiту»

Вiдео до уроку:
http://www.youtube.com/watch?v=kpb5Qre2T9M

Висновки
Основнi напрями використання iнформацiйних технологiй у навчаннi

астрономiї:
• використання комп’ютера та засобiв iнформацiйних технологiй для вiзу-
алiзацiї рiзних космiчних явищ, процесiв i об’єктiв (при виконаннi лаборатор-
них i дослiдних робiт, викладi нового навчального матерiалу тощо);
• застосування програмно-педагогiчних засобiв навчання (електроннi пре-
зентацiї, електроннi курси, електроннi енциклопедiї, комп’ютернi програми,
анiмацiї, iнтерактивнi моделi тощо);
• застосування комп’ютерних телекомунiкацiй в формуваннi астрономiчно-
го свiтогляду.

Результати педагогiчного експерименту виявили, що при використаннi рi-
зних засобiв iнформацiйних технологiй у навчаннi астрономiї найбiльш ефе-
ктивнi iнтерактивнi моделi, що дозволяють зробити навчальний матерiал
бiльш наочним i цiкавим. Саме завдяки використанню iнтерактивного експе-
рименту учнi мають унiкальну можливiсть спостерiгати астрономiчнi явища
i процеси, якi не можна реально продемонструвати [3].

Лiтература
[1] Латыпов Н. Виртуальная сфера или все зависит от точки отсчета /

Н. Латыпов // Компьютер в школе. — 1998. — № 1. — С. 23.
[2] Черемхина И. Над краем бездны возможностей / И. Черемхина // Ком-

пьютер в школе. — 1998. — № 3. — С. 21.
[3] Набоков М.Е. Методика преподавания астрономии / М.Е. Набоков. — М.:
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ИСТОРИЯ
ИССЛЕДОВАНИЯ ТЕРМОЯДЕРНОГО СИНТЕЗА

Рассмотрены вопросы повышения мотивации обучения, активизации умственной деятель-
ности, творческого мышления учеников путем внедрения разработанного спецкурса, ко-
торый может быть использован преподавателями ВУЗов, учителями школ, студентами
и учениками. Спецкурс поможет углубить и расширить знания по физике и повысить
эффективность и качество учебно-воспитательного процесса.

Ключевые слова: термоядерный синтез, ИТЕР, Токамак, Стелларатор.

Введение
Истощение существующих видов топлива обуславливает переход от орга-

нических топлив к широкомасштабной альтернативной энергетике ожидается
в середине 21 века. Предполагается, что будущая энергетика будет более ши-
роко, чем нынешняя энергетическая система, использовать разнообразные и,
в том числе, возобновляемые источники энергии, такие как: солнечная энер-
гия, энергия ветра, гидроэлектроэнергия, выращивание и сжигание биомассы
и ядерная энергия. Доля каждого источника энергии в общем производстве
энергии будет определяться структурой потребления энергии и экономиче-
ской эффективностью каждого из этих источников энергии.

Целью данного исследования является разработка методических рекомен-
даций для подготовки спецкурса «История исследования термоядерного син-
теза» – дополнительные разделы физики для студентов III-го курса физико-
математического факультета, направление подготовки 6.040203 Физика*.

В этой работе будет рассказано о физических основах термоядерного син-
теза, об истории его освоения сначала в качестве термоядерного оружия, а
потом в качестве альтернативного источника энергии. При рассказе об управ-
ляемом термоядерном синтезе помимо рассмотрения различного способа его
получения, мы подробно остановимся на проекте ИТЭР – самом актуальном
и перспективном проекте по управляемому термоядерному синтезу.

c⃝ Игнатенко А.Ю., 2013
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Особый интерес данной работы представляет раздел об управляемом тер-
моядерном синтезе, в частности информация о проекте ИТЭР, потому что ин-
формация о нем доступна в основном на английском языке, а та информация,
что на русском очень ограничена и разрознена.

Основная часть
Термоядерный синтез
Термоядерная реакция – разновидность ядерной реакции, при которой

легкие атомные ядра объеденяются в более тяжелые. Для того чтобы произо-
шла реакция синтеза, исходные ядра должны преодолеть силу электростати-
ческого отталкивания, для этого они должны иметь большую кинетическую
энергию. Если предположить, что кинетическая энергия ядер определяется
их тепловым движением то можно сказать, что для реакции синтеза нужна
большая температура. Поэтому реакция названа «термоядерной».

Управляемый термоядерный синтез (УТС) – синтез более тяжелых атом-
ных ядер из более легких с целью получения энергии, который носит управ-
ляемый характер в отличие от взрывного термоядерного синтеза (использу-
емого в термоядерном оружии). Управляемый термоядерный синтез отлича-
ется от традиционной ядерной энергетики тем, что в последней используется
реакция распада, в ходе которой из тяжелых ядер получаются более легкие
ядра [2]. Рассматриваются две принципиальные схемы осуществления управ-
ляемого термоядерного синтеза:

1. Квазистационарные системы.
Нагрев и удержание плазмы осуществляется магнитным полем при относи-
тельно низком давлении и высокой температуре. Для этого применяются ре-
акторы в виде токамаков, стеллараторов, зеркальных ловушек и торсатронов,
которые отличаются конфигурацией магнитого поля. Реактор ИТЭР имеет
конфигурацию токамака.

2. Импульсные системы.
В таких системах УТС осуществляется путем кратковременного нагрева
небольших мишеней, содержащих дейтерий и тритий, сверхмощными лазер-
ными или ионнными импульсами. Такое облучение вызывает последователь-
ность термоядерных микровзрывов. Исследования первого вида термоядер-
ных реакторов существенно более развиты, чем второго.

Термоядерное сырье
Водород – бесцветный газ, первый элемент периодической системы эле-

ментов. Самое легкое вещество. Ион самого распространённого изотопа во-
дорода H1 – протон.
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Некоторые изотопы водорода имеют собственные названия: 1H – протий
(H) , 2H – дейтерий (D) и 3H – тритий (T ) . Широко распространен в
природе, горюч.

Выделение горючего газа при взаимодействии кислот и металлов наблю-
дали в XVI и XVII веках на заре становления химии как науки. Знаменитый
английский физик и химик Г. Кавендиш в 1766 году исследовал этот газ и
назвал его «горючим воздухом». При сжигании «горючий воздух» давал во-
ду, но приверженность Кавендиша теории флогистона помешала ему сделать
правильные выводы. Французский химик А. Лавуазье совместно с инжене-
ром Ж. Менье, используя специальные газометры, в 1783 г. осуществил син-
тез воды, а затем и ее анализ, разложив водяной пар раскаленным железом.
Таким образом он установил, что «горючий воздух» входит в состав воды и
может быть из неё получен. Лавуазье дал водороду название hydrogene (от
греческого hydor – вода и gennao – рождаю) – «рождающий воду». Русское
наименование «водород» предложил химик М. Ф. Соловьев в 1824 году.

История создания водородной бомбы
12 августа 1953 г. в СССР по схеме, предложенной Л. Д. Сахаровым и

названной у нас «слойкой», был успешно испытан первый в мире реальный
водородный заряд. В этом заряде в качестве термоядерного горючего был ис-
пользован, по предложению В. Л. Гинзбурга, литий в виде твердого химиче-
ского соединения. Это позволило в ходе термоядерной реакции (при взрыве)
получить дополнительное количество трития, что заметно повышало мощ-
ность заряда.

Испытанный в СССР термоядерный заряд был готов к применению в
качестве транспортабельной бомбы, то есть представлял собой первый ре-
альный образец водородного оружия. Он имел несколько больший вес и те
же габариты, что и первая советская атомная бомба, испытанная в 1949 г.,
но в 20 раз превышал её по мощности [4].

Управляемый термоядерный синтез
Проблема управляемого термоядерного синтеза настолько сложна, что

самостоятельно с ней не справится ни одна страна. Поэтому мировое сообще-
ство избрало самый оптимальный путь – создание проекта Международного
термоядерного экспериментального реактора – ИТЭР, в котором на сегодня
участвуют, кроме России, США, Евросоюз, Япония, Китай и Южная Корея.

Управляемый термоядерный синтез – процесс слияния легких атомных
ядер, происходящий с выделением энергии при высоких температурах в регу-
лируемых, управляемых условиях. Скорости протекания термоядерных реак-
ций малы из-за кулоновского отталкивания положительно заряженных ядер.
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Поэтому процесс синтеза идет с заметной интенсивностью только между лег-
кими ядрами, обладающими малым положительным зарядом и только при
высоких температурах, когда кинетическая энергия сталкивающихся ядер
оказывается достаточной для преодоления кулоновского потенциального ба-
рьера.

Токамак – тороидальная установка для магнитного удержания плазмы.
Плазма удерживается не стенками камеры, которые не способны выдержать
ее температуру, а специально создаваемым магнитным полем. Особенностью
токамака является использование электрического тока, протекающего че-
рез плазму для создания полоидального поля, необходимого для равновесия
плазмы. Этим он отличается от стелларатора, в котором и тороидальное и
полоидальное поле создается с помощью магнитных катушек.

Стелларатор – тип реактора для осуществления управляемого термоядер-
ного синтеза. Изобретен Л. Спитцером в 1951 г. Название реактора проис-
ходит от лат. stella – звезда, что должно указывать на схожесть процессов,
происходящих в стеллараторе и внутри звёзд. Он являет собой замкнутую
магнитную ловушка для удержания высокотемпературной плазмы. Принци-
пиальное отличие стелларатора от токамака заключается в том, что магнит-
ное поле для удержания плазмы полностью создается внешними катушками,
что, помимо прочего, позволяет использовать его в непрерывном режиме.

Лазерный термоядерный синтез
К настоящему времени сформировалось самостоятельное направление

термоядерных исследований – лазерный термоядерный синтез (ЛТС). Мик-
росфера, наполненная термоядерным топливом, со всех сторон «равномерно»
облучается многоканальным лазером. В результате взаимодействия греюще-
го излучения с поверхностью мишени образуется горячая плазма с темпе-
ратурой несколько килоэлектронвольт (так называемая плазменная корона),
разлетающаяся навстречу лучу лазера с характерными скоростями от 10 в 7
степени до 10 в 8 степени см/сек. В современных модельных экспериментах
на уровне энергий лазерного излучения 10-100 кДж удается достичь высоких
(приблизительно 90%) коэффициентов поглощения греющего излучения [3].

Проект ИТЭР (ITER) – проект международного экспериментального тер-
моядерного реактора. Первоначально название ITER было образовано как
сокращение английского названия International Thermonuclear Experimental
Reactor (Международный термоядерный экспериментальный реактор). В на-
стоящее время оно, официально, не считается аббревиатурой, а связывается
с латинским словом iter – путь. Задача ИТЭР заключается в демонстрации
осуществимости создания термоядерного реактора и решении физических и
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технологических проблем, которые могут встретиться на этом пути.
В настоящее время проектирование реактора полностью закончено и вы-

брано место для его строительства – французский город Кадараш. Страны-
участницы: Евросоюз, Индия, Китай, Республика Корея, Россия, США, Япо-
ния. ИТЭР относится к термоядерным реакторам типа «токамак» [1].

Выводы
Из проведенного анализа литературы по теме магистерской работы «Ис-

тория исследования термоядерного синтеза» было отмечено, что учебной ли-
тературы по данной теме не достаточно.

Разработана рабочая программа спецкурса дополнительные разделы
физики «История исследования термоядерного синтеза» для студентов
3-го курса физико-математического факультета, направление подготовки
6.040203 Физика*, в которой предложена тематика лекционного курса и се-
минарских занятий.

Практическое значение этого исследования заключается в том, что раз-
работанный спецкурс может быть использован преподавателями ВУЗов, учи-
телями школ, студентами и учениками. Спецкурс поможет углубить и рас-
ширить знания по физике и повысить эффективность и качество учебно-
воспитательного процесса.
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ПРО ЕКОЛОГIЧНЕ ВИХОВАННЯ УЧНIВ НА УРОКАХ
ПРИРОДНИЧО-НАУКОВИХ ДИСЦИПЛIН

Стаття присвячена актуальним питанням екологiчного виховання учнiв на уроках при-
родничо-наукових дисциплiн.

Ключовi слова: екологiчне виховання, екологiчна освiта.

Вступ
Тема екологiчного виховання для людини буде актуальна завжди, тим

бiльше в сучасних умовах погiршення якостi екологiї, що пов’язано з еко-
логiчною безграмотнiстю. Для запобiгання можливих негативних наслiдкiв
вторгнення людини в природу необхiдне рiшення низки науково-технiчних,
соцiально-полiтичних, економiчних та iнших проблем, серед яких одне з пер-
ших мiсць займають педагогiчнi, виховнi, оскiльки пiдростаючi поколiння ще
на шкiльнiй лавi повиннi бути пiдготовленi до науково обґрунтованого i бе-
режного ставлення до навколишнього природного середовища.

Одним з дискусiйних питань є проблема методичної органiзацiї еколо-
гiчної освiти. Бiльш ефективнiше є «екологiзацiя» всiх навчальних предме-
тiв, оскiльки екологiчнi проблеми мають глобальний, мiждисциплiнарний ха-
рактер. Тобто всi природничо-науковi предмети можуть бути використанi у
справi вирiшення даної задачi.

Вчитель фiзики може здiйснювати екологiчне виховання учнiв через пре-
дмет, розглядаючи як питання фундаментального, так i прикладного, полiте-
хнiчного характеру, пiдбираючи завдання з вiдповiдним змiстом, проводячи
екскурсiї, запланованi шкiльною програмою з фiзики, органiзовуючи поза-
класнi заходи.

Учитель повинен розповiдати не тiльки про позитивнi прояви тих чи iн-
ших фiзичних явищ, необхiдно звертати також увагу й на шкiдливий вплив
виробничої дiяльностi людини на навколишнє середовище, повинен розповiд-
ати про шляхи зменшення негативного впливу людини на природу.
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Також екологiчним вихованням повиннi займатися на уроках хiмiї, бiоло-
гiї, анатомiї, географiї.

У курсi хiмiї необхiдно придiлити увагу екологiчним проблемам, що ви-
никають в результатi потужного хiмiчного впливу людства на бiосферу. Роз-
глядаючи хiмiчнi елементи, їх сполуки та характеризуючи їх роль у природi,
учнi дiзнаються про хiмiчний склад води, повiтря, ґрунту як про абiотичний
фактор середовища. Формується поняття про природну динамiчну рiвновагу
мiж хiмiчними показниками рiзних елементiв екосистеми. Саме в курсi хi-
мiчних дисциплiн треба розкрити проблеми забруднення природи вiдходами
людської дiяльностi, зокрема, високоактивними хiмiчними сполуками, синте-
зованими людиною, до переробки яких природа виявляється абсолютно «не-
готовою».

Бiологiчнi дисциплiни повиннi займати провiдне мiсце в розкриттi на-
укових основ природоохоронної дiяльностi, зокрема, принципу комплексної
охорони природи. У курсах ботанiки, зоологiї та загальної бiологiї дати уяв-
лення про охоронюванi територiї: iсторiя заповiдної справи, статус рiзних
заповiдних територiй, їх географiя, функцiї, бiосферне значення, перспекти-
ви розвитку i т. д. У курсi анатомiї згадати про вплив генно-модифiкованих
органiзмiв на дезоксирибонуклеїнову кислоту.

Розробити матерiали з екологiчним змiстом до урокiв фiзики з застосува-
нням iнформацiї про екологiчний стан м. Слов’янськ, та областi iнтегрованi
уроки з фiзики, хiмiї, географiї та бiологiї, позакласнi заходи та апробува-
ти цi матерiали на практицi з метою полiпшення екологiчних знань учнiв є
важливим.

Основна частина
В даний час кожна людина, не залежно вiд її спецiальностi, повинна бути

екологiчно освiчена i екологiчно культурна. Тiльки в цьому випадку вона
зможе реально оцiнювати наслiдки своєї практичної дiяльностi при взаємодiї
з природою. Важливим моментом в органiзацiї екологiчного виховання учнiв
пiд час вивчення природничо-наукових дисциплiн є визначення його змiсту.

Змiст екологiчних знань, що складають основу природоохоронної дiяль-
ностi в процесi вивчення фiзики, визначається точками зiткнення предметних
областей фiзики i екологiї.

Враховуючи те, що екологiя вивчає закономiрностi i взаємовiдносини мiж
живою i неживою природою, а фiзика – це наука про форми iснування матерiї
на неживих рiвнях її органiзацiї, до змiсту екологiчної освiти в процесi ви-
вчення фiзики повиннi ввiйти всi елементи неживої природи, якi визначають
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умови iснування живих iстот, та фiзична суть процесiв обмiну мiж живою i
неживою природою.

Згiдно з екологiчною термiнологiєю, умови iснування характеризуються
середовищем перебування i екологiчними факторами. У земних умовах iснує
чотири типи середовищ перебування живих органiзмiв: водне, повiтряне,
ґрунтове та тiло iншої живої iстоти. У процесi вивчення фiзики можуть бути
висвiтленi фiзичнi властивостi перших трьох середовищ як агрегатних станiв
речовини.

Пiд час викладання матерiалу, пов’язаного з розкриттям фiзичних пока-
зникiв середовища iснування та абiотичних факторiв, першорядного значення
набуває перший характер зв’язку мiж живою i неживою природою.

Наявнiсть наведених зв’язкiв обумовлює необхiднiсть застосування мiж-
предметних зв’язкiв при викладаннi екологiчного матерiалу в процесi навча-
ння фiзики. Значною мiрою це зв’язки фiзики з дисциплiнами бiологiчного
циклу, але важливу роль вiдiграють зв’язки фiзики з хiмiєю, географiєю.

На територiї Донецької областi, що складає 4,4% площi України, зосе-
реджена п’ята частина її промислового потенцiалу. У той же час викиди
забруднюючих речовин в атмосферу становлять 40% вiд викидiв по країнi,
забрудненi стоки у водоймища – бiльше 25%. Як наслiдок, техногенне на-
вантаження на одиницю територiї областi з рiзних шкiдливих речовин в 5-10
разiв вище середньоукраїнського показника. Протягом року на 1 км2 тери-
торiї областi викидаються в атмосферу 70 т забруднюючих речовин. Сказане
свiдчить про специфiку регiону. У Донбасi, природно, постiйне увага придi-
ляється проблемам вугiльної промисловостi. У зв’язку з масовим закриттям
шахт виникла необхiднiсть подолання негативних наслiдкiв цього процесу,
названого «реструктуризацiєю». Реструктуризацiя вугiльної промисловостi
загострила проблеми зайнятостi, зажадала бiльш глибокого вирiшення ре-
гiональних проблем формування i використання трудових ресурсiв, екологiї
регiону.

У тому, що проблеми екологiї кричущо, нiхто не сумнiвається, як i в тому,
що їх украй необхiдно вирiшувати. Але як? Висока концентрацiя промисло-
вого i сiльськогосподарського виробництва, пiдвищена щiльнiсть населення,
розвинута транспортна iнфраструктура – все це сильно впливає на еколо-
гiю Донеччини. Висока концентрацiя потенцiйно небезпечних виробництв iз
застарiлим устаткуванням створює цiлком реальну загрозу техногенних ка-
тастроф з важкими екологiчними наслiдками. У таких умовах говорити про
здоров’я населення не доводиться – рiвень захворювань дiтей i пiдлiткiв за
останнi 5 рокiв в Донецькiй областi значно вирiс, не «вiдстають» i дорослi.
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За даними Мiнiстерства охорони навколишнього середовища України,
щiльнiсть викидiв, що забруднюють атмосферу в нашiй областi, удвiчi ви-
щi, нiж у Днiпропетровськiй, у 3,5 бiльше, нiж у Луганськiй, у сiм – нiж у
Запорiзькiй верб 121 разiв бiльше, нiж у Харкiвськiй! Основнi «забрудню-
вачi» – пiдприємства вугiльної промисловостi, чорної металургiї та тепловi
електростанцiї.

Ненабагато краще i ситуацiя з водопостачанням – у водi практично всiх
рiчок Донецької областi дуже висока концентрацiя солей. Одна з основних
причин – викид високомiнералiзованих шахтних вод, з якими в рiчки попадає
понад мiльйон тонн рiзних солей. Аналогiчна ситуацiя i з Азовським морем.
Пiд впливом так званої господарської дiяльностi людини хiмiчний склад мо-
ря погiршився. Пiдвищений вмiст солей i хiмiчне забруднення призвели до
скорочення риби. На узбережжi моря розташованi понад 300 баз вiдпочин-
ку, пансiонатiв, дитячих оздоровчих таборiв. Бiльшiсть з них необладнаних i
самi становлять небезпеку для моря. Останнiм часом до всiх «звичним» еко-
логiчних проблем додалася ще одна – об’єм ґрунту, пошкодженого повiтряної
i водною ерозiєю, «вивiв» Донецьку область на перше мiсце по всiй країнi!

Урахування вимог до органiзацiї процесу екологiчного навчання i вихо-
вання дає змогу спланувати його, пов’язавши з конкретним фiзичним мате-
рiалом. Характернi засоби i методи навчання, застосування яких зумовлює
виконання поставлених завдань, форми роботи, до яких вчитель може залу-
чати учнiв пiд час формування екологiчних знань, умiнь i мотивiв, можуть
бути рiзноманiтнi.

Конкретний вид дiяльностi може бути обраний залежно вiд загального
сценарiю уроку, обсягу часу, який вiдводиться на розгляд екологiчного ма-
терiалу, рiвня пiдготовки учнiв i специфiки методики викладання фiзики в
роботi кожного вчителя.

Наприклад, при вивченнi теми: «Фiзичнi явища, фiзика i технiка» розгля-
дається взаємозв’язок природи i людського суспiльства, кругообiг речовин
у природi i промисловому виробництвi, проблема утилiзацiї вiдходiв, вплив
господарської дiяльностi людей на навколишнє середовище (на конкретних
прикладах, найближчих до школи пiдприємств).

При вивченнi теми: «Молекули. Дифузiя» – поширення шкiдливих речо-
вин, виброшенних промисловими пiдприємствами, в повiтрi, водi та ґрунтi,
небезпека неправильного застосування та зберiгання мiнеральних добрив та
гербiцидiв, поняття про ГДК – гранично допустимої концентрацiї речовини,
контроль за станом навколишнього середовища, вимiрювання концентрацiй
шкiдливих речовин i порiвняння з ГДК, вплив на життя водоймiв нафтової
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плiвки на його поверхнi.
При вивченнi теми: «Густина речовини» розглядається подiл смiття на

складовi при його утилiзацiї, використання рiзної густини речовини в роботi
очисних споруд.

При вивченнi теми: «Взаємодiя атомiв i молекул» розглядається незмочу-
ванiсть оперення водоплавних птахiв водою i змочування її нафтою та iншi.

При вивченнi теми: «Джерела свiтла» розглядається шкiдлива дiя по-
тужного або високочастотного свiтла на очi, шкiдлива дiя на очi хiмiчних
речовин, ультрафiолетового випромiнювання.

Таким чином, результати дослiдно-експериментальної роботи пiдтвер-
джують припущення про те, що впровадження екологiчних аспектiв у вивче-
ння природничо-наукових дисциплiн допоможе пiдвищити рiвень екологiчної
освiченостi учнiв i бiльш того пiдвищить пiзнавальний iнтерес до предметiв.

Висновки
1. Аналiз шкiльних пiдручникiв i програм показав, що екологiчнi аспекти

в шкiльних курсах природничо-наукового циклу висвiтлено недостатньо.
2. Доведено, що уроки, доповненi екологiчними матерiалами, позитивно

впливають на рiвень осмислення учнями теоретичних питань курсу фiзики i
сприяють пiдвищенню пiзнавального iнтересу.

3. Виявлено, що вивчення фiзики з опорою на екологiчнi аспекти дозво-
ляє помiтно пiдвищити рiвень знань та екологiчну освiченiсть учнiв.
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