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Вiд редакцiйної колегiї
Шановнi читачi!
Ви тримаєте в руках другий випуск «Збiрника наукових праць фiзико-
математичного факультету Слов’янського державного педагогiчного унiвер-
ситету». Видання наукових праць викладачiв, студентiв та молодих науковцiв
фiзико-математичного факультету СДПУ започатковано у 2010 роцi, коли
результати наукових дослiджень було опублiковано окремою серiєю «Фiзико-
математичнi науки» в збiрнику наукових праць «Пошуки i знахiдки» за ма-
терiалами науково-практичної конференцiї СДПУ «Актуальнi питання науки
i освiти» (СДПУ, 20-22 квiтня 2010р.).

Метою збiрника є пiдтримка наукової активностi як серед студентiв, так
i серед молодих викладачiв СДПУ та iнших ВНЗ.

Основу збiрника складають повнотекстовi статтi доповiдей на цьогорiчнiй
Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї «Актуальнi питання науки i
освiти» (Слов’янськ, СДПУ, 24-26 квiтня 2012р.). Основнi результати допо-
вiдались на секцiйних засiданнях та були рекомендованi до друку головами
секцiй, завiдувачами випускових кафедр та науковими керiвниками випуско-
вих робiт.

Засновники збiрника мають намiр зробити його максимально вiдкритим
як для авторiв, так i для читачiв. Вiн виходить один раз на рiк у друкованому
та електронному виглядi. Електронна версiя журналу та iнформацiя щодо
спiвпрацi з авторами доступна на сторiнках офiцiйного сайту збiрника за
адресою http://slavdpu.dn.ua/fizmatzbirnyk/begin.htm.

Запрошуємо до спiвпрацi. Наснаги та творчих успiхiв!
Члени редакцiйної колегiї.
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До 75-рiччя
Нечволода Миколи Кузьмича

Нечволод Микола Кузьмич народив-
ся 11 сiчня 1937 року в мiстi Куп’янськ
Харкiвської областi. Закiнчив Куп’ян-
ське педагогiчне училище (1955), Хар-
кiвський державний педагогiчний iнсти-
тут iм. Г.С. Сковороди (1961), аспi-
рантуру Українського фiзико-технiчного
науково-дослiдного iнституту за фахом
фiзика твердого тiла (1967).

Учитель Валкiвської середньої шко-
ли, iнспектор районного вiддiлу народної
освiти, старший викладач, доцент i за-
вiдуючий кафедрою фiзики, професор,
проректор з навчальної i наукової робо-
ти, ректор, з 2003 року – радник ректора
i професор кафедри фiзики (за сумiсни-
цтвом) Слов’янського державного педа-
гогiчного iнституту (з 2002 року – унiвер-
ситет), почесний ректор унiверситету.

Доктор фiзико-математичних наук, професор, академiк Академiї наук те-
хнологiчної кiбернетики України, Мiжнародної академiї наук, технологiй та
iнжинiрингу, Мiжнародної кадрової академiї.

Є науковим керiвником науково-технiчного напрямку «Низькотемпера-
турна повзучiсть алмазоподiбних напiвпровiдникiв», науково-дослiдних ла-
бораторiй унiверситету з фiзики твердого тiла i напiвпровiдникiв.

Микола Кузьмич нагороджений
• Золотими медалями та орденом «За розвиток науки i освiти» II тисячолiття
Американського бiографiчного iнституту та Мiжнародної кадрової академiї;
• Золотою медаллю Пошани Америки як видатний iноземний вчений;
• Медалями «За доблесну працю», «Ветеран працi», А.С. Макаренка, «10
рокiв незалежностi України»;
• Знаком пошани «За значнi досягнення в органiзацiї науково-дослiдної ро-
боти студентiв»;
• Почесними грамотами Мiнiстерства освiти i науки України.
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Основнi дати життя та дiяльностi М.К. Нечволода

1937, 11 сiчня – народився в м. Куп’янську Харкiвської областi.
1955 – закiнчив Куп’янське педагогiчне училище.
1961 – закiнчив стацiонарне вiддiлення фiзико-математичного факульте-

ту Харкiвського державного педагогiчного iнституту iм. Г.С. Сковороди.
1967 – закiнчення аспiрантури i захист кандидатської дисертацiї, був на-

правлений на роботу у Слов’янський державний педагогiчний iнститут.
1967 – 1969 – старший викладач кафедри фiзики.
15 лютого 1968 р. – присуджена вчена ступiнь кандидата фiзико-

математичних наук.
1969 – 1970 – завiдуючий кафедрою фiзики.
1970 – 1974 – проректор з навчальної i наукової роботи.
27 лютого 1977 р. – нагороджений значком «Вiдмiнник народної освi-

ти».
1984 – завершення докторської дисертацiї.
1989 – присуджена вчена ступiнь доктора фiзико-математичних наук.
1990 – присуджено вчене звання професора за кафедрою фiзики.
1999 – присвоєння Указом Президента України Почесного звання «За-

служений працiвник народної освiти України».
1986 – 2003 – ректор Слов’янського державного педагогiчного iнституту.
1992 – виступив на запрошення ЮНЕСКО з доповiддю «Педагогiчна

освiта, соцiальний прогрес та мiжнародне спiвробiтництво в епоху глобальних
свiтових змiн».

2001 – був запрошений ЮНЕСКО взяти участь у Мiжнародному форумi
в Оксфордi (Англiя) з проблем вищої освiти.

2001, жовтень – нагороджений золотою медаллю Мiжнародної кадрової
Академiї «За заслуги в освiтi».

2001, листопад – за досягнення в галузi науки i освiти Американський
бiографiчний iнститут, акредитований при ЮНЕСКО, присвоїв М.К. Нечво-
лоду почесне звання «Видатна людина свiту».

2003 – за значнi досягнення в галузi фiзико-математичних наук iм’я про-
фесора М.К. Нечволода внесено Американським бiографiчним iнститутом до
першого всесвiтнього бiографiчного довiдника «Великi уми ХХI столiття».

з 2003р. по даний час – Радник ректора Слов’янського державного
педагогiчного унiверситету.
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До 75-рiччя Нечволода Миколи Кузьмича

Микола Кузьмич є автором (спiвавтором) понад 100 наукових праць.

Основнi та найбiльш вагомi працi М.К. Нечволода
1. Нечволод М. К. Вплив ультразвукового опромiнення на повзучiсть моно-
кристалiв Li F / М. К. Нечволод, И. А. Гиндин, Г. Н. Малик, Я. Д. Стародубов
// Укр. физ. журнал. – 1966. – T. 11, № 11. – С. 1243 – 1246.
2. Нечволод М. К. Про ступiнчасту повзучiсть монокристалiв Li F /
М. К. Нечволод, И. А. Гиндин, Я. Д. Стародубов // Укр. физ. журнал. –
1966. – Т. 11, № 10. – С.1121 – 1127.
3. Нечволод Н. К. Упрочнение кристаллических тел методом ступенчатой
низкотемпературной ползучести / Н. К. Нечволод, И. А. Гиндин, Я. Д. Ста-
родубов // Докл. АН СССР. – 1967. – Т. 174, № 1. – С. 73 – 75.
4. Нечволод Н. К. Влияние ступенчатой низкотемпературной ползучести
на электросопротивление и механические свойства меди / Н. К. Нечволод,
И. А. Гиндин, Я. Д. Стародубов // Физика металлов и металловедение. – К.,
1968. – Т. 26, № 4. – С. 688 – 695.
5. Нечволод Н. К. Влияние ультразвукового облучения на область действия
механизма истощения дислокаций в процессе ступенчатой ползучести моно-
кристаллов / Н. К. Нечволод, И. А. Гиндин, Г. Н. Малик // Укр. физ. журнал.
– 1968. – Т.13, №11. – С. 1823 – 1827.
6. Нечволод Н. К. Дислокационная структура монокристаллов Li F в усло-
виях резких термических изменений / Н. К. Нечволод, В. А. Надточий //
Укр. физ. журнал. – 1969. – Т. 14, № 6. – С. 1046 – 1049.
7. Нечволод Н. К. Ползучесть олова в температурной области фазового
превращения / Н. К. Нечволод, И. А. Гиндин, Я. Д. Стародубов // Физиче-
ская природа пластической деформации и разрушения металлов. – К., 1969.
– С. 95 – 102.
8. Нечволод Н. К. Измерение ЭДС Холла на переменных электрических и
магнитных полях / В. А. Надточий, Н. К. Нечволод // Приборы и техника
эксперимента. – 1970. – № 2. – С. 167 – 168.
9. Нечволод Н. К. Некоторые закономерности ступенчатой ползучести мо-
нокристаллического германия и кремния при комнатной температуре /
В. А. Надточий, Н. К. Нечволод, В. П. Алехин, М. Х. Шоршоров // Де-
фекты структуры в полупроводниках: материалы Всесоюзного совещания. –
Новосибирск, 1973. – С. 138 – 141.
10. Нечволод Н. К. О пластической деформации германия и кремния при
комнатной температуре в условиях одноосного сжатия / В. А. Надточий,
Н. К. Нечволод, М. Х. Шоршоров // Дефекты структуры в полупроводниках
: материалы Всесоюзного совещания. – Новосибирск, 1973. – С. 142 – 145.
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11. Нечволод Н. К. Некоторые закономерности ступенчатой ползучести мо-
нокристаллического германия при 300 К / В. А. Надточий, Н. К. Нечволод,
В. П. Алехин // Физика и химия обработки материалов. – 1974. – №5. – С. 112
– 119.
12. Нечволод Н. К. О закономерностях пластической деформации кремния
при комнатной температуре / В. А. Надточий, Н. К. Нечволод, В. П. Алехин,
М. Х. Шоршоров // Физика и химия обработки материалов. – 1974. – №6. –
С. 103 – 108.
13. Нечволод Н. К. О пластической деформации германия при комнатной
температуре / В. А. Надточий, Н. К. Нечволод, В. П. Алехин, А. П. Тихонов,
М. Х. Шоршоров // Физика и химия обработки материалов. – 1974. – №3. –
С. 83 – 90
14. Нечволод Н. К. Установка для исследования ползучести алмазоподоб-
ных полупроводниковых материалов при комнатной температуре / В. А. Над-
точий, Н. К. Нечволод, А. П. Тихонов // Заводская лаборатория. – М., 1974.
– Т.40, №1. – С. 112 – 114.
15. Нечволод Н. К. Особенности низкотемпературной микропластической
деформации кремния при комнатной температуре / Н. К. Нечволод,
В. П. Алехин, В. А. Надточий, М. Х. Шоршоров // Сплавы редких метал-
лов с особыми физическими свойствами : мат. Всес. совещания. – М., 1975. –
С. 72 – 76.
16. Нечволод Н. К. Влияние термоциклирования на ступенчатую ползу-
честь монокристаллов Li F в области действия механизма истощения дисло-
каций / Н. К. Нечволод, А. Я. Белошапка, В. Я. Белошапка, B. C. Романуша,
Б. Е. Шкуратов // Укр физ. журнал. – 1976. – Т.21, №12. – С. 2052 – 2053.
17. Нечволод Н. К. О пластической деформации германия и кремния при
комнатной температуре в условиях одноосного сжатия / В. А. Надточий,
Н. К. Нечволод, В. П. Алехин // Металлические монокристаллы. Получение
и исследование свойств. – М., 1976. – С. 180 – 184.
18. Нечволод Н. К. Особенности микропластической деформации германия
в условиях одноосного сжатия при комнатной температуре / В. А. Надточий,
Н. К. Нечволод, В. П. Алехин, М. Х. Шоршоров // Металлические монокри-
сталлы. Получение и исследование свойств. – М., 1976. – С. 186 – 193.
19. Нечволод Н. К. Низкотемпературная деформация в монокристаллах
германия и кремния / В. А. Надточий, Н. К. Нечволод, В. П. Алехин,
В. П. Вареца, А. З. Калимбет, М. Х. Шоршоров // Монокристаллы туго-
плавких и редких металлов, сплавов и соединений. – М., 1977. – С. 150 –
156.
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До 75-рiччя Нечволода Миколи Кузьмича

20. Нечволод Н. К. Ползучесть кристаллических тел при низких темпера-
турах / Н. К. Нечволод. – К.: Вища школа, 1980. – 184 с.
21. Нечволод Н. К. Влияние ступенчатой ползучести в режиме истощения
дислокаций на инфракрасные спектры пропускания монокристаллов LiF
при 300 К / Н. К. Нечволод, В. А. Глыва, В. П. Зарва, В. А. Золотухин,
Г. Н. Романенко // Физика и химия обработки материалов. – 1983. – №1. –
С. 92 – 98.
22. Нечволод Н. К. Рентгенографическое и электронно-микроскопическое
исследование дислокационной структуры поликристаллической меди после
ступенчатой ползучести в температурном интервале 300-77 К / Н. К. Нечво-
лод, Б. А. Брусиловский, В. А. Глыва, Л. Г. Хает // Физика твердого тела. –
К., 1987. – Вып. 17. – С. 55 – 59.
23. Нечволод Н. К. Расчет дислокационных донорных уровней в щелочно-
галлоидных кристаллах на основе экспериментальных данных по низкотем-
пературной ползучести / Н. К. Нечволод, В. А. Надточий, В. А. Золотухин
// Физика твердого тела. – К., 1988. – Вып. 18. – С. 60 – 62.
24. Нечволод Н. К. Проблемное обучение как условие развития творческого
мышления / Н. К. Нечволод, Л. С. Шурыгина // Методологические, дида-
ктические и психологические аспекты проблемного обучения физике : тез.
докл. 1-ой Международ. науч. – метод. конф. – Донецк, 1990.
25. Нечволод Н. К. Проблемные ситуации при изучении необратимости /
Н. К. Нечволод, Л. С. Шурыгина // Методологические, дидактические и
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ПРИБЛИЖЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ МНОГИХ
ПЕРЕМЕННЫХ ПРЯМОУГОЛЬНЫМИ МЕТОДАМИ

Получены интегральные представления уклонений методов приближения, которые опре-
деляются прямоугольными матрицами, на классах функций многих переменных.

We obtain integral representations of the deviations of methods of approximation, which
are defined by rectangular matrices, for classes of functions of several variables.

Keywords: Fourier series, classes of functions

Введение
Классы ψ -интегралов функций многих переменных были введены в ра-

боте [1] (см. также [2-4]). В этих работах изучаются вопросы приближения
классов ψ -интегралов периодических функций многих переменных прямо-
угольными линейными методами, задаваемыми треугольными суммирующи-
ми матрицами. В данной статье получены интегральные представления для
верхних граней уклонений прямоугольных линейных средних рядов Фурье,
задаваемых прямоугольными суммирующими матрицами на классах функ-
ций многих переменных. Для дальнейшего изложения введем ряд обозначе-
ний и определений. В одномерном случае вопросы приближения прямоуголь-
ными методами изучались в работе [6].

Следуя [5], введем ряд Фурье функции многих переменных и линейные
методы их суммирования следующим образом. Пусть Rm – пространство

m -мерных векторов x⃗ = (x1, x2, ..., xm), T
m =

m∏
i=1

[−π;π] – m -мерный куб

с ребром 2π,

Nm =
{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, i = 1, 2, ...,m

}
,

Nm
∗ =

{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N∗ = N ∪ {0}, i = 1, 2, ...,m

}
,

c⃝ Новиков О.А., Ровенская О.Г., Шулик Т.В., 2012

14



Новиков О.А., Ровенская О.Г., Шулик Т.В. Приближение прямоугольными методами

Nm
i =

{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, xj ∈ N∗, i ̸= j

}
.

Пусть Em – множество точек из Rm , координаты которых 0 или 1. Через
L(Tm) обозначим множество 2π -периодических по каждой переменной, сум-
мируемых на кубе периодов Tm функций f(x⃗) = f(x1, x2, ..., xm).

Пусть f ∈ L(Tm) . Следуя [12, с. 546], каждой паре точек s⃗ ∈ Em,
k⃗ ∈ Nm

∗ , поставим в соответствие коэффициент Фурье функции f

as⃗
k⃗
(f) =

1

πm

∫
Tm
f(x⃗)

m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
dxi.

Каждому вектору k⃗ ∈ Nm
∗ поставим в соответствие гармонику функции f(x⃗)

Ak⃗(f ; x⃗) =
∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
.

Следуя [5], ряд Фурье функции f(x⃗) определим следующим соотношени-
ем

S[f ] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)
Ak⃗(f ; x⃗), (1)

где q(k⃗) – количество нулевых координат вектора k⃗ .
Следуя [6], определим прямоугольные методы суммирования рядов Фу-

рье функций многих переменных. Пусть для каждого i = 1, 2, ...,m задано
множество B(i) ⊂ (1;+∞) , для которого +∞ является предельной точкой.
Элементы множества B(i) обозначим δ , δ ∈ B(i) . Каждой паре чисел δ ∈ B(i)

и k = 0; 1; 2; ... , поставим в соответствие число λ
(δ,i)
k , λ(δ,i)0 = 1 . Для каждого

фиксированного i = 1, 2, ...,m, обозначим Λi =
{
λ
(δ,i)
k

}k=0,1,...

δ∈B(i)

В случае B(i) = N , i = 1, 2, ...,m, получаем λ
(δ,i)
k = λ

(n)
k и при выполне-

нии условия λ
(n)
k = 0 для k ≥ n , матрица

Λi =
{
λ
(δ,i)
k

}k=0,1,...

δ∈N
=
{
λ
(n)
k

}k=0,1,...

n∈N

оказывается треугольной.
В общем случае каждому значению δ ∈ B(i), i = 1, 2, ...,m, соответству-

ет бесконечная строка (последовательность) величин λ
(δ,i)
k , k = 0, 1, 2, ... , а

множество Λi =
{
λ
(δ,i)
k

}k=0,1,...

δ∈B(i)
представляет собой семейство строк:

λ
(δ,i)
0 , λ

(δ,i)
1 , λ

(δ,i)
2 , ...,

Випуск №2, 2012 15
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каждая из которых соответствует своему фиксированному значению δ ∈ B(i).

Если множество B(i) счетное и B(i) = {δ1, δ2, ...} , то соответствующее мно-
жество Λi можно представить с в виде матрицы, которая в общем случае не
является треугольной  λ

(δ1,i)
0 λ

(δ1,i)
1 λ

(δ1,i)
2 ...

λ
(δ2,i)
0 λ

(δ2,i)
1 λ

(δ2,i)
2 ...

...


Выберем из каждого множества B(i), i = 1, 2, ...,m, по одному элементу
δ(i) ∈ B(i) и обозначим δ⃗ = (δ(1), δ(2), ..., δ(m)) . Тогда вектор δ⃗ пробегает
декартово произведение множеств B(i), i = 1, 2, ...,m, : δ⃗ ∈

∏m
i=1B

(i) . Обо-
значим

λ
(δ⃗)

k⃗
= λ

(δ,1)
k1

λ
(δ,2)
k2

...λ
(δ,m)
km

=
m∏
i=1

λ
(δ,i)
ki

.

Вектору δ⃗ и функции f ∈ L(Tm) , имеющей ряд Фурье (1), поставим в соот-
ветствие ряд

Sδ⃗[f ] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)

m∏
i=1

λ
(δ,i)
ki

Ak⃗(f, x⃗) =
∑
k⃗∈Nm

∗

λ
(δ⃗)

k⃗

2q(k⃗)
Ak⃗(f, x⃗), δ⃗ ∈

m∏
i=1

B(i). (2)

При соответствующем выборе набора множеств Λδ⃗ = (Λ1,Λ2, ...,Λm)
эти ряды являются рядами Фурье некоторых функций, которые обозна-
чим Uδ⃗(f, x⃗,Λ) . Например, если λ

(δ,i)
k = 1 для всех k = 0, 1, 2, ... ,

δ ∈ B(i), i = 1, 2, ...,m, то Uδ⃗(f, x⃗,Λ) = S[f ] . Таким образом,

S[Uδ⃗(f, x⃗,Λ)] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)
·
m∏
i=1

λ
(δ,i)
ki

Ak⃗(f, x⃗). (3)

Изучим вопросы приближения операторами Uδ⃗(f, x⃗,Λ) классов функций
многих переменных, которые, следуя [1], введем следующим образом.

Пусть m = {1, 2, ...,m} и через µ обозначено некоторое подмножество из
m , |µ| количество элементов множества µ , через µ(r) – всякое r -элементное
подмножество из m так, что |µ(r)| = r .

Гармоникой, сопряженной с Ak⃗(f ; x⃗) по переменной xr , будем называть
величину

Ae⃗r
k⃗
(f ; x⃗)=

∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

∏
i∈m\{r}

cos
(
kixi −

siπ

2

)
cos

(
krxr −

(sr + 1)π

2

)
.
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Пусть ψi = (ψi1(k), ψi2(k)) , Ψi = (Ψi1(k),Ψi2(k)), i ∈ m , k = 0, 1, 2, ...,
– наборы систем чисел таких, что для всех i ∈ m, k ∈ N, выполняются
условия: ψi1(0) = 1, Ψi1(0) = 1 , ψi2(0) = 0, Ψi2(0) = 0 ,

ψ
2

i (k) = ψ2
i1(k) + ψ2

i2(k) ̸= 0, Ψ
2
i (k) = Ψ2

i1(k) + Ψ2
i2(k) ̸= 0.

Если для фиксированного r ∈ m существует функция fψr(x⃗) ∈ L(Tm)
такая, что

S[fψr ]=
∑
k⃗∈Nm

r

1

2q(k⃗)ψ
2

r(kr)

(
ψr1(kr)Ak⃗(f ; x⃗)− ψr2(kr)A

e⃗r
k⃗
(f ; x⃗)

)
, (4)

где Nm
r – множество точек k⃗ ∈ Nm

∗ , у которых kr ̸= 0 , то будем говорить,
что fψr(x⃗) является частной ψr -производной функции f(x⃗) по переменной
xr . Для функции fψr(x⃗) будем также использовать естественное для частных
производных обозначение ∂ψrf(x⃗)

∂xr
.

Для фиксированного набора µ ⊂ m , µ = {r1, r2, ..., r|µ|} , смешанной Ψµ -
производной по переменным xi, i ∈ µ будем называть функцию fΨµ , кото-
рая задается соотношением

fΨµ(x⃗) =
∂
Ψr|µ|∂

Ψr|µ|−1 ...∂Ψr1f(x⃗)

∂xr|µ|∂xr|µ|−1
...∂xr1

.

Множество функций f ∈ L(Tm) таких, что для любых i ∈ m суще-
ствуют ψi -производные fψi и для всех µ ⊂ m существуют смешанные
Ψµ -производные fΨµ , будем обозначать Lmψ , а подмножество непрерывных
функций из Lmψ будем обозначать Cmψ . Множество функций из Cmψ , удо-
влетворяющих условиям

esssup|fψi(x⃗)| ≤ 1, esssup|fΨµ(x⃗)| ≤ 1, i ∈ m, µ ⊂ m,

будем обозначать Cmψ
∞ .

Основная часть
Найдем интегральные представления для величин

ρδ⃗(f, x⃗,Λ)
df
= f(x⃗)− Uδ⃗(f, x⃗,Λ). (5)

Для этого понадобится следующее утверждение, полученное в работе [1].
Лемма. [1] Пусть f ∈ Cmψ

∞ . Тогда для всякого k⃗ ∈ Nm
µ , s⃗ ∈ Em, µ ⊂ m,

выполняются равенства

as⃗
k⃗
(f) =

∑
ζ⊂µ

∏
i∈µ\ζ

Ψi1(ki)
∏
j∈ζ

(−Ψj2(kj))(−1)
∑
ν⊂ζ

sν
a
s⃗+
∑
ν∈ζ

(−1)sν e⃗ν

k⃗
(fΨµ), (6)
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в частности, для k⃗ ∈ Nm
i , i ∈ m,

as⃗
k⃗
(f) = ψi1(ki)a

s⃗
k⃗
(fψi)− (−1)siψi2(ki)as⃗+(−1)si e⃗i

k⃗
(fψi). (7)

Следуя А.И. Степанцу [6, c. 56], через {λi(v)}, i = 1, 2, ...,m,
v ∈ [0,+∞), обозначим набор последовностей, заданных и непрерывных на
[0,+∞) функций, таких, что λi

(
k
δi

)
= λ

(i)
δi
(k), i ∈ m.

Каждому вектору δ⃗ поставим в соответствие набор непрерывных на
[0; +∞) функций λ

(δ⃗)
i (u), i = 1, 2, ...,m , так, что каждой координате δ(i) это-

го вектора соответствует функция λ
(δ⃗)
i (u) такая, что

λ
(δ⃗)
i

(
k/δ(i)

)
= λ

(δ,i)
k , δ(i) ∈ B(i), i = 1, 2, ...,m.

Пусть функции τ
(δ⃗)
ij (v) , T (δ⃗)

ij (v) для i = 1, 2, ...,m, j = 1; 2, на проме-
жутке [ 1δi ; +∞) определены соотношениями

τ
(δ⃗)
ij (v) = (1− λ(δ⃗)i (v))ψij(δiv), T

(δ⃗)
ij (v) = (1− λ(δ⃗)i (v))Ψij(niv), (8)

a на промежутке [0; 1
δi
] определены так, чтобы эти функции были непрерыв-

ными на [0; +∞) и выполнялись условия T
(δ⃗)
ij (0) = τ

(δ⃗)
ij (0) = 0, i ∈ m.

Известно [7, c. 54], что в случае, когда функция τ(u) определена и непре-
рывна на [0; +∞) и имеет суммируемое на R преобразование Фурье

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣1π
∞∫
0

τ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣∣∣ dt <∞, β ∈ R,

то ∀u ∈ [0; +∞) справедливы равенства

1

π

∞∫
−∞

∞∫
0

τ(v) cos

(
vt+

βπ

2

)
dv cos

(
ut+

βπ

2

)
dt = τ(u),

1

π

∞∫
−∞

∞∫
0

τ(v) cos

(
vt+

βπ

2

)
dv sin

(
ut+

βπ

2

)
dt = 0. (9)

Положим

τ̂
(δ⃗)
ij (t) =

1

π

∞∫
0

τ
(δ⃗)
ij (v) cos

(
vt− (j − 1)

2
π

)
dv.

В принятых обозначениях справедливо следующее утверждение.
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Теорема 1. Пусть функции τ
(δ⃗)
ij (v), T

(δ⃗)
ij (v) определяемые соотношениями

(8), имеют суммируемые на R преобразования Фурье
∞∫

−∞

|τ̂ (δ⃗)ij (t)|dt <∞,
∞∫

−∞

|T̂ (δ⃗)
ij (t)|dt <∞, i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2. (10)

Тогда для всякой функции f ∈ Cmψ
∞ в каждой точке x⃗ ∈ Tm выполняется

равенство

ρδ⃗(f ; x⃗; Λ)=
m∑
k=1

1

π

∞∫
−∞

fψk
(
x⃗− tk

δ(k)
e⃗k

) ∞∫
0

(
τ
(δ⃗)
k1 (v) cos vtk + τ

(δ⃗)
k2 (v) sin vtk

)
dvdtk+

+
m∑
r=2

(−1)r+1
∑

µ(r)⊂m

1

πr

∫
Rr

fΨµ

x⃗− ∑
j∈µ(r)

tj
δ(j)

e⃗j

×
×
∏
ν∈µ(r)

∞∫
0

(
T

(δ⃗)
ν1 (vν) cos vνtν + T

(δ⃗)
ν2 (vν) sin vνtν

)
dvνdtν. (11)

Доказательство. Имея в виду соотношения (3), (5), получаем

S[ρδ⃗] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)

(
1−

m∏
i=1

λ
(δ,i)
ki

)
Ak⃗(f ; x⃗).

Применяя равенство

1−
m∏
i=1

λ
(δ,i)
ki

=
m∑
i=1

(−1)i+1
∑
µ(i)⊂m

∏
j∈µ(i)

(
1− λ(δ,j)kj

)
,

получаем

S[ρδ⃗] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)

 m∑
i=1

(−1)i+1
∑
µ(i)⊂m

∏
j∈µ(i)

(
1− λ(δ,j)kj

)Ak⃗(f ; x⃗) =

=
m∑
i=1

∑
k⃗∈Nm

i

1

2q(k⃗)

(
1− λ(δ,i)ki

)
Ak⃗(f ; x⃗) +

m∑
i=2

(−1)i+1
∑
µ(i)⊂m

∑
k⃗∈Nm

µ

1

2q(k⃗)
×

×
∏
j∈µ(i)

(
1− λ(δ,j)kj

)
Ak⃗(f ; x⃗)

df
=

m∑
i=1

Si(f ; x⃗) +
m∑
i=2

(−1)i+1
∑
µ(i)⊂m

Sµ(f ; x⃗). (12)
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Далее воспользуемся схемой доказательства, предложенной в работе [7,
c. 53]. Найдем коэффициенты Фурье функций

IΨµ(x⃗) = 1

πr

∫
Rr

fΨµ

x⃗− ∑
j∈µ(r)

tj
δ(j)

e⃗j

×
×
∏
ν∈µ(r)

∞∫
0

(
T

(δ⃗)
ν1 (vν) cos vνtν + T

(δ⃗)
ν2 (vν) sin vνtν

)
dvνdtν, µ = µ(r) ⊂ m,

Iψi(x⃗) = IΨµ(x⃗) , µ = µ(r) = {i} .
Учитывая условие (10), можем применить изменение порядка интегриро-

вания в следующих преобразованиях

1

πm

∫
Tm

∫
Rr

fΨµ

(
x⃗−

∑
j∈µ(r)

tj
δj
e⃗j

) ∏
ν∈µ(r)

1

π

∞∫
0

(T
(δ⃗)
ν1 (v) cos vtν + T

(δ⃗)
ν2 (v) sin vtν)dvdtν×

×
m∏
i=1

cos

(
kixi −

siπ

2

)
dxi =

∫
Rr

1

πm

∫
Tm

fΨµ(x⃗)
∏

i∈m\µ(r)

cos

(
kixi −

siπ

2

)
×

×
∏
j∈µ(r)

cos

(
kj

(
xj +

tj
δj

)
− sjπ

2

)
m∏
i=1

dxi
∏
ν∈µ(r)

1

π

∞∫
0

(T
(δ⃗)
ν1 (v) cos vtν+

+T
(δ⃗)
ν2 (v) sin vtν)dvdtν =

∫
Rr

1

πm

∫
Tm

fΨµ(x⃗)
∏

i∈m\µ(r)

cos

(
kixi −

siπ

2

)
×

×
∏
j∈µ(r)

(
cos

(
kjxj −

sjπ

2

)
cos

kj
δj
tj − sin

(
kjxj −

sjπ

2

)
sin

kj
δj
tj

)
m∏
i=1

dxi×

×
∏
ν∈µ(r)

1

π

∞∫
0

(T
(δ⃗)
ν1 (v) cos vtν + T

(δ⃗)
ν2 (v) sin vtν)dvdtν.

Применяя известное равенство∏
j∈µ(r)

(aj − bj) =
∑
ζ⊂µ(r)

∏
i∈µ\ζ

ai
∏
j∈ζ

(−bj),

получаем

as⃗
k⃗
(IΨµ)=

∫
Rr

1

πm

∫
Tm

fΨµ(x⃗)
∏

i∈m\µ(r)

cos

(
kixi −

siπ

2

) ∑
ζ⊂µ(r)

(∏
i∈µ\ζ

cos

(
kixi −

siπ

2

)
×
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× cos
ki
ni
ti
∏
j∈ζ

(
− sin

(
kixi −

siπ

2

)
sin

ki
ni
ti

))
m∏
i=1

dxi
∏
ν∈µ(r)

1

π

∞∫
0

(T
(δ⃗)
ν1 (v) cos vtν+

+T
(δ⃗)
ν2 (v) sin vtν)dvdtν =

∑
ζ⊂µ(r)

[∫
Rr

1

πm

∫
Tm

fΨµ(x⃗)
∏
i∈m\ζ

cos

(
kixi −

siπ

2

)
dxi×

×
∏
j∈ζ

sin

(
kjxj −

sjπ

2

)
dxj

∏
ν∈µ(r)\ζ

1

π

∞∫
0

(T
(δ⃗)
ν1 (v) cos vtν + T

(δ⃗)
ν2 (v) sin vtν)dv×

× cos
kν
nν
tνdtν

∏
γ∈ζ

1

π

∞∫
0

(T
(δ⃗)
γ1 (v) cos vtγ + T

(δ⃗)
γ2 (v) sin vtγ)dv sin

kγ
δγ
tγdtγ(−1)|ζ|

]
.

(13)
Так как для s⃗ ∈ Em, ζ ⊂ µ

a
s⃗+
∑
i∈ζ

(−1)si e⃗i

k⃗

(
fΨµ
)
=

(−1)
∑
i∈ζ

si

πm

∫
Tm

fΨµ(x⃗)
∏
i∈m\ζ

cos
(
kixi −

siπ

2

)
dxi×

×
∏
j∈ζ

sin
(
kjxj −

sjπ

2

)
dxj, k⃗ ∈ Nm

µ , a
s⃗+
∑
i∈ζ

(−1)si e⃗i

k⃗

(
fΨµ
)
= 0, k⃗ ∈ Nm

∗ \Nm
µ ,

то применяя (9), на основании (13) получаем

as⃗
k⃗

(
IΨµ
)
=
∑
ζ⊂µ

(−1)
∑
i∈ζ

si
a
s⃗+
∑
j∈ζ

(−1)sj e⃗j

k⃗

(
fΨµ
) ∏
ν∈µ\ζ

T
(δ⃗)
ν1

(
kν
nν

)∏
l∈ζ

T
(δ⃗)
l2

(
kl
nl

)
,

k⃗ ∈ Nm
µ , as⃗

k⃗

(
IΨµ
)
= 0, k⃗ ∈ Nm

∗ \Nm
µ . (14)

Учитывая равенство (6), имеем для k⃗ ∈ Nm
µ , s⃗ ∈ Em

as⃗
k⃗

(
IΨµ
)
=
∏
j∈µ

(
1− λ(δ,j)kj

)∑
ζ⊂µ

∏
i∈µ\ζ

Ψi1(ki)
∏
ν∈ζ

Ψν2(kν)a
s⃗+
∑
ν∈ζ

(−1)sν e⃗ν

k⃗

(
fΨµ
)
=

=
∏
j∈µ

(
1− λ(δ,j)kj

)
as⃗
k⃗
(f).

Следовательно,

Ak⃗

(
IΨµ; x⃗

)
=
∏
j∈µ

(1− λ(δ,i)ki
)Ak⃗(f ; x⃗), k⃗ ∈ Nm

µ . (15)
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Таким образом, учитывая (12), можем записать, что

S
[
IΨµ
]
=
∑
k⃗∈Nm

µ

1

2q(k⃗)

∏
j∈µ

(
1− λ(δ,j)kj

)
as⃗
k⃗
(f) = Sµ(f ; x⃗).

В частности S[Iψi] =
∑
k⃗∈Ni

1

2q(k⃗)

(
1− λ(δ,i)ki

)
Ak⃗(f ; x⃗) = Si(f ; x⃗).

Объединяя последние два соотношения с (12), получаем

S
[
ρδ⃗
]
= S

[
m∑
i=1

Iψi(f ; x⃗) +
m∑
i=2

(−1)i+1
∑
µ⊂m
IΨµ(f ; x⃗)

]
.

Это значит, что для всякой функции f ∈ Cmψ
∞ справедливо равенство

(11). 2
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ПРИБЛИЖЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ ПУАССОНА
r –ПОВТОРНЫМИ СУММАМИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА

Обчисленi значення iнтегралiв у головному членi асимптотичних формул для точних верх-
нiх меж вiдхилень r –повторних сум Валле Пуссена на класах iнтегралiв Пуассона.

Calculated values in the main term of asymptotic equalities for upper bounds of the
deviations of the r –repeated de la Vallee Poussin sums taken over classes of Poisson integrals.

Keywords: Fourier series, asymptotic equalities

Введение
Следуя [1], обозначим Cq

βHω — класс непрерывных 2π –периодических
функций f(x) , которые можно представить при помощи свертки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)P q
β(t) dt,

в которой

P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+
βπ

2
), q ∈ (0; 1), β ∈ R,

— ядро Пуассона, а функция φ(·) удовлетворяет условие

|φ(t′)− φ(t′′)| ≤ ω(|t′ − t′′|),∀t′, t′′ ∈ R,

где ω(t) — произвольный фиксированный модуль непрерывности. Известно
[2, c. 32], что классы Cq

βHω , которые принято называть классами интегралов
Пуассона, состоят из функций f , которые являются сужениями на дейст-
вительную ось функций F (z) , аналитических в полосе |Imz| ≤ ln 1

q/2 ln 2 .

c⃝ Кадубовский А.А., Новиков О.А., Ровенская О.Г., Шулик Т.В., Байдуга Е.В., 2012
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Пусть Sn(f ;x) — частичные суммы ряда Фурье функции f(x), p,
p1 , p2 ,...,pr — произвольные натуральные числа такие, что p < n,
r∑

k=1

pk
df
= Σp < n . Тогда суммы Валле Пуссена функции f(x) ∈ L1[−π; π]

обычные Vn,p(f, x) и r –повторные V
(r)
n,p (f, x) , соответственно, задаются со-

отношениями

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x),

V
(r)
n,p (f, x) =

1

p1

n−1∑
k1=n−p1

1

p2

k1∑
k2=k1−p2+1

...
1

pr

kr−1∑
kr=kr−1−pr+1

Skr(f, x).

Вопросам изучения приближений классов интегралов Пуассона посвящен
ряд работ С.М. Никольского [3], С.Б. Стечкина, А.И. Степанца [1], В.И. Ру-
касова и С.О. Чайченко [4], А.С. Сердюка [5], и других. В работе [1] было
показано, что при n→ ∞ выполняется равенство

E
(
Cq
βHω;Sn

)
=

4qn

π2
K(q)θn(ω)

π/2∫
0

ω

(
2t

n

)
sin t dt+

O(1)qn

(1− q)2n
ω(1/n),

где θn(ω) ∈ [1/2; 1], причем θn(ω) = 1, если ω(t) — выпуклый модуль непре-
рывности.

В работе [4] для верхних граней отклонений сумм Валле Пуссена получе-
ны асимптотические формулы

E
(
Cq
βHω;Vn,p

)
=

2θn(ω)q
n−p+1

πp(1− q2)

π
2∫

0

ω

(
2t

n− p

)
sin tdt+

+O(1)ω(
1

n− p
)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
, 1 < p < n.

Применяя рассуждения работы [6], можно получить аналогичную формулу
для верхних граней уклонений полиномов V

(r)
n,p (f ;x) r ∈ N от функций из

классов Cq
βHω

Теорема. Пусть q ∈ (0; 1) , β ∈ R ,
∑r

i=1 pi = Σp < n и ω(t) – произ-
вольный модуль непрерывности. Тогда при n−Σp →∞ справедлива асимп-
тотическая формула

E(Cq
βHω;V

(r)
n,p ) =

2qn−Σp+r

π2
∏r

i=1 pi
en−Σp(ω)

π∫
0

Zr+1
q (x)dx+
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+O(1)
qn−Σp+r∏r

i=1 pi

ω
(
(n− Σp)

−1)
(n− Σp)

[
1

(1− q)r+3
+

1

(1− q)2r

]
+

+O(1)
1∏r
i=1 pi

 ∑
α(r−1)⊂r

q(n−Σ
α(r−1)
p +r)

(1− q)r+1
ω

([
n− Σα(r−1)

p

]−1) , n− Σp →∞

где r = {1; 2; ...; r} , Σα
p =

∑
j∈α

pj, α(i) – множество, содержащее i элементов,

Zq(x) =
1√

1− 2q cosx+ q2
; en−Σp(ω) = θω(n)

π
2∫

0

ω(2τ(n− Σp)
−1) sin τdτ,

θω(n) ∈ [1/2; 1] , причем θω(n) = 1 , если ω(t) – выпуклый модуль непре-
рывности, O(1) – величина равномерно ограниченная по n , q , β , pi ,
i = 1, 2, ..., r .

Основная часть
Основным результатом данной работе является вычисление значений ве-

личин
π∫
0

Zr+1
q (x)dx для произвольных нечетных r .

Теорема 1. Для всякого r = 2ν − 1 , ν ∈ N,
π∫

0

Zr+1
q (x)dx =

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

π

(1− q2)2ν−1
ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1
)2
q2k, (1)

где Ck
n = n!

k!(n−k)! – коэффициенты биномиального разложения.

Доказательство. Обозначим ν = r+1
2 . В работе [7] показано, что справед-

лива формула
π∫

0

Zr+1
q (x)dx =

=
π

4ν−1(1− q2)2ν−1
ν−1∑
k=0

(2k)!(2(ν − k − 1))!

(k!)2((ν − k − 1)!)2
(1− q)2k(1 + q)2(ν−k−1), (2)

где ν = r+1
2 .

Выполняя элементарные преобразования, получаем

π

22(ν−1)(1− q2)2ν−1
ν−1∑
k=0

(2k)!(2(ν − k − 1))!

(k!)2((ν − k − 1)!)2
(1− q)2k(1 + q)2(ν−k−1) =
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=
π

22(ν−1)(1− q2)2ν−1
(1 + q)2(ν−1)

ν−1∑
k=0

[
Ck

2kC
(ν−1−k)
2(ν−1−k) ·

(
1− q
1 + q

)2k
]
=

=
π

22(ν−1)(1− q)2ν−1
(1 + q)2ν−2

(1 + q)2ν−1

ν−1∑
k=0

[
Ck

2kC
(ν−1−k)
2(ν−1−k) ·

(
1− q
1 + q

)2k
]
=

=
π

22(ν−1)(1− q)2ν−1(1 + q)

ν−1∑
k=0

[
Ck

2kC
(ν−k−1)
2(ν−k−1)

(
1− q
1 + q

)2k
]
. (3)

Так как в силу соотношения 1.2.7.38 работы [8]
n∑
k=0

Ck
2kC

(n−k)
2(n−k)x

2k = 22nxnPn

(
1

2
(x+

1

x
)

)
,

где Pn(z) – полином Лежандра, то

ν−1∑
k=0

Ck
2kC

(ν−1−k)
2(ν−1−k)

(
1− q
1 + q

)2k

= 22(ν−1)
(
1− q
1 + q

)ν−1
Pν−1

(
1

2

(
1− q
1 + q

+
1 + q

1− q

))
=

= 22(ν−1)
(
1− q
1 + q

)ν−1
Pν−1

(
1

2
· 1− 2q + q2 + 1 + 2q + q2

1− q2

)
=

= 22(ν−1)
(
1− q
1 + q

)ν−1
Pν−1

(
1 + q2

1− q2

)
. (4)

Известно также, что ([8], с.625)

(1− y)nPn
(
1 + y

1− y

)
=

n∑
k=0

(Ck
n)

2yk.

Поэтому при y = q2 , n = ν − 1 справедливо равенство

(1− q2)ν−1Pν−1
(
1 + q2

1− q2

)
=

ν−1∑
k=0

(Ck
ν−1)

2q2k,

т.е.

Pν−1

(
1 + q2

1− q2

)
=

1

(1− q2)ν−1
ν−1∑
k=0

(Ck
ν−1)

2q2k.

Следовательно, на основании соотношения (4)

ν−1∑
k=0

Ck
2kC

(ν−1−k)
2(ν−1−k)

(
1− q
1 + q

)2k

= 22(ν−1)
(
1− q
1 + q

)ν−1
· 1

(1− q2)ν−1
ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1
)2
q2k =
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= 22(ν−1)
1

(1 + q)2(ν−1)

ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1
)2
q2k.

Сопоставляя последнее соотношение с равенством (3), получаем

π

22(ν−1)(1− q2)2ν−1
ν−1∑
k=0

(2k)!

(k!)2
(2(ν − k − 1))!

((ν − k − 1)!)2
(1− q)2k(1 + q)2(ν−k−1) =

=
π

22(ν−1)(1− q)2ν−1(1 + q)
· 22(ν−1) 1

(1 + q)2(ν−1)
·
ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1
)2
q2k =

=
π

(1− q2)2ν−1
ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1
)2
q2k.

Поэтому на основании соотношения (2) немедленно получаем равенство
(1).
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ПРИБЛИЖЕНИЕ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ МНОГИХ
ПЕРЕМЕННЫХ ПРЯМОУГОЛЬНЫМИ ЛИНЕЙНЫМИ

ОПЕРАТОРАМИ

Отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхилень прямокутних операторiв
на класах (ψ, β) –диференцiйовних функцiй багатьох змiнних.

Keywords: Fourier series, asymptotic equalities

Введение
Классы (ψ, β) -дифференцируемых функций многих переменных, с двумя

наборами функций ψ(k) были введены в работе [1] (см. также [2-4]). В этих
работах изучаются вопросы приближения прямоугольными линейными ме-
тодами классов (ψ, β) -дифференцируемых периодических функций многих
переменных, в которых для определения производных по одной переменной
и по нескольким переменным применяется два различных набора мульти-
пликаторов. В данной статье изучаются аналогичные вопросы на классах
(ψ, β) -дифференцируемых функций m переменных, определяемых m набо-
рами мультипликаторов для каждого числа переменных. На этих классах по-
лучены асимптотические формулы для верхних граней уклонений различных
прямоугольных линейных средних рядов Фурье, взятых по классам функций
многих переменных малой гладкости. В частности, найдены асимптотические
равенства, которые обеспечивают решение задачи Колмогорова–Никольского
(см. [5, С. 8]) на этих классах для прямоугольных операторов Фурье класси-
ческих, обобщенных операторов Зигмунда, Валле Пуссена и Рисса.

Для дальнейшего изложения введем ряд обозначений и определений.
Пусть Rm – пространство m -мерных векторов x⃗ = (x1, x2, ..., xm),

Tm =
m∏
i=1

[−π; π] – m -мерный куб с ребром 2π,

Nm =
{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, i = 1, 2, ...,m

}
,

c⃝ Ключникова А.Р., Леденева А.С., Качина Ю.М., Маслакова О.Ю., Рухлова И.Ю.,
Шаталова Е.А., 2012
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Nm
∗ =

{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N∗ = N ∪ {0}, i = 1, 2, ...,m

}
,

Nm
i =

{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, xj ∈ N∗, i ̸= j

}
.

Через Em обозначим множество точек из Rm , координаты которых при-
нимают одно из двух значений: 0 или 1.

Через L(Tm) обозначим множество 2π -периодических по каждой пере-
менной, суммируемых на кубе периодов Tm , функций f(x⃗) = f(x1, x2, ..., xm) .

Пусть f ∈ L(Tm) . Следуя [1], каждой паре точек s⃗ ∈ Em, k⃗ ∈ Nm
∗ ,

поставим в соответствие коэффициент Фурье функции f

as⃗
k⃗
(f) =

1

πm

∫
Tm
f(x⃗)

m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
dxi.

Каждому вектору k⃗ ∈ Nm
∗ поставим в соответствие гармонику функции

f(x⃗)

Ak⃗(f ; x⃗) =
∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
.

Следуя [3], ряд Фурье функции f(x⃗) определим следующим соотношени-
ем

S[f ] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)
Ak⃗(f ; x⃗), (1)

где q(k⃗) – количество нулевых координат вектора k⃗ .
Пусть m = {1, 2, ...,m} и µ – какое-либо подмножество из m , обозна-

чим через |µ| количество элементов множества µ и через µ(r) – всякое
r -элементное подмножество из m ( |µ(r)| = r) .

По аналогии с одномерным случаем, гармоникой, сопряженной с Ak⃗(f ; x⃗)
по переменной xr , будем называть величину

Ae⃗r
k⃗
(f ; x⃗)=

∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

∏
i∈m\{r}

cos
(
kixi −

siπ

2

)
cos

(
krxr −

(sr + 1)π

2

)
.

Будем вводить понятие (ψ, β) -производных функций многих перемен-
ных, используя схемы введения (ψ, β) -производных функций одной перемен-
ной (см. [1]) и обыкновенных частных производных функций многих перемен-
ных.

Пусть ψi,r(ki), i = 1, 2, ...,m, r = 1, 2, ...,m, ki ∈ N∗ — фиксированные
наборы функций натурального аргумента, β⃗r = (β1,r, β2,r, ..., βm,r) – фикси-
рованные векторы (βir ∈ R , i = 1, 2, ...,m ). Если для фиксированного r ∈ m
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существует функция φ
(1)
i ∈ L(Tm) такая, что

S[φ
(1)
i ] =

∑
k⃗∈Nm

r

1

2q(k⃗)ψi,1(ki)

[
Ak⃗(f ; x⃗) cos

βi,1π

2
− Ae⃗i

k⃗
(f ; x⃗) sin

βi,1π

2

]
, (2)

то будем считать, что f(x⃗) имеет в качестве частной (ψi,1; βi,1)–производной
по переменной xi , функцию φ

(1)
i (x⃗) , которую будем обозначать f

ψi,1
βi,1

(x⃗).
Для фиксированного r –элементного множества µ(r) ⊂ m , µ = {i1, ..., ir} ,

смешанной (ψµ(r); β)–производной по переменным xi, i ∈ µ(r), будем назы-
вать функцию f

ψµ(r)
β (x⃗), рядом Фурье которой является результат последо-

вательного применения формулы (2), однако с использованием для опреде-
ления производной по переменной xi вместо функций ψi,1(ki) и чисел βi,1
соответственно, ψi,r(ki) и чисел βi,r , i ∈ µ(r), r = 2, 3, ...,m .

f
ψµ(r)
β (x⃗) =

∂
ψir,r
βir,r

∂
ψir−1,r

βir−1,r
...∂

ψi1,r
βi1,r

f(x⃗)

∂xir∂xir−1
...∂xi1

.

Множество функций f ∈ L(Tm) таких, что для любых i ∈ m существуют
производные f

ψi,1
βi,1

(x⃗) и для всех r = 2, 3, ...,m, µ(r) ⊂ m существуют сме-

шанные (ψµ(r); β)–производные f
ψµ(r)
β (x⃗) , будем обозначать Lmψβ , а подмно-

жество непрерывных функций из Lmψβ будем обозначать Cmψ
β . Множество

функций из Cmψ
β , удовлетворяющих условиям

esssup|fψi,1βi,1
(x⃗)| ≤ 1, esssup|fψµ(r)β (x⃗)| ≤ 1, i ∈ m, µ ⊂ m,

будем обозначать Cmψ
β,∞ .

Следуя [1], введем множества M , M′
0 , MC . Будем полагать, что функ-

ции ψi,r(v), i, r = 1, 2, ...,m; являются функциями непрерывного аргумента
v ≥ 0 , совпадающими при v ∈ N с элементами одноименных систем чисел
ψi,r(k), которые использовались выше для определения (ψ, β)–производных.

Через M обозначим множество функций ψ(x) , непрерывных при x ≥ 0 ,
монотонно убывающих, выпуклых вниз при x ≥ 1 и удовлетворяющих усло-
вию lim

x→∞
ψ(x) = 0.

Через M′ обозначим подмножество функций ψ ∈M , для которых

∞∫
1

ψ(x)

x
dx <∞.
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Функции ψ(x) поставим в соответствие функцию η(x) = η(ψ, x) ,
связанную при x ≥ 1 с ψ(x) соотношением ψ(η(x)) = 1

2ψ(x).
Положим

µ(t) = µ(ψ, t) =
t

η(t)− t
.

Через M′
0 обозначим множество функций ψ ∈M′ , для которых величина

µ(ψ, t) ограничена сверху. Через MC обозначим множество функций ψ ∈M ,
для которых найдутся константы K1 , K2 такие, что при всех x ≥ 1

0 < K1 ≤ µ(ψ, t) ≤ K2 < +∞.

Если для i = 1, 2, ...,m, выполнено ψi,r ∈M′
0\MC , то функции f ∈ Cmψ

∞
по аналогии с одномерным случаем естественно называть функциями с малой
гладкостью.

Следуя [6] (см. также [1], [2]), прямоугольные линейные средние рядов
Фурье определим следующим образом.

Пусть Λ = {Λ1,Λ2, ...,Λm} – фиксированный набор бесконечных тре-
угольных числовых матриц, Λi = {λ(ni)ki

}, i = 1, 2, ...,m, n⃗ ∈ Nm, k⃗ ∈ Nm
∗ ,

λ
(ni)
0 = 1 и λ

(ni)
ki

= 0 для ki ≥ ni. Пусть далее λ
(n⃗)

k⃗
=

m∏
i=1

λ
(ni)
ki

и

Gn⃗ =
m∏
i=1

[0;ni − 1] – прямоугольный параллелепипед, соответствующий век-

тору n⃗ ∈ Nm. Понятно, что λ
(n⃗)

k⃗
= 0 для любых k⃗ ̸∈ Gn⃗.

Функции f ∈ L(Tm), имеющей ряд Фурье (1), поставим в соответствие
семейство тригонометрических полиномов

Un⃗(f ; x⃗; Λ) =
∑
k⃗∈Gn⃗

2−q(k⃗)λ
(n⃗)

k⃗
Ak⃗(f ; x⃗). (3)

Если λ
(ni)
ki

= 1, k⃗ ∈ Gn⃗, то соотношение (3) задает прямоугольные част-
ные суммы ряда Фурье Un⃗(f ; x⃗; Λ) = Sn⃗(f ; x⃗) . Пусть p⃗ = (p1, p2, ..., pm) , где
pi ∈ N∗, pi ≤ ni, i = 1, 2, ...,m. Если величины λ

(n⃗)

k⃗
, k⃗ ∈ Gn⃗, n⃗ ∈ Nm,

задаются соотношениями

λ
(ni)
ki

=

{
1, 0 ≤ ki ≤ ni − pi,
1− ki−ni+pi

pi
, ni − pi ≤ ki ≤ ni − 1, pi ∈ N, pi ≤ ni, i ∈ {1,m},

то многочлены Un⃗(f ; x⃗; Λ)
df
= Vn⃗,p⃗(f ; x⃗) являются суммами Валле Пуссена

порядка p⃗ .
При λ

(ni)
ki

= k2i /n
2
i , k⃗ ∈ Gn⃗, многочлены Un⃗(f ; x⃗; Λ) = Rn⃗(f ; x⃗) будем

называть прямоугольными суммами Рисса.

Випуск №2, 2012 31



Математика

При λ
(ni)
ki

= ksii /n
si
i , si > 0 , i = 1, 2, ...,m, k⃗ ∈ Gn⃗, многочлены

Un⃗(f ; x⃗; Λ) = Zn⃗(f ; x⃗) будем называть прямоугольными суммами Зигмунда.
Пусть φi(x), i = 1, 2, ...,m – непрерывные, монотонно возрастающие при

x ≥ 0 такие, что φi(0) = 0 . Если величины λ
(n⃗)

k⃗
, k⃗ ∈ Gn⃗, n⃗ ∈ Nm, задаются

соотношениями

λ
(ni)
ki

= 1− φi(ki)

φi(ni)
,

то многочлены Un⃗(f ; x⃗; Λ) = Zφ
n⃗ (f ; x⃗) будем называть обобщенными прямо-

угольными суммами Зигмунда.
Суммами Фавара порядка r⃗ = (r1, r2, ..., rm) будем называть полиномы

Un⃗(f ; x⃗; Λ̃) = Φn⃗,r⃗(f ; x⃗), которые определяются треугольными матрицами Λ̃i,
i = 1, 2, ...,m, с элементами

λ̃
(ni)
ki,ri

=


1− krii

∞∑
ν=1

(−1)ν+1
(

1
(2νni−ki)ri +

1
(2νni+ki)ri

)
, ri = 2l, l ∈ N,

1− krii
∞∑
ν=1

(
1

(2νni−ki)ri −
1

(2νni+ki)ri

)
, ri = 2l − 1, l ∈ N .

Величины δn⃗(f ; x⃗) = f(x⃗) − Un⃗(f ; x⃗) являются уклонениями многочленов
Un⃗(f ; x⃗), n⃗ ∈ Nm, от функции f(x⃗) .

Целью данной работы является получение асимптотических равенств для
величин

E(Cmψ
β,∞;Un⃗) = sup

f∈Cmψβ,∞

||δn⃗(f ; x⃗)||C

при ni →∞, i = 1, 2, ...,m .

Основная часть
Теорема 1. Пусть ψi,j ∈M′

0, βi,j ∈ R функции ψi,j(x)φi(x) , i, j = 1, ...,m;
монотонно возрастают и сохраняют характер выпуклости при x ≥ 1 .
Тогда при ni →∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптотическая формула

E
(
Cmψ
β,∞;Z

φ
n⃗

)
=

2

π

m∑
i=1

sin
βi,1π
2

φi(ni)

ni∫
1

ψi,1(x)φi(x)

x
dx+

+
2

π

m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∞∫
ni

ψi,1(x)

x
dx+O(1)

(
m∑
i=1

ψi,1(ni)+
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+
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

ψj,r(nj) + sin
βj,rπ

2

[ nj∫
1

ψj,r(x)φj(x)

xφj(nj)
dx+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx

]
)
.

(4)

Доказательство. Через
{
λni(v)

}
, n⃗ = (n1, n2, ..., nm) ∈ Nm, обо-

значим семейство заданных и непрерывных на [0;1] функций таких, что
λ
(ni)
ki

= λni(
ki
ni
), k⃗ ∈ Gn⃗.

Введем функции

τi,r(v) =

{
(1− λni(v))ψi,r(niv), 1

ni
≤ v ≤ 1;

ψi,r(niv), 1 ≤ v, i = 1, 2, ...,m;
(5)

которые на [0; 1
ni
] заданы так, что τi,r(v) непрерывны на положительной

полуоси и выполнено условие τi,r(0) = 0, i, r = 1, 2, ...,m.
В работе [7] показано, что для функций τi,r, i, r = 1, 2, ...,m, заданных

соотношенем (5), и имещих суммируемые на R преобразования Фурье:

A(τi,r) =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,r(x) cos(xt+
βπ

2
)dx

∣∣∣∣∣dt <∞,
при ni →∞, i = 1, 2, ...,m, справедливо равенство:

E
(
Cmψ
β,∞;Un⃗

)
=

m∑
i=1

sin
βi,1π
2

π

∫
|t|≤1

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi,1(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
+

m∑
i=1

1

π

∫
|t|≥1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos(xt+
βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt+O(1)(
m∑
i=1

∫
|t|≤1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos xtdx

∣∣∣∣∣dt+
+

m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∫
|t|≤1

∣∣∣∣∣
1∫

0

τi,1(x) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
m∑
i=1

a(τi,1) +
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

A(τj,r)
)
,

(6)
где

a(τi,1) =
1

π

∞∫
|t|≥πni2

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos(xt+
βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt.
Таким образом, изучение величин E

(
Cmψ
β,∞;Z

φ
n⃗

)
сводится к вычислению

соответствующих одномерных несобственных интегралов.
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Функции τi,r(x), i, r = 1, 2, ...,m, j = 1, 2 , которые определены соотно-
шением (5), для обобщенных сумм Зигмунда представим в следующем виде

τi,r(x) =


ψi,r(1)φi(1)nx, 0 ≤ x ≤ 1

ni
,

ψi,r(nix)φ(nix),
1
ni
≤ x ≤ 1,

ψi,r(nix), 1 ≤ x, i = 1, 2, ...,m.

Применяя рассуждения работы [8], получаем асимптотические формулы

1

π

∫
|t|≤1

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi,1(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt = 2

π

∞∫
ni

ψi,1(x)

x
dx+O(1)ψi,1(ni),

1

π

∫
|t|≥1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos(xt+
βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt = sin
βi,1π
2

φi(ni)

ni∫
1

ψi,1(x)φi(x)

x
dx+O(1)ψi,1(ni),

a(τi,1) = O(1)ψi,1(ni),

A(τi,r) = O(1)

sin
βi,rπ

2

∞∫
ni

ψi,r(x)

x
dx+

sin
βi,rπ
2

φi(ni)

ni∫
1

ψi,r(x)φi(x)

x
dx+ ψi,r(ni)

 ,

∫
|t|<1

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(v) cos vtdv

∣∣∣∣∣∣ dt = O(1)ψi,1(ni).

Подставляя эти соотношения в формулу (6), получаем асимптотическую фор-
мулу (4). 2

Применяя аналогичные рассуждения, получаем следующие утверждения.

Теорема 2. Пусть ψi,r ∈M′
0, βi,r ∈ R функции ψi,r(x)x

si, i, r = 1, 2, ...,m;
монотонно возрастают и сохраняют характер выпуклости при x ≥ 1 .
Тогда при ni →∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптотическая формула

E
(
Cmψ
β,∞;Z

s⃗
n⃗

)
=

2

π

m∑
i=1

sin
βi,1π
2

nsii

ni∫
1

ψi,1(x)x
si−1dx+

+
2

π

m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∞∫
ni

ψi,1(x)

x
dx+O(1)

(
m∑
i=1

ψi,1(ni)+

+
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

[
1

n
sj
j

nj∫
1

ψj,r(x)x
sj−1dx+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx+ ψj,r(nj)

])
.
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Теорема 3. Пусть ψi,j ∈M′
0, βi,j ∈ R функции ψi,j(x)x

2, i, j = 1, 2, ...,m;
монотонно возрастают и сохраняют характер выпуклости при x ≥ 1 .
Тогда при ni →∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптотическая формула
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Теорема 4. Пусть ψi,j ∈MC , βi,j ∈ R , i, j = 1, 2, ...,m, limni→∞ pi/ni = 0 ,
i = 1, 2, ...,m. Тогда при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптоти-
ческая формула
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Теорема 5. Пусть ψi,r ∈MC , i, r = 1, 2, ...,m, βi,r ∈ R .
Тогда при ni →∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптотическая формула
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Повторяя рассуждения работы [1] верхних граней уклонений прямоуголь-
ных сумм Фавара первого порядка, ri = 1, i = 1, 2, ...,m, получаем следую-
щее утверждение.

Теорема 6. Пусть ψi,r ∈ M′
0, i, r = 1, 2, ...,m, функции x2ψi,r(x), для

x ≥ 1 монотонно возрастают и сохраняют характер выпуклости.
Тогда при ni →∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптотическая формула

E
(
Cmψ
β,∞; Φn⃗,1

)
=
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ПРО ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ I ПРО МЕТОД МАЛОГО
ПАРАМЕТРА ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Розглядаються питання про iснування, побудову i про аналiтичну структуру перiодичних
розв’язкiв систем звичайних диференцiальних рiвнянь з малим параметром ε при стар-
шiй похiднiй. В некритичному випадку розглядаються спочатку лiнiйнi системи, а потiм
системи загального вигляду. В критичному випадку розглядається скалярне рiвняння (лi-
нiйне, а потiм нелiнiйне). Показано, що перiодичнi розв’язки iснують для бiльшостi (по
мiрi Лебега) значень ε в деякому iнтервалi.

Ключовi слова: мажоранта, рiвномiрна збiжнiсть, iтерацiї ньютонiвського типу,
власнi значення, амплiтуда змiни, радiус збiжностi.

Вступ
В цiй статтi розглядається ряд питань iснування, методiв побудови i аналi-

тичної структури перiодичних розв’язкiв систем звичайних диференцiальних
рiвнянь, загальний вигляд яких такий:

ε · dx
dt

= P (t)x+ ε · F (t, x), (1)

де ε — малий параметр, P (t) — T -перiодична матриця, P (t, x) — нелiнiй-
на, диференцiйована функцiя x, що представляється степеневим рядом або
скiнченним полiномом по x i T -перiодична по t .

Основна частина
1. Розглянемо спочатку простий частинний випадок системи (1), а саме

лiнiйну неоднорiдну систему

ε · dx
dt

= Ax+ F (t), (2)

де A — стала матриця, що не має власних значень з нульовою дiйсною ча-
стиною (некритичний випадок). Аналiз цiєї системи дозволяє виявити ряд
цiкавих фактiв.

c⃝ Божко В.О., Бенюх О.В., 2012
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Як випливає з вiдомих властивостей лiнiйних систем, перiодичний розв’я-
зок x(t, ε) системи (2) iснує для всiх ε i може бути виражений

x(t, ε) = R(t, T, ε) ·
t+T∫
t

e−
A
ε ·θ · F (θ) dθ,R(t, T, ε) =

=
1

ε

[
e−

A
ε (t+T ) − e−

A
ε t
]−1 (3)

На пiдставi (3) може бути отримана оцiнка

∥x(t, ε)∥ ≤M sup
t
∥F (t)∥, (4)

де стала M в деякому сенсi слабко залежить вiд ε i залишається скiнченною
при ε → 0 . Наприклад, нехай власнi значення λ1, λ2, . . . , λn матрицi A всi
вiд’ємнi, а найменше серед них за модулем (позначимо його через λ∗ ) вiд-
повiдає простому елементарному дiльнику матрицi A . Тодi ∥eAt∥ ≤ ce−αt·
·α = |λ∗| , c — деяка стала, i можна отримати M = c

α ·
1−Q
1−cQ , Q = e−

αT
ε для

тих значень ε , для яких cQ < 1 . При ε→ 0 маємо M → c
α .

Можна сказати, що оцiнка амплiтуди змiни x(t, ε) залежить, в основному,
вiд глобальних властивостей правої частини F (t) вихiдного рiвняння (вiд
sup
t
∥F (t)∥ i слабко вiд ε (тим менше, чим менше ε ).

Звернемось до питання про розвинення x(t, ε) в степеневий ряд по ε ,
якщо F (t) – нескiнченно диференцiйована функцiя. З цiєю метою застосо-
вуючи до (3) iнтегрування частинами, здобудемо розвинення

x(t, ε) = −A−1F (t)− (A−1)2
dF

dt
− . . .− εn−1(A−1)nd

n−1F

dtn−1
+Rn, (5)

де Rn — залишковий член

Rn = εn−1R(t, T, ε)

t+T∫
t

e−
A
ε ·θ(A−1)n

dnF

dtn
dθ, (5*)

R(t, T, ε) – та ж функцiя, що i в (3). Цей же ряд (без залишкового члена)
ми дiстанемо, знаходячи формальне розвинення перiодичного розв’язку (2)
за степенями ε . Вираз (5*) вiдрiзняється вiд (3) тiльки додатковими членами,
i ми отримаємо для Rn оцiнку

∥Rn∥ 6 εnM∥A−1∥n sup
t

∥∥∥∥dnF (t)dtn

∥∥∥∥ , (6)
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де M – та ж стала, що i в (4). Значить тодi, достатня умова збiжностi ряду
(5) до перiодичного розв’язку (2):

εn∥A−1∥n sup
t

∥∥∥∥dnF (t)dtn

∥∥∥∥ →n→∞ 0, рiвномiрно по t (6*)

Iстотно пiдкреслити, що (6*) є i необхiдною умовою рiвномiрної збiжностi
по t ряда (5), оскiльки, якщо вона не виконується, то загальний член ряда
(5) не прямує рiвномiрно по t при n→∞ до нуля.

Умова (6*) дозволяє, таким чином, визначити радiус збiжностi по ε ряда
(5) для x(t, ε) . Ми бачимо, що цей радiус збiжностi залежить вiд властиво-
стей похiдних функцiї F (t) (а не вiд глобальних властивостей).

Наприклад, якщо (2) — скалярне рiвняння (A = a - скаляр, Re a ̸= 0 ) i
F (t) = sinmt , то радiус збiжностi ε = |a|

m i зменшується разом з m .
Якщо F (t) представляється повним (нескiнченним) рядом Фур’є, то

ε = 0 , тобто ряд (5) - без залишкового члена - розбiгається i не представляє
шуканий перiодичний розв’язок. Мiж iншим факт iснування самого перiо-
дичного розв’язку i оцiнки амплiтуди (4) не порушуються при довiльному
виглядi F (t) .

Таким чином розвинення перiодичного розв’язку x(t, ε) системи (2) є йо-
го досить специфiчною властивiстю, залежною вiд тонкої структури правої
частини F (t) i, по сутi, не зв’язаною з самим iснуванням i амплiтудою змi-
ни x(t, ε) . Можна висловити думку, що степеневi ряди по ε мало ефективнi
для побудови i аналiзу перiодичних розв’язкiв (2) i тим бiльше для рiвнянь
загального вигляду (1).

2. Розглянемо тепер систему з перiодичними коефiцiєнтами

ε
dx

dt
= P (t)x+ F (t) (7)

в некритичному випадку (вiдповiднi характеристичнi показники всi вiдмiннi
вiд нуля). В принципi питання iснування, оцiнки i розвинення в ряд за степе-
нями ε перiодичного розв’язку розв’язуються так, як i для системи (2). Ми
дiстанемо для цього розв’язку (iснуючого при всiх ε ) вираз

x(t, ε) = R(t, T, ε)

t+T∫
t

Φ−1
(
Θ

ε

)
F (Θ) dΘ,

R(t, T, ε) =
1

ε

[
Φ−1

(
t+ T

ε

)
− Φ−1

(
t

ε

)−1]
, (8)
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де Θ(t) – фундаментальна матриця розв’язкiв однорiдної системи dx
dt = P (t)x .

Має мiсце аналогiчна (4) оцiнка. Можна також дiстати аналогiчне (5) розви-
нення:

x(t, ε) =− P−1(t)F (t)− εn−1P−1(t) d
dt

(P−1F )−

− ε2P−1(t) d
dt

(
P−1

d

dt
(P−1F )

)
− . . .+Rn,

(9)

де

Rn = εn−1R(t, T, ε)

t+T∫
t

Φ−1
(
Θ

ε

) n разiв︷ ︸︸ ︷
d

dΘ

(
P−1

d

dΘ

(
P−1 . . .

d

dΘ

(
P−1F

)))
dΘ

(10)
При цьому

∥Rn∥ ≤ εnM sup
t

∥∥∥∥ ddt
(
P−1

d

dt

(
P−1 . . .

d

dt
(P−1F )

))∥∥∥∥ . (11)

Умова (необхiдна i достатня) збiжностi ряда (9) Rn → 0, n → ∞ . Пе-
ревiрка її виконання бiльш складна, нiж у випадку (6), навiть для простих
P (t), F (t) . Нами не отриманий приклад (нетривiальний) скiнченного радiу-
са збiжностi ε для якої-небудь конкретної системи (7), хоча такi приклади,
напевне, можна знайти. Але як би то не було, можна висловити думку про
неефективнiсть розвинень за степенями ε . Бiльш доцiльно використовувати
або скiнченну формулу (8) або безпосередньо шукати x(t, ε) у виглядi ряда
Фур’є.

3. Розглянемо загальну систему (1) в некритичному випадку. Застосує-
мо для побудови перiодичного розв’язку метод простих iтерацiй, визначаючи
послiдовнiсть перiодичних функцiй x1(t, ε), x2(t, ε), . . . , що задовольняють
рiвнянням

ε
dxj
dt

= P (t)xj + εF (t, xj−1), j = 1, 2, 3, . . . , x0 ≡ 0. (12)

Ми маємо оцiнки вигляду (4)

∥xj(t, ε)∥ ≤ εM sup
t
∥F (t, xj−1)∥ (13)

Для аналiзу збiжностi послiдовностi {xj(t, ε)} застосуємо метод функцiо-
нальних мажорантних рiвнянь (див., напр., [5]). Згiдно цьому складається на
пiдставi оцiнок (13) функцiональне рiвняння

u = εMU(u), (14)
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де U(u) — вiдповiдна мажоранта для F (t, x) . Це рiвняння визначає u як
функцiю ε . Збiжнiсть послiдовностi {xj(t, ε)} до розв’язку вихiдного рiвня-
ння гарантується при всiх ε , для яких (14) має додатний (дiйсний) розв’язок
u(ε) , а це має мiсце при 0 ≤ ε ≤ ε , причому ε ефективно знаходиться при
аналiзi (14) (див., напр., [3]). Таким чином при ε ∈ (0, ε] можна представити
шуканий розв’язок у виглядi збiжного ряда:

x(t, ε) = x1(t, ε) + [x2(t, ε)− x1(t, ε)] + [x3(t, ε)− x2(t, ε)] + . . . , (15)

причому xk − xk−1 мають порядок εk . Ми дiстали ряд, k -й член якого має
порядок εk , але це не чистий степеневий ряд по ε .

4. Перейдемо до аналiзу критичного випадку, але обмежимось одним ска-
лярним рiвнянням. Спочатку розглянемо лiнiйне рiвняння:

ε
dx

dt
= ax+ f(t), a = σi, σ — цiле число (16)

i нехай перiод по t дорiвнює 2π .
Перiодичний розв’язок (16) iснує при всiх таких ε , що вiдношення σ

ε не
дорiвнює цiлому числу. Цей розв’язок виражається також формулою (3). Про-
те на довiльному 0 < ε < ε∗ знайдеться нескiнченна множина значень ε , для
яких σ

ε дорiвнює цiлому числу.
Дiстати з (3) для всiх ε ∈ [0, ε∗] оцiнку вигляду (4), яка зв’язує x(t, ε)

i sup |f(t)| , неможна. Цей факт добре iлюструється формулою для перiоди-
чного розв’язку рiвняння (16) у виглядi формального ряда Фур’є:

x(t, ε) =
∞∑
0

fk
(εk − σ)i

eikt, (17)

де fk — коефiцiєнти ряда Фур’є (в комплекснiй формi) для f(t) . Збiжнiсть
цього ряда для всiх ε ∈ [0, ε∗] гарантувати неможна, оскiльки знаменник
εk − σ при вiдповiдних k i ε можуть бути рiвними або близькими до нуля.
Рiзницi εk−σ можна розглядати як частинний випадок довiльних комбiнацiй
k1ε+ k2σ з довiльними цiлими числами k1, k2 .

Ми зустрiчаємось, таким чином, з проблемою так званих «малих зна-
менникiв», характерною для теорiї умовно-перiодичних розв’язкiв. Тому для
аналiзу цього випадку застосуємо методи цiєї теорiї.

Згiдно теорiї дiйсних чисел ми маємо на довiльному вiдрiзку [0, ε∗] для
бiльшостi (по мiрi Лебега) значень ε :

|εk − σ| ≥ K(1 + |k|)−2, (18)

Випуск №2, 2012 41



Математика

де K — деяка стала, яка обернено пропорцiйна мiрi вказаної бiльшостi. Якраз
для цiєї множини значень ε (позначимо її Lε ) можна гарантувати iснування
перiодичного розв’язку рiвняння (16) i наступну оцiнку, яку отримуємо при
аналiзi ряда (17) з врахуванням (18) i оцiнок (див.[4]) коефiцiєнтiв Фур’є fk
для f(t) .

Якщо |f(t) ≤M в смузi |Im t| ≤ ρ , то для ε ∈ Lε

|x(t, ε)| ≤ MQ

δ3
, Q =

4e

K
(19)

в бiльш вузькiй смузi |Im t| ≤ ρ− 2δ , де δ — довiльне число, менше ρ
2 .

5. З метою наступного аналiзу нелiнiйного рiвняння розглянемо рiвняння
вигляду

ε
dx

dt
= (a+ ερ(t))x+ f(t), (20)

де a, f(t) – тi ж, що i в (16), а p(t) — неперервна перiодична функцiя. Оскiль-
ки перiодичний розв’язок x(t, ε) виражається в скiнченнiй формi, то вияв-
ляється можливим отримати при ε ∈ Lε , якщо |f(t)| ≤ M, |Im t| ≤ ρ ,
оцiнку

|x(t, ε)| ≤ MQQ1

δ3
, |Im t| ≤ ρ− 2δ, (21)

де M,Q – тi ж, що в (15), а стала Q1 визначається лише по функцiї p(t) .
Ця оцiнка груба, але якiсно задовiльна.

6. Перейдемо до аналiзу нелiнiйного (скалярного) рiвняння:

ε
dx

dt
= ax+ f(t, x) (22)

в критичному випадку (a = σi , σ — цiле число). Нехай в деякiй (компле-
кснiй) областi x ∈ D i при |Im t| ≤ ρ

|f(t, 0)| ≤M0, |f ′x(t, x)| ≤M1, |f ′′xx(t, x)| ≤ 2N, (23)

де M0,M1, N – деякi сталi. Будуємо iтерацiї xj(t, ε), j = 1, 2, 3, . . . ньютонов-
ского типу, що володiють прискореною збiжнiстю (див. [1]) i визначаються з
рiвнянь
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ε
dx1
dt

= ax1 + εf(t, 0) (24)

ε
dy2
dt

= (a+ εf ′x(t, x1))y2 + ε[f(t, x1)− f(t, 0)], x2 = x1 + y2 (25)

ε
dy3
dt

= (a+ εf ′x(t, x2)y3 + ε[f(t, x1 + y2)− f(t, x1)− f ′x(t, x1)y2],

x3 = x2 + y3 (26)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

При ε ∈ Lε ми дiстанемо для перiодичних розв’язкiв оцiнки за допомогою
(19), (21) i (23):

|x1(t, ε)| ≤ ε
M0Q0

δ3
= m0, |Im t| ≤ ρ− 2δ, Q0 =

4e

K
,

|y2(t, ε)| ≤ εm0
M1Q0Q1

δ3
= m1, |Im t| ≤ ρ− 4δ, (27)

|y3(t, ε)| ≤ εNm2
1

Q0Q1

δ31
= m2, |Im t| ≤ ρ− 4δ − 2δ1, δ1 = m

1
T

1 ,

|y4(t, ε)| ≤ εNm2
2

Q0Q1

δ32
= m3, |Im t| ≤ ρ− 4δ − 2δ1 − 2δ2, δ2 = m

1
T

2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

де Q1 = e2M1 i T -деяке число. Можна показати, що, коли

εNQ0Q1δ1 < 1, T >
4

1− α
, 0 < α < 1, (28)

то m2 < m1−α
1 , m3 < m1−α

2 , . . . i ряд
∞∑
s=2

ys(t, ε) , а разом з тим i послiдовнiсть

{xj(t, ε)} збiгається до перiодичного розв’язку рiвняння (22). Це – прискоре-
на збiжнiсть, близька до квадратичної збiжностi. Умови (28) дають оцiнку
(правда, грубу) областi збiжностi по ε .

Таким чином ми маємо конструктивне доведення iснування для ε ∈ Lε
i методику побудови перiодичних розв’язкiв рiвняння (22) в критичному ви-
падку.
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Висновки
Результати проведених дослiджень дозволяють констатувати, що розви-

нення перiодичних розв’язкiв в степеневий ряд по малому параметру, взагалi
кажучи, мало ефективнi. А доведення, приведене у випадку одного рiвняння
(22), безпосередньо не годиться у випадку системи рiвнянь загального вигля-
ду в критичному випадку. Але, напевне, аналогiчний результат справедливий
i у випадку систем (див. [2]).
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УЗАГАЛЬНЕННЯ МЕТОДУ ПОБУДОВИ
IНТЕРПОЛЯЦIЙНОГО МНОГОЧЛЕНА

ЛАГРАНЖА-СИЛЬВЕСТРА

В роботi запропоновано новий, унiверсальний, найбiльш лаконiчний метод розв’язання за-
дачi iнтерполяцiї функцiї алгебраїчними полiномами. Суттєво скорочено шлях отримання
необхiдних спiввiдношень, записаних компактно – через визначник Вандермонда, що дає
можливiсть спростити вiдповiднi розрахунки.

Ключовi слова: iнтерполяцiя, iнтерполяцiя Ермiта, визначник Вандермонда, мно-
гочлен Лагранжа–Сильвестра.

Вступ
Найпростiша задача iнтерполяцiї полягає в апроксимацiї деякої неперерв-

ної функцiї f (x) полiномом Wn(x) =
n∑
l=0

clx
l , що приймає в заданих точках

xk ∈ X , X :
{
xk, k = 0, s, n ≤ s, xk = xl ⇔ k = l

}
тi ж значення, що i функ-

цiя f (x) , тобто Wn(xk) = f(xk).
Для загального випадку, довiльно заданих вузлiв iнтерполяцiї, цей розв’я-

зок визначається формулою Лагранжа. Як частиннi випадки, з неї можна
отримати вiдомi iнтерполяцiйнi формули: Ньютона, Гаусса, Стирлiнга та iн.
[1, 3, 5, 6] .

Якщо f (x) неперервна разом зi своїми похiдними то узагальнена задача
iнтерполяцiї (iнтерполяцiя Ермiта), полягає в побудовi многочлена W (x) , що
фiксує не тiльки значення функцiї, а й довiльне число послiдовних похiдних.
Очевидно, W (x) є розв’язком системи рiвнянь

W (ik) (xk)− f (ik) (xk) = 0,

{
k = 0, s ,
ik = 0,mk − 1 .

(1)

Зрозумiло, що коли mk ≡ 1 та пiд f (0) (x) розумiємо значення самої
функцiї, ми маємо найпростiший випадок розв’язку системи (1) , а саме, мно-
гочлен Лагранжа. У випадку mk ≡ 2 , (1) може бути розв’язана за допомо-
гою многочленна Ермiта.

c⃝ Волков С.В., 2012

45



Математика

В iнших випадках розв’язок системи (1) значно ускладнюється, i задачу
на його вiдшукання називають загальною iнтерполяцiєю Ермiта, при цьо-
му W (x) називають iнтерполяцiйним многочленом Лагранжа–Сильвестра
[2, 4, 6] .

Вiдоме загальне правило знаходження та побудови розв’язкiв системи
(1) , сенс якого полягає у застосуваннi, так званих, базисних многочленiв
lki (x) , якi володiють вiдповiдними базисними iнтерполяцiйними властивос-
тями. Враховуючи lki (x) , можемо скласти iнтерполяцiйний многочлен, але
їх структура та спосiб побудови є громiздкими [2, 4, 6] .

Основна частина
В роботi пропонується нова конструкцiя побудови розв’язкiв системи (1) ,

яка основана на визначнику Вандермонда.

Твердження 1. Розв’язок системи (1) , многочлен Лагранжа-Сильвестра,
знаходиться у вигляд визначника (2) , (3)

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Z0 (x) . Zk (x) . Zs (x)
(x− x0)m0 . (x− xk)mk . (x− xs)ms

(x− x0)1+m0 . (x− xk)1+mk . (x− xs)1+ms

. . . . .

(x− x0)s+m0−1 . (x− xk)s+mk−1 . (x− xs)s+ms−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2)

або в спрощеному позначеннi

W (x) = det
[
Zk (x) ; (x− xk)i+mk−1

]s
i=1, k=0

, (3)

де

Zk (x) =

mk−1∑
i=0

f
(i)
(xk)

i!
(x− xk)i , f (x) =

f (x)

det
[
1 ; (x− xk)i+mk−1

]s
i=1, k=0

.

Доведення. Встановимо, по перше, що W (x) є многочлен степенi не

бiльш за
s∑

k=0

mk − 1 (забезпечить однозначнiсть розв’язку системи (1)) i,

по друге, задовольняє системi (1) .
Перше встановити неважко. Застосовуючи теорему Лапласа, розкладемо

визначник (2) за першим рядком i винесемо спiльнi множники з кожного
алгебраїчного доповнення

W (x) =
s∑
i=0

(−1)iZi (x)
s∏

k ̸=i=0

(x− xk)mk det
[
1; (x− xk)l−1

]s
k ̸=i

k=0, l=2

, (4)
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останнi множники в (4) є не що iнше, як визначники Вандермонда

det
[
1; (x− xk)l−1

]s
k ̸=i

k=0, l=2

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . 1 1 . 1
(x− x0) . (x− xi−1) (x− xi+1) . (x− xs)
(x− x0)2 . (x− xi−1)2 (x− xi+1)

2 . (x− xs)2

. . . . . .

(x− x0)s−1 . (x− xi−1)s−1 (x− xi+1)
s−1 . (x− xs)s−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

а, отже,

det
[
1; (x− xk)l−1

]s
k ̸=i

k=0, l=2

=
s∏

k<l=0
l,k ̸=i

(xk − xl)

не залежить вiд змiнної x i на степiнь W (x) не впливає [1], [3]. Враховуючи
це, маємо рiвнiсть

degW (x) = max
i

degZi (x) + deg
s∏

k ̸=i=0

(x− xk)mk

 =

= mi − 1 +
s∑

k=0, k ̸=i

mk =
s∑

k=0

mk − 1,

яку й треба було встановити.
Для перевiрки другого, зауважимо, що многочлен W (x) буде розв’язком

системи (1) коли:

W (x)− f (x) =
s∏

k=0

(x− xk)mk · F (x) , (5)

де F (xk) ̸= 0, k = 0, s .
Виходячи iз твердження, рiзницю (5) запишемо у виглядi визначника

W (x)− f (x) = det
[(
Zk (x)− f

)
; (x− xk)i+mk−1

]s
i=1, k=0

, (6)

з першим рядком, у виглядi

Zk (x)− f = Zk (x)−
mk−1∑
i=0

f
(i)
(xk)

i!
(x− xk)i =

f
(mk)

(ξk)

mk!
(x− xk)mk . (7)

Випуск №2, 2012 47



Математика

Враховуючи (6) та (7) , маємо

W (x)− f (x) = det

[
f
(mk)

(ξk)

mk!
(x− xk)mk ; (x− xk)i+mk−1

]s
i=1
k=0

⇒

W (x)− f (x) =
s∏

k=1

(x− xk)mk det

[
f
(mk)

(ξk)

mk!
; (x− xk)i−1

]s
i=1
k=0

⇒

W (x)− f (x) =
s∏

k=0

(x− xk)mk F (x)⇒

W (ik) (xk)− f (ik) (xk) = 0,

{
k = 0, s ,
ik = 0,mk − 1 .

Отже, визначник (2) буде iнтерполяцiйним многочленом Лагранжа–
Сильвестра. 2

Спираючись на доведену формулу (2) можна отримати ряд наслiдкiв.

Наслiдок 1. Розв’язок системи (1) за умови mk ≡ 1 , многочлен Лагран-
жа, має вид:

Wn (x) =
1

n∏
i<j

(xi − xj)

f (x0) f (x1) . . f (xn)
x− x0 x− x1 . . x− xn

(x− x0)2 (x− x1)2 . . (x− xn)2

. . . . .
(x− x0)n (x− x1)n . . (x− xn)n

. (8)

Наслiдок 2. Розв’язок системи (1) за умови mk ≡ 1 i рiвновiддалених
вузлiв iнтерполяцiї, формула Ньютона, має вид:

Wn (x) =
(−1)

n(n+1)
2

n∏
j=0

j!

f (x0) f (x1) . . f (xn)
q q − 1 . . q − n
q2 (q − 1)2 . . (q − n)2

. . . . .
qn (q − 1)n . . (q − n)n

, (9)

де q = x−x0
h , h = xi+1 − xi, i = 0, n .
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Наслiдок 3. Похiдна k -го порядку
(
k = 1, n

)
многочлена Лагранжа має

вид:

W (k)
n (x) =

k!
n∏
i<j

(xi − xj)

f(x0) f(x1) . . f(xn)
1 1 . . 1

x− x0 x− x1 . . x− xn
. . . . .

(x− x0)k−1 (x− x1)k−1 . . (x− xn)k−1
(x− x0)k+1 (x− x1)k+1 . . (x− xn)k+1

. . . . .
(x− x0)n (x− x1)n . . (x− xn)n

. (10)

Враховуючи формулу (10) , конструкцiю визначника Вандермонда можна
застосувати i для обчислення (не рекурентно) скiнченних рiзниць довiльного
порядку.

Наслiдок 4. За умови, що [xi, xi+1] =
∆yi
∆xi

= yi+1−yi
xi+1−xi , для ∀i = 0, n− k , має

мiсце формула:

[xi, xi+1, ... , xi+k] =
[xi+1, ... , xi+k]− [xi, xi+1, ... , xi+k−1]

xi+k − xi
=

=
(−1)

k(k−1)
2

k∏
i<j

(xi − xj)

yi yi+1 . . yi+k
1 1 . . 1
x0 x1 . . xk
. . . . .

xk−10 xk−11 . . xk−1n

. (11)

Наслiдок 5. За умови, що ∆yi = yi+1 − yi , а ∆xi = xi+1 − xi = const , для
∀i = 0, n− k , має мiсце формула:

∆ky0 =
(−1)k
k−1∏
j=0

j!

yi yi+1 . . yi+k
1 1 . . 1
0 1 . . k
. . . . .

0 1 . . kk−1

. (12)

Висновки
Запропонована конструкцiя побудови iнтерполяцiйних многочленiв є унi-

версальною. На її базi можлива побудова iнтерполяцiйних многочленiв, на-
вiть, для функцiй багатьох змiнних.
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Найпростiший випадок такої реалiзацiї всiм вiдомий як рiвняння пло-
щини через три заданi точки, що не лежать на однiй прямiй. Очевидно,
рiвняння площини, є розв’язком задачi iнтерполяцiї функцiї двох змiнних
f (x; y) многочленом першого порядку z = ax+ by + c . Тобто, за умови, що
zi = f (xi; yi) , i = 0, 1, 2 , можна записати:

z = W (x; y) =
1

v3

∣∣∣∣∣∣
z0 z1 z2
x− x0 x− x1 x− x2
y − y0 y − y1 y − y2

∣∣∣∣∣∣ , (13)

де v3 – двомiрний аналог визначника Вандермонда.
У межах запропонованих узагальнень вже отриманi рiвняння iнтерполя-

цiйних многочленiв функцiї двох змiнних. На теперiшнiй час узагальнюється
задача Ермiтової iнтерполяцiї на функцiї двох (багатьох) змiнних.

Лiтература
[1] Гончаров В.Л. Теория интерполирования и приближения функций /

В.Л. Гончаров – М.: Гос. издательство технико-теоретической литера-
туры, 1954. – 328 с.

[2] Гантмахер Ф.Р. Теория матриц / Ф.Р. Гантмахер – М.: Наука. Главная
редакция физико-математической литературы, 1966. – 576 с.

[3] Демидович Б.П. Численные методы анализа. Приближение функций,
дифференциальные и интегральные уравнения / Б.П. Демидович,
И.А. Марон, Э.З. Шувалова. – М.: Наука. Главная редакция физико-
математической литературы, 1967. – 368 с.

[4] Ланкастер П. Теория матриц : [пер. с англ.] / П. Ланкастер. – М.: Наука.
Главная редакция физико-математической литературы, 1982. – 272 с.

[5] Мусiяка В.Г. Основи чисельних методiв механiки / В.Г. Мусiяка – К.:
Вища освiта, 2004. – 240 с.

[6] Хемминг Р.В. Численные методы / Р.В. Хемминг – М.: Наука. Главная
редакция физико-математической литературы, 1972. – 400 с.

50 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету СДПУ



УДК 519.175

Кадубовський О.А., Iрза В.I.

1 канд. фiз.-мат. наук, доцент кафедри геометрiї та МВМ, СДПУ
2 студентка 5 курсу фiзико-математичного факультету, СДПУ

e-mail: kadubovs@ukr.net, irza v@ukr.net

k -КОЛЬОРОВI ХОРДОВI n -ДIАГРАМИ

В статтi розглядається клас k -кольорових хордових дiаграм з n хордами. Для натураль-
них k > 2 i 2n = k · p встановлено формули для пiдрахунку як числа неiзоморфних
(з точнiстю до повороту), так i числа нееквiвалентних (вiдносно дiї дiедральної групи)
дiаграм iз зазначеного класу. Також наведено початковi значення числа неiзоморфних
k -кольорових n -дiаграм для 1 < n ≤ 15 .

Ключовi слова: хордова n -дiаграма, дiя групи на множинi, група дiедра.

Вступ
Однiєю з основних задач багатьох галузей математики є задача про класи-

фiкацiю дослiджуваних об’єктiв, яка, в свою чергу, вимагає побудову повних
iнварiантiв. В бiльшостi випадкiв для розв’язання останньої ефективно засто-
совують певнi графи з додатковою iнформацiєю. Конструкцiї, схожi до кола
з вiдмiченими точками, ефективно використовувались, наприклад, в роботах
[2, 12, 13]. Добре вiдомо також, що хордовi дiаграми використовують i для
описання iнварiантiв вузлiв Васильєва.

Всюди нижче пiд хордовою дiаграмою порядку n будемо розумiти кон-
фiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на ньому та n хорд,
якi сполучають вказанi точки.

Питаннями перелiку певних класiв хордових дiаграм займалась цiла низ-
ка вiдомих математикiв, зокрема автори робiт [3, 4, 5, 6].

Задача про пiдрахунок числа неiзоморфних (вiдносно дiї циклiчної групи)
та нееквiвалентних (вiдносно дiї дiедральної групи) n -дiаграм була повнiстю
розв’язана в роботах [3], [6].

Двокольоровi хордовi O - i N -дiаграми були використанi в роботi [8] при
топологiчнiй класифiкацiї функцiй певного класу на замкнених орiєнтовних
та вiдповiдно не орiєнтовних поверхнях фiксованого роду. В [9] встановлено
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних двокольо-
рових O - i N -дiаграм з n хордами. В [10] встановлено формули для пiд-
рахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних двокольорових O -дiаграм,
якi мають один чорний (або ж бiлий) цикл.

c⃝ Кадубовський О.А., Iрза В.I., 2012
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В роботi [7] пiдраховано число неiзоморфних O -дiаграм максимального
роду (з одним чорним та одним бiлим циклом). Число неiзоморфних та нее-
квiвалентних планарних O -дiаграм (роду 0) пiдраховано в роботi [1].

Результати, пов’язанi з пiдрахунком числа неiзоморфних та нееквiва-
лентних k -кольорових n -дiаграм, авторам є невiдомими. Дослiдженню та
розв’язанню зазначених задач й присвячена дана стаття.

1. Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Означення 1. Нехай на площинi задано коло i 2n точок на ньому, якi є
вершинами правильного 2n -кутника. Розiб’ємо цi точки на n пар i кожну
пару з’єднаємо хордою. Отриману конструкцiю будемо називати хордовою
дiаграмою з n хордами або, коротко, n -дiаграмою – рис. 1 a) .

Означення 2. Коло з 2n точками на ньому, якi є вершинами правильного
2n -кутника, i фiксованою нумерацiєю останнiх за годинниковою стрiлкою
будемо називати 2n -шаблоном – рис. 1 b) .

Надалi будемо вважати, що всi n -дiаграми будуються на основi 2n -
шаблону, а множину дiаграм, побудованих на ньому, позначати ℑn . 

 

     
)a  )b  )c  )d  )e  

 

1  2  

3  

...  

2n  

1n +  

...  

1  2  

3  

...  

2n  

1n +  
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Рис. 1: a) 4 -дiаграма (O -дiаграма); b) 2n -шаблон; c) правильний 2n -кутник та йо-
го вiсi симетрiї; d), e) еквiвалентнi, але не iзоморфнi 4 -дiаграми (N -дiаграми)

Означення 3. Двi хордовi n -дiаграми будемо називати iзоморфними, якщо
одну з них можна отримати в результатi повороту iншої (навколо спiль-
ного центру) на деякий кут φ = i · 2π2n , 1 ≤ i ≤ 2n .

Означення 4. Двi хордовi n -дiаграми будемо називати еквiвалентними,
якщо вони iзоморфнi або сумiщаються в результатi дзеркального вiдбиття
чи композицiї дзеркального вiдбиття i повороту на певний кут.

Добре вiдомо (напр. [11]), що всi симетрiї правильного 2n -кутника (рухи
площини, при яких вiн самосумiщується) вичерпуються:

2n поворотами (навколо його центра) на кути, кратнi куту φ = 2π
2n ;
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n осьовими симетрiями вiдносно прямих (осей симетрiї), що проходять
через протилежнi вершини, та

n осьовими симетрiями вiдносно прямих (осей симетрiї), що проходять
через середини протилежних сторiн.

Нехай σ =

(
1 2 ... 2n− 1 2n
2 3 ... 2n 1

)
= (1, 2, ..., 2n) , а

τ =

(
1 2 ... n+ 1 ... 2n− 1 2n
1 2n ... n+ 1 ... 3 2

)
= (1)◦(2, 2n)◦...◦(n, n+ 2)◦(n+ 1) .

Тодi симетрiї правильного 2n -кутника можна описати в термiнах зазна-
чених перестановок на множинi номерiв його вершин. А саме:
1) поворот 2n -кутника навколо його центра на кут φj =

jπ
n , 1 ≤ j ≤ 2n за

годинниковою стрiлкою визначається перестановкою σj i навпаки;
2) осьова симетрiя вiдносно прямої s1 , що проходить через середини сторiн
[1; 2] i [n+ 1;n+ 2] , визначається добутком τ · σ1 , а вiдносно прямої s2 , що
проходить через середини сторiн [2; 3] i [n+ 2;n+ 3] , – добутком τ · σ3 ;
3) осьова симетрiя вiдносно прямої v1 , що проходить через вершини з номе-
рами 1 i n + 1 , визначається перестановкою τ , а вiдносно прямої v2 , що
проходить через вершини з номерами 2 i n+ 2 , – добутком τ · σ2 i т.д..

Очевидно, що симетрiї 2n -шаблону можна описати в аналогiчний спосiб.
Тому елементи σi i τ · σi ( i = 1, ..., 2n ) — всi 4n рiзних елементiв групи
D2n = {σi, τ · σi |i = 1, 2, ..., 2n} симетрiй 2n -шаблону.

Циклiчну групу, породжену перестановкою σ , будемо називати групою
циклiчних перестановок порядку 2n i позначати C2n = {σi | i = 1, 2, ..., 2n}.

Бiльш повну iнформацiю щодо наведених питань можна знайти, напри-
клад, в [11].

Нехай далi α =

(
1 k1 . . . k2n−1 k2n
k1 1 . . . k2n k2n−1

)
— пiдстановка (iнволюцiя)

на множинi номерiв nj вершин 2n -шаблону, яка визначає хорди, а тому i са-
му хордову n -дiаграму D = D(α) . Тодi кожну дiаграму можна ототожнити
з вiдповiдною пiдстановкою, яку будемо називати склейкою. Множину скле-
йок, що вiдповiдають дiаграмам з класу ℑn , будемо позначати B2n .

Вiдомо (напр. [3, 8, 9]), що групи C2n та D2n дiють на множинi хордових
дiаграм (на множинi B2n ) як спряження. Тобто

Твердження 1. Дiаграма D (α1) iзоморфна дiаграмi D (α2) тодi i лише
тодi, коли ∃i ∈ {1, 2, ..., 2n} : α1 = σ−i ◦ α2 ◦ σi;

дiаграма D (α1) еквiвалентна дiаграмi D (α2) тодi i лише тодi, коли
∃γ ∈ D2n : α1 = γ−1 ◦ α2 ◦ γ.
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2. Основна частина
Розглянемо деяку n -дiаграму. Занумеруємо її дуги числами вiд 1 до 2n ,

рухаючись за годинниковою стрiлкою вiд деякої фiксованої дуги, i розфарбу-
ємо їх в k рiзних кольорiв (k|2n , k > 1) так, щоб дуги, номери яких дають
однакову остачу при дiленнi на k , були зафарбованi одним кольором.

В подальшому будемо вважати, що циклiчний порядок k рiзних кольорiв
(кольорiв дуг дiаграми за годинниковою стрiлкою) є строго фiксованим.

Означення 5. Хордову n -дiаграму, дуги кола якої пофарбованi в k рiзних
кольорiв зазначеним способом, будемо називати k -кольоровою n -дiаграмою
i позначати Dk,n – рис.2 a) .

Розглянемо 2n -шаблон (рис.2 b) ). В якостi номера дуги вiзьмемо номер
вершини, яка є її початком (наприклад, дуга (1, 2) має номер 1; дуга (2, 3)
має номер 2 i т.д.). Розфарбуємо дуги в k рiзних кольорiв (k|2n , k > 1 ) так,
щоб дуги, номери яких дають однакову остачу при дiленнi на k , були зафар-
бованi одним кольором. 2n -шаблон, дуги кола якого пофарбовано у вказаний
спосiб, будемо називати k -кольоровим 2n -шаблоном — рис.2 c) . 
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Рис. 2: a) 3 -кольорова 6 -дiаграма; b) 2n -шаблон (n = 8) ; c) k -кольоровий 2n -
шаблон (n = 8 , k = 4 ); d) вiсi cиметрiї 2 -кольорового 12 -шаблону

2.1 Cиметрiї k -кольорового 2n -шаблону
Група симетрiй 2 -кольорового 2n -шаблону складається з n поворотiв

на «парнi» кути (кути виду ωi = 2iπn , 1 ≤ i ≤ n ) та n осьових симетрiй
вiдносно осей, що проходять через середини протилежних дуг шаблону [9]. В
якостi твiрних зазначеної групи симетрiй можна обрати перестановки

ξ = σ2 =

(
1 2 ... 2n− 1 2n
3 4 ... 1 2

)
, λ =

(
1 2 ... 2n− 1 2n
2n 2n− 1 ... 2 1

)
. (1)

I тому група симетрiй 2 -кольорового 2n -шаблону може бути представле-
на у виглядi D∗2n =

{
ξi, λ ◦ ξi| i = 1, ..., n

}
.
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Тепер дослiдимо симетрiї k -кольорового 2n -шаблону.
Твердження 2. Нехай k > 2 i k є дiльником натурального числа 2n . Тодi
група симетрiй k -кольорового 2n -шаблону складається з 2n

k елементiв –
поворотiв на кути виду φj = kj · πn , j ∈ {1, 2, ...2nk } .
Доведення. При обертаннях k -кольоровий 2n -шаблон самосумiщується
лише коли кут повороту є «кратним k », тобто лише при поворотах на ку-
ти φk = km · πn , 1 ≤ m ≤ 2n

k . Тому для доведення твердження достатньо
показати, що при k > 2 k -кольоровий 2n -шаблон не має осей симетрiї.

Припустимо, що k -кольоровий 2n -шаблон має вiсь симетрiї, яка прохо-
дить через протилежнi вершини шаблону (наприклад, вершини з номерами i
та i+n ). Це означає, що дуги (i−1, i) та (i, i+1) зафарбованi однаково. Про-
те цього бути не може, оскiльки номери цих дуг ( i−1 та i вiдповiдно) дають
рiзнi остачi при дiленнi на k (k > 2 ), i тому, за визначенням k -кольорового
2n -шаблону, пофарбованi рiзними кольорами.

Припустимо тепер, що k -кольоровий 2n -шаблон має вiсь симетрiї, яка
проходить через середини протилежних дуг (наприклад, дуги (i, i + 1) та
(i+ n, i+ n+ 1) ). Це означає, що дуги (i− 1, i) та (i+ 1, i+ 2) мають бути
зафарбованi однаково. Але це неможливо, оскiльки номери цих дуг ( i− 1 та
i+ 1 вiдповiдно) дають рiзнi остачi при дiленнi на k (k > 2 ). 2

Таким чином, група симетрiй k -кольорового 2n -шаблону складається з
2n
k елементiв. Її будемо позначати D∗2n

k

=
{
σk·j| j = 1, ..., 2nk

}
та називати

групою дiедра k -кольорового 2n -шаблону.
Зауваження 1. При натуральних k , що дiлять 2n , група D∗2n

k

є групою
C∗2n

k

циклiчних перестановок порядку 2n
k , що породжується перестановкою

ς = σk =

(
1 2 ... 2n− k 2n− k + 1 ... 2n− 1 2n
k + 1 k + 2 ... 2n 1 ... k − 1 k

)
. (2)

2.2 Iзоморфiзм та еквiвалентнiсть k -кольорових n -дiаграм
Добре вiдомо, що число хордових n -дiаграм (побудованих на 2n -шабло-

нi) становить dn = (2n − 1)!! = (2n)!
2n·n! . Як було зазначено ранiше, циклiчний

порядок k рiзних кольорiв (кольорiв дуг дiаграми у напрямку за годинни-
ковою стрiлкою) є строго фiксованим. Оскiльки кожну n -дiаграму можна
розфарбувати k рiзними способами зi збереженням циклiчного порядку ко-
льорiв, то, з урахуванням означення 5. , в якостi числа dk,n k -кольорових
n -дiаграм слiд прийняти величину dk,n = k · dn .

Проте, оскiльки кiнцевою метою є пiдрахунок числа саме неiзоморфних
k -кольорових n -дiаграм, доведемо наступне допомiжне твердження.
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Твердження 3. Число неiзоморфних k -кольорових n -дiаграм з фiксова-
ним циклiчним порядком кольорiв дуг спiвпадає з числом неiзоморфних k -
кольорових n -дiаграм, побудованих на k -кольоровому 2n -шаблонi з таким
самим циклiчним порядком кольорiв.

Доведення. Для доведення достатньо показати, що для кожної дiаграми
Dk,n(α) , α ∈ B2n , побудованої на k -кольоровому 2n -шаблонi (з фiксованим
циклiчним порядком кольорiв), iснують ще k − 1 дiаграм (побудованих на
цьому ж шаблонi), якi при вiдповiднiй циклiчнiй змiнi кольорiв є iзоморфни-
ми з дiаграмою Dk,n(α) . Надалi множину дiаграм, побудованих на фiксова-
ному k -кольоровому 2n -шаблонi, будемо позначати ℑk,n .

Отже, нехай α = (a1, b1) ◦ ... ◦ (an, bn) – довiльна, але фiксована склейка
з B2n , а Dk,n = Dk,n(α) – рис. 3 a) .

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

)a  )b  )c  )d  

 

Рис. 3: a) Dk,n(α) ; b) Dk,n(α1) ; c) Dk,n(α2) ; d) Dk,n(α3)

Розглянемо склейку α1 = α+ 1 mod(2n) =
= (a1 + 1 mod(2n), b1 + 1 mod(2n)) ◦ ...

... ◦ (an + 1 mod(2n), bn + 1 mod(2n)) ∈ B2n.

Очевидно, що дiаграма Dk,n(α1) належить множинi ℑk,n (рис. 3 b)) . Якщо
дуги дiаграми Dk,n(α1) перефарбувати так, щоб кожна дуга «отримала» ко-
лiр попередньої дуги (у напрямку за годинниковою стрiлкою), то одержана в
такий спосiб дiаграма D′k,n(α1) буде iзоморфною дiаграмi Dk,n(α) .

Таким чином, склейки αj ( j = 1, 2, ..., k−1 ), що визначають шуканi k−1
дiаграм Dk,n(αj) , можна подати у виглядi αj = α + j mod(2n) . При ко-
жному фiксованому j циклiчне перефарбування дуг дiаграми Dk,n(αj) вiд-
бувається за правилом: кожну дугу (дiаграми Dk,n(αj) ) пiд номером i слiд
пофарбувати у колiр дуги шаблону пiд номером (i− j mod(2n)) . 2

Зауваження 2. З урахуванням попереднього твердження в якостi числа
dk,n k -кольорових n -дiаграм з фiксованим циклiчним порядком кольорiв дуг
природно обрати число дiаграм з класу ℑk,n , що побудованi на фiксованому
k -кольоровому 2n -шаблонi (з вiдповiдним циклiчним порядком кольорiв дуг
шаблону). Тобто, в якостi числа dk,n можна прийняти число dn . Отже

|ℑk,n| = dk,n = dn = (2n− 1)!!. (3)
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З урахуванням твердження 1. , має мiсце наступний критерiй iзомор-
фностi дiаграм з класу ℑk,n .

Наслiдок 1. Дiаграма Dk,n (α1) iзоморфна дiаграмi Dk,n (α2) тодi i лише
тодi, коли ∃j ∈

{
1, 2, ..., 2nk

}
: α1 = σ−j·k ◦ α2 ◦ σj·k .

2.3 Число неiзоморфних та нееквiвалентних дiаграм з класу ℑk,n
Теорема 1. Для довiльного натурального n ≥ 2 число d∗k,n неiзоморфних
дiаграм з класу ℑk,n можна обчислити за допомогою наступних формул

d∗k,n =
k

2n

(2n− 1)!! +
∑

kj|2n, kj ̸=2n

ϕ

(
2n

kj

)
ρ(n, kj)

 , (4)

ρ(n, kj) =


(kj − 1)!! ·

(
2n
kj

)kj
2

, 2n
kj = 2l + 1

[kj/2]∑
r=0

C2r
kj · (2r − 1)!! ·

(
2n
kj

)r
, 2n

kj = 2l,
(5)

де ϕ(q) — арифметична функцiя Ейлера.

Доведення. З урахуванням зауваження 1. i наслiдку 1. число d∗k,n спiв-
падає з числом орбiт дiї групи C∗2n

k

на множинi дiаграм з класу ℑk,n (на
множинi B2n ). I тому за лемою Бернсайда (напр. [11]) та з урахуванням
результатiв роботи [3], шукане число d∗k,n можна обчислити за формулою

d∗k,n =
1

|C∗2n
k

|

|ℑk,n|+ ∑
kj|2n kj ̸=2n

ϕ

(
2n

kj

)
· ρ(n, kj)

 , (6)

де ρ(n, kj) – число дiаграм з класу ℑk,n , якi самосумiщуються при поворотi
на кут φk,j = kj · πn за годинниковою стрiлкою. Не важко бачити, що ρ(n, kj)
спiвпадає з числом звичайних n -дiаграм (з класу ℑn ), якi самосумiщуються
при поворотi на кут φk,j за годинниковою стрiлкою.

В роботах [3] i [6] було встановлено, що для кожного дiльника i числа n
величину ρ(n, i) можна обчислити за формулами

ρ(n, i) =


(i− 1)!! ·

(
2n
i

)i/2
, 2n

i = 2l + 1
[i/2]∑
r=0

C2r
i · (2r − 1)!! ·

(
2n
i

)r
, 2n

i = 2l.
(7)

Поклавши в (7) i = kj , одержимо формули (5) . 2
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Зауваження 3. При k = 1 i k = 2 cпiввiдношення (4) , (5) також визна-
чають число неiзоморфних хордових n -дiаграм (ℑn ≡ ℑ1,n) та число неiзо-
морфних двокольорових n -дiаграм ( з класу ℑ2,n) вiдповiдно. Крiм того, у
випадку k = 2n кожна дiаграма з класу ℑ2n,n може сумiститися виключно
iз собою i лише при поворотi на кут 2π . Це означає, що будь-якi двi дiа-
грами з класу ℑ2n,n не є iзоморфними, тобто що d∗2n,n = d2n,n = (2n− 1)!! .
При k = 2n cпiввiдношення (4) , (5) дають такий самий результат.

Твердження 4. При k > 2 число нееквiвалентних дiаграм з класу ℑk,n
дорiвнює числу неiзоморфних дiаграм з класу ℑk,n .

Справедливiсть твердження є наслiдком твердження 2. та зауваження 1.
Всюди вище циклiчний порядок k (рiзних) кольорiв (кольорiв дуг n -

дiаграм за годинниковою стрiлкою) був чiтко фiксованим. Очевидно, що на
2n -шаблонi у напрямку за (або проти) годинниковою стрiлкою можна зафiк-
сувати (k − 1)! рiзних циклiчних порядкiв кольорiв. Крiм того, при k > 2
двi k -кольоровi n -дiаграми з рiзними циклiчними порядками кольорiв дуг
не можуть бути iзоморфними. Тому має мiсце

Наслiдок 2. Нехай k > 2 є дiльником числа 2n . Тодi число d∗k,n неiзомор-
фних k -кольорових n -дiаграм можна визначити за формулою

d∗k,n = (k − 1)! · d∗k,n. (8)

Нижче на рисунках 4 , 5 , 6 , 7 , 8 i 9 зображено всi неiзоморфнi дiаграми
з класiв ℑ3,3 , ℑ2,3 , ℑ1,3 , ℑ1,4 , ℑ2,4 та ℑ4,4 вiдповiдно.

 

 
  

 

  

 

 
  

 

  

 

 
  

 

  

 

 
  

 

  

 

 
  

 

  

 

 
  

 

  

 

  

 

  

 

 
  

 

  

 

 
  

 

  

 

 
  

 

  

 

 
  

 

  

 

 

Рис. 4: Всi 11 неiзоморфних дiаграми з класу ℑ3,3
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Рис. 5: Всi 7 неiзоморфних дiаграми з класу ℑ2,3
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1 2 3 4 5

Рис. 6: Всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑ1,3

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18

Рис. 7: Всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑ1,4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 
  

 

 

  

 

 

 

Рис. 8: Всi 35 неiзоморфних дiаграм з класу ℑ2,4
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Рис. 9: Всi 65 неiзоморфних дiаграм з класу ℑ4,4
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n 2n k|2n d∗k,n n 2n k|2n d∗k,n
2 4 1 2 10 20 1 32 743 182
2 4 2 3 10 20 2 65 486 307
2 4 4 3 10 20 4 130 945 875
3 6 1 5 10 20 5 163 715 822
3 6 2 7 10 20 10 327 431 363
3 6 3 11 10 20 20 654 729 075
3 6 6 15 11 22 1 624 999 093
4 8 1 18 11 22 2 1 249 937 335
4 8 2 35 11 22 11 6 874 989 963
4 8 4 65 11 22 22 13 749 310 575
4 8 8 105 12 24 1 13 176 573 910
5 10 1 105 12 24 2 26 353 147 811
5 10 2 193 12 24 3 39 529 719 560
5 10 5 513 12 24 4 52 706 295 033
5 10 10 945 12 24 6 79 059 439 095
6 12 1 902 12 24 8 105 411 386 745
6 12 2 1 799 12 24 12 158 118 876 449
6 12 3 2 688 12 24 24 316 234 143 225
6 12 4 3 483 13 26 1 304 072 048 265
6 12 6 5 363 13 26 2 608 142 583 137
6 12 12 10 395 13 26 13 3 952 936 627 361
7 14 1 9 749 13 26 26 7 905 853 580 625
7 14 2 19 311 14 28 1 7 623 505 722 158
7 14 7 68 219 14 28 2 15 247 011 443 103
7 14 14 135 135 14 28 4 30 494 006 668 251
8 16 1 127 072 14 28 7 53 364 540 054 860
8 16 2 254 143 14 28 14 106 729 080 101 235
8 16 4 508 277 14 28 28 213 458 046 676 875
8 16 8 1 016 481 15 30 1 206 342 800 616 597
8 16 16 2 027 025 15 30 2 412 685 556 939 751
9 18 1 1 915 951 15 30 3 619 028 401 803 731
9 18 2 3 828 921 15 30 5 1 031 714 003 081 693
9 18 3 5 747 843 15 30 6 1 238 056 670 727 375
9 18 6 11 486 745 15 30 10 2 063 427 784 696 215
9 18 9 17 243 105 15 30 15 3 095 142 009 014 843
9 18 18 34 459 425 15 30 30 6 190 283 353 629 375

Табл. 1: Початковi значення числа неiзоморфних дiаграм з класiв ℑk,n (1 < n ≤ 15, k|2n)

Висновки
Встановленi в роботi формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та не-

еквiвалентних дiаграм з класу ℑk,n є узагальненням аналогiчних результатiв
для хордових, зокрема двокольорових n -дiаграм. Проте залишається нез’я-
сованим питання про пiдрахунок числа d∗∗k,n нееквiвалентних k -кольорових
n -дiаграм при k > 2 .
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На думку авторiв, цiлком досяжним є одержання аналогiчних узагаль-
нень й для бiльш специфiчних класiв хордових n -дiаграм.
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РЕАЛIЗАЦIЯ ЗАДАЧI ПОДIЛУ ТАЄМНИЦI В
МАТЕМАТИЧНОМУ ПАКЕТI MAXIMA

В роботi проведено аналiз лiтератури щодо дослiдження задачi подiлу таємницi. Розробле-
но програмну реалiзацiю даної задачi в математичному пакетi Maxima. Проведено порiв-
няльний аналiз програмної реалiзацiї задачi подiлу таємницi двома способами: за схемою
Шамiра та схемою Асмута-Блума.

Ключовi слова: задача подiлу таємницi, полiном Лагранжа, китайська теорема
про остачу.

Вступ
Криптографiчна задача подiлу таємницi (англ. Secret sharing) виникає у

випадку необхiдностi забезпечення колегiальностi прийняття рiшення. Її суть
полягає в тому, що сукупнiсть даних, яка дозволяє повнiстю вiдновити секре-
тний ключ (таємницю), розподiляється мiж членами певної групи з n осiб в
такий спосiб, що кожному з них дiстається доля таємницi (англ. Shadow), i
подальше вiдновлення ключа можливе лише за присутностi всiх (або певної
мiнiмальної кiлькостi k ) членiв групи. У разi невиконання цiєї умови секре-
тний ключ гарантовано не вiдновлюється.

Задача подiлу таємницi мiстить два алгоритми: перший призначений для
обчислення долей за заданим значенням секретного ключа (розподiл таєм-
ницi) i другий — для вiдновлення ключа за вiдомими долями (реконструкцiя
таємницi).

Основне призначення розподiлу таємницi — захист ключа вiд втрати. За-
звичай для захисту вiд втрати ключа роблять декiлька копiй. Зi збiльшенням
числа копiй ключа зростає iмовiрнiсть його компрометацiї (розголошення),
якщо ж число копiй мале, то зростає ризик втрати ключа, через можливiсть
загубити його. Тому краще «розподiлити» ключ мiж декiлькома особами в
такий спосiб, щоб була можливiсть його вiдновлення при рiзних обставинах:
кiлькома уповноваженими групами з певним складом учасникiв. Тим самим
запобiгають повної втрати ключа.

c⃝ Рябухо О.М., Iванова К.Ю., 2012
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Пороговою схемою або схемою подiлу таємницi називається схе-
ма, яка дозволяє «розподiлити» таємницю мiж декiлькома учасниками в та-
кий спосiб, щоб заздалегiдь визначенi уповноваженi особи могли однозначно
вiдновити таємницю, а неуповноваженi – не отримали жодної додаткової iн-
формацiї про можливе значення таємницi.

У (k, n) -порогових схемах повiдомлення дiлиться на n частин так, що
будь-якi k частини можуть вiдновити повiдомлення.

Мета роботи: дослiдити та програмно реалiзувати задачу подiлу та-
ємницi за схемою Шамiра та схемою Асмута-Блума. Зробити порiвняльний
аналiз вiдповiдних програм.

Загальнi вiдомостi про задачу подiлу таємницi за схема-
ми Шамiра та Асмута - Блума

Iдея порогової схеми була незалежно запропонована в 1979 роцi Адi Ша-
мiром та Джорджем Блеклi. Для створення порогової схеми Шамiр кори-
стувався полiномiальними рiвняннями в скiнченному полi [3]. Спочатку оби-
рається просте число P , яке бiльше кiлькостi можливих часток (долей) i
бiльше найбiльшої з можливих таємниць. Щоб зробити таємницю загальною,
генерується довiльний многочлен степеня k− 1 . Наприклад, якщо необхiдно
створити (6,10)-порогову схему, то генерується многочлен 5-го степеня:

f(x) = (ax5 + bx4 + cx3 + dx2 + hx+ S) mod P,

де P — це випадкове просте число, бiльше будь-якого з коефiцiєнтiв; S —
таємниця (повiдомлення).

Коефiцiєнти a, b, c, d, h обираються випадково, вони зберiгаються в
таємницi i вiдкидаються пiсля розподiлу часток. Просте число P повинно
бути опублiковане.

Частки (долi) отримуються за допомогою обчислення значення многочле-
ну в n рiзних точках: Si = f(xi) .

Для вiдновлення таємницi необхiдна наявнiсть 6 часток (долей). Ця не-
обхiднiсть зумовлена тим, що для вiдшукання невiдомих коефiцiєнтiв много-
члену 4-го степеня з 6-ма невiдомими потрiбно 6 будь-яких значень часток.
Трьох чи чотирьох буде недостатньо, а шести або восьми буде з надлишком.
Для вiдновлення таємницi S за 6-ма частками S1, S2, S3, S4, S5, S6 будує-
ться многочлен f(x) за iнтерполяцiйною формулою Лагранжа

f(x) =
k∑
e=1

f(ie)
∏
j ̸=e

x− ij
ie − ij

. (1)
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Тодi вiльний член полiному i буде таємницею S = f(0) = a0 .

В 1983 роцi в роботах С. Асмута, Д. Блума та М. Мiньота були описанi
iншi пiдходи до розв’язання задачi подiлу таємницi. Вони запропонували в
якостi вихiдної бази обрати кiльце цiлих чисел. В цьому кiльцi в якостi та-
ємницi пропонувалося брати деяке цiле число, а в якостi часткової таємницi
учасника — його конгруенцiю за деяким модулем. Вiдновлення таємницi в та-
ких системах вiдбувається шляхом розв’язання системи конгруенцiй, найча-
стiше, за допомогою китайської теореми про лишки. Такi схеми називаються
модулярними.

Для (k, n) -порогової схеми обирається велике просте число p , бiльше S .
Потiм обираються числа, меншi p – d1, d2, . . . , dn , для яких:

1) значення di впорядкованi за зростанням, di < di+1 ;
2) всi числа послiдовностi d1, d2, . . . , dn попарно взаємнопростi;
3) d1 · d2 · . . . · dk > p · dn−k+2 · dn−k+3 · . . . · dn .

Щоб розподiлити частки, спочатку обираємо випадкове число r та об-
числюємо s = S + rp . Частками (долями) є si ≡ s mod di . Об’єднавши
будь-якi k часток, можна вiдновити S , використовуючи китайську теорему
про лишки. Для довiльних k чисел si1, . . . , sik єдиним розв’язком системи
конгруенцiй 

x ≡ si1 (mod di1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ sik (mod dik)
(2)

буде таємний ключ s .
Процедура вiдновлення ключа неможлива для меншої нiж k кiлькостi

часток. Так для довiльних k − 1 чисел si1, . . . , sik−1
система

x ≡ si1 (mod di1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
x ≡ sik−1

(mod dik−1
)

матиме безлiч розв’язкiв.

Програмна реалiзацiя задачi подiлу таємницi в пакетi
Maxima
Алгоритм подiлу таємницi S ∈ ZP за схемою Шамiра

1. Обирається n рiзних, ненульових елементiв з ZP .
2. Випадковим чином в ZP обираються k − 1 елементи a1, . . . , ak−1 .
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3. Для кожного 1 ≤ i ≤ n обчислюються Si = f(xi) , де

f(x) = S +
k−1∑
j=1

ajx
j mod P.

4. Кожний учасник 1 ≤ i ≤ n отримує долю (Si, P ) .

Алгортм вiдновлення таємницi за наявними 6-ма частками.

1. Будуємо полiном Лагранжа за формулою 1.
2. Знаходимо його значення при x = 0 , отримаємо таємницю S = f(0) .

Алгоритм подiлу таємницi S ∈ ZP за схемою Асмута-Блума
1. Обирається просте число P та n взаємно простих чисел.
2. Перевiряються умови: ∀i : di > P, d1 < . . . < di < . . . < dn та
d1 · . . . · dk > P · dk+1 · . . . · dn .

3. Обирається випадкове число r та обчислюється s = S + rP .
4. Обчислюються частки за формулою si = s mod di .

Алгортм вiдновлення таємницi за наявними 6-ма частками.

1. Будуємо систему конгруенцiй виду 2 та розв’язуємо її за допомогою ки-
тайської теореми про лишки.

2. Вiдновлюємо таємницю як розв’язок системи конгруенцiй 2.

Приклад 1. Нехай необхiдно роздiлити таємницю S = 97 мiж 10 учасни-
ками таким чином, щоб будь-якi 6 з них могли вiдновити цю таємницю.
Реалiзуємо (6, 10) -порогову схему.

Схема Шамiра Схема Асмута-Блума
Обирається деяке просте число
P = 101

В якостi простого числа оберемо
P = 101

Будуємо многочлен В якостi взаємно простих
f(x) = (64 · x5 + 27 · x4 + 18 · x3+
+31 · x2 + 7 · x+ 97) mod 101

∀i : i ∈ {103, 107, 109, 113, 127, 131,
137, 139, 149, 151}, i > P = 101
103 < 107 < 109 < 113 < 127 <
< 131 < 137 < 139 < 149 < 151
·131 > 101 · 137 · 139 · 149 · 151
103 · 107 · 109 · 113 · 127
r = 51, s = 5248
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Отриманi долi
{413, 49}, {432, 48}, {451, 71},
{470, 50}, {489, 78}, {508, 38},
{527, 40}, {546, 50}, {565, 24},
{584, 42}.

Отриманi долi
{101, 103, 98}, {101, 107, 5},
{101, 109, 16}, {101, 113, 50},
{101, 127, 41}, {101, 131, 8},
{101, 137, 42}, {101, 139, 105},
{101, 149, 33}, {101, 151, 114}

Вiдновлення таємницi Вiдновлення таємницi
{432, 48}, {470, 50}, {489, 78},
{508, 38}, {565, 24}, {584, 42}

{101, 107, 5}, {101, 109, 16},
{101, 113, 50}, {101, 131, 8},
{101, 139, 105}, {101, 151, 114}

Будуємо iнтерполяцiйний полiном
Лагранжа

Складемо вiдповiдну систему
конгруенцiй

f(x) = 48 · (x−470)·(x−489)·(x−508)
(432−470)·(432−489)·(432−508)·

· (x−565)·(x−584)
(432−565)·(432−584)+50· (x−432)·(x−489)

(470−432)·(470−489)·
· (x−508)·(x−565)·(x−584)
(470−508)·(407−565)·(470−584)+78· (x−432)(489−432)·
· (x−470)·(x−508)·(x−565)·(x−584)
(489−470)·(489−508)·(489−565)·(489−584)+

+38· (x−432)·(x−470)·(x−489)·(x−565)
(508−432)·(508−470)·(508−489)·(508−565) ·

· (x−584)(508−584)+24· (x−432)·(x−470)·(x−489)
(565−432)·(565−470)·(565−489)·

· (x−508)·(x−584)
(565−508)·(565−584)+42· (x−432)·(x−470)

(489−432)·(489−470)·
· (x−489)·(x−508)·(x−565)
(489−508)·(489−565)·(584−565)



x ≡ 5 (mod 107)

x ≡ 16 (mod 109)

x ≡ 50 (mod 113)

x ≡ 8 (mod 131)

x ≡ 105 (mod 139)

x ≡ 114 (mod 151)

Вiльний член полiнома i є таємниця Розв’язавши систему конгруенцiй
вiдновимо таємницю

Порiвняльний аналiз реалiзованих схем

Схема Шамiра Схема Асмута-Блума
Потребує генерацiї двох простих чи-
сел.

Потребує генерацiї 2+n простих чи-
сел, причому n простих чисел необ-
хiдно обрати у порядку зростання.

Кiлькiсть учасникiв, якi можуть вiд-
новити таємницю задається одразу.

Необхiдна перевiрка заявлених
долей на можливiсть вiдновлення
таємницi.

Для обчислення долей будується
полiном степеня k − 1.

Для обчислення долей обирається
випадкове число.

Обидвi схеми крипостiйкi до атак.
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Описанi схеми також були реалiзованi в математичному пакетi Maple, в
середовищi Delphi та на мовi програмування PHP. Математичнi пакети Maxi-
ma та Maple оперують однаковими вбудованими функцiями та виконують
чисельнi розрахунки високої точностi. Завдяки цьому, на етапi вiдновлення
таємницi, був побудований iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа та розв’я-
зана система конгруенцiй за допомогою китайської теореми про лишки. Що
дає можливiсть вiдновлення таємницi. Але мiж цими математичними пакета-
ми є певнi вiдмiнностi. При виведеннi результатiв команд Maxima виводить
кiнцевий результат, а Maple виводить поетапне виконання вказаної команди.
На вiдмiну вiд комерцiйних Maple, та Delphi математичний пакет Maxima є
вiльно розповсюдженою системою комп’ютерної алгебри, яка розрахована на
широке коло користувачiв.

Мова PHP на вiдмiну вiд вище згаданих математичних пакетiв є сер-
верною мовою web-програмування i має розвинену обчислювальну частину.
Наявнiсть в мовi повноцiнного набору керуючих конструкцiй, дозволяє реалi-
зовувати алгоритми будь-якої складностi. Синтаксис мови майже спiвпадає iз
синтаксисом мови С, тому працювати з нею може вузьке коло користувачiв.

Delphi дає можливiсть створювати програми в стилi вiзуального констру-
ювання форм, розмiстивши на них будь-якi вiзуальнi елементи. Середовище
Delphi має складний iнтерфейс. Програма в середовищi Delphi реалiзує де-
який код тiльки як реакцiю на подiї, якi зумовленi дiями користувачiв (на-
тискання кнопок, рух мишi i тому подiбне).

Висновки
В статтi наведенi приклади реалiзацiї задачi подiлу таємницi за схемами

Шамiра та Асмута-Блума в системi компютерної алгебри Maxima. Проведе-
ний порiвняльний аналiз реалiзованих схем в рiзних програмних середови-
щах.
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НАПIВГРУПА ВIДПОВIДНОСТЕЙ СКIНЧЕННОЇ ГРУПИ

Дослiдження полягає у вивченнi напiвгрупи вiдповiдностей скiнченної групи, зокрема об-
числено порядки напiвгрупи вiдповiдностей знакозмiнної групи четвертого порядку S(A4)
та групи кватернiонiв восьмого порядку S(Q8) .

Ключовi слова: напiвгрупа вiдповiдностей, порядок напiвгрупи, знакозмiнна група,
група кватернiонiв.

Вступ
Поняття напiвгрупи та вiдповiдний термiн виникли на початку ХХ сто-

лiття, а систематичнi дослiдження напiвгруп почалися в кiнцi 20-х рокiв. До
60-х рокiв теорiя напiвгруп сформувалася в область алгебри, що динамiчно
розвивається, з багатою проблематикою i рiзноманiтними застосуваннями. В
цi роки з’явилися i першi монографiї, якi цiлком присвяченi теорiї напiвгруп.

Першим задачу вивчення напiвгруп вiдповiдностей поставив Курош О.Г. в
своєму курсi з теорiї унiверсальних алгебр (див. [1]). Однак зроблено в цьому
напрямку небагато. Є кiлька робiт (наприклад, Iскандер [2], [3]), де вивчалася
будова напiвгрупи S(G) як решiтки вiдносно природного часткового поряд-
ку. Але напiвгрупи вiдповiдностей конкретних унiверсальних алгебр майже
не дослiджувалися.

c⃝ Рябухо О.М., Турка Т.В., Литвиненко Л.П., 2012
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У роботi [4] обчислено порядок напiвгруп S(G) , коли G є скiнченною
групою. Зокрема, явно вказано порядок |S(G)| для трьох класичних серiй
скiнченних груп: циклiчних, дiедральних та елементарних абелевих.

Продовжуючи роботу над вивченням напiвгруп вiдповiдностей скiнчен-
них груп, ми обчислили порядок напiвгруп вiдповiдностей знакозмiнної групи
степеня чотири S(A4) та групи кватернiонiв восьмого порядку S(Q8) .

Порядок напiвгрупи вiдповiдностей
Нехай G — унiверсальна алгебра. Якщо пiдалгебру з G×G розглядати

як бiнарне вiдношення на G , то множина S(G) всiх пiдалгебр з G × G є
напiвгрупою вiдносно деморганiвського добутку вiдношень. Напiвгрупа S(G)
називається напiвгрупою вiдповiдностей алгебри G .

У роботi [4] показано, що коли G — група, то елементи напiвгрупи S(G)
можна ототожнити з п’ятiрками вигляду (H1, G1, H2, G2, φ) , де H1�G1 < G ,
H2�G2 < G , а φ — iзоморфiзм факторгрупи G1/H1 на факторгрупу G2/H2 .
При цьому вiдповiдний елемент напiвгрупи S(G) — як пiдмножина iз G×G
— має вигляд

(H1, G1, H2, G2, φ) =
∪
a∈G1

(aH1 × φ(aH1)).

Множини вигляду aH1 × bH2 , де bH2 = φ(aH1) є блоками елемента
A = (H1, G1, H2, G2, φ) .

Якщо H,N ≤ G i N � H , то факторгрупа H/N називається факто-
ром групи G . Вибираємо з кожного класу iзоморфних факторiв групи G по
представнику i позначаємо через F(G) множину цих представникiв. Тодi для
кожного з можливих факторiв F ∈ F число KF є потужнiстю вiдповiдного
класу iзоморфних факторiв, тобто

KF = |{(N,H)|N �H i H/N ≃ F}|.

Теорема 1. Для будь-якої скiнченної групи G порядок напiвгрупи вiдповiд-
ностей S(G) дорiвнює

|S(G)| =
∑

F∈F(G)

K2
F · |Aut F |. (1)

Порядок напiвгрупи вiдповiдностей S(A4) .
A4 — група парних пiдстановок степеня 4. Пiдгрупи E , A4 i K4 є нор-

мальними в групi A4 . Група K4 = {ε, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} , так зва-
на четверна група Кляйна, має пiдгрупи E , K4 , ⟨(12)(34)⟩ , ⟨(13)(24)⟩ ,
⟨(14)(23)⟩ . Всi вони будуть нормальними в групi K4 .
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Скориставшись теоремою про порядок напiвгрупи вiдповiдностей скiн-
ченної групи знайдемо порядок напiвгрупи вiдповiдностей групи парних пiд-
становок степеня 4, тобто |S(A4)| .

Задача 1. Обчислити порядок напiвгрупи вiдповiдностей S(A4) знако-
змiнної групи A4 , тобто |S(A4)| .

Розв’язання. Згiдно теореми 2 [4] для будь-якої скiнченної групи, зокрема
групи A4 , порядок напiвгрупи вiдповiдностей S(A4) дорiвнює

|S(A4)| =
∑

F∈F(A4)

K2
F · |Aut F |, (2)

де F(A4) — множина всiх представникiв класiв iзоморфних факторiв F гру-
пи A4 :

F(A4) = {E,C2, C3, K4, A4}.
До кожної пiдгрупи групи A4 , класи iзоморфних факторiв, їх потужнiсть

(число KF ) та потужнiсть групи автоморфiзмiв проiлюструємо за допомогою
таблицi:

H ≤ A4 × A4 |H| F KF |Aut F |
E 1 E KE = 10 |Aut E| = 1

C2 3 E,C2 KC2
= 6 |Aut C2| = 1

C3 4 E,C3 KC3
= 5 |Aut C3| = 2

K4 1 E,C2, K4 KK4
= 1 |Aut K4| = 6

A4 1 E,K4, A4 KA4
= 1 |Aut A4| = 12

Тепер скориставшись формулою 3 обчислимо потужнiсть напiвгрупи вiд-
повiдностей знакозмiнної групи степеня 4.

|S(A4)| = K2
E · |Aut E|+K2

C2
· |Aut C2|+K2

C3
· |Aut C3|+

+K2
K4
· |Aut K4|+K2

A4
· |Aut A4| =

= 102 · 1 + 62 · 1 + 52 · 2 + 12 · 6 + 12 · 12 = 204.

Порядок напiвгрупи вiдповiдностей S(Q8) .
В теорiї груп, група кватернiонiв Q8 є неабелевою групою порядку 8, iзо-

морфною множинi восьми визначенним кватернiонам з операцiєю множення.
В групi Q8 маємо пiдгрупи E , Q8 , {±1} , < i > , < j > , < k > . Всi вони є
нормальними.

Задача 2. Обчислити порядок напiвгрупи вiдповiдностей S(Q8) групи ква-
тернiонiв Q8 , тобто |S(Q8)| .
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Розв’язання. Згiдно теореми 1 для будь-якої скiнченної групи Q8 порядок
напiвгрупи вiдповiдностей S(Q8) дорiвнює

|S(Q8)| =
∑

F∈F(Q8)

K2
F · |Aut F |, (3)

де F(Q8) — множина всiх представникiв класiв iзоморфних факторiв F гру-
пи Q8 :

F(Q8) = {E,C2, C4, K4, Q8}.
До кожної пiдгрупи групи Q8 , класи iзоморфних факторiв, їх потужнiсть

(число KF ) та потужнiсть групи автоморфiзмiв проiлюструємо за допомогою
наступної таблицi

H ≤ Q8 ×Q8 |H| F KF |Aut F |
E 1 E KE = 6 |Aut E| = 1

C2 1 E,C2 KC2
= 7 |Aut C2| = 1

C4 3 E,C2, C4 KC4
= 3 |Aut C4| = 2

Q8 1 E,C2, K4, Q8 KK4
= 1 |Aut K4| = 6

KQ8
= 1 |Aut Q8| = 24

Тепер скориставшись формулою 3 обчислимо потужнiсть напiвгрупи вiд-
повiдностей групи кватернiонiв порядку 8.

|S(Q8)| = K2
E · |Aut E|+K2

C2
· |Aut C2|+K2

C4
· |Aut C4|+

+K2
K4
· |Aut K4|+K2

Q8
· |Aut Q8| =

= 62 · 1 + 72 · 1 + 32 · 2 + 12 · 6 + 12 · 24 = 133.

Висновки
В роботi ми продовжили вивчати порядок напiвгруп вiдповiдностей

S(G) , коли G є скiнченною групою. Зокрема, обчислили порядки напiвгруп
вiдповiдностей знакозмiнної групи |S(A4)| та групи кватернiонiв |S(Q8)| .
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ПОБУДОВА ГРУП ҐАЛУА ДЕЯКИХ ТИПIВ РIВНЯНЬ

В роботi наведена основна теорема теорiї Ґалуа, описана характеризацiя груп Ґалуа бi-
квадратних многочленiв, показано приклад побудови групи Ґалуа.

Ключовi слова: теорiя Ґалуа, група Ґалуа, незвiний многочлен.

Вступ
7 листопада 2011 року науковий математичний свiт вiдзначив 200 -ту

рiчницю з дня народження Еварiста Ґалуа (1811− 1832) , одного iз найбiльш
видатних математикiв 19 -го столiття. Iдеї Ґалуа протягом кiлькох десятилiть
залишалися незрозумiлими для математикiв свiту, але в подальшому вони
одержали визнання i мали великий вплив на розвиток всiєї математики. Свої
iдеї Ґалуа залишив у прощальному листi для друга, написаному напередоднi
дуелi, яка трагiчно обiрвала його життя.

Основна проблема, над якою працював молодий математик — це про-
блема розв’язностi загальних алгебраїчних рiвнянь. Незнайомий з роботами
П.Руфiнi та Н.Абеля, вiн не тiльки незалежно вiд них прийшов до того ж
результату, але й знайшов критерiй розв’язностi загальних алгебраїчних рiв-
нянь у радикалах. Створена ним теорiя, вiдома як теорiя Ґалуа, описана в
термiнах теорiї груп. Тим самим генiальний математик заклав основи тео-
рiї груп. Вiн ввiв поняття розв’язної групи, простої групи, нормальної
пiдгрупи, якi й донинi залишаються найбiльш використовуваними у загаль-
нiй теорiї груп. Вiн же ввiв i сам термiн група: (le groupe), хоча i не дав
строгого визначення. В своїх дослiдженнях Ґалуа довiв простоту знакозмiн-
ної групи An , де n ≥ 5 , довiв теореми про примiтивнi групи перестановок,
про транзитивнi групи простого степеня, якi стали прообразом загальних кла-
сифiкацiйних результатiв, одержаних через пiвтора столiття потому.

Дана робота присвячена характеризацiї многочленiв за їх групами Ґалуа.
Мета дослiдження полягає у вивченнi основних положень теорiї Ґалуа та

побудови груп Ґалуа для деяких типiв рiвнянь.

c⃝ Рябухо О.М., Воронiна О.Л., 2012
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В роботi наводиться характеризацiя груп Ґалуа бiквадратних многочле-
нiв, описується приклад побудови групи Ґалуа.

Основна теорема теорiї Ґалуа
Нехай p(x) =

∏
1≤i≤4

(x− ai) = x4+ ax3+ bx2+ cx+ d — многочлен з полем

розкладу F над основним полем K i нехай K2 = {k2; k ∈ K} позначає мно-
жину квадратiв всiх елементiв iз K . Якщо p(x) незвiдний i сепарабельний
(не має кратних коренiв), то група Ґалуа Gal (F/K) дiє транзитивно на мно-
жинi його чотирьох коренiв, отже iзоморфна однiй iз транзитивних пiдгруп
S4 : четвернiй групi Кляйна K4 ; циклiчнiй групi четвертого порядку C4 ; дi-
едральнiй групi 8 порядку D4 , знакозмiннiй групi A4 або дорiвнює самiй
S4 . Ми припускаємо, що характеристика поля K ̸= 2 . Це гарантує нам, що
незвiдний многочлен p(x) буде сепарабельним.

Теорема 1. Нехай K — поле характеристики ̸= 2 . Припустимо, що p(x)
незвiдний многочлен над K , r(x) — його кубiчна резольвента, поле розкла-
ду якої дорiвнює E , D — дискримiнант r(x) . Тодi

(1) Gal (F/K) ∼= S4 , тодi i тiльки тодi, коли iснує многочлен r(x)
незвiдний над K i D ̸∈ K2;

(2) Gal (F/K) ∼= A4 , тодi i тiльки тодi, коли iснує многочлен r(x)
незвiдний над K i D ∈ K2;

(3) Gal (F/K) ∼= V , тодi i тiльки тодi, коли многочлен r(x) розкла-
дається на лiнiйнi множники над K;

(4) Gal (F/K) ∼= C4 , тодi i тiльки тодi, коли многочлен r(x) має
тiльки один корiнь t в K i p(x) = (x2− tx+ d)(x2+ ax+(b− t)) — розклад
g(x) на множники над E;

(5) Gal (F/K) ∼= D4 , тодi i тiльки тодi, коли многочлен r(x) має
тiльки один корiнь t в K i g(x) не розкладається на множники над E.

Дослiдження груп Ґалуа бiквадратних многочленiв
Розглянемо незвiднi многочлени виду

h(x) = x4 + bx2 + d; b, d ∈ K,

де K – характеристики ̸= 2 . Спочатку сформулюємо наступний критерiй
незвiдностi для таких многочленiв.

Теорема 2. Нехай h(x) = x4 + bx2 + d многочлен над полем K , причому
характеристика ̸= 2 , i ±α , ±β коренi. Тодi наступнi умови еквiвалентнi

(1) h(x) незвiдний над K ;
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(2) α2 , α+ β , α− β ̸∈ K ;
(3) b2 − 4d , −b+ 2

√
d , −b− 2

√
d ̸∈ K2.

Теорема 3. Нехай h(x) = x4 + bx2 + d незвiдний над K , характеристики
K ̸= 2 . Нехай ±α , ±β коренi iз його поля розкладу F . Тодi:

(1) Gal(F/K) ∼= V ←→ d ∈ K2 ↔ αβ ∈ K;
(2) Gal(F/K) ∼= C4 ←→ d(b2 − 4d) ∈ K2; K(αβ) ∈ K(α2);
(3) Gal(F/K) ∼= D4 ←→ di d(b2 − 4d) ̸∈ K2 ↔ αβ ̸∈ K(α2).

Приклади знаходження групи Ґалуа
Приклад 1. Нехай k, j – рiзнi вiльнi вiд квадратiв цiлi числа i r ̸= 0 ,
s ∈ Q . Знайти групу Ґалуа многочлену r(x) = x4−2(r2k+s2j)x2+(r2k−s2j)2

Розв’язання. Нехай k, j — рiзнi вiльнi вiд квадрата цiлi числа i r ̸= 0 , s ∈ Q .
Тодi

r(x) = x4 − 2(r2k + s2j)x2 + (r2k − s2j)2

незвiдний над полем Q , тому, що

b2 − 4d = 16r2s2kj,

−b+ 2
√
d = 4r2k,

−b− 2
√
d = 4s2j

не є квадратами в Q . З теореми 3. випливає, що Gal (F/Q) ∼= V , тому, що
d = (r2k − s2j) ∈ Q2 .

Нормальне розширення Q має групу Ґалуа, iзоморфну V , тодi i тiльки
тодi, коли воно може бути представлене у виглядi Q(

√
k;
√
j) для двох рi-

зних вiльних вiд квадратiв цiлих чисел k i j . Так як коренi ±(r
√
k + s

√
j)

i ±(r
√
k − s

√
j) з u(x) знаходяться в Q(

√
k;
√
j) , то кожне нормальне роз-

ширення з групою Ґалуа V можна одержати як поле розкладу многочлену
цього виду.

Приклад 2. Нехай m,n ∈ Z , де m2 + n2 ∈ Q2 . Знайти групу Ґалуа мно-
гочлену v(x) = x4 − 2(m2 + n2)x2 + n2(m2 + n2) .

Розв’язання. Нехай m,n ∈ Z , де m2 + n2 ∈ Q2 . Тодi многочлен

v(x) = x4 − 2(m2 + n2)x2 + n2(m2 + n2)

незвiдний над полем Q , тому, що з умови m2 + n2 ∈ Q випливає, що

b2 − 4d = 4m2(m2 + n2),

Випуск №2, 2012 75



Математика

−b± 2
√
d = 2(m2 + n2)± 2m

√
m2 + n2

не є квадратами в Q . За теоремою 3. отримуємо, що Gal (F/Q) ∼= C4 , тому,
що

d(b2 − 4d) = 4m2n2(m2 + n2) ∈ Q2.

Приклад 3. Знайти групу Ґалуа многочлену w(x) = x4 − px2 + q , де p, q
довiльнi пари рiзних непарних чисел.

Розв’язання. Для довiльних пар рiзних непарних чисел p, q многочлен
w(x) = x4 − px2 + q є незвiдним над Q . Це безпосередньо випливає iз те-
ореми 2. Звiдки ми можемо вивести, що b2 − 4d = p2 − 4q ̸∈ Q2 , так як
p± 2

√
q ̸∈ Q2.

Без втрати загальностi можна припустити, що p2−4q > 0 . Покладемо, що
p2− 4q = t2 для деякого цiлого числа t > 0 . Тодi t непарне i кожний iз мно-
жникiв 4q = (p+t)(p−t) парний. Оскiльки q просте число i 0 < p−t < p+t ,
то p− t = 2 i p+ t = 2q .

Однак звiдси випливає, що p = q + 1 , а це суперечить припущенню, що
p i q непарнi.

Вiдповiдно, d = q i d(b2−4d) = q(p2−4q) не є квадратами в Q , значить,
Gal (F/Q) ∼= D4 згiдно теоремi 3.

Таким чином, бiльш загальнi приклади многочленiв з групою Ґалуа D4

дають тi, що мають пару дiйсних i пару комплексних коренiв. Вiдмiтимо, що
многочлен w(x) має всi дiйснi коренi, якщо p2 − 4q > 0.

Висновки
В статтi наведенi основна теорема теорiї Ґалуа, характеризацiя груп Ґа-

луа бiквадратних многочленiв та описанi приклади побудови груп Ґалуа не-
звiдних над полем Q бiквадратних многочленiв.
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ДОСЛIДЖЕННЯ А.К. СУШКЕВИЧА З ТЕОРIЇ НАПIВГРУП
ПЕРЕТВОРЕНЬ НАД НЕСКIНЧЕННИМИ МНОЖИНАМИ

Наводиться коротка характеризацiя наукових дослiджень професора А.К. Сушкевича з
теорiї напiвгруп перетворень над нескiнченними множинами. Описано вiдношення еквiва-
лентностi на напiвгрупi перетворень над злiченною множиною, яке узагальнює вiдношення
спряженостi на нiй.

Ключовi слова: А.К. Сушкевич, напiвгрупа перетворень, симетрична група, спряженi
перетворення.

Вступ
50 рокiв тому пiшов з життя видатний український математик, професор

Харкiвського унiверситету Антон Казимирович Сушкевич, який заслужено
вважається одним з фундаторiв сучасної теорiї напiвгруп. Антон Казимиро-
вич Сушкевич був одним з iнiцiаторiв дослiдження напiвгруп перетворень
над нескiнченними множинами. Цiй проблематицi присвяченi, зокрема, його
працi [2–5] i роздiл монографiї [1]. А.К.Сушкевич уперше ввiв до розгляду
напiвгрупи iн’єктивних i сюр’єктивних перетворень над нескiнченними мно-
жинами, охарактеризував їх основнi властивостi i показав, яку роль вiдiгра-
ють цi напiвгрупи при вивченнi будови всiєї напiвгрупи перетворень даної
множини [2–4].

Метою нашої замiтки є коротка характеризацiя наукових дослiджень про-
фесора А.К. Сушкевича з теорiї напiвгруп перетворень над нескiнченними
множинами та опис вiдношення еквiвалентностi на напiвгрупi перетворень
над злiченною множиною, яке узагальнює вiдношення спряженостi на нiй.

Життєвий шлях А.К. Сушкевича
Сушкевич Антон Казимирович народився 10 (22) сiчня 1889 року в Бори-

соглебську Тамбовської губернiї. В 1906-1911 роках навчався в Берлiнi, слухав
лекцiї I. Шура, Л. Шварца, М. Бланка та iн. Повернувшись на Батькiвщину
(1913), здав екстерном державнi iспити в Петербурзькому унiверситетi, а в

c⃝ Рябухо О.М., Парконєна Н.С., 2012
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1917 роцi склав магiстерськi екзамени в Харкiвському унiверситетi. В 1925
роцi вiн захистив докторську дисертацiю в м.Харковi.

Свою педагогiчну дiяльнiсть А.К.Сушкевич розпочав у 1916 роцi, коли
вiн викладав математику у рiзних гiмназiях мiста Харкова. З початку 1918
року вiн працює приват-доцентом Харкiвського унiверситету, з 1920 року —
ад’юнкт-професором. З 1921 по 1929 рiк А.К.Сушкевич — професор Воро-
нежського унiверситету. Наприкiнцi 1929 року А.К.Сушкевич був обраний
дiйсним членом Українського Науково Дослiдного iнституту математики i
механiки та переїхав до Харкова.

Водночас А.К.Сушкевич працював професором Харкiвського геодезично-
го iнституту. З 1933 року i до кiнця свого життя вiн працював в Харкiвському
державному унiверситетi iменi М.А.Горького (зараз це Харкiвський держав-
ний унiверситет iменi Н.К. Каразiна), де очолював кафедру алгебри та теорiї
чисел. З 1937 року А.К.Сушкевич — незмiнний керiвник харкiвського мате-
матичного товариства.

Дослiдження А.К. Сушкевича з теорiї напiвгруп
Науковi iнтереси А.К.Сушкевича пов’язанi з рiзноманiтними галузями ал-

гебри. Найбiльша кiлькiсть робiт, i зокрема найвизначнiшi [1], вiдносяться до
теорiї узагальнених груп, тобто до теорiї множин з однiєю алгебраїчною опе-
рацiєю. Вiн поклав початок систематичному вивченню цiєї галузi. Видiлив i
розглянув основнi властивостi дiй, вивчив зв’язок мiж ними. Накреслив ряд
напрямкiв в загальнiй теорiї алгебраїчних дiй, визначених наявнiстю тих чи
iнших властивостей. Працями А.К.Сушкевича покладено початок дослiдже-
ння деяких типiв скiнчених квазiгруп, встановив їх зв’язок зi скiнченними
групами, а саме, розглянув дiю, обернену до дiї множення у групi.

Дослiдження Сушкевичем напiвгруп пiдстановок започаткували iнший
важливий напрямок в теорiї напiвгруп — напiвгрупи перетворень. Було дове-
дено, що кожна скiнчена абстрактна напiвгрупа може бути iзоморфно пред-
ставленою напiвгрупою однозначних вiдображень в себе деякої множини. На-
ступне розповсюдження цього результату на довiльнi напiвгрупи показало,
що кожну асоцiативну дiю можна розглядати як суперпозицiю загальних
(оборотних або необоротних) перетворень. Сушкевич вперше розглянув на-
пiвгрупи вiдображень злiченної множини в себе (так званi нескiнченнi пiдста-
новки). Вiн побудував представлення деяких класiв напiвгруп скiнченими та
нескiнченими пiдстановками. Пiзнiше напiвгрупи перетворень та представле-
ння напiвгруп перетвореннями розглядалися В.Вагнером (Саратовська алге-
браїчна школа), Л.Глускiним (Харкiв), Є.Ляпiним (Ленiнград), А.Мальцевим
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(Новосибiрськ). Серед дослiджень Сушкевича конкретних напiвгруп, крiм
пiдстановок, слiд згадати ряд результатiв, якi стосуються напiвгруп особли-
вих та нескiнченних матриць i представлень напiвгруп такими матрицями.
Матричнi напiвгрупи пiзнiше розглядали А.Мальцев, Є.Халезов, Л.Глускiн,
I.Понизовський та iншi алгебраїсти.

Необхiднi визначення i допомiжнi результати
Ми ототожнюватимемо злiченну множину з множиною натуральних чи-

сел N . Нехай T (N) — напiвгрупа всiх (скрiзь визначених) перетворень
множини N , In(N) — її пiднапiвгрупа iн’єктивних перетворень, а Sur(N)
— пiднапiвгрупа сюр’єктивних перетворень. Перетином напiвгруп In(N) i
Sur(N) є, очевидно, симетрична група S(N) , а напiвгрупою, що ними поро-
джується, є вся T (N) .

Далi ми скрiзь вважатимемо, що композицiя (добуток) перетворень iз
T (N) дiє на числа iз N злiва направо, тобто для довiльних f, g ∈ T (N) та
x ∈ N

(f · g)(x) = g(f(x)).

У роботi [3] доведено таке твердження:

Лема 1. Для довiльної пiдстановки f ∈ S(N) iснують перетворення
g ∈ In(N) та h ∈ Sur(N) такi, що має мiсце рiвнiсть

f = g · h, (1)

причому перетворення g можна вибрати довiльним чином, а перетворення
h при фiксованому g — кiлькома способами.

З леми 1 випливає, що для кожної пiдстановки f ∈ S(N) iснує безлiч роз-
кладiв вигляду (1). Зокрема, це буде правильно i для тотожної пiдстановки
e ∈ S(N) .

Означення 1. Пару перетворень (g, h) , g ∈ In(N) , h ∈ Sur(N) назвемо
допустимою парою, якщо виконується умова допустимостi

g · h = e.

Нехай U — множина допустимих пар перетворень iз напiвгрупи T (N) .
Тодi множина U має потужнiсть континуум, оскiльки перша компонента
допустимої пари може бути довiльним перетворенням з In(N) , а напiвгру-
па In(N) має потужнiсть континуум. Введемо на множинi U дiю множення
згiдно з правилом

(g1, h1) · (g2, h2) = (g1 · g2, h2 · h1), (2)
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де g1, g2 ∈ In(N) , h1, h2 ∈ Sur(N) .

Лема 2. Множина U вiдносно дiї множення, визначеної рiвнiстю (2),
утворює моноїд.

Нагадаємо, що два перетворення g, h ∈ T (N) називаються спряженими,
якщо iснує пiдстановка u ∈ S(N) така, що має мiсце рiвнiсть

g = u−1 · h · u.

Вiдношення спряженостi є вiдношенням еквiвалентностi на всiй напiвгрупi
T (N) . Його класи еквiвалентностi називаються класами спряженостi.

Лема 3. Перетворення, спряжене до перетворення з In(N) , мiститься в
In(N) , а перетворення, спряжене до перетворення з Sur(N) , мiститься
в Sur(N) .

Доведення — безпосередня перевiрка.

Спряженiсть у сенсi Сушкевича
Використовуючи поняття допустимої пари перетворень можна природним

чином визначити нове вiдношення спряженостi елементiв у напiвгрупi T (N) ,
яке є узагальненням звичайної спряженостi, визначеної вище в п. .

Означення 2. Перетворення f, g ∈ T (N) назвемо спряженими за Су-
шкевичем (позначимо f ∼S g ), якщо iснують допустимi пари (g1, h1),
(g2, h2) ∈ U такi, що мають мiсце рiвностi

f = g1 · g · h1, g = g2 · f · h2. (3)

Теорема 1. Спряженiсть за Сушкевичем є вiдношенням еквiвалентностi
на T (N) .

Доведення. Пересвiдчимось, що спряженiсть за Сушкевичем ∼S є ре-
флексивним, симетричним i транзитивним вiдношенням. Позаяк пара (ε, ε)
є допустимою, то вiдношення ∼S є рефлексивним. Якщо f ∼S g , де f,

g ∈ T (N) , то iснують пари (g1, h1), (g2, h2) ∈ U такi, що виконуються рiв-
ностi (3). А оскiльки цi рiвностi симетричнi щодо замiни f та g , то також
маємо g ∼S f .

Нехай f ∼S g та g ∼S h . Це означає, що iснують допустимi пари (g1, h1),
(g2, h2) та (g′1, h

′
1), (g′2, h

′
2) такi, що

f = g1 · g · h1, g = g2 · f · h2, g = g′1 · h · h′1, h = g′2 · g · h′2.
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Звiдси дiстаємо рiвностi

f = g1 · g′1 · h · h′1 · h1, h = g′2 · g2 · f · h2 · h′2.

Оскiльки In(N) та Sur(N) — напiвгрупи, то перетворення g1 · g′1 , g′2 · g2
мiстяться в In(N) , а h′1 · h1 , h2 · h′2 належать до Sur(N) . Крiм того,

g1 · g′1 · h′1 · h1 = g1 · e · h1 = g1 · h1 = e.

Аналогiчно g′2 · g2 · h2 · h′2 = e , тобто пари (g1 · g′1, h′1 · h1) та (g′2 · g2, h2 · h′2) є
допустимими. Це означає, що f ∼S h , i вiдношення ∼S транзитивне. Таким
чином, ∼S є еквiвалентнiстю. 2

Висновки
Кожнi два перетворення з T (N) , спряженi в звичайному сенсi, будуть

спряженими в сенсi Сушкевича.
Справдi, якщо перетворення u, v ∈ T (N) є спряженими, то iснує пiдста-

новка f ∈ S(N) така, що u = f−1vf , а отже, v = fuf−1 . Тому допустимi
пари (f−1, f) та (f, f−1) будуть визначати спряженiсть перетворень u та v
в сенсi Сушкевича. Обернене не є правильним, а саме, iз спряженостi перетво-
рень у сенсi Сушкевича не випливає їх спряженiсть у звичайному розумiннi.
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РЕШЕТО ЕРАТОСФЕНА ДЛЯ ГАУСОВИХ ЧИСЕЛ

Побудовано аналог вiдомого решета Ератосфена для гаусових чисел. Описано його алго-
ритм. В якостi прикладу знайдено всi простi гаусовi числа, модуль яких не перевищує 12.
Наведено приклад побудови канонiчного розкладу гаусового числа.

Ключовi слова: гаусовi числа, решето Ератосфена, простi числа, асоцiйованi чи-
сла, канонiчний розклад

Вступ
В теорiї факторiальних кiлець основним є питання канонiчного розкладу

елементiв. Для цього дослiджуються оборотнi та простi елементи.
Вiдомо, що всi евклiдовi кiльця є факторiальними. Достатньо дослiдже-

ним є евклiдове кiльце Z цiлих чисел. Його оборотними елементами є числа
1 i −1 , всi простi додатнi числа p знаходяться за допомогою вiдомого решета
Ератосфена, а тому всi простi числа будуть ±p .

Нагадаємо, що решето Ератосфена використовується для знаходження
простих чисел, що не перевищують n . Викреслювання складених чисел за-
кiнчується, коли процес доходить до простого числа, що перевищує

√
n . Ка-

нонiчний розклад натурального числа a знаходиться вiдбором простих дiль-
никiв числа a .

Евклiдове кiльце многочленiв над полем рацiональних чисел не має та-
кої процедури, яка б дозволяла перевiряти незвiднiсть многочленiв, якщо їх
степенi n ≥ 5 . Тому задача знаходження канонiчного розкладу не завжди
розв’язна.

Множина цiлих гаусових чисел Z[i] = {a+bi|a, b ∈ Z} утворює евклiдове
кiльце, у якого δ(a + bi) =

√
a2 + b2 , тобто δ(z) = |z| . Нас цiкавить питан-

ня про можливiсть знаходження канонiчного розкладу довiльного гаусового
числа. Дослiдження ведуться по аналогiї з кiльцем цiлих чисел.

В кiльцi гаусових чисел оборотними є числа 1 , i ,−1 ,−i . Якщо p – про-
стий елемент кiльця Z[i] , який знаходиться в першiй чвертi комплексної пло-

c⃝ Пащенко З.Д., Плахотя О.В., 2012
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щини, то всi асоцiйованi з ним числа, pi ,−p ,−pi – також простi, i будуть
знаходитись у другiй, третiй, четвертiй чвертi вiдповiдно, оскiльки множенню
на i ,−1 ,−i вiдповiдає поворот на кути π

2 ,π , 3π2 вiдповiдно.
Тому достатньо знайти всi простi числа, що знаходяться в першiй чвертi.

Для цього побудовано аналог решета Ератосфена для гаусових чисел, суть
якого викладена в цiй статтi.

Основна частина
Теоретичною основою для побудови аналогу решета Ератосфена для га-

усових чисел є наступнi теореми:

Теорема 1. Модуль меншого за модулем дiльника цiлого гаусового числа z

не перевищує
√
|z| .

Доведення. Нехай z1 ∈ Z[i] – менший за модулем дiльник z , тодi

∃z2 ∈ Z[i] : |z2| ≥ |z1| i z = z1 · z2.

А значить |z| = |z1| · |z2| .
Якщо |z1| >

√
|z| , то |z2| = |z|

|z1| <
|z|√
|z|

=
√
|z| < |z1| . Тобто маємо, що

|z2| < |z1| , що суперечить умовi. 2

Наслiдком цiєї теореми є наступна теорема:

Теорема 2. Якщо гаусове число z не дiлиться нi на яке просте число мо-
дуля меншого, нiж

√
|z| , то z – просте.

Зауважимо, що всi числа першої четвертi комплексної площини Z[i] , якi
дiляться на p = c+ di , мають вигляд:

(tc+ t1|p|2) + (td+ t2|p|2)i, t ∈ N, t1, t2 ∈ Z0.

Крiм того, якщо p ∈ Z , то (a + bi)
...p , якщо a = p · t1 i b = p · t2 ,

t1, t2 ∈ N .

Зауваження 1. Числа першої чвертi, кратнi c + di ,d ̸= 0 , знаходяться
злiва, справа, зверху та знизу з кроком c2 + d2 вiд чисел вигляду ct + dti ,
t ∈ N , тобто кроком кратностi є квадрат модуля числа c+ di .

Зауваження 2. Числа першої чвертi, кратнi c , c ∈ N , мають вигляд
ct1 + dt2i , t1, t2 ∈ N0 , тобто кроком кратностi є модуль числа c .
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Знайдемо всi простi цiлi гаусовi числа, модуль яких не перевищує заданого
числа n (аналог решета Ератосфена).

1. Розглянемо всi гаусовi числа a+ bi першої чвертi (a > 0 , b ≥ 0 ) такi,
що
√
a2 + b2 ≤ n .

Будемо їх розташовувати у виглядi таблицi, яка вiдповiдає зображенню
комплексних чисел на комплекснiй площинi. Якщо їх розташовувати в по-
рядку зростання модуля, то їх можна записати так:

1 , 1 + i , 2 , 1 + 2i , 2 + i , 2 + 2i , 3 , 1 + 3i , 3 + i , 2 + 3i , 3 + 2i , . . . .
Решето Ератосфена для гаусових чисел починається iз найменших за мо-

дулем чисел ̸= 1 . Очевидно, що найменше за модулем гаусове число – 1 + i ,
тому за Теоремою 2 воно просте.

Таким чином, викреслюємо всi гаусовi числа, що дiляться на 1 + i : спо-
чатку викреслюємо всi числа вигляду (1 + i)k , k ∈ Z , далi вправо, влiво,
вверх, вниз вiд вже викреслених чисел вигляду (1+ i)k , k ∈ Z викреслюємо
кожне друге число, так як |1 + i|2 = 2 . Викреслюються числа: 2 , 2 + 2i ,
1 + 3i , 3 + i , . . . .

2. Всi числа z ∈ ZI [i] , z ̸= 1 + i з найменшим модулем, що залишились
не викресленими, є простими. А саме: 1 + 2i i 2 + i .

Вибираємо число 1 + 2i i викреслюємо всi числа, що дiляться на нього.
Викреслюємо всi числа вигляду (1 + 2i)m , m ∈ Z . Знаходимо квадрат мо-
дуля числа 1 + 2i : |1 + 2i|2 = 1 + 22 = 5 . Далi вправо, влiво, вверх, вниз
викреслюємо кожне п’яте число (так як |1 + 2i|2 = 5 ), починаючи вiд вже
викреслених вигляду (1+2i)m , m ∈ Z . Викреслюються числа: 3+ i , 2+4i ,
5 , 4 + 3i , 3 + 6i , 1 + 7i , . . . .

Вибираємо число 2 + i i викреслюємо всi числа, що дiляться на нього
(аналогiчно). Викреслюються числа: 1+ 3i , 4+ 2i , 5 , 3+ 4i , 2+ 6i , 6+ 3i ,
5 + 5i , . . . .

3. З чисел, що залишились не викресленими, вибираємо найменше за мо-
дулем, воно буде простим. Це число 3 , |3| = 3 . Вибираємо число 3 i викре-
слюємо всi числа, що дiляться на нього.

Спочатку викреслюємо всi числа вигляду 3 · c , c ∈ N , далi по вертикалi,
починаючи вiд вже викреслених чисел вигляду 3 · c , c ∈ N , викреслюємо
кожне третє число (так як |3| = 3 ). Викреслюються числа: 3+3i , 6 , 3+6i ,
6 + 3i , 6 + 6i , 9 , 3 + 9i , 9 + 3i , . . . .

4. Далi вибираємо найменшi за модулем числа серед тих, що залишились
не викресленими, i викреслюємо їм кратнi i т.д.

Процес продовжуємо до тих пiр, доки модуль не викреслених чисел, крiм
знайдених простих, не буде перевищувати число

√
n . Всi цi не викресленi
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числа доповнюють множину простих чисел, модуль яких не перевищує n .
Наведемо приклад знаходження всiх простих гаусових чисел, модуль яких

не перевищує 12 .
Використовуємо аналог решета Ератосфена для гаусових чисел. Процес

будемо продовжувати до тих пiр, доки модуль не викреслених чисел не буде
перевищувати

√
12 .

1. Зобразимо у виглядi таблицi всi гаусовi числа a + bi першої чвертi
(a > 0 , b ≥ 0 ) такi, що

√
a2 + b2 ≤ 12 .

1 11i+  2 11i+  3 11i+  4 11i+  5 11i+         

1 10i+  2 10i+  3 10i+  4 10i+  5 10i+  6 10i+        

1 9i+  2 9i+  3 9i+  4 9i+  5 9i+  6 9i+  7 9i+       

1 8i+  2 8i+  3 8i+  4 8i+  5 8i+  6 8i+  7 8i+  8 8i+      

1 7i+  2 7i+  3 7i+  4 7i+  5 7i+  6 7i+  7 7i+  8 7i+  9 7i+     

1 6i+  2 6i+  3 6i+  4 6i+  5 6i+  6 6i+  7 6i+  8 6i+  9 6i+  10 6i+    

1 5i+  2 5i+  3 5i+  4 5i+  5 5i+  6 5i+  7 5i+  8 5i+  9 5i+  10 5i+    

1 4i+  2 4i+  3 4i+  4 4i+  5 4i+  6 4i+  7 4i+  8 4i+  9 4i+  10 4i+  11 4i+   

1 3i+  2 3i+  3 3i+  4 3i+  5 3i+  6 3i+  7 3i+  8 3i+  9 3i+  10 3i+  11 3i+   

1 2i+  2 2i+  3 2i+  4 2i+  5 2i+  6 2i+  7 2i+  8 2i+  9 2i+  10 2i+  11 2i+   

1 i+  2 i+  3 i+  4 i+  5 i+  6 i+  7 i+  8 i+  9 i+  10 i+  11 i+   

1 2  3  4  5  6  7  8  9  10  11 12  
 

2. Викреслюємо всi числа, що дiляться на перше просте число 1 + i ,
кроком кратностi є число 2.

3. З тих, що залишились не викресленими, вибираємо найменшi за мо-
дулем: 1 + 2i i 2 + i . Викреслюємо всi числа, що дiляться на простi числа
1 + 2i i 2 + i . Кроком кратностi є число 5.

4. З чисел, що залишились не викресленими, вибираємо найменше за мо-
дулем. Це число 3 . Видiляємо число 3 i викреслюємо всi числа, що дiляться
на нього.

5. З чисел, що залишились не викресленими, вибираємо найменшi за мо-
дулем. Це числа: 2+ 3i , 3+ 2i . Але |2+ 3i| = |3+ 2i| =

√
13 , а

√
13 >

√
12 ,

тобто процес викреслювання закiнчено i всi числа, що залишились не викре-
сленими у визначеному дiапазонi, є простими.

Отже, простими числами, модуль яких не перевищує 12 , є: 1+ i , 1+ 2i ,
2 + i , 3 , 2 + 3i , 3 + 2i , 1 + 4i , 4 + i , 2 + 5i , 5 + 2i , 1 + 6i , 6 + i , 4 + 5i ,
5+ 4i , 7 , 2+ 7i , 7+ 2i , 5+ 6i , 6+ 5i , 3+ 8i , 8+ 3i , 5+ 8i , 8+ 5i , 4+ 9i ,
9 + 4i , 1 + 10i , 10 + i , 3 + 10i , 10 + 3i , 11 , 7 + 8i , 8 + 7i , 4 + 11i , 11 + 4i .

Цi простi гаусовi числа розташованi в порядку зростання модуля, i стає
очевидним, що не всi простi числа кiльця Z є простими в кiльцi Z[i] .
Наприклад, 2 i 5 не є простими в Z[i] , тодi як 3 , 7 , 11 – простi як в Z ,
так i в Z[i] .
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Решето Ератосфена є зручним оператором для знаходження канонiчного
розкладу гаусових чисел. Наприклад, z = 89 + 86i . |z| = 17

√
53 < 123 ,√

|z| < 12 , тобто всi його простi дiльники знаходяться серед чисел, знайдених
у попередньому прикладi: 1+ i , 1+2i , 2+ i , 3 , 2+3i , 3+2i , 1+4i , 4+ i ,
2 + 5i , 5 + 2i , 1 + 6i , 6 + i , 4 + 5i , 5 + 4i , 7 , 2 + 7i , 7 + 2i , 5 + 6i , 6 + 5i ,
3+ 8i , 8+ 3i , 5+ 8i , 8+ 5i , 4+ 9i , 9+ 4i , 1+ 10i , 10+ i , 3+ 10i , 10+ 3i ,
11 , 7 + 8i , 8 + 7i , 4 + 11i , 11 + 4i .

Звичайним перебором цих чисел знайдемо простi дiльники z . Першим
таким дiльником виявляється 4 + i : z = (4 + i)(x+ yi) . Цей дiльник перевi-
ряємо на кратнiсть: z дiлиться на (4+ i)2 , i z не дiлиться на (4+ i)3 – тобто
кратнiсть 2: z = (4 + i)2(7 + 2i) . Оскiльки 7 + 2i – просте гаусове число,
z = (4 + i)2(7 + 2i) - канонiчних розклад гаусового числа z .

Висновки
Побудовано алгоритм знаходження простих гаусових чисел, модуль яких

не перевищує довiльного взятого додатнього числа. Це дає можливiсть ство-
рити процедуру перевiрки на простоту чи складенiсть довiльного гаусового
числа, а також забезпечує цiлковиту розв’язнiсть задачi знаходження кано-
нiчного розкладу гаусових чисел.
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ИЗМЕРЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ РЕКОМБИНАЦИИ
НЕРАВНОВЕСНЫХ НОСИТЕЛЕЙ ЗАРЯДА В

ПРИПОВЕРХНОСТНЫХ СЛОЯХ
МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО Ge

Рассмотрена конструкция устройства для определения времени жизни неравновесных но-
сителей заряда в приповерхностном дефектном слое монокристаллического германия по
результатам измерений эффективного времени жизни, времени жизни в объеме и скорости
поверхностной рекомбинации.

Ключевые слова: полупроводник, эффективное время жизни, скорость поверх-
ностной рекомбинации.

Введение
Измерение структурно-чувствительных параметров полупроводника да-

ет возможность определить качество материала для изготовления полупро-
водниковых приборов. В данной работе рассмотрено разработанное авторами
измерительное устройство для определения параметров рекомбинации нерав-
новесных носителей заряда с учетом поверхностной рекомбинации. Поверх-
ностная рекомбинация изменяет не только стационарную фотопроводимость,
но и кинетику ее установления и затухания. Рассмотрим этот вопрос для пла-
стинки, когда ее толщина намного меньше двух других измерений. Можно
проанализировать убывание во времени избыточных носителей с момента вы-
ключения их источника. В этом случае мы должны рассматривать зависящее
от времени уравнение непрерывности

∂p

∂t
= D

∂2p

∂z2
− δp

τv
, (1)

c⃝ Надточий В.А., Уколов А.И., Попов О.К., Перебайло С.А., 2012
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здесь D – коэффициент диффузии, z – координата по толщине пластины,
δp -концентрация неравновесных дырок, τv – объемное время жизни дырок.
Общее решение уравнения (1) можно записать в виде

δp(t, z) =
∞∑
m=1

αm exp
−t
τm cosmaz (2)

где m – целые числа, αm , τm и a – постоянные. Подставляя (2) в (1), мы
находим, что это уравнение удовлетворяется при условии

1

τm
=

1

τv
+Da2m2 . (3)

Если исключить начальный период затухания фотопроводимости и оставить
в (2) член с m=1 можно получить, что эффективное время жизни

1

τeff
=

1

τv
+

1

τs
, (4)

а для образца с дефектным приповерхностным слоем [1]

1

τeff
=

1

τl
+

1

τs
+

1

τv
. (5)

В формуле (5) τeff – измереяемое время жизни, τl – время жизни в припо-
верхностном слое, τs = b/2s , где b – коэффициент, учитывающий размеры
образца [2], s – скорость поверхностной рекомбинации.

Основная часть
В данной работе предложена конструкция устройства, позволяющего

определить τeff , s , τl , τv , длину свободного пробега и коэффициент диффу-
зии D носителей заряда на одном измерительном столике, используя необхо-
димые методики. В электрических схемах измерений выполнены некоторые
усовершенствования по сравнению с известными в литературе, позволяющие
при малых затратах времени получать хорошо воспроизводимые результаты.
В конструкции (рис. 1) можно выделить общие детали и отдельные, исполь-
зуемые для операций измерения определенного параметра. Основой является
круглая стальная плита (1), на которой крепится индикатор перемещений (2)
с чувствительностью 1 мкм/дел., пределами (0-1) мм. и двухкоординатный
столик (3). Его перемещение по X (влево - вправо) осуществляется рукоят-
кой (4), а измерение - микронным индикатором (2) или отсчетом по мероч-
ной линейке (5). Перемещение столика (3) по Y (вперед - назад) осуществ-
ляется рукояткой (6), а его значение отсчитывается по линейке (7). Таким
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образом осуществляется двухкоординатное перемещение образца (8), укреп-
ленного пружинным зажимом (9); рукоятка (10) служит для освобождения,
переустановки или смены образца.

I. Импульсный метод модуляции проводимости. Вопрос о времени жизни
неосновных носителей заряда при измерениях этим методом рассмотрен в
[14], где изложена теория механизма рекомбинации через локальные центры
и приведена блок-схема. Элементами конструкции для измерений данным
методом является деталь (11) вертикальной подачи держателя зонда (12),
который укреплен на пружине (13) и свободно перемещается в отверстии
планки (14).

 

Рис. 1: Фотография измерительной установки

Такое крепление держателя позволяет плавно регулировать давление зон-
да на поверхность полупроводника. Перед началом измерений образец с де-
фектами в приповерхностном слое, введенными, например, деформировани-
ем при T = 300К [3-4], протравливают в кипящей перекиси водорода H2O2 ,
промывают в дистиллированной воде и сушат в потоке горячего воздуха.
Затем без загрязнений крепят в зажиме (9) предметного столика; при этом
между торцевой поверхностью образца и держателем должен быть обеспечен
омический контакт. Контакт между зондом и образцом должен быть малошу-
мящим, что достигается в электрической схеме измерения τeff (рис. 2). Для
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этого кратковременным нажатием кнопки Кн и переводом ее в положение 2
производят формовку контакта импульсами тока и добиваются необходимо-
го соотношения сигнал/шум при минимальном напряжении. В предлагаемом
варианте электрической схемы (рис. 2)используется генератор прямоуголь-
ных импульсов Г5 -7А, имеющий систему задержки, которая позволяет по-
лучить на выходе опорный импульс и импульс, задержанный на определен-
ное время по отношению к опорному. Напряжение на образец подается через
резистор R1 , обеспечивающий режим генератора тока. Диоды Д1 -Д4 типа
Д310 ; из них Д1 , Д2 и Д4 - корректирующие форму импульсов, а Д3 -
выполняет роль ограничителя, т.е. позволяет выделить верхнюю часть им-
пульса напряжения, изменяющуюся в результате инжекции и рекомбинации
носителей заряда. Необходимый уровень ограничения устанавливается рези-
стором R3 . Схема при малых временах задержки измерительного импульса
дает возможность определять время жизни неосновных носителей заряда τl
в приповерхностном слое образца, а при больших временах – τv в его объеме
[5]. Перемещая образец по двум направлениям, можно находить τ в любой
точке на поверхности [6].

 

Рис. 2: Электрическая схема измерения времени жизни неравновесных носителей заряда
импульсным методом модуляции проводимости

II. Фотоэлектрический метод. Определение диффузионной длины осно-
вано на измерении пространственного распределения концентрации неравно-
весных носителей заряда, возбуждаемых светом [7,8]. Перед измерениями LD
планку (14) (рис. 1) вместе с держателем зонда (12) снимают для установ-
ки над образцом (8) источника света с оптической системой (см. рис. 3). В
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ее состав входит конденсорная линза (К) и щелевая диафрагма (Д), между
которыми помещен модулятор света (М). Система обеспечивает освещение
образца модулированной по интенсивности полосой света, толщиной ≤ 0, 1
мм. В устройстве (рис. 1) используется также второй, закрепленный на пер-
вом (3), подвижный столик (15) с держателем зонда (16). Перемещение его по
X (влево - вправо) осуществляется рукояткой (17), а отсчет производится по
линейке (18). Таким образом в устройстве предусмотрено как перемещение
образца (8), так и относительно него – держателя зонда (16), чем достигается
измерение LD на удлиненных образцах без переустановки микрометрическо-
го датчика (2) с верхним пределом 1 мм. В отличие от [7-9] в схеме изме-
рения LD (рис. 3) применен, изготовленный авторами высокостабильный по
частоте модулятор интенсивности света на основе камертонного генератора.
Использован камертон с собственной частотой колебаний f0 = 294 Гц.

 

Рис. 3: Электрическая схема измерения диффузионной длины носителей заряда фото-
электрическим методом

На концах его вибраторов были напаяны тонкие пластинки, между кото-
рыми создавался тонкий зазор в виде щели. По обеим сторонам вблизи вибра-
торов крепились малогабаритный динамический микрофон и электромагнит;
микрофон включали на вход низкочастотного усилителя, а к его выходу - в
цепь обратной связи - электромагнит, чем обеспечивали самовозбуждение ге-
нератора. При соблюдении определенных условий в подобного вида автогене-
раторах [9] можно добиться практически реализуемой стабильности частоты
на порядок более высокий, чем в LC - и RC - генераторах. В схеме (рис.
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3) использован также селективный усилитель с двойным Т-образным RC -
фильтром [10], настраиваемый на частоту модулятора резистором R3 . При
узкой полосе пропускания усилителя существенно повышается соотношение
сигнал/шум. В фотоэлектрическом методе измерения LD используется по-
движный световой зонд с энергией фотонов, большей ширины запрещенной
зоны. Свет, генерирующий электронно-дырочные пары, поглощается в тон-
ком приповерхностном слое. Поэтому дефекты структуры, создающие глу-
бокие уровни в запрещенной зоне и являющиеся эффективными центрами
рекомбинации, могут существенно изменять LD , а поэтому и время жизни
τ неосновных носителей заряда. Значение τ можно определять по формуле
τ =L2

D /D при известной величине коэффициента диффузии D (см. ниже).

III. Метод движущегося светового луча позволяет измерить скорость по-
верхностной рекомбинации, коэффициент диффузии и диффузионную длину
неосновных носителей заряда [7,11]. В устройстве (рис. 1) используется осве-
титель, формирующий узкую полосу света на образце, зеркало, укрепленное
на микродвигателе, подвижный столик (15) с держателем зонда (16) и фо-
тодиод (19). При вращении зеркала тонкая и широкая полоса света возбуж-
дает импульс тока в цепи фотодиода и генерацию неравновесных носителей
заряда в образце [8,11]. Фотодиодные импульсы используются для синхро-
низации осциллографа и генератора импульсных сигналов. При подаче на
вход Z эти импульсы создают метки времени на осциллограмме, которая име-
ет вид несимметричной куполообразной кривой и представляет зависимость
концентрации неравновесных носителей заряда от времени в контакте зон-
да с поверхностью полупроводника. Изображение сигнала можно смещать
рукояткой (20) в положение, удобное для фотографирования, изменяя его
временную задержку относительно импульса запуска развертки.

Выводы
В работе разработано и изготовлено устройство для измерения парамет-

ров рекомбинации неравновесных носителей заряда в приповерхностных сло-
ях монокристаллов Ge. Результаты измерений в рассмотренном устройстве
в значительной мере зависят от качества монтажа электрических схем. Для
получения хорошо воспроизводимых результатов следует принимать меры
по уменьшению шумовых составляющих в сигнале и уровня фона от сети
переменного тока. Рассмотренное измерительное устройство может быть ис-
пользовано в учебных целях и для технологического контроля изделий мик-
роэлектронной техники.
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАНОСТРУКТУР НА ПОВЕРХНОСТИ
МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО Ge МЕТОДОМ

АТОМНО-СИЛОВОЙ МИКРОСКОПИИ

В данной работе методом атомно-силовой микроскопии выполнены исследования поверх-
ности образцов монокристаллического Ge , циклически деформированных одноосным
сжатием с одновременным ультразвуковым облучением при температуре 310K . Дефор-
мирование кристаллов порождает на поверхности периодические дефектные структуры,
обусловленные массопереносом при наличии градиента напряжений и возникновении на-
правленных диффузионных потоков. Дислокационные петли в приповерхностном слое яв-
ляются источниками зарождения наноструктур типа ямка-островок. При объединении
островков на стадии созревания образуются гребни нанометровой высоты, источниками
которых являются дислокационные петли, линейно ориентированные полями точечных
дефектов.

Ключевые слова: полупроводник, наноструктура, диффузия, градиент напряже-
ния, дислокация.

Введение
В последнее десятилетие уделяется много внимания исследованию свой-

ств низкоразмерных твердотельных структур с линейными размерами по-
рядка десятков нанометров и менее [1-4]. Структуры столь малых размеров
обычно называются наноструктурами и могут проявлять удивительные свой-
ства отличные от свойств объемных материалов. Исследования по получению
наноструктур, их диагностике и практическому применению получили на-
звание работ в области нанотехнологии. Важнейшую роль играют методы
диагностики наноструктур.

Одним из интенсивно развиваемых направлений диагностики нанострук-
тур на сегодняшний день является атомно-силовая микроскопия (АСМ).
АСМ – это семейство экспериментальных методов изучения локальных
свойств поверхности, основанных на регистрации взаимодействия твердо-

c⃝ Надточий В.А., Уколов А.И., Костенко С.А, Редникин Д.Ю., 2012
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тельного острого зонда с изучаемой поверхностью. Атомно-силовая микро-
скопия также предоставляет возможность для проведения нанолитографии
– локальной модификации поверхности под зондом. Таким образом, АСМ
может рассматриваться и в качестве технологического направления по моди-
фикации и фабрикации наноразмерных структур [4].

Основная часть
Создание градиента механических напряжений и, соответственно, гради-

ента химического потенциала точечных дефектов порождает диффузию в
приповерхностных слоях алмазоподобных кристаллов (Si,Ge) при темпера-
турах ниже 0, 35Tпл [5,6]. При малых длительностях (несколько минут) де-
формирования в указанных кристаллах генерируются, в основном, точечные
дефекты, а при длительностях в несколько часов или суток в приповерхност-
ных слоях, толщиной ≤ 5 мкм, зарождаются и дислокационные петли. Про-
цесс исследования диффузии в тонких приповерхностных слоях с помощью
оптической микроскопии затруднен из-за невысокой разрешающей способно-
сти метода. Поэтому в данной работе исспользавали АСМ для обнаружения
проявления диффузии в процессе низкотемпературного деформирования мо-
нокристаллов Ge . Образцы Ge размерами 3× 4× 10мм циклически дефор-
мировали одноосным сжатием с одновременным ультразвуковым облучением
при 310K .

В результате АСМ исследования получен снимок трехмерного рельефа
поверхности который приведен на рис.1,а, а его профилограмма в указанном
стрелкой направлении изображена на рис.1,б.

 

 

Рис. 1: а – АСМ изображение периодической структуры поверхности Ge , б – профило-
грамма, полученная сканированием зонда АСМ по направлению, указанному стрелкой на

рис.1,а
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Оба рисунка свидетельствуют о том, что высота подъемов в виде гребней
на поверхности и впадин относительно среднего (нулевого) уровня прибли-
зительно одинаковые.

Интересное явление наблюдается на рис. 2,а, где видно образование пи-
рамидальных островков (они же выделены рамкой 1 на рис.1,а) за счет диф-
фузионного массопереноса вещества с образованием лунки в местах выхода
на поверхность дислокационной полупетли. Здесь же указано направление
спада напряжения от концентратора, по которому следует ожидать преиму-
щественное перемещение межузельных атомов. На рисунке справа показан
вид на островковую структуру перпендикулярно поверхности, где видно, что
дислокационная ямка и островок в основании на данной плоскости (112) име-
ют гексагональную форму. Сканирование через дно ямки и вершину рядом
находящегося островка (рис.2,б)показало равенство площадей между прямой
среднего уровня поверхности и линиями границ ямки и островка.

 

Рис. 2: а - пирамидальные островки и лунки, образовавшиеся на поверхности образца
германия после деформирования в результате диффузионного массопереноса; справа -
вид на структуру сверху. Изображение получено с участка, выделенного рамкой 1 на
рис.1,а ,б - профилограмма, полученная при сканировании поверхности образца германия
в направлении, проходящем через дно ямки и вершину рядом находящегося островка;

кружками отмечены границы структуры

Профилограммы, полученные сканированием зонда в направлении вер-
шин островков (рис.3,а) и нижних точек дислокационных ямок (рис.3,б) по-
казывают равенство высоты островков и глубины образовавшихся ямок. Ра-
венство объемов дислокационной ямки и островка свидетельствует о том, что
самоорганизованный рост пирамидального островка происходил за счет его
достройки в основном атомами кристалла, находившимися в объеме дисло-
кационной ямки.
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Рис. 3: Профилограммы, полученные при сканировании поверхности образца германия в
направлении вершин островков (а) и нижних точек дислокационных ямок (б); кружками
на (а) отмечены границы оснований островков, на (б) - границы дислокационных ямок

Рассмотрим особенность напряженного и структурного состояния кри-
сталла вблизи дислокационной петли. На дислокационную полупетлю вблизи
свободной поверхности действует сила зеркального изображения и линейного
натяжения, в результате чего ее участки вблизи поверхности ориентируются
под большим углом, что подтверждается при послойном химическом трав-
лении [7]. В условиях эксперимента на дислокацию действует сила с состав-
ляющими параллельно поверхности (рис.2,a) по нормали к дислокационной
линии и вдоль дислокации, направленной из глубины к поверхности. Кро-
ме того, дислокация испытывает одновременно действия ультразвука, энер-
гия которого может поглощаться селективно, а компонента возникающей при
этом силы, перпендикулярная равновесному положению колеблющейся дис-
локационной линии, может осуществлять открепление и переход точечных
дефектов в ее окрестность [8]. Многочисленные экспериментальные и теоре-
тические исследования диффузии вдоль дислокаций свидетельствуют о на-
личии в них ускоренного переноса. Ускорение диффузии вдоль дислокации
чаще всего объясняют наличием вакансий, концентрация и подвижность ко-
торых значительно выше, чем в объеме. Эффект увеличения коэффициента
самодиффузии вдоль дислокации может быть б о́ льшим в приповерхностном
слое из-за повышенной концентрации вакансий при УЗ облучении кристалла
и наличия градиента напряжения в месте выхода упругого поля дислокации
на поверхность. По-видимому, именно фактор напряжения вокруг дислока-
ции и существование его градиента способствует выходу атомов из напря-
женной области на поверхность, определяет размеры ямки на поверхности,
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а особенность кристаллографии - ее форму. Движущейся силой образования
островка Ge на деформируемой поверхности кристалла, является различие
в постоянных решетки перенапряженной части поверхности вблизи ямки и
наращиваемого островка.

Рассмотрим теперь механизм образования гребня на поверхности кри-
сталла (рис.4).

 

Рис. 4: АСМ-изображение гребня, образованного на поверхности образца германия из
совокупности близко расположенных островков; получено с участка, выделенного рамкой

2 на рис. 1,а

Его формирование связано с процессом объединения островков на стадии
созревания, а линейность – с особенностью ориентации их источников – дис-
локационных петель вдоль полосы, где наблюдается пересыщение по межуз-
лиям. Циклическое деформирование образца порождает периодическое поле
сжатий и растяжений на поверхности и с ним связанные чередующиеся по-
лосы пересыщений по вакансиям и межузлиям [9]. При этом межузельные
петли переориентируются вдоль полос, а при ультразвуковом воздействии
являются источниками массопереноса для формирования островков.

Выводы
В работе прямым методом наблюдения с помощью атомно-силовой мик-

роскопии показана возможность массопереноса в монокристаллическом гер-
мании вдоль поверхности и вдоль дислокаций на поверхность при наличии
градиента механических напряжений.

Описан новый способ получения наноструктур на поверхности монокри-
сталлического Ge, позволяющий, в отличие от широко применяемой для этих
целей молекулярно-лучевой эпитаксии (где используется сверхвысокий ваку-
ум ∼ 10−8 Па и высокие температуры), выполнять необходимые операции
для роста при комнатной температуре и атмосферном давлении.
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Выращенные таким образом наноструктуры могут представлять интерес
для создания перспективных микроэлектронных приборов с использованием
квантовых эффектов.
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ВПЛИВ РIЗНИХ ТЕРМIЧНИХ ЗМIН НА ЛОГАРИФМIЧНУ
ПОВЗУЧIСТЬ МОНОКРИСТАЛIВ LiF В ОБЛАСТI ДIЇ

ФIЗИЧНОГО МЕХАНIЗМУ ВИСНАЖЕННЯ ДИСЛОКАЦIЙ

Дослiджений вплив попереднього вiдпалу i термоциклiчної обробки на ступiнчасту логари-
фмiчну повзучiсть в областi дiї фiзичного механiзму виснаження дислокацiй. Встановлено,
що цей вплив залежить вiд щiльностi дислокацiй в кристалi, а змiцнюючий ефект такої
повзучостi пов’язаний зi зменшенням щiльностi дислокацiй в процесi повзучостi. Прове-
дений теоретичний аналiз отриманих експериментальних результатiв i вказанi можливi
перспективи їх використання в технiцi.

Ключовi слова: LiF, дислокацiя, вiдпал, термоциклiчна обробка, логарифмiчна пов-
зучiсть.

Вступ
Вiдомо [1-7], що рiзнi термiчнi змiни iстотно впливають на дефектну стру-

ктуру кристалiчних матерiалiв, i вiдповiдно на їх фiзичнi властивостi, у тому
числi повзучiсть. Зокрема, Нечволодом Н.К. iз спiвробiтниками в результа-
тi проведених ранiше дослiджень [1-3] було встановлено, що термоциклiчна
обробка (ТЦО) при температурних iнтервалах циклу рiвних 50 , 100 , 1500C
значно впливає на дислокацiйну структуру матерiалiв i змiнює їх механiчнi
властивостi, у тому числi характеристики повзучостi [3]. Проте, вiдомостi про
вплив стацiонарного вiдпалу з подальшою ТЦО на логарифмiчну низькотем-
пературну повзучiсть (при T < 0, 5Tплавлення ) певною мiрою обмеженi.
Особливий iнтерес представляє з‘ясування залежностi деформацiї на перехi-
днiй стадiї повзучостi ε вiд щiльностi дислокацiй ρ , привнесених до криста-
ла кiлькiсно рiзними комбiнацiями стацiонарного вiдпалу i подальшої ТЦО.
Iстотно було також визначити активацiйнi параметри (активацiйний об’єм

c⃝ Нечволод М.К., Малєєв I.В., Надточiй В.О., Уколов О.I., Калiмбет А.З., 2012
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та енергiю активацiї) низькотемпературної ступiнчастої повзучостi в режимi
виснаження дислокацiй i їх залежностi вiд тривалостi попереднього вiдпалу
та мiнiмального числа циклiв ТЦО з постiйним температурним iнтервалом
термоцикла, при яких генеруються новi одиничнi дислокацiї.

Основна частина
Дослiдження проводилися на монокристалах фтористого лiтiю (LiF).

Зразки розмiром 4× 5× 7 мм виколювалися по площинах спайностi. Вiдпал
вiдбувався при температурi 6000C протягом рiзного часу tвiдп = 0, 5 год;
24 год. Швидкiсть нагрiву i охолодження до i пiсля вiдпалу не перевищувала
30 град/годину. Як дислокацiйний травник використовувався слабкий водний
розчин FeCl [8]. Спостереження дислокацiйних структур здiйснювалися по
фiгурах травлення за допомогою металографiчного мiкроскопа МIМ-7, з’єд-
наного з цифровою фотокамерою CANON - EOS 550D з подальшим комп’ю-
терним аналiзом фотознiмкiв. Початкова щiльнiсть дислокацiй 4, 5 ·105см−2 .
Погрiшнiсть вимiрiв щiльностi дислокацiй не перевищувала 3%. Подальше
термоциклування зразкiв, що не вiдпалювалися i вiдпалювалися, проводилося
при температурному iнтервалi циклу ∆T = 500C . При вказанiй температурi
зразки витримувалися в муфельнiй печi 5 хвилин з подальшим зануренням в
танучий лiд. Час витримки при 00C складало 5 секунд. Промiжок часу мiж
закiнченням нагрiву i початком охолодження складало не бiльше 3-х секунд.
Температура контролювалася за допомогою двох термопар.

Пiсля серiй термоциклiв зразки випробовувалися на ступiнчасту повзу-
чiсть шляхом одновiсного стиснення при 300K на установцi, описанiй в
[9]. Установка дозволяє фiксувати деформацiю повзучостi до 0,25 мкм. Усi
зразки випробовувалися на повзучiсть при однакових ступенях вантаження
∆σ = г/мм2 . Час витримки на кожному ступенi складав 30 хвилин, що вiдпо-
вiдало виходу повзучостi на стацiонарну стадiю, зi швидкiстю, рiвною нулю.

На рис. 1 показанi кривi ступiнчастої повзучостi зразкiв LiF, вiдпалених i
термоциклованих при ∆T = 500C з вiдповiдно рiзними тривалiстю вiдпалу i
кiлькiстю термоциклiв. Кривi для цих зразкiв мають певнi особливостi: а) для
усiх зразкiв стрибок деформацiї i повзучiсть на перехiднiй стадiї iз зростан-
ням ступеней зменшуються; б) величина стрибка i деформацiї на перехiднiй
стадiї для зразкiв, вiдпал i термоциклування яких проводилося вiдповiдно з
невеликою тривалiстю i кiлькiстю циклiв, менше, нiж зразка, що пiддавався
тривалiшому вiдпалу i бiльшiй кiлькостi термоциклiв; в) швидкiсть повзучо-
стi на стацiонарнiй стадiї для усiх зразкiв дорiвнює нулю.
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Рис. 1: Кривi повзучостi зразкiв LiF при 300K пiсля попереднього вiдпалу i ТЦО.

Спостереження за змiною дислокацiйної структури по ямках фiгур трав-
лення дозволяють зробити висновок, що повзучiсть у вибраному режимi ви-
значалася фiзичним механiзмом виснаження дислокацiй: щiльнiсть дислока-
цiй при повзучостi у вибраному режимi зменшувалася, генерацiя нових дисло-
кацiй не виявлена. Дiя цього механiзму найяскравiше проявляється на зразку,
деформацiя якого в ходi повзучостi була бiльшою в порiвняннi з iншими (зра-
зок пiсля попереднього вiдпалу впродовж 24 годин i 8 циклiв ТЦО) (рис. 2).

Рис. 2: Дислокацiйна структура, отримана на зразку LiF хiмiчним травленням: а – до
випробувань на повзучiсть; б – та ж поверхня пiсля випробувань на повзучiсть при 300K ,

стрiлками вказанi дислокацiї, що вийшли в результатi випробувань.

У зразку, що не вiдпалювався i пройшов 4 цикли ТЦО щiльнiсть дислока-
цiй пiсля ступiнчастої повзучостi знизилася на 5,2 в порiвняннi з початковою.
Для зразкiв, що пiддавалися вiдпалу впродовж 0,5 i 24 годин i вiдповiдно 4 i
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8 термоциклам, зменшення щiльностi дислокацiй вiдносно початкового стану
склало вiдповiдно 2,5 i 12. На основi експериментальних кривих повзучостi
зразкiв LiF (рис. 1) був отриманий графiк залежностi деформацiї на перехi-
днiй стадiї повзучостi ε вiд щiльностi дислокацiй ρ (рис. 3).
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Рис. 3: Залежнiсть деформацiї на перехiднiй стадiї повзучостi на першiй ступенi наван-
таження вiд щiльностi дислокацiй кристалiв, що пiддавалися рiзним термiчним змiнам,
пiсля випробувань на повзучiсть: 1 - без вiдпалу пiсля 4 циклiв ТЦО; 2 - пiсля 30 хвилин
вiдпалу i 4 циклiв ТЦО; 3 - без вiдпалу i без ТЦО; 4 - пiсля 24 годин вiдпалу i 8 циклiв

ТЦО;

Проведений нами аналiз результатiв дослiджень на ступiнчасту повзу-
чiсть зразкiв LiF при 300K показав, що деформацiя повзучостi на перехiдних
стадiях усiх зразкiв (див. рис. 1) пiдкорюється логарифмiчному закону:

ε = α ln(t) (1)

де α – деякий постiйний коефiцiєнт, рiвний тангенсу кута нахилу прямої в
координатах ε – ln(t) (рис. 4).

 

Рис. 4: Залежнiсть деформацiї повзучостi на перехiднiй стадiї зразка LiF пiсля попере-
днього вiдпалу впродовж 24 годин i 8 циклiв подальшого ТЦО вiд логарифма часу.
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За отриманими нами експериментальними даними (рис. 1-4) були визна-
ченi активацiйнi параметри логарифмiчної повзучостi (активацiйний об’єм V

i енергiю активацiї H ). Для цього використовувалися вiдомi [10] спiввiдно-
шення мiж ε , V , H i α :

α =
kT

V h
; (2)

де h – коефiцiєнт змiцнення,

h = lim
∆ε→0

∆σ

∆ε
=
dσ

dε
,

V =
kT

αh
,

де k – стала Больцмана,
H = V hε. (3)

У нашому випадку для початкового зразка (без попереднiх вiдпалу i
ТЦО) V = 1, 1 · 10−19см3 , H = 0, 199 эВ. Для зразкiв, що пройшли по-
переднiй вiдпал i ТЦО активацiйнi параметри логарифмiчної повзучостi V
i H збiльшуються в порiвняннi з початковим зразком. Очевидно, зi змiною
щiльностi дислокацiй ρ вiдповiдно змiнюються i параметри d i l (дiаметр
областi, де вiдбувається термiчна активацiя, i середня вiдстань мiж дислока-
цiями), що i призводить до спостережуваних змiн V i H . Мабуть, величину
початкової густини дислокацiй в наших умовах можна зв’язати з точкою А
на правiй гiлцi вiдомої [11] кривої Бочвара-Одiнга, що вiдображає залежнiсть
мiцностi кристалiв вiд щiльностi дислокацiй в них (рис. 5).

Як видно з приведеної кривої, попереднiй вiдпал i термоциклування мо-
жуть рухати цю точку як влiво, так i вправо на кривiй Бочвара-Одiнга, що
i спостерiгається в наших дослiдженнях (див. рис 1-3). З отриманих експе-
риментально значень активацiйних параметрiв, очевидно, можна зробити ви-
сновок, що у разi кристалiв LiF, основним механiзмом, контролюючим швид-
кiсть руху дислокацiй в ходi повзучостi при T = 300K , є механiзм Пайєрлса-
Набарро (перегинна модель руху дислокацiйного сегменту) [12].

Як видно з рис. 1 i 3, усi кривi ступiнчастої повзучостi зразкiв LiF но-
сять логарифмiчний характер. Причому зi збiльшенням числа ступеней на-
вантаження ∆σ величина деформацiї на перехiднiй стадiї повзучостi (як i
величина стрибка деформацiї) зменшується. Вiдповiдно зi збiльшенням чи-

сла ступеней навантаження ∆σ зростає коефiцiєнт змiцнення h =
dσ

dε
, а

швидкiсть повзучостi на перехiднiй стадiї з часом зменшується, як i щiль-
нiсть дислокацiй в кристалах. Динамiка вказаного процесу пiдтверджується
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i аналiзом вiдомого [10] рiвняння для швидкостi логарифмiчної повзучостi:

ε̇ =
dε

dt
= Ae

−H
kT (4)

де: A – деяка стала, а H – енергiя активацiї повзучостi.

 

Рис. 5: Крива Бочвара-Одiнга (крива залежностi мiцностi кристалiв вiд густини дисло-
кацiй в них)

У наших експериментах генерування нових дислокацiй в процесi повзу-
чостi не виявлене, спостерiгався деякий перерозподiл i зменшення щiльностi
початкових дислокацiй. Отже, логарифмiчна ступiнчаста повзучiсть вiдбува-
лася в зонi дiї фiзичного механiзму виснаження дислокацiй [10]. Зменшення
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швидкостi повзучостi на перехiднiй стадiї кожного ступеня i збiльшення ко-
ефiцiєнта змiцнення h пов’язане (як випливає з рiвняння (4)) зi зростанням
енергiї активацiї H в процесi повзучостi на перехiднiй стадiї. Причому, через
наявнiсть вiдомого [10] спектру розподiлу дислокацiй за напругами актива-
цiї, в першу чергу рухаються дислокацiї, що мають найбiльш низьку напру-
гу активацiї старту. З цiєї причини напруга активацiї старту дислокацiй в
процесi повзучостi з часом збiльшується, швидкiсть повзучостi зменшується,
матерiал змiцнюється. Але на вiдмiну вiд звичайного наклепу (змiцнення за
рахунок збiльшення щiльностi дефектiв в кристалiчних матерiалах) при сту-
пiнчастiй логарифмiчнiй повзучостi в зонi дiї фiзичного механiзму виснажен-
ня дислокацiй одночасно повиннi пiдвищуватися не лише механiчнi, але i iншi
фiзичнi властивостi матерiалiв (електричнi, оптичнi i iн.) внаслiдок значної
залежностi останнiх вiд мiри дефектностi структури. Це пiдтверджується i у
рядi ранiше проведених нами дослiджень [10], у тому числi на металах, на-
пiвпровiдниках, лужно-галоїдних кристалах. Зокрема, застосовуючи ступiн-
часту логарифмiчну повзучiсть в зонi дiї фiзичного механiзму виснаження
дислокацiй можна значно полiпшити разом з механiчними i оптичнi власти-
востi монокристалiв LiF, якi широко застосовуються в оптицi iнфрачервоного
дiапазону [13]. Зокрема, при виведеннi на орбiту космiчних телескопiв з опти-
кою iнфрачервоного дiапазону на LiF виникають термiчнi перепади, якi при-
зводять до пiдвищення щiльностi дислокацiй в LiF, i вiдповiдно до зниження
оптичних параметрiв [4].

Застосування вказаної вище методики ступiнчастої логарифмiчної повзу-
чостi в режимi виснаження дислокацiй, дозволяють i в цьому випадку отри-
мати позитивний ефект.

Висновки
1. У дослiдженнях, проведених на монокристалах LiF, встановлено, що

попереднiй вiдпал рiзної тривалостi i подальше термоциклування (до появи
нових одиничних дислокацiй i постiйним температурним iнтервалам термо-
цикла) iстотно впливають на ступiнчасту логарифмiчну повзучiсть при 300K
в зонi дiї фiзичного механiзму виснаження дислокацiй залежно вiд щiльно-
стi дислокацiй. В процесi такої повзучостi матерiал змiцнюється за рахунок
зменшення щiльностi дислокацiй.

2. За експериментальними даними розрахованi активацiйнi параметри
логарифмiчної повзучостi: активацiйний об’єм i енергiя активацiї. Їх величина
дозволяє зробити висновок про те, що основним механiзмом, контролюючим
швидкiсть руху дислокацiй в LiF в процесi повзучостi при 300K є механiзм
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Пайерлса-Набарро (перегинна модель руху дислокацiйного сегменту).
3. Практична важливiсть проведених дослiджень полягає в тому, що в

умовах тривалого навантаження працюють деталi сучасних машин, механi-
змiв i пристроїв (лопатки авiацiйних газотурбiнних двигунiв, вали верста-
тiв гарячої прокатки, штампи та iн.). Отриманi результати необхiдно також
враховувати при розробцi технологiй отримання кристалiчних матерiалiв з
пiдвищеним комплексом фiзичних властивостей, якi використовуються в су-
часнiй технiцi, зокрема в напiвпровiдникових приладах, оптичних пристроях
iнфрачервоного дiапазону i iнших.

Лiтература
[1] Нечволод Н.К. Влияние термических изменений на дислокационную

структуру монокристаллов LiF / Н.К. Нечволод, Р.В. Мыкыта, Д.С. Мо-
скаль, А.И. Уколов, А.З. Калимбет // Вiсник Донбаської державної ма-
шинобудiвної академiї : тематичний збiрник наукових праць. – 2011. –
№ 1(22). – С. 215 – 220.

[2] Нечволод Н.К. Дислокационная структура монокристаллов LiF в усло-
виях резких термических изменений / Н.К. Нечволод, В.А. Надточий //
Укр. физ. журнал. – 1969.– T. 5, № 6. – C. 1046 – 1049.

[3] Нечволод Н.К. Влияние термоциклирования на ступенчатую ползучесть
монокристаллов LiF при 300 К в области действия механизма истощения
дислокаций / Н.К. Нечволод, А.Я. Белошапка, В.Я. Белошапка, В.С. Ро-
мануша, Б.Е. Шкуратов // Укр. физ. журнал. – 1976. – T. 21, № 12. –
C. 2052 – 2054.

[4] Нечволод Н.К. Влияние ступенчатой ползучести в режиме истощения
дислокаций на инфракрасные спектры пропускания монокристаллов LiF
при 300К / Н.К. Нечволод, В.А. Глыва, В.П. Зарва, В.А. Золотухин,
Г.Н. Романенко // Физика и химия обработки материалов АН СССР. –
1983. – № 1. – С. 70 – 73.

[5] Тихонов Л.В. Влияние термоциклической обработки и стационарного
отжига на дислокационную структуру германиевого монокристалла /
Л.В. Тихонов, Г.В. Харькова // Украинский физический журнал. – 1970.
– Т. 15, № 10. – С. 1686 – 1691.

[6] Эйгельман Л.Г. Кинетика уменьшения плотности дислокаций в монокри-
сталлах NaCl при изотермическом отжиге / Л.Г. Эйгельман, А.В. Гектин
// Украинский физический журнал. – 1978. – № 23(9). – С. 1560 – 1562.

[7] Попов П.А. Влияние высокотемпературного отжига на теплопроводность
γ -облученных кристаллов LiF и CaF2 / П.А. Попов, А.И. Коваленко //

Випуск №2, 2012 107



Фiзика

Вестник Брянского госуниверситета. – 2008. – № 4. – С. 50 – 55.
[8] Джонстон В. Скорость передвижения, плотность дислокаций и пла-

стическая деформация кристаллов фтористого лития / В. Джонстон,
Дж. Гилман // Успехи физ. наук. – 1960. – Т. LXX, № 3. – С. 479 – 512.

[9] Гиндин И.А. Установка для исследования ползучести и кратковремен-
ной прочности материалов при температурах 5-300К / И.А. Гиндин,
С.Ф. Кравченко, Я.Д. Стародубов, Н.С. Губин // Заводская лаборато-
рия. – 1970. – T. 36, № 1.

[10] Нечволод Н.К. Ползучесть кристаллических тел при низких температу-
рах / Н.К. Нечволод. – К.: Вища школа, 1980. – 180 с.

[11] Одинг И.А. Теория ползучести и длительной прочности металлов /
И.А. Одинг, В.С. Иванова, В.В. Бурдукский, В.И. Геминов. – М.: Гос.
науч. техн. изд. по черной и цветной металлургии, 1959. – 487 с.

[12] Ярошевич В.Д. О механизме термоактивируемой пластической дефор-
мации металла при низких температурах / В.Д. Ярошевич // Физика
металлов и металловедение. – 1971. – Т. 31, № 4. – С. 856 – 865.

[13] Kvamme E. Lithium Fluoride Material Properties as Applied on the NIRCam
Instrument / E. Kvamme, J. Earthman, D. Leviton, B. Frey. – 2005. – Proc.
SPIE 5904. – P. 212 – 221.

[14] Панин В.Е. Эффект поверхностного слоя в деформируемом твердом теле
/ В.Е. Панин, А.В. Панин // Физическая мезомеханика. – 2005. – Т. 8,
№ 5. – С. 7 – 15.

[15] Песчанская Н.Н. Скачки деформации микронного уровня на разных ста-
диях ползучести кристаллических тел / Н.Н. Песчанская, В.В. Шпей-
зман, А.Б. Синани, Б.И. Смирнов // Физика твердого тела. – 2004. –
T. 46, № 11. – С. 1991 – 1995.

108 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету СДПУ



УДК 577.32

Костиков А.П.

1 доктор физ.-мат. наук, доцент кафедры физики, СГПУ

e-mail: ap kostikov@mail.ru
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ДИНАМИКИ.

В работе исследовались процессы разворачивания и сворачивания молекулы небольшого
альфа-спирального белка методом управляемой молекулярной динамики, компьютерным
аналогом атомной силовой микроскопии. Полученные данные позволяют предложить сле-
дующую последовательность событий. На начальном этапе самосборки спиральной струк-
туры тратится относительно большое время на инициацию спирали, появление ее «заро-
дышей», затем следуют сравнительно быстрые процессы образования спирали, следующий
третий этап – длительный поиск конечной конформации белка.

Ключевые слова: динамика молекулы белка, сворачивание белка, компьютерное
моделирование.

Одна из самых интересных проблем молекулярной биофизики – проблема
самосборки (самопроизвольного сворачивания) белков. В пионерских работах
Анфинсена [1] удостоенных в 1972 году Нобелевской премии, было доказано
что конечная конформация белка (рибуноклеазы) определяется его первич-
ной химической структурой и что процесс самосборки полностью обратим.
Такая обратимость позволила развернуть в последующие годы исследования
многими физическими методами во многих научных коллективах. Несмотря
на все усилия, количество вопросов по механизму самосборки скорее возрас-
тает, чем уменьшается. Некоторые, ранее неясные закономерности процесса
самосборки хорошо уже выяснены, но при этом появляются все новые и но-
вые вопросы, относящие к деталям механизмов сворачивания, разворачива-
ния и динамической стабилизации конечной нативной структуры молекулы.
В частности нет ясного понимания от чего зависит скорость сворачивания мо-
лекулы. Для некоторых белков этот процесс происходит за времена порядка
микросекунд, для других – эти времена лежат в миллисекундном диапазоне.
Для наблюдения за такими процессами используются, как правило, методы
исследования, дающие интегральные характеристики молекул в образце, т.е.
измеряются параметры, усредненные по очень большим ансамблям молекул
в образце (статистические закономерности).

c⃝ Костиков А.П., 2012

109



Фiзика

В течение последних лет все большее внимание исследователей привлека-
ют методы, позволяющие наблюдать отдельную молекулу, воздействовать на
нее различными способами и изучать отклик молекулы на такие воздействия.
Один из таких методов появился около 20 лет назад – Атомная Силовая
Микроскопия (АСМ). В этом методе можно контролировать силы взаимодей-
ствий между исследуемым образцом и зондом на расстояниях до нескольких
десятков ангстрем. К настоящему времени метод успешно применяется для
исследования биологических макромолекул. В одной из первых работ [2], ис-
пользующих метод АСМ для исследования процесса разворачивания белка,
авторам удалось получить интересные данные о механических свойствах мо-
лекулы гигантского мышечного белка титина. В течение последнего десятиле-
тия возможности метода АСМ заметно расширились, в частности существен-
но возросла точность измерений. Параллельно с этим методом развивались
методы компьютерного моделирования динамики молекулы, которую подвер-
гают механическому воздействию. Процедура компьютерного моделирования
носит название Управляемая Молекулярная Динамика (УМД). В этой проце-
дуре моделируется динамика молекулы в условиях, когда один из ее атомов
фиксируется в пространстве, а на любой другой атом действует управляе-
мая сила, растягивающая молекулу. Фактически методика УМД полностью
моделирует процессы, происходящие с образцом в методе атомной силовой
микроскопии.

Авторам работы [3] удалось показать, что метод АСМ можно использо-
вать не только для разворачивания молекулы, но для контролируемого сво-
рачивания той же молекулы. В этой методике для разворачивания молекулы
используется растягивающая сила порядка 500 пН, а для запуска обратного
процесса растягивающую силу уменьшают в несколько раз, так чтобы мог
происходить процесс самопроизвольного сворачивания молекулы. При этом
подбором значения силы удается обеспечить достаточно медленное умень-
шение длины вытянутой белковой цепочки, позволяющее наблюдать процесс
сворачивания линейной цепочки в компактную нативную структуру в реаль-
ном времени.

В данной работе мы применили компьютерный вариант той же методи-
ки, что и авторы [3] в реальном эксперименте с использованием АСМ. Для
наших исследований был выбран небольшой белок (код белка 1bdd), состо-
ящий из 60 аминокислотных остатков, молекулярный вес – 6738 Дальтон.
Белок представляет собой три α -спирали, объединенных в один «пучек». На
рис.1 показан общий вид этого белка, α -спиральные участки показаны в виде
широких лент, неструктурированные участки – в виде тонких лент. Для ис-
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следований методом УМД использовался либо весь белок, либо его фрагмент,
полипептидная цепь с 40 по 60 аминокислотный остаток – это соответствует
α -спирали на C-конце молекулы. На рисунке на этой части белка показаны
атомы Cα соответствующих аминокислотных остатков.

Рис. 1: Белок 1bdd, представляющий «пучек» из трех спиралей, к которому применялся
метод управляемой молекулярной динамики. На спиральном участке, который подвер-
гался растягиванию, показан неподвижный атом Cα остатка Ser40 и управляемый атом
Cα остатка Ala60. К последнему остатку приложена сила F, направленная как показа-
но на рисунке. На рисунке показаны также атомы Cα аминокислотных остатков, между

которыми измерялись расстояния, показанные на рис.2

Для реализации метода компьютерного молекулярно-динамического мо-
делирования использовалась программа моделирования NAMD [4]. Для воз-
действий на белок, приводящих к нарушениям его пространственной структу-
ры, использовали методы механического воздействия на молекулы – управ-
ляемую молекулярную динамику. Процедура подготовки молекулы к ком-
пьютерному моделированию динамики проводилась по нашей стандартной
методике [5], в которой присутствовали следующие обязательные процеду-
ры: растворение в воде, приведение в равновесие системы белок-вода при
нормальных условиях (температуре и давлении).

В наших исследованиях было выполнено несколько серий симуляций,
каждая их которых состояла из двух частей. В первой части каждой си-
муляции белок или его фрагмент растягивали с заданной силой (как прави-
ло, 500 пН). В последующей симуляции силу уменьшали не менее, чем в 10
раз, в некоторых случаях эта сила полностью устранялась. Первая часть та-
ких симуляций приводила к разворачиванию белка, за счет его механическо-
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го растягивания. Во второй части симуляции молекула имела возможность
вернуться в исходное состояние, приобрести первоначальную пространствен-
ную структуру. Таким образом, вторая часть наших симуляций была призва-
на моделировать процесс сворачивания молекулы, ее самосборку в условиях
максимально приближенных к естественным условиям, воспроизводимым в
пробирке. Длительность второй части симуляций были на порядок дольше,
чем длительность первой части симуляции. Если первая часть выполнялась
за несколько часов реального времени работы компьютера, то вторая часть
продолжалась несколько суток.

В результате таких экспериментов мы обнаружили, что если белок или
его спиральный фрагмент полностью вытягивается в линейную цепочку, то
за время порядка 10 нс не удается наблюдать сколько-нибудь заметного воз-
врата к спиральной структуре. Отсюда следовало, что необходимо либо за-
метно увеличивать длительность наблюдения, что должно приводить к уве-
личению длительности симуляции, либо каким-то образом изменить первую
часть эксперимента (растягивание молекулы). Наиболее удачными для на-
ших симуляций оказались следующие условия. Процедуре разворачивания
подвергалась не вся молекула, а только ее часть. На рис.1 эта часть соот-
ветствует участку на C-конце полипептидной цепочки молекулы от Ser40
(фиксированный, неподвижный атом альфа-углерода) до Ala60 (управляе-
мый атом альфа-углерода). Из рисунка видно, что на этом участке имеется
три спиральных витка (Ala43-Ala47), (Ala47-Lys51) и (Lys51-Ala55). Значение
силы, которую мы прикладывали к управляемому атому составляло 500 пН
(пикоНьютон). Растягивание проводили не до полного разворачивания этого
участка, а до первых признаков исчезновения спиральной структуры.

На рис.2 можно видеть некоторые результаты одного из таких экспе-
риментов. В течение первых 500 пикосекунд происходило разворачивание
указанного участка молекулы, при этом расстояния между атомами альфа-
углерода каждого витка спирали увеличивалось от 6 Å до 12 Å. Интересно,
что из 500 пс почти полное разворачивание витков спирали происходило за
первые 50 пс затем весь растягиваемый участок медленно испытывал неболь-
шое дополнительное удлинение. Затем приложенная сила уменьшалась до 50
пН и продолжалось наблюдение за молекулой. Из рисунка 2 видно, что в
представленном эксперименте в течение 1000-1500 пикосекунд 2-й и 3-й вит-
ки спирали возвращались практически к исходному виду, а 1-й виток (правый
верхний график) восстанавливался до несколько растянутого состояния (10
Å вместо 6 Å). Наблюдение за тем же процессом в течение 10 нс (на рисунке
показаны первые 4 нс) не привело к появлению каких-либо новых тенденций.
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Рис. 2: Зависимости от времени расстояний между парами атомов Cα соответствую-
щих аминокислотных остатков в процессе управляемой молекулярной динамики. Верх-
ний левый график – Ala43-Ala55, верхний правый график – Ala43-Ala47, нижний левый –

Ala47-Lys51, нижний правый – Lys51-Ala55.

Заметим, что если в аналогичном эксперименте молекулу растягивали
так, что расстояния между атомами Cα витка увеличивалось не до 12 Å,
а до 14 Å, процесс самосборки спирального участка резко замедлялся. В
наших наблюдениях в течение 10 нс признаки отдельных витков спирали
появлялись, однако, процесс сборки всех витков спирали в течение нашего
времени симуляции нам не удалось наблюдать. Количественной характери-
стикой сборки витков спирали могут служить следующие данные. Первый
виток (Ala43-Ala47) оставался растянутым до 14 Å в течение всего нашего
времени наблюдения, для 2-го (Ala47-Lys51) и 3-го (Lys51-Ala55) витка через
2 нс 14 Å уменьшились до 10 Å и далее изменений мы не наблюдали.

Наши результаты позволяют заключить, что в процессе протекания само-
сборки белка, даже такого простого, как «пучек» из трех спиралей, исполь-
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зованный в нашей работе, на первом этапе должны появиться «зародыши»
вторичной структуры. В данном случае, это фрагменты спиральных участ-
ков. После появления таких «зародышей», процесс упорядочивания и образо-
вания больших участков конечной структуры (в данном случае – спирального
участка между 40-м и 60-м аминокислотными остатками) происходит суще-
ственно быстрее. На следующем этапе, требующем дополнительного времени,
спиральные участки должны найти конечную, уникальную конформацию, за-
вершающую самосборку белка. По-видимому для инициации спирали, появ-
ления «зародышей», требуется преодоление активационного барьера и пото-
му образование первого витка спирали требует много больше времени, чем
ее последующее удлинение еще на один виток.

Можно предположить, что под «зародышами» следует понимать сближе-
ние соответствующих молекулярных групп на определенные расстояния. Ско-
рее всего это расстояния при которых начинают проявляться водородные
связи. Хорошо известно, что именно водородные связи являются определя-
ющими для создания и стабилизации α -спиралей. В нашем случае таким
расстоянием было 12 Å между атомами альфа-углерода тех молекулярных
групп, которые способны образовать виток спирали.
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ВИКОРИСТАННЯ КОМПАКТНИХ ЛЮМIНЕСЦЕНТНИХ
ЛАМП ДЛЯ ГРАДУЮВАННЯ МОНОХРОМАТОРА

Проведено порiвняльний аналiз дугових ртутних ламп надвисокого тиску i компактних
люмiнесцентних ламп. Виявленi переваги компактних люмiнесцентних ламп дозволяють
використовувати їх для виконання лабораторних робiт з фiзики у вишах та ЗОШ.

Ключовi слова: спектр, градуювання, монохроматор, люмiнесцентна лампа.

Вступ
Проградуювати монохроматор — це означає кожному показниковi α (вiд-

носнi подiлки — градуси) на шкалi барабану приладу поставити у вiдповiд-
нiсть довжину хвилi випромiнювання λ . Зазвичай цю вiдповiднiсть установ-
люють у виглядi графiка функцiональної залежностi λ = f(α) .

Для градуювання використовують джерела, в спектрi яких довжини
хвиль добре вiдомi. До таких джерел належать газорозряднi трубки напов-
ненi воднем, та iнертними газами (гелiєм, неоном та iн.). Та найбiльший
спектральний дiапазон охоплюють ртутно-кварцовi лампи. Це потужнi дже-
рела свiтла. Випромiнювання ламп має лiнiйчатий спектр з безперервним фо-
ном. Їх використовують у рiзних оптичних приладах для отримання вузького
пучка свiтла великої iнтенсивностi. Це дозволяє обирати бiльше яскравих лi-
нiй в спектрi випромiнювання при градуюваннi монохроматора.

За радянських часiв монохроматори УМ- 2 йшли у комплектi з ртутно-
кварцовою кульовою лампою ДРШ - 250. Пульт живлення монохроматора
УМ- 2 забезпечує нормальну роботу такої лампи. На переднiй панелi пульта
крiм вимикачiв мережi живлення та лампи розжарювання, є також пускова
кнопка та вимикач ртутної лампи.

Лампи ДРШ — це дуговi ртутнi лампи надвисокого тиску з природним
охолодженням. Мають кулясту форму i дають сильне ультрафiолетове ви-
промiнювання. Тому, при користуваннi лампою, мають бути вжитi заходи

c⃝ Ткаченко В.М., Калимбет А.З., 2012
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для захисту дослiдникiв вiд дiї потужного ультрафiолетового випромiнюван-
ня лампи, яке надзвичайно небезпечне — викликає незворотнi пошкодження
зору, сильнi опiки на шкiрi, а озон, що видiляється при роботi, має токсичну
дiю. Пiд час роботи в лампi розвивається тиск понад 106 Н/м2 , тому ртутно-
кварцова лампа закрита захисним металевим кожухом i поводитися з нею
слiд обережно, щоб працюючi поблизу лампи були захищенi вiд попадання в
них гарячих осколкiв колби лампи в разi її вибуху. Недолiком лампи є, та-
кож, тривалий час розгорання (2 ÷ 5 хв.) i охолодження пiсля вимкнення
для повторного запалювання (10 ÷ 15 хв.) [1]. Потрiбна пiдвищена напруга
для пiдпалу. Саме цi недолiки ускладнюють застосування ламп ДРШ для
виконання лабораторних робiт з фiзики у вишах та загальноосвiтнiх школах
(ЗОШ).

Основна частина
Як вiдомо, пари ртутi мiстяться i в люмiнесцентних лампах (ЛЛ), але пiд

значно меншим тиском. На внутрiшню поверхню лампи нанесений шар люмi-
нофора, який перетворює ультрафiолетове випромiнювання ртутi у видиме.
Сучасна промисловiсть виготовляє компактнi люмiнесцентнi лампи (КЛЛ),
якi мають вигнуту форму колби, що дозволяє розмiстити лампу у свiтильни-
ку менших розмiрiв iз стандартним побутовим патроном. У колбах сучасних
КЛЛ вмiст вiльної ртутi знижено вже до 5 ÷ 7 мг на лампу середньої по-
тужностi (а в деяких типах амальгамних компактних люмiнесцентних ламп
ртутi в чистому виглядi практично немає – вона знаходиться у зв’язаному
станi , коли лампа вимкнена) [2].

Використання замiсть чистої ртутi високотемпературних амальгам (на
основi Cd i In ) дозволяє забезпечити оптимальний тиск парiв ртутi в лампi
(PHg = 0, 8 ÷ 1, 0 Па). Цi лампи мають iнтегрований (влаштований в цо-
коль) електронний пускорегулювальний апарат (ПРА), що значно безпечнiше
вiд пускорегулювального пристрою ламп ДРШ. Завдяки застосуванню еле-
ктронного ПРА КЛЛ мають полiпшенi характеристики в порiвняннi з тради-
цiйними люмiнесцентними лампами – бiльш швидке включення, вiдсутнiсть
мерехтiння i дзижчання [3].

Спектри ЛЛ, загалом-то, схожi (у всiх ламп всерединi пари ртутi) i iнер-
тний газ (зазвичай аргон), для полегшення запалювання [4]. При протiканнi
струму в лампi виникає, невидиме людським оком, ультрафiолетове випро-
мiнювання. Взаємодiя з люмiнофором, завдяки явищу люмiнесценцiї, при-
зводить до перетворення цього випромiнювання у видиме. Змiною складу
люмiнофорiв можна змiнювати вiдтiнок свiчення лампи (отримувати лам-
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пи з рiзними спектрами випромiнювання) [5]. Але на загальне розташування
дискретних спектральних лiнiй ртутi це не впливає.

Широке застосування цi лампи отримали завдяки своїм високим технiко-
економiчним характеристикам: їх свiтлова вiддача, або енергоефективнiсть
(тобто кiлькiсть люменiв свiтла на один Ват споживаної електроенергiї) ста-
новить 75 ÷ 90 лм/Вт, тодi як у лампи розжарювання - всього 10 ÷
15 лм/Вт, залежно вiд потужностi i типу [6].

При цьому люмiнесцентнi лампи мають термiн служби не 1000 годин,
покладенi за стандартом лампам розжарювання (на жаль, вони найчастiше
не дотягують до стандарту!), а 12 ÷ 15 тис. годин, тобто в 12 ÷ 15 разiв
бiльше.

Свiтлова вiддача лампи ДРШ - 250 становить близько 50 лм/Вт [7]. Спо-
живана потужнiсть для лампи ДРШ - 250 становить 250 Вт, тодi як для КЛЛ
– кiлька одиниць Ват.

Саме зазначенi переваги ЛЛ перед лампами ДРШ надихнули нас на екс-
периментальнi дослiдження щодо застосування КЛЛ у навчальному фiзично-
му експериментi, зокрема, для градуювання монохроматора.

У табл. 1 i на рис. 1 наведено експериментальнi результати градуювання
монохроматора УМ - 2 за найбiльш яскравими спектральними лiнiями випро-
мiнювання ртутi КЛЛ PLEOMAX CE 9W.

№ п/п Колiр лiнiї ртутi λ, нм α, град.
1 Червона, яскрава 690,7 2890
2 Жовта, права з двох близько розмiщених 612,0 2608
3 Жовта-помаранчева 585,2 2488
4 Жовта, права з двох близько розмiщених 577,0 2456
5 Жовто-зелена, яскрава 546,1 2268
6 Блакитна 491,6 1850
7 Фiолетова 435,8 1188
8 Бузкова 404,6 636

Табл. 1: Взаємозв’язок мiж довжинами хвиль найбiльш яскравих спектральних лiнiй
ртутi i значеннями кута α , вiдлiченими за шкалою барабана монохроматора УМ - 2, що

було встановлено для КЛЛ PLEOMAX CE 9W.

Довжини хвиль спектральних лiнiй ртутi, що спостерiгали ми для КЛЛ,
порiвнювались з вiдповiдними довжинами хвиль спектральних лiнiй ртутi
для лампи ДРШ -250 [8].

Зауважимо, що iнтенсивностi дискретних спектральних лiнiй випромiню-
вання ртутi КЛЛ PLEOMAX CE 9W достатньо для їх вiзуального спостере-
ження без особливого напруження зору.
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Рис. 1: Градуювальний графiк монохроматора УМ - 2, що було побудовано за результа-
тами табл.1.

Висновки
Наведенi вище переваги КЛЛ перед ДРШ -250 з точки зору простоти,

екологiчностi, технiки безпеки i економiчностi використання, дозволяють ре-
комендувати використання КЛЛ для виконання лабораторних робiт з фiзики
у вишах та ЗОШ. Зокрема, для градуювання монохроматора.
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СТАТИСТИЧНИЙ АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ ЕКСПЕРИМЕНТУ
В ЕЛЕКТРОННИХ ТАБЛИЦЯХ OpenOffice.org Calc

Статистичний аналiз результатiв будь-якого експерименту передбачає виконання певної
кiлькостi обчислень. Зрозумiло, що такi обчислення зручно виконувати в електронних
таблицях. Крiм того вони мiстять велику кiлькiсть стандартних статистичних функцiй i
їх використання буде корисним для статистичного аналiзу результатiв експерименту.

Ключовi слова: математична статистика, результати експерименту, еле-
ктроннi таблицi

Вступ
Аналiз результатiв експерименту за допомогою математичної статисти-

ки зазвичай зводиться до перевiрки справедливостi припущень, або гiпотез,
вiдносно вивчаємого фiзичного явища яке задається отриманими пiд час екс-
перименту даних. Наприклад, до перевiрки припущень про рiвносильнiсть
результатiв вимiру однiєї i тiєї ж постiйної величини, якщо вимiри виконую-
ться двома незалежними дослiдниками на рiзних установках.

Гiпотезою, яку належить перевiрити, може стати правомiрнiсть вико-
ристання фiзичної моделi, яку було вибрано для описання експерименту.
Оскiльки модель дозволяє теоретично передбачити вид функцiонального
зв’язку мiж величинами, якi вимiрюються, то статистичний аналiз експери-
ментальної залежностi, який проводиться з врахуванням висновкiв моделi,
дає iнформацiю про те, чи достатньо справедливий модельний опис.

Основна частина
Покладемо, що даний статистичний розподiл вирiвняний за допомогою

деякої теоретичної кривої f(x) . Як би не гарно не була пiдiбрана теорети-
чна крива, мiж нею i статистичним розподiлом неминучi деякi розбiжностi.

c⃝ Величко В.Є., Батунiна В.П., 2012
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Природно постає питання: пояснюються цi питання тiльки випадковими об-
ставинами, якi пов’язанi з обмеженiстю кiлькостi спостережень, або вони є
суттєвими i пов’язаними з тим, що пiдiбрана крива погано вирiвнює цей ста-
тистичний розподiл. Вiдповiддю на поставлене питання є так званий критерiй
узгодженостi.

Рис. 1: Статистичний розподiл та тео-
ретична крива f(x)

На основi даного статистичного ма-
терiалу перевiряють гiпотезу H , яка по-
лягає в тому, що випадкова величина X
пiдпорядковується деякому закону роз-
подiлу F (x) . Для того, щоб прийняти
або спростувати гiпотезу H , розгляне-
мо деяку величину U , яка характеризує
степiнь розходження теоретичного i ста-
тистичного розподiлiв. Величина U мо-
же бути задана рiзноманiтними способа-
ми. Тим не менш вона є випадковою ве-
личиною i закон розподiлу цiєї випадко-
вої величини залежить вiд закону розпо-
дiлу випадкової величини X , над якою

виконувались дослiдження, i вiд числа дослiджень n . Якщо гiпотеза H вiр-
на, то закон розподiлу величини U визначається законом розподiлу величини
X i числом n .

Розглянемо один з багатьох критерiїв узгодженостi який найчастiше ви-
користовується – «критерiй χ2 » Пiрсона. Припустимо, що виконано n неза-
лежних дослiдiв, в кожному з яких випадкова величина X прийняла деяке
значення. Результати дослiдiв зведенi в k розрядiв i оформленi у виглядi
статистичного ряду:

Ii x1;x2 x2;x3 . . . xk;xk+1

p∗i p∗1 p∗2 . . . p∗k

Табл. 1: Розподiл випадкової величини за iнтервалами.

Необхiдно перевiрити, чи узгоджуються експериментальнi данi з гiпоте-
зою про те, що випадкова величина X має даний закон розподiлу заданий
функцiєю розподiлу F (x) . Назвемо цей закон розподiлу теоретичним. Зна-
ючи теоретичний закон розподiлу, можна знайти теоретичнi iмовiрностi по-
падання випадкової величини в кожен з розрядiв: p1, p2, . . . , pk . Перевiряючи
узгодженiсть теоретичного i статистичного розподiлiв, будемо виходити з роз-
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бiжностей мiж теоретичними ймовiрностями pi i частотами якi отримали в
результатi експерименту p∗i . К. Пiрсон показав, що при великих значеннях
n закон розподiлу

U = χ2 = n
k∑
i=1

(p∗i − pi)2

pi

практично не залежить вiд функцiї розподiлу F (x) i вiд числа дослiдiв n , а
залежить тiльки вiд числа розрядiв k , зокрема, цей закон при збiльшеннi n
наближається до так званого розподiлу χ2 [1].

Рис. 2: Статистична крива та теорети-
чна крива f(x)

Розподiл χ2 залежить вiд параме-
тру r , який називають числом «степенем
свободи» i яке рiвне кiлькостi розрядiв
k мiнус число незалежних умов («зв’яз-
кiв»), якi накладенi на частоти p∗i . При-
кладами таких умов можуть бути: сума
ймовiрностей рiвна одиницi (таку умову
накладають завжди), рiвнiсть математи-
чних сподiвань, рiвнiсть дисперсiй тощо.
Для розподiлу χ2 складенi спецiальнi та-
блицi, користуючись якими можна для
кожного значення χ2 i числа степенiв
свободи r знайти iмовiрнiсть p того, що

величина, яка розподiлена за цим законом, перебiльшить це значення.
Таким чином, схема використання критерiю χ2 до оцiнки узгодженостi

теоретичного i статистичного розподiлу наступна:

1. Визначається мiра розходження χ2 за наведеною формулою.

2. Визначається число степенiв свободи r як r = k − s .

3. За r i χ2 за допомогою таблицi визначається iмовiрнiсть того, що ве-
личина, яка має розподiл χ2 з r степенями свободи, перевершить дане
значення χ2 . Якщо ця iмовiрнiсть мала, гiпотеза вiдбраковується як не-
верна. Якщо iмовiрнiсть велика, гiпотезу можна вважати такою, що не
протирiчить дослiдним даним.

Слiд зазначити, що питання про те, якою повинна бути iмовiрнiсть, щоб
вiдхилити гiпотезу не визначений i не може бути розв’язаний за допомогою
математичних мiркувань.

Одним iз засобiв виконань обчислень з великою кiлькiстю даних є еле-
ктроннi таблицi. Це один iз зручних засобiв обчислень та аналiзу даних, в
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тому числi й статистичного аналiзу. Наявнiсть графiчного представлення да-
них в електронних таблицях тiльки покращує отриманi результати.

Електроннi таблицi OpenOffice.org Calc вiдносяться до програмного за-
безпечення вiльного користування, тим не менш це програмне забезпечен-
ня мiстить 57 вбудованих статистичних функцiй, за допомогою яких можна
розв’язувати досить складнi статистичнi задачi.

Однiєю з таких задач i є задача визначення критерiю узгодженостi ста-
тистичних експериментальних даних та теоретичного розподiлу. Вiзьмемо,
для прикладу, результати деякого експерименту. Нехай цi результати зале-
жать вiд параметра, який впливає на отриманий результат. Виконавши ви-
мiри значень по декiлька раз для кожного параметру i обчисливши середнє
арифметичне розбиваємо на iнтервали за параметром i таким чином отриму-
ємо розподiл випадкової величини. Якщо, для прикладу побудувати графiк
теоретичних значень та статистичних значень то можна отримати «майже
схожi» графiки (рис 2).

Рис. 3: Статистична крива розподiлу та
теоретична крива розподiлу f(x)

Для обчислення критерiю χ2 в еле-
ктронних таблицях знайдемо максималь-
не (функцiя MAX) та мiнiмальне (фун-
кцiя MIN) значення нашого iнтерва-
лу. Подiлимо iнтервал значень на пев-
ну кiлькiсть пiдiнтервалiв i за допомо-
гою функцiї COUNTIF з параметрами,
що будуть задовольняти побудованим iн-
тервалам, пiдрахуємо кiлькiсть значень
якi входять до кожного з пiдiнтервалiв.
Отриману так звану функцiю розподiлу
випадкової величини або ще кажуть –

функцiю частот випадкової величини. Подiливши отриманi значення на за-
гальну кiлькiсть вхiдних даних отримуємо так звану функцiю щiльностi ста-
тистичного розподiлу. Аналогiчнi дiї виконуємо i для нашої теоретичної кри-
вої, тобто функцiї яка максимально близько описує отриманi результати, на
тих самих значеннях аргументу або параметру на яких отримували статисти-
чнi значення. Отримуємо двi функцiї розподiлу випадкової величини (рис 3.)
За наведеною формулою критерiю Пiрсона обчислюємо величину χ2 та число
степенiв свободи. Потiм за допомогою функцiї CHIDIST за обчисленим зна-
ченням χ2 та числом спетенiв свободи обчислюємо iмовiрнiсть вiдповiдностi
статистичних даних та теоретичної кривої. Отримана iмовiрнiсть i буде свiд-
чити про те, наскiльки наше припущенна про рiвносильнiсть статистичних
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даних та значень теоретичної кривої.
Слiд зазначити, що у випадку, коли буде достатнiм наявнiсть тiльки одно-

го зв’язку, тобто r = k−1 , можна скористатись стандартною функцiєю CHI-
TEST, чого iнколи буде i достатньо. В разi коли ми накладаємо додатковi
умови (тобто «зв’язки») необхiдно скористатись вищенаведеним способом об-
числення за допомогою електронних таблиць.

Висновки
Розвиток iнформацiйних технологiй, а особливо технологiй обробки чи-

слової iнформацiї дозволяє проводити статистичний аналiз отриманих експе-
риментальних даних, що в свою чергу покращує не тiльки наочнi результати
експерименту але i аналiзує якiсть його проведення. Наявнiсть в електронних
таблицях OpenOffice.org Calc досить значної кiлькостi вбудованих статисти-
чних функцiй дозволяє виконувати нескладний статистичний аналiз, який
буде корисним для осмислення отриманих даних будь-якого експерименту.
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ФОРМУВАННЯ КОМП’ЮТЕРНОЇ ГРАМОТНОСТI ТА
IНФОРМАЦIЙНОЇ КУЛЬТУРИ У СТУДЕНТIВ

ГУМАНIТАРНИХ СПЕЦIАЛЬНОСТЕЙ НА ЗАНЯТТЯХ З
IНФОРМАТИКИ

Дана стаття присвячена пiдготовцi майбутнiх вчителiв до використання засобiв сучасних
iнформацiйних технологiй у навчально-виховному процесi.

Ключовi слова: сучаснi iнформацiйнi технологiї, iнформатизацiя освiти, комп’ю-
терна грамотнiсть, iнформацiйна культура.

Вступ
ХХI столiття – час переходу до високотехнологiчного суспiльства, в якому

якiсть людського потенцiалу, рiвень освiченостi й культури всього населен-
ня набувають вирiшального значення. Iнформатизацiя сучасного суспiльства
визначає такi соцiальнi явища як збiльшення кiлькостi працюючих в iнфор-
мацiйнiй сферi, iнтелектуалiзацiю багатьох видiв працi, пiдвищення вимог до
загальноосвiтньої пiдготовки спецiалiстiв, професiйної пiдготовки на основi
нових iнформацiйних технологiй. Звiдси очевидно, що iнформатизацiя освiти
є велiнням часу i ключовою умовою розвитку суспiльства.

Пiд комп’ютерною грамотнiстю розумiють вмiння знаходити i сприйма-
ти iнформацiю, застосовуючи комп’ютернi технологiї, створювати об’єкти i
встановлювати зв’язки в гiперсередовищi, конструювати об’єкти та дiї у ре-
альному свiтi та його моделях за допомогою комп’ютера. Вона є елементом
iнформацiйної культури, яка передбачає здатнiсть людини усвiдомити i за-
своїти iнформацiйну картину свiту як систему символiв та знакiв, прямих та
зворотних iнформацiйних зв’язкiв i вiльно орiєнтуватися в iнформацiйному
суспiльствi, адаптуватися до нього.

Основна частина
Комп’ютер – це унiверсальний засiб навчання, який може бути з успi-

хом використаний на рiзноманiтних за змiстом i органiзацiєю навчальних
c⃝ Овчарова О.I., 2012
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заняттях. Вiн сприяє активному включенню учнiв у навчальний процес, пiд-
вищенню iнтересу до навчання, кращому розумiнню та запам’ятовуванню
навчального матерiалу. Комп’ютерiзованi навчальнi матерiали здатнi бiльш
повно адаптуватися до iндивiдуальних особливостей учнiв. Використання
комп’ютера у дiяльностi вчителя передбачає органiзацiю, пiдтримку i кон-
троль навчального процесу, а також рiзноманiтнi види навчально-методичної
та органiзацiйно-методичної дiяльностi, тобто використання комп’ютера для
пiдготовки необхiдних навчальних матерiалiв (поурочне планування, методи-
чнi розробки, iндивiдуальнi завдання, контрольнi роботи i т.п.), проведення
психолого-педагогiчних дослiджень, рiзноманiтних тестувань i опрацювання
їх результатiв i т.д.

Студенти гуманiтарних спецiальностей вивчають дисциплiни «Iнформа-
тика та ТЗН», «Сучаснi iнформацiйнi технологiї». Мета цих курсiв – оволо-
дiння майбутнiми вчителями засобами сучасних iнформацiйних технологiй i
технiчними засобами навчання з подальшим використанням їх у навчаннi та
професiйнiй дiяльностi.

Бiльшiсть сучасних студентiв мають певнi знання, вмiння та навички ро-
боти з комп’ютерною технiкою. Але як правило цi знання не систематизова-
нi, не орiєнтованi на застосування у навчально-виховному процесi. Тому на
заняттях з iнформатики студенти гуманiтарних спецiальностей не тiльки ви-
вчають основнi поняття iнформатики, структуру, принципи функцiонування,
програмне забезпечення комп’ютерiв, роботу у комп’ютерних мережах, але й
набувають знання про застосування цих засобiв у педагогiчнiй дiяльностi,
знайомляться з методикою використання сучасних iнформацiйних техноло-
гiй та ТЗН на заняттях. Наприклад, при вивченнi теми «Електроннi таблицi»,
«Системи управлiння базами даних» студенти знайомляться з цими засобами
опрацювання складних структур даних, а також з можливостями використан-
ня їх у навчальних закладах. На лабораторних заняттях студенти виконують
завдання, якi передбачають створення бази даних школи, побудову дiаграм
успiшностi учнiв, створення електронних таблиць, якi мiстять вiдомостi про
учнiв класу, розклад занять тощо.

Важливе значення має вивчення студентами гуманiтарних спецiальностей
текстового редактору. Крiм набуття студентами загальних вмiнь та навичок
пiдготовки текстiв за допомогою текстового редактору, придiляється увага
можливостi його використання на уроках мови (перевiрка орфографiї, гра-
матики, користування словником текстового редактора).

На уроках також можуть бути застосованi слайдовi презентацiї. Вони до-
помагають вчителю унаочнити викладання нового матерiалу, узагальнити й

Випуск №2, 2012 125



Iнформатика та методика її викладання

систематизувати вже набутi знання, визначити рiвень навчальних досягнень
учнiв, враховувати iндивiдуальнi особливостi учнiв. Тому майбутнiм вчите-
лям необхiдно оволодiти засобом створення презентацiй Power Point. Вивча-
ючи цю програму, студенти створюють презентацiї, тематика яких вiдповiдає
спецiалiзацiї студентiв, знайомляться з методичними та психологiчними осо-
бливостями їх застосування на уроках.

Останнiм часом набули великої популярностi комп’ютернi мережi. У си-
стемi шкiльної освiти вони використовуються для доступу до рiзноманi-
тної навчальної iнформацiї, пiдвищення ефективностi самостiйної дiяльно-
стi учнiв, пов’язаною з рiзними видами творчих робiт, а також в органiзацiї
дистанцiйного навчання. У вищiй школi їх використовують для проведення
наукових дослiджень, оперативного обмiну iнформацiєю, дистанцiйного на-
вчання, проведення консультацiй тощо.

При вивченнi дисциплiни «Сучаснi iнформацiйнi технологiї» студенти гу-
манiтарних спецiальностей знайомляться з роботою у комп’ютернiй мережi,
iнформацiйними ресурсами мережi Iнтернет, можливостями пошуку iнфор-
мацiї за допомогою пошукових систем. Цi знання та вмiння можуть бути
застосованi студентами у навчаннi, науковiй роботi, у майбутнiй професiйнiй
дiяльностi.

Висновки
Iнформатизацiя освiти приводить до корiнної змiни функцiй педагога.

Вчителi стоять перед необхiднiстю засвоєння нових технологiй навчання та-
ких як комп’ютернi навчаючi програми, електроннi пiдручники, мультимедiй-
нi системи, телеконференцiї, електронна пошта тощо. Це визначає актуаль-
нiсть i важливiсть оволодiння основами iнформацiйної культури студентами
всiх спецiальностей педагогiчних навчальних закладiв.
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ПРОБЛЕМА ВИКОРИСТАННЯ РЕКУРСIЇ НА ПРИКЛАДI
КОНКРЕТНОЇ ЗАДАЧI

Розглядається один з методiв пошуку рекурсивного розв’язку задачi та пiдхiд який до-
зволяє зробити перехiд вiд рекурсивного розв’язку для лiнiйного (математичного).

Ключовi слова: рекурсiя, алгоритм, енциклопедiя послiдовностей цiлих чисел

Вступ
Дуже багато уваги придiляється задачам якi мають рекурсивний розв’я-

зок, але, як вiдомо, не завжди задачi на якi легко знайти рекурсивний розв’я-
зок повиннi розв’язуватися саме цим методом. Загальновiдомо, що рекурсiя
є методом який залежить вiд кiлькостi пам’ятi яку видiлено для рiшення
задачi, тому завжди потрiбно робити спроби знаходження аналогiчного iте-
ративного або лiнiйного розв’язку. Розглянемо такi пiдходи на конкретнiй
задачi.

В вершинах решiтки n× n мiститься n2 точок (кожна комiрка решi-
тки — квадрат розмiру 1× 1 ). Скiльки iснує всiляких квадратiв з верши-
нами в цих точках (сторони квадратiв не обов’язково паралельнi рядкам i
стовпцям решiтки)?

Основна частина
За допомогою рисунку (рис. 1) визначимо кiлькiсть рiзних квадратiв при

n = 4 . Легко бачити, що квадратiв буде рiвно 1 + 4 + 9 + 4 + 2 = 20 штук.

Рис. 1: Рiзновиди квадратiв (n = 4 ).

c⃝ Рубан М.М., 2012
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Знайдемо загальний розв’язок. Позначимо через S(k) загальну кiлькiсть
рiзних квадратiв якi можна побудувати на решiтцi k × k , де k — довжина
зовнiшньої границi решiтки, тобто решiтка складається з (k + 1)2 точок.

Зрозумiло, що S(1) = 1 , тобто лише один квадрат можна побудувати на
решiтцi розмiром 1 × 1 . Для того щоб знайти значення S(k + 1) помiтимо,
що при розширеннi решiтки розмiру k×k до розмiру k+1×k+1 додатково
утворюється рiвно (2k+1) квадрат розмiром 1×1 , (2k−1) квадрат розмiром
2×2 , (2k−3) квадратiв розмiром 3×3 , ..., 3 квадрати k×k та один квадрат
k + 1× k + 1 . Таким чином отримаємо наступну рекурентну формулу:

S(k + 1) = S(k) + (2k + 1) + (2k − 1) + (2k − 3) + · · ·+ 3 + 1

S(k + 1) = S(k) +
k∑
i=0

(2i+ 1) (1)

Але при знаходженнi формули (1) була врахована лише кiлькiсть рiзно-
манiтних квадратiв сторони яких паралельнi решiтцi.

Рис. 2: Отримання r -квадратiв шляхом обертання (n = 6 ).

Для знаходження повної формули, потрiбно додатково знайти кiлькiсть
рiзноманiтних квадратiв сторони яких не паралельнi решiтцi (назвемо їх
r -квадратами). Аналогiчно попереднiм мiркуванням знайдемо кiлькiсть r -
квадратiв (вiдповiдних розiмiрiв) якi утворюються при переходi вiд решiтки
k× k до k+1× k+1 . Помiтимо, що r -квадрати утворюються пiд час одно-
часного змiщення всiх вершин в одному напрямку на одну точку (рис. 2 —
r -квадрати якi отриманi для решiтки 6×6 ). Неважко впевнитись що загаль-
ну кiлькiсть r -квадратiв, яка отримується при переходi вiд решiтки k×k до
k + 1× k + 1 , рiвна:

k∑
i=0

(2i+ 1)(k − i).

Таким чином, для знаходження загальної кiлькостi квадратiв слiд вико-
ристовувати таку формулу:
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S(k + 1) = S(k) +
k∑
i=0

(2i+ 1) +
k∑
i=0

(2i+ 1)(k − i) =

= S(k) +
k∑
i=0

((2i+ 1) + (2i+ 1) (k − i)) =

= S(k) +
k∑
i=0

(2i+ 1) (k − i+ 1) =

= S(k) +
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6
.

(2)

Або в бiльш зручнiй формi: S(k) = S(k − 1) +
(k + 1)k(2k + 1)

6
, (∗)

де k — довжина зовнiшньої границi решiтки.
Програмна реалiзацiя даного рiшення на мовi Pascal :

1 function sq (k : in t64 ) : in t64 ;
2 begin
3 i f ( k = 1)
4 then sq :=1
5 else sq :=sq (k−1)+k∗(k+1)∗(2∗k+1) div 6 ;
6 end ;
7 var n : in t64 ;
8 begin
9 read (n ) ;
10 writeln ( sq (n ) ) ;
11 end .

Але наведена програма при обчисленнi значення для n ≥ 7802 виведе
помилку — переповнення стеку пiд час обчислення рекурсiї, тому слiд знайти
iнший нерекурсивний розв’язок. Для цього звернемо увагу на формулу (∗) —
для знаходження кожного наступного значення S(k) використовується вже
обчислене значення S(k−1) , тому якщо при пiдрахунку зберiгати попереднє
S(k − 1) , то легко отримати нерекурсивний алгоритм.

1 var n , s , s0 , i : i n t64 ;
2 begin
3 read (n ) ;
4 s :=0; s0 :=0; i :=1;
5 while ( i <= n) do
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6 begin
7 s := s0 + i ∗( i +1)∗(2∗ i +1) div 6 ;
8 s0 := s ;
9 i := i +1;
10 end ;
11 writeln ( s ) ;
12 end .

Даний розв’язок вже позбавлений вище описаного обмеження яке стосу-
ється переповнення стеку (виключаючи випадки переповнення типу int64 ),
тому саме його бажано використовувати як основний.

Розглянувши додатково ряд вiдповiдей (1, 6, 20, 50, 105, 196, ...), якi отри-
муються пiд час обчислень, та використавши online енциклопедiю послiдовно-
стей цiлих чисел (The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences) можна зна-
йти назву цiєї послiдовностi — пiрамiдальнi числа 4 порядку (4-dimensional

pyramidal numbers) та формулу загального елемента
C2
n2

6
або

n2(n2 − 1)

12
. Ви-

користовуючи останню формулу легко отримати лiнiйний алгоритм розв’яз-
ку.

Висновки
Отриманi результати пiдкреслюють той факт, що за допомогою рекурсiї

велика кiлькiсть задач розв’язується легко та красиво, як кажуть «в один ря-
док». Але пiд час використання рекурсiї досить часто виникають проблеми
при її використаннi, як було наведено на прикладi, тому в деяких випадках
слiд прораховувати такi варiанти, та у разi, якщо рекурсивний розв’язок мо-
же привести до хибних або помилкових результатiв, то краще використати
його iтеративний аналог або взагалi, якщо це можливо, лiнiйний.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ГЕНЕТИЧЕСКИХ АЛГОРИТМОВ ДЛЯ
ТЕСТИРОВАНИЯ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

В работе предложен генетический алгоритм построения контрольных тестов булевых
функций. Этот алгоритм выбирает те наборы значений переменных, на которых тести-
руемые функции принимают различные значения. Предложена программная реализация
алгоритма в среде Delphi.

Ключевые слова: тестирование, генетический алгоритм, конторольный тест

Введение
Булевы функции эффективно используются при логическом проектиро-

вании цифровой и микропроцессорной техники, в теории кодирования и крип-
тографии, а также в математическом моделировании. Их название происхо-
дит от фамилии выдающегося английского математика и логика Джорджа
Буля, который впервые использовал их для применения символизма к логике.
Первоначально булевы функции рассматривались как логические формулы
и использовались прежде всего для решения комбинаторных логических за-
дач. В 1938 году Клод Шеннон показал, что релейные схемы могут быть
описаны и промоделированы с помощью булевых функций. В дальнейшем
булевы функции стали широко использоваться в разработке различных вы-
числительных и управляющих систем: законы функционирования системы и
вся система вообще, обычно описываются булевыми функциями. В связи с
этим возникло направление в дискретной математике, занимающееся иссле-
дованием булевых функций.

С увеличением сложности вычислительных и управляющих систем, а так-
же с повышением требований, предъявляющихся к надёжности их функцио-
нирования, необходимо уделять большое внимание контролю исправности и
диагностике неисправностей этих систем. Если неисправности управляющих
элементов систем являются достаточно устойчивыми, то для выявления и

c⃝ Сенченко А.С., Щербак О.В., 2012
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проверки таких неисправностей можно использовать проверочные контроль-
ные тесты. Поскольку поведение отдельных элементов системы описывается
булевыми функциями, то контрольные тесты чаще всего применяют именно
к булевым функциям: их сравнивают с эталоном поведения.

Доказано, что построение таких тестов является NP-сложной задачей [2,
3, 5, 6], поэтому все известные алгоритмы являются эвристическими и дают
приближенный к оптимальному результат. Было разработано много мето-
дов для более-менее эффективного построения контрольных тестов, которые
дают высококачественный результат за небольшое время. Большой вклад в
развитие тестирования цифровых схем внесли отечественные ученые С.В.
Яблонский, О.Б. Лупанов, С.А. Ложкин, Н.П. Редькин, П.П. Пархоменко,
Ю.А. Скобцов и зарубежные исследователи Рот, Зориан, Агравал, Фуджи-
вара и многие другие. Исследования в данном направлении продолжаются,
поскольку использующиеся методы не всегда позволяют строить тесты необ-
ходимой полноты из-за неудовлетворительных показателей быстродействия.
Наиболее перспективными являются алгоритмы построения тестов с исполь-
зованием методов теории искусственного интеллекта, в первую очередь, гене-
тических алгоритмов. Поэтому для эффективного построения контрольных
тестов булевых функций мы использовали именно генетические алгоритмы.

Постановка задачи
Задачей работы является разработка генетического алгоритма построе-

ния контрольных тестов заданных булевых функций и его программная реа-
лизация в среде Delphi. Исходные функции могут быть заданы как таблицей
истинности, так и аналитически в виде ДНФ. Необходимо выделить такие на-
боры значений переменных, на которых все функции принимают различные
значения. Количество таких наборов должно быть минимально возможное
или близкое к нему. Задаются ограничения на количество переменных (до 8)
и количество тестируемых булевых функций (до 10).

Основная часть
Булевыми называют функции, аргументы и значения которых принадле-

жат множеству {0, 1} . Основными булевыми операциями являются отрица-
ние (обозначается чертой сверху), конъюнкция (обозначается ∧ , · или знак
пропускается как и для умножения), дизъюнкция (обозначается ∨ ), импли-
кация (⇒ ), эквиваленция (⇔ ) и сумма по модулю два (⊕ ) [1]. Каждая,
отличная от нуля, булева функция может быть записана в виде дизъюнк-
тивной нормальной формы (ДНФ), эта запись является наиболее удобной и
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часто используется. Булева функция от N переменных имеет 2N возмож-
ных комбинаций значений переменных, такую функцию можно полностью
описать таблицей с 2N строками. В каждой строке будет указано значение
функции для различных комбинаций значений переменных. Такая таблица
называется таблицей истинности. Строки таблицы истинности будем всегда
располагать в порядке двоичного возрастания значений переменных. Поэто-
му строки могут быть пронумерованы.

Для обеспечения надежного функционирования системы необходимо ре-
шить задачу контроля исправности её элементов. Для решения этой задачи
С.В. Яблонским предложены [6] логические методы контроля, суть которых
заключается в том, что на входы системы подаются некоторые специаль-
ным образом подобранные «проверочные» наборы значений переменных и
на основе выходных значений системы делается вывод о её исправности и
характере неисправностей (при их наличии). Как правило, возможные виды
неисправности известны заранее. Таким образом, мы можем выделить булеву
функцию, соответствующую исправной системе и функции, соответствующие
неисправностям, то есть можно сформировать некоторое конечное множество
исследуемых булевых функций M мощности k . Для определения, является
ли система исправной и выявления типа неисправности необходимо разли-
чить между собой все функции множества M . Таким образом, тестирование
булевых функций в нашем случае состоит в том, что для них мы подставляем
некоторый набор значений переменных и исследуем значение функций.

Функция f(x) = 2x при возрастании x растет очень быстро. Поэтому,
для функций от среднего количества (40-50) переменных, используемых в
реальных вычислительных и управляющих системах, протестировать значе-
ния на всех наборах вычислительно сложно. Вследствие этого необходимо
выбрать лишь некоторые наборы значений переменных, на которых исследу-
ется поведение функции. Для того, чтобы различить между собой k функций
необходимо не менее, чем ⌈log2 n⌉ наборов значений (функция ⌈x⌉ означа-
ет дополнение до ближайшего целого). Наша задача состоит в том, чтобы
выбрать такие наборы значений, которые различают между собой заданные
булевы функции. При этом в первую очередь интересуют тесты минималь-
ной длины, количество наборов в которых равно ⌈log2 n⌉ и тесты, у которых
длина близка к минимальной.

Для решения этой задачи полный перебор всех вариантов таких наборов
неэффективен ввиду огромного количества операций. Одним из подходов к
решению подобных задач является эволюционное моделирование, впервые
сформулированное в 1966 году Л. Фогелем, А. Оуэни и М. Уолшем в ра-
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боте «Искусственный интеллект и эволюционное моделированне». Этот под-
ход использует принцип природной эволюции процесса. Суть этого подхода
заключается в том, что из некоторого начального множества возможных ре-
шений (начальной популяции) выбираются наилучшие, из которых специаль-
ным образом получаем дополнительные решения. Затем отобранные решения
объединяются с новыми в первое поколение решений. Из первого поколения
аналогичным образом получаем второе и последующие поколения. Считает-
ся, что через определенное достаточно большое количество поколений мы
получим наилучший результат.

Этот подход послужил основой появления генетических алгоритмов. Рас-
смотрим основные понятия, связанные с генетическими алгоритмами. Хро-
мосомой будем считать отдельный вариант решения задачи – некоторую по-
следовательность символов, каждый символ называется геном. Генетический
алгоритм случайно или особым образом генерирует начальную популяцию
хромосом. Считаем, что все популяции состоят из w хромосом. Для каж-
дой хромосомы с помощью «фитнесс-функции» подсчитывается насколько
она подходит для решения задачи. Из начальной популяции выбираем

w

2
по

наилучшим значениям их фитнесс-функции. Эти хромосомы переходят в сле-
дующее поколение. Из выбранных хромосом получаем еще

w

2
хромосом с по-

мощью одной из трех операций: мутации, сдвига или кроссинговера. Мутация
состоит в том, что некоторый ген меняет свое значение. Сдвиг состоит в цик-
лическом изменении позиции всех генов на определенное количество единиц.
Кроссинговер (в литературе о генетических алгоритмах также используется
название кроссовер или скрещивание) – это операция, при которой из двух
хромосом порождаются две новые хромосомы. Одноточечный кроссинговер
работает так: сначала случайным образом выбирается одна из точек разрыва
– участок между соседними генами в строке. Обе родительские хромосомы
разрываются на два сегмента по этой точке. Затем первый сегмент первой
хромосомы склеивается со вторым сегментом второй хромосомы, а первый
сегмент второй хромосомы склеивается со вторым сегментом первой хромо-
сомы. В результате получаются две новые хромосомы. Аналогично работает
двухточечный кроссинговер, у которого две точки разрыва и т.д. Например
хромосомы 011111011 и 110000111 в результате одноточечного кроссинговера
по третьей точке разрыва дадут хромосомы 011000111 и 110111011.

Работа генетического алгоритма представляет собой итерационный про-
цесс, продолжающийся до тех пор, пока не пройдет заданное число поколений
или некоторый другой критерий остановки.
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Определение операций генетического алгоритма для по-
ставленной задачи

Считаем что в задаче рассматриваются k тестируемых булевых функций
от n переменных. Все хромосомы являются последовательностями длиной
2n , состоящие из нулей и единиц. Каждый ген отвечает за набор значений
таблицы истинности с соответствующим номером по правилу: 0 – набор не
включается в тест; 1 – включается в тест. Таким образом количеству единиц
в хромосоме соответствует количество наборов в тесте. Во всех хромосомах
начального поколения количество единиц равно ⌈log2 k⌉ .

Фитнесс-функция задается как количество различных значений тестиру-
емых функций, то есть хромосома, получившая оценку k , является решени-
ем задачи и приводит к останову процесса поиска решения. Для получение
хромосом следующих поколений применяются операции сдвига, мутации и
одноточечный кроссинговер. При мутации некоторый ген меняет значение 0
на значение 1, а некоторый другой ген - значение 1 на значение 0. При крос-
синговере точка разрыва выбирается так, чтобы количество единиц в обеих
новых хромосомах совпадало с количеством единиц в родительских хромосо-
мах. Таким образом генетические операции не увеличивают количество еди-
ниц в хромосомах.

Если на протяжении 100 поколений ответ не получен, то формируется
новое начальное поколение хромосом с количеством единиц на одну больше.

Разработана программная реализация алгоритма в среде программирова-
ния Delphi. По результатам тестирования программы выбраны оптимальные
параметры вероятностей генетических операций: мутация 0,1 - 0,15; сдвиг
0,1 - 0,15; кроссинговер 0,7 - 0,8. С этими вероятностями количество наборов
переменных, участвующих в тесте булевых функций никогда не превышало
величину ⌈log2 k⌉+ 1 , то есть никогда не добавлялось более одного набора.

Выводы
В работе предложен генетический алгоритм для тестирования буле-

вых функций. Рассмотрен вариант кодирования исходных данных, оценка
фитнесс-функции и способы выполнения генетических операций. Разработа-
на программная реализация алгоритма, выбраны оптимальные на наш взгляд
вероятности генетических операций.

Дальнейшие исследования должны рассматривать особенности выполне-
ния генетических операций и их вероятность для отдельных случаев вида те-
стируемых булевых функций, в частности для случая, когда исходные функ-
ции отличаются друг от друга очень слабо.
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АЛГОРИТМ РАСПОЗНАВАНИЯ ГРАФА ТРЕМЯ АГЕНТАМИ

Рассматривается проблема распознавания конечных неориентированных графов тремя
агентами. Получен алгоритм распознавания, временная и емкостная сложности которо-
го равны O (n2) . При работе два агента, передвигающиеся по графу, используют по две
различные краски (всего три краски).

Ключевые слова: распознавание графа, обход в глубину, обратное ребро, перешеек.

Введение
Актуальным направлением математической кибернетики является теория

дискретных динамических систем [1]. В общей схеме Глушкова – Летичевско-
го эта система представлена в виде модели взаимодействия управляющей и
управляемой систем [2]. Ранее подобное взаимодействие было рассмотрено
в [3], в предположении, что оно представлено поочередным перемещением
двух агентов-исследователей (АИ) по неизвестной среде, заданной конечным
графом [2], и обменом данными с агентом-экспериментатором (АЭ), который
восстанавливает исследуемый граф, по данным полученным от АИ.

Данная работа посвящена исследованию рассматриваемого взаимодей-
ствия, в предположении, что оно представлено процессом одновременного
перемещения двух АИ A и B по неизвестной среде, заданной конечным
графом (АИ могут окрашивать вершины, ребра и инциденторы графа, вос-
принимать эти отметки и на их основании осуществлять перемещение), и
обменом данными с АЭ (восстанавливает граф, по данным полученным от
АИ и передает АИ информацию, необходимую им для функционирования).
В работе предложен алгоритм построения маршрутов АИ по графу, позволя-
ющих АЭ точно восстановить граф среды. Для этого у каждого АИ есть две
краски: у A это r и b, у B – y и b. Алгоритм основан на методе обхода графа
в глубину. При его описании используются результаты и обозначения из [3].

Основным результатом исследования является оптимизация алгоритма
распознавания перешейков и обратных ребер, что позволило, в итоге, улуч-
шить временную сложность с O

(
n3
)

[3] до O
(
n2
)
, где n–число вершин графа.

c⃝ Стёпкин А.В., 2012
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Основные определения и обозначения
В работе рассматриваются конечные, неориентированные графы без пе-

тель и кратных ребер. Понятия, которые не рассмотрены ниже, общеизвест-
ны и с ними можно ознакомиться в [4-6] Пусть G = (V,E) – граф, где V
– множество вершин, E – множество ребер (двухэлементных подмножеств
(v, u) , где v, u ∈ V ) . Тройку ((v, u) , u) будем называть инцидентором реб-
ра (v, u) и вершины u . Множество таких троек обозначим I . Множество
L = V ∪ E ∪ I назовем множеством элементов графа G . Функцией рас-
краски графа G назовем отображение µ : L → {w, r, y, ry, b} , где w ин-
терпретируется как белый цвет, r – красный, y – желтый, ry – красно -
желтый b – черный. Пара (G,µ) называется раскрашенным графом. По-
следовательность u1, u2, ...uk попарно смежных вершин называется путем в
графе G , а k – длинной пути. При условии u1 = uk путь называется циклом.
Окрестностью Q (v) вершины v будем называть множество элементов гра-
фа, состоящее из вершины v , всех вершин u смежных с v , всех ребер (v, u)
и всех инциденторов ((v, u) , v) , ((v, u) , u) . Мощность множеств вершин V

и ребер E обозначим через n и m соответственно. Ясно что m ≤ n(n−1)
2 .

Изоморфизмом графа G и графа H назовем такую биекцию φ : VG → VH ,
что (v, u) ∈ EG точно тогда, когда (φ (v) , φ (u)) ∈ EH . Таким образом, изо-
морфные графы равны с точностью до обозначения вершин и раскраски их
элементов.

Агенты A и B передвигаются по графу из вершины v в вершину u по
ребру (v,u), могут изменять окраску вершин v, u, ребра (v,u), инциденторов
((v, u), v),((v, u), u). Находясь в вершине v, АИ воспринимает метки всех эле-
ментов окрестности Q(v). И на основании этих меток определяет, по какому
ребру будет перемещаться, и как будет окрашивать элементы графа. АЭ пере-
дает, принимает и идентифицирует сообщения, полученные от АИ, обладает
конечной, неограниченно растущей внутренней памятью, в которой фикси-
руется результат функционирования АИ на каждом шаге и строится пред-
ставление графа G, вначале неизвестного агентам, списками ребер и вершин.

Основна частина
Стратегия решения задачи аналогична стратегии, рассмотренной в [7], со

значительными изменениями в режимах работы АИ с перешейками и обрат-
ными ребрами. Рассмотрим эти режимы более подробно.

1) Если, при движении вперед, в вершине v было обнаружено обрат-
ное ребро, то АИ прекращает работу в обычном режиме и переключается
в режим распознавания обратных ребер. АИ красит в «свой» цвет ближние
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инциденторы всех обратных ребер инцидентных вершине v . Завершив по-
краску инциденторов, АИ передвигается назад по своему пути, до обнаруже-
ния вершины инцидентной помеченному обратному ребру (под помеченным
обратным ребром понимается белое ребро, у которого дальний инцидентор и
дальняя вершина окрашены в «свой» цвет), переходит по этому ребру, окра-
шивая его в черный цвет. На этом этапе возможны два случая: 1.1) Распозна-
ны не все, помеченные рассматриваемым АИ, обратные ребра. В этом случае
АИ возвращается назад по пройденному на предыдущем шаге ребру, окра-
шивая в черный цвет ближний инцидентор, и продолжает движение назад по
своему пути, до обнаружения следующей вершины, инцидентной помеченно-
му обратному ребру. 1.2) Распознаны все, помеченные рассматриваемым АИ,
обратные ребра. В этом случае АИ окрашивает ближний инцидентор ребра,
по которому он перешел на предыдущем шаге, в черный цвет и завершает
работу в режиме распознавания обратных ребер.

2) Если в процессе обхода графа в вершине v был обнаружен переше-
ек, то при условии, что все ранее помеченные данным АИ перешейки были
распознаны, агент переключается в режим пометки перешейков. В этом ре-
жиме АИ окрашивает ближние инциденторы всех перешейков, инцидентных
вершине v , в черный цвет. В данном режиме работы агент A имеет при-
оритет над агентом B , поэтому в ситуации, когда оба агента одновременно
обнаружат один и тот же перешеек, он будет помечен агентом A . На каждом
шаге АИ обмениваются данными с АЭ. По завершению режима пометки пе-
решейков АЭ содержит информацию о количестве помеченных перешейков.

3) Получив от АЭ команду о необходимости распознавания перешейков,
АИ переключается в режим распознавания перешейков. Если в этот момент
агент работает в режиме распознавания обратного ребра, то АИ переключит-
ся в режим распознавания перешейков, лишь по завершению распознавания
обратного ребра. При переключении в этот режим АИ проверяет наличие
из вершины, в которой он находится, других возможных путей перемеще-
ния кроме как движение назад по своему пути. Если такие пути есть, то АИ
возвращается назад по своему пути, ничего не окрашивая, до обнаружения
ближайшей вершины, инцидентной помеченному перешейку (под помечен-
ным перешейком понимается белое ребро, у которого дальний инцидентор
окрашен в черный цвет, а дальняя вершина окрашена в «чужой» цвет). Если
же таких путей нет, то возвращаясь назад по своему пути, АИ окрашивает его
в черный цвет до тех пор, пока не появится вершина с другими возможными
путями перемещения, далее АИ возвращается назад по своему пути до об-
наружения ближайшей вершины, инцидентной помеченному перешейку. При
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обнаружении помеченного перешейка возможны два случая: 3.1) Помечено
один перешеек. АИ окрашивает ближний инцидентор помеченного перешей-
ка в черный цвет. Далее движется вперед по своему пути, пока не вернется
в вершину, в которой было произведено переключение в режим распознава-
ния перешейков. 3.2) Помечено не менее двух перешейков. АИ окрашивает
ближний инцидентор помеченного перешейка в «свой» цвет. Далее АИ дви-
жется назад по своему пути, пока не будет найден следующий помеченный
перешеек. При обнаружении помеченного перешейка возможно два вариан-
та: 3.2.1) Следующий помеченный перешеек не последний. АИ окрашивает
ближний инцидентор в черный цвет. На следующем шаге АИ снова возвра-
щается назад по своему пути до следующего помеченного перешейка. 3.2.2)
Следующий помеченный перешеек последний. АИ окрашивает ближний ин-
цидентор в «свой» цвет. На следующем шаге АИ переходит по последнему
перешейку в чужую область, окрашивая ближний инцидентор в черный цвет.
На следующем шаге АИ переходит по первому распознанному перешейку в
свою область, окрашивая дальний инцидентор в черный цвет. Далее АИ воз-
вращается в вершину, в которой было произведено переключение в режим
распознания перешейков.

4) Одновременное попадание двух АИ в одну белую вершину. При одно-
временном попадании двух АИ в одну белую вершину, каждый АИ окра-
шивает вершину наполовину, и она становится красно-желтой. Агент B на
следующем шаге отступает назад по своему пути. При этом удаляет краску
с ближнего инцидентора и ребра, окрашивает дальний инцидентор в черный
цвет и переходит в режим пометки перешейков (при этом ребро, по которо-
му он вернулся уже посчитано как первый перешеек, а длина желтого пути
уменьшена на одну вершину). Агент A видит разноцветную вершину как
свою, но при распознавании окрашивает в черный цвет обе половинки.

Алгоритмы обхода и восстановления. Распознавание графа проводит-
ся посредством двух типов алгоритмов: «Обход» и «Восстановление». Пер-
вый тип алгоритма описывает обход неизвестного графа G агентами-
исследователями, с целью проведения серии элементарных экспериментов и
обменом данными с АЭ. Второй тип алгоритма описывает анализ агентом-
экспериментатором результатов элементарных экспериментов и их объедине-
ние, в результате которого будет построен граф H , изоморфный распозна-
ваемому графу G .

Алгоритм работы агента A : Вход : граф G неизвестный АИ и АЭ, все
элементы графа G окрашены краской w , агент A помещен в произвольную
вершину v .
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Выход : все элементы графа G (кроме перешейков, обнаруженных в процессе
работы агентов-исследователей), которые попадут в область работы агента
A , окрашены краской b , агент A находится в исходной вершине v , пошагово
выданы команды АЭ.
Данные: v – рабочая вершина графа G , в которой находится агент A .
1. Агент A красит (µ (v) := r) ;
2. запрос AN ;
3. if AN ̸= 1 then do
4. запрос BN ;
5. if BN = 0 then МЕТИМ_ПЕР_А (v) ;
6. else ВЫБОР_ХОДА_А (v) ; end do;
7. else РАСП_ПЕР_А (v) ;

Рассмотрим процедуры, используемые в данном алгоритме.
МЕТИМ_ПЕР_А (v) :
1. if в Q(v) есть ребро (v, u) , у которого

(µ ((v, u) , v) = w) and (µ ((v, u) , u) = w) and (µ (u) = y) then do
2. агент A выполняет процедуру МЕТИМ_AB (v) ;
3. go to 1 данной процедуры; end do;
5. else do
6. запрос E ;
7. if E = 0 then do ВЫБОР_ХОДА_А (v) ;
8. else do
9. агент A выполняет процедуру ФИКС_А (v) ;
10. go to 2 алгоритма обхода; end do;
11. end do;

При выполнении процедуры МЕТИМ_АВ (v) , агент A выбирает из
окрестности Q (v) ребро (v, u) , которое удовлетворяет следующему условию
(µ ((v, u) , v) = w) and (µ ((v, u) , u) = w) and (µ (u) = y) , окрашивает ближ-
ний инцидентор µ ((v, u) , v) := b и записывает в список M сообщение:
МЕТИМ_АВ.
ВЫБОР_ХОДА_А (v) :
1. if в Q (v) есть ребро, у которого (µ(v, u)=w)and(µ(u)=µ (v)=r) then do
2. агент A выполняет процедуру РАСП_А (v) ;
3. go to 2 алгоритма обхода; end do;
4. else if в Q (v) есть ребро, у которого (µ (v, u) = w) and (µ (u) = w) then do
5. агент A выполняет процедуру ВПЕРЕД_А (v) ;
6. go to 2 алгоритма обхода; end do;
7. else if в Q (v) есть ребро, у которого
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(µ ((v, u) , v) = w) and (µ ((v, u) , u) = w) and (µ (u) = y) then do
8. агент A выполняет процедуру СТОИТ_А (v) ;
9. go to 2 алгоритма обхода; end do;
10. else if в Q (v) есть ребро, у которого

((µ((v, u) , v)=w)and(µ((v, u) , u)=b)and(µ(u)=y))or(µ(v, u)=y) then do
11. агент A выполняет процедуру СТОИТ_А (v) ;
12. go to 2 алгоритма обхода; end do;
13. else if в Q (v) есть ребро, у которого

(µ (v) = r) and (µ ((v, u) , v) = r) and (µ (v, u) = r) then do
14. агент A выполняет процедуру НАЗАД_А (v) ;
15. go to 2 алгоритма обхода; end do;
16. else агент A выполняет процедуру СТОП_А (v) ;
РАСП_А (v) :
1. while в Q (v) есть ребро, у которого ((µ(v)= µ(u)=r)and(µ(v, u)=w)) do
2. агент A красит (µ ((v, u) , v)) := r ;
3. агент A записывает в M : МЕТКА_OР_А; end do;
4. агент A выбирает из окрестности Q (v) ребро (v, u) , у которого

(µ((v, u) , v)=r)and(µ(v, u)=r)and(µ(u)=r) , переходит по нему в вершину u ;
5. v := u ;
6. агент A записывает в M : ОТСТУП_А;
7. if в окрестности Q (v) нет ребра (v, u) , у которого (µ(v, u)=w)and
and(µ((v, u) , u)=r)and(µ (v)=µ(u)=r) then go to 4 данной процедуры;

8. else do
9. агент A переходит по ребру (v, u) , красит µ (v, u) := b ;
10. v := u ;
11. агент A записывает в список M : ВПЕРЕД_OР_А; end do;
12. запрос UDOBR_A;
13. if UDOBR_A = TRUE then do
14. агент A выбирает из Q (v) ребро (v, u) , у которого (µ (v, u) = b) and

and (µ ((v, u) , v) = r) and (µ (v) = µ (u) = r) и красит µ ((v, u) , v) := b ;
15. агент A записывает в список M : РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_А; end do;
16. else do
17. агент A выбирает из Q (v) ребро (v, u) , у которого (µ(v, u)=b)and

and(µ((v, u) , v)=r)and(µ(v)=µ(u)=r) и переходит по нему в вершину u ;
18. агент A красит µ ((v, u) , v) := b ;
19. v := u ;
20. go to 4 данной процедуры; end do;

При выполнении процедуры ВПЕРЕД_А (v) , агент A выбирает из
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окрестности Q (v) ребро (v, u) , у которого (µ (v, u) = w)and(µ (u) = w)
и переходит по нему в вершину u . При этом окрашивает µ (v, u) := r ,
µ ((v, u) , u) := r, µ (u) := r , выполняет присваивание v := u и записыва-
ет в список M сообщение: ВПЕРЕД_A.

Выполняя процедуру СТОИТ_А (v) , агент A не выполняет никаких дей-
ствий.

В процессе выполнения процедуры НАЗАД_A (v) , агент A выби-
рает из окрестности Q (v) ребро, для которого выполняется условие
(µ (v) = r) and (µ ((v, u) , v) = r) and (µ (v, u) = r) , и переходит по нему в вер-
шину u . При этом, производит окрашивание µ (v) := b , µ ((v, u) , v) := b ,
µ (v, u) := b , выполняет присваивание v := u и записывает в список M
сообщение: НАЗАД_А.

При выполнении процедуры СТОП_А (v) , агент A окрашивает µ(v) :=b ,
записывает в список M сообщение: СТОП_А и завершает работу.

Выполняя процедуру ФИКС_А (v) , агент A записывает в список M со-
общение: ФИКС_А.
РАСП_ПЕР_А (v) :
1. if в Q (v) не обнаружено ребра, у которого

(µ ((v, u) , v) = w) and (µ ((v, u) , u) = b) and (µ (v, u) = w) then do
2. if в Q (v) обнаружено ребро, у которого ((µ(v, u)=w)and(µ(u)=w))or

or((µ(v, u)=r)and(µ((v, u) , u)=r))or((µ(v, u)=w)and(µ(v)=µ(u)=r)) or
or((µ ((v, u) , u)=w)and(µ(u) = y))or((µ ((v, u) , v)=r)and
and(µ ((v, u) , u)=b)and(µ (v, u)=w)) then do

3. агент A выполняет процедуру ОТСТУП_А (v) ;
4. go to 1 данной процедуры; end do;
5. else do
6. агент A выполняет процедуру НАЗАД_А (v) ;
7. go to 1 данной процедуры; end do;
8. end do;
9. else do
10. запрос UDP_B ;
11. if UDP_B = TRUE then РАСП_АВ (v) ;
12. else РАСП_АВb (v) ;
13. запрос K ;
14. if K ̸= 0 then go to 1 данной процедуры;
15. else do
16. агент A выполняет процедуру ОБН_А (v) ;
17. if в Q (v) обнаружено ребро, у которого
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(µ (v, u) = w) and(((µ ((v, u) , v) = r) and (µ ((v, u) , u) = b)) or
or ((µ ((v, u) , v) = b) and (µ ((v, u) , u) = r))) then do

18. агент A выполняет процедуру ВПЕРЕД_AR_N (v) ;
19. go to 17 данной процедуры; end do;
20. if в Q (v) есть ребро, у которого

(µ (v, u) = r) and (µ ((v, u) , u) = r) and (µ (u) = r) then do
21. агент A выполняет процедуру ВПЕРЕД_AR (v) ;
22. go to 20 данной процедуры; end do;
23. else go to 2 алгоритма обхода; end do;
24. end do;

Выполняя процедуру ОТСТУП_А (v) , агент A выбирает из окрестности
Q (v) ребро (v, u) , у которого (µ ((v, u) , v) = r) and (µ (v, u) = r) и переходит
по нему в вершину u , выполняет присваивание v := u и записывает в список
M сообщение: ОТСТУП_А.

При выполнении процедуры РАСП_АВ (v) , агент A выбирает из
окрестности Q (v) произвольное ребро (v, u) , для которого выполняется
условие (µ ((v, u) , v) = w) and (µ ((v, u) , u) = b) and (µ (v, u) = w) , окраши-
вает µ ((v, u) , v) := r и записывает в список M сообщение: РАСП_АВ.

Процедура РАСП_АВb (v) аналогична процедуре РАСП_АВ (v) , с от-
личием лишь в том, что инцидентор окрашивается следующим образом
µ ((v, u) , v) := b .

При выполнении процедуры ОБН_А (v) , агент A записывает в список
M сообщение: ОБН_А;

Выполняя процедуру ВПЕРЕД_АR_N (v) , агент A выбирает из окрест-
ности Q (v) произвольное ребро (v, u) , которое удовлетворяет условию
(µ(v,u)=w)and(((µ((v,u),v)=r)and(µ((v,u),u)=b))or((µ((v,u),v)=b)and(µ((v,u),u)=r))) ,
переходит по нему в вершину u , окрашивая µ((v, u) , v) :=b, µ((v, u) , u) :=b и
выполняет присваивание v := u .

При выполнении процедуры ВПЕРЕД_АR (v) , агент A выбирает из
окрестности Q (v) произвольное ребро (v, u) , для которого выполняет-
ся условие (µ (v, u) = r) and (µ ((v, u) , u) = r) and (µ (u) = r) , переходит по
нему в вершину u и выполняет присваивание v := u .

Алгоритм работы агента B : Вход : граф G неизвестный АИ и АЭ, все
элементы графа G окрашены краской w , агент B помещен в произвольную
вершину s .
Выход : все элементы графа G (кроме перешейков, обнаруженных в процессе
работы агентов-исследователей), которые попадут в область работы агента
B , окрашены краской b , агент B находится в исходной вершине s , пошагово
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выданы команды АЭ.
Данные: s – рабочая вершина графа G , в которой находится агент B .
1. Агент B красит (µ (s) := y) ;
2. запрос BN ;
3. if BN ̸= 1 then do
4. запрос AN ;
5. if µ(s) = ry then do
6. агент B выполняет процедуру ВОЗВРАТ_B (s) ;
7. агент B выполняет процедуру МЕТИМ_ПЕР_B (s) ; end do;
8. else if AN = 0 then МЕТИМ_ПЕР_B (s) ;
9. else ВЫБОР_ХОДА_B (s) ; end do;
10. else РАСП_ПЕР_B (s) ;

Процедуры агента B , которые не рассматриваются ниже, аналогичны
процедурам агента A .

Выполняя процедуру ВОЗВРАТ_B (s) , агент B выбирает из окрестно-
сти Q (s) ребро, у которого (µ ((s, z) , s) = y) and (µ (s, z) = y) и переходит
по нему в вершину z , удаляя краску (µ ((s, z) , s) := w) and (µ (s, z) := w) .
При переходе по ребру, агент B окрашивает µ ((s, z) , z) := b , выполняет
присваивание s := z и записывает в список N сообщение: ВОЗВРАТ_B.
МЕТИМ_ПЕР_B (s) :
1. if в Q (s) есть ребро (s, z) , у которого (µ((s, z) , s)=w)and(µ((s, z) , z)=w)and
and((µ(z)=r)or(µ(z)=ry)) then do

2. if в вершине z ребра (s, z) находится агент A then do
3. агент B выполняет процедуру СТОИТ_B (s) ;
4. go to 1 данной процедуры; end do;
5. else do
6. агент B выполняет процедуру МЕТИМ_BA (s) ;
7. go to 1 данной процедуры; end do;
8. end do;
9. else do
10. запрос L ;
11. if L = 0 then ВЫБОР_ХОДА_B (s) ;
12. else do
13. агент B выполняет процедуру ФИКС_B( s) ;
14. go to 2 алгоритма обхода; end do;
15. end do;

Выполняя процедуру МЕТИМ_BA (s) , агент B выбирает из окрестности
Q (s) ребро (s, z) , у которого (µ((s, z) , s)=w)and(µ((s, z) , z)=w)and((µ(z)=r)or
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or(µ(z)=ry)) , окрашивает µ ((s, z) , s) :=b и записывает в список N сообщение:
МЕТИМ_BA.
ВЫБОР_ХОДА_B (s) :
1. if в Q (s) есть ребро, у которого (µ(s, z)=w)and(µ(s)= µ(z)=y) then do
2. агент B выполняет процедуру РАСП_B (s) ;
3. go to 2 алгоритма обхода; end do;
4. else if в Q(s) обнаружено ребро, у которого (µ(s,z)=w)and(µ(z)=w) then do
5. агент B выполняет процедуру ВПЕРЕД_B (s) ;
6. go to 2 алгоритма обхода; end do;
7. else if в Q (s) есть ребро, у которого (µ((s,z),s)=w)and(µ((s,z),z)=w)and

and((µ(z)=r)or(µ (z)=ry)) then do
8. агент B выполняет процедуру СТОИТ_B (s) ;
9. go to 2 алгоритма обхода; end do;
10. else if в Q (s) есть ребро, у которого (µ(s,z)=w)and(µ((s,z),s)=w)and

and(µ((s,z),z)=b) then do
11. агент B выполняет процедуру СТОИТ_B (s) ;
12. go to 2 алгоритма обхода; end do;
13. else if в Q (s) есть ребро, у которого (µ(s,z)=y)and(µ(s)=y)and

and(µ((s,z),s)=y) then do
14. агент B выполняет процедуру НАЗАД_B (s) ;
15. go to 2 алгоритма обхода; end do;
16. else агент B выполняет процедуру СТОП_B ;
РАСП_ПЕР_B (s) :
1. if в Q (s) не обнаружено ребра, у которого (µ ((s, z) , s) = w) and

and (µ ((s, z) , z) = b) and (µ (s, z) = w) then do
2. if в Q (s) обнаружено ребро, у которого ((µ(s,z)=w)and(µ(z)=w))or

or((µ(s,z)=y)and(µ((s,z),z)=y))or((µ(s,z)=w)and(µ(s)= µ(z)=y))or
or((µ((s,z),z)=w)and((µ(z)=r)or(µ(z)=ry)))or
or((µ((s,z),s)=y)and(µ((s,z),z)=b)and(µ(s,z)=w)) then do

3. агент B выполняет процедуру ОТСТУП_B (s) ;
4. go to 1 данной процедуры; end do;
5. else do
6. агент B выполняет процедуру НАЗАД_B (s) ;
7. go to 1 данной процедуры; end do;
8. end do;
9. else do
10. запрос UDP_B ;
11. if UDP_B = TRUE then РАСП_ВA (s) ;
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12. else РАСП_ВAb (s) ;
13. запрос F ;
14. if F ̸= 0 then go to 1 данной процедуры;
15. else do
16. агент B выполняет процедуру ОБН_B (s) ;
17. if в Q (s) обнаружено ребро, у которого

(µ (s, z) = w) and(((µ ((s, z) , s) = y) and (µ ((s, z) , z) = b)) or
or ((µ ((s, z) , s) = b) and (µ ((s, z) , z) = y))) then do

18. агент B выполняет процедуру ВПЕРЕД_BR_N (s) ;
19. go to 17 данной процедуры; end do;
20. if в Q (s) есть ребро, у которого

(µ (s, z) = y) and (µ ((s, z) , z) = y) and (µ (z) = y) then do
21. агент B выполняет процедуру ВПЕРЕД_BR (s) ;
22. go to 20 данной процедуры; end do;
23. else go to 2 алгоритма обхода; end do;
24. end do;

Выполняя процедуру РАСП_ВA (s) , агент B выбирает из окрестно-
сти Q (s) произвольное ребро (s, z) , для которого выполняется усло-
вие (µ ((s, z) , s) = w) and (µ ((s, z) , z) = b) and ((µ (s, z) = w)) , окрашивает
µ ((s, z) , s) := y и записывает в список N сообщение: РАСП_ВA.

Процедура РАСП_BAb (s) аналогична процедуре РАСП_ВА (s) , с от-
личием лишь в том, что инцидентор окрашивается следующим образом
µ ((s, z) , s) := b .

Алгоритм восстановления: Вход : списки сообщений M и N от АИ.
Выход : список вершин VH и ребер EH графа H , изоморфного графу G .
Данные: VH , EH списки вершин и ребер графа H , изоморфного графу G .
Сч_А, Сч_B – счетчики числа посещенных вершин графа G агентами A
и B соответственно. AN – переменная, в которой значение «1» дает аген-
ту A сигнал для возврата и распознания помеченных агентом B перешей-
ков, значение «0» позволяет агенту A работать дальше в обычном режи-
ме. BN – переменная, в которой значение «1» дает агенту B сигнал для
возврата и распознания помеченных агентом A перешейков, значение «0»
позволяет агенту B работать дальше в обычном режиме. N_A,N_B – пе-
ременные, в которых хранятся номера вершин, из которых агенты A и B
соответственно, последний раз помечали перешейки. F – количество пере-
шейков из вершины N_A , помеченных для распознания. K – количество
перешейков из вершины N_B , помеченных для распознания. M,N – спис-
ки сообщений от агентов A и B соответственно. E – переменная, в кото-
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рой делается отметка о том, был ли на предыдущем шаге агентом A по-
мечен перешеек (значение «1») или нет (значение «0»). L – переменная,
в которой делается отметка о том, был ли на предыдущем шаге агентом
B помечен перешеек (значение «1») или нет (значение «0»). i, j – счет-
чики используемые агентами A и B соответственно при подсчете номе-
ров вторых вершин помеченных перешейков и номеров вторых вершин по-
меченных обратных ребер. STOP_A, STOP_B – переменные, используе-
мые агентами A и B соответственно, для сигнализации АЭ, о завершении
распознавания своей области. UDP_A,UDP_B – логические переменные,
используемые агентами A и B соответственно, для определения способа
окраски инциденторов, рассматриваемого в определенный момент, перешей-
ка. UDOBR_A,UDOBR_B – логические переменные, используемые аген-
тами A и B соответственно для определения является ли рассматриваемое
обратное ребро последним из помеченных. KOBR_A,KOBR_B – перемен-
ные, в которые агенты A и B соответственно записывают количество поме-
ченных обратных ребер. r(1), r(2), ..., r(t) – список номеров вершин красного
пути, где t – длинна этого списка. y(1), y(2), ..., y(p) – список номеров вер-
шин желтого пути, где p – длинна этого списка. Mes – текущее сообщение.
1. Сч_А := 1 ;
2. Сч_В := 2 ;
3. AN :=0, BN :=0, N_A :=0, N_B :=0, F :=0, K :=0,M :=∅, N :=∅, E :=0,

L :=0, i :=0, j :=0, EH :=∅, STOP_A:=0, STOP_B :=0, UDP_A :=FALSE,
UDP_B :=FALSE,UDOBR_A :=FALSE,UDOBR_B :=FALSE,
KOBR_A :=0, KOBR_B :=0 ;

4. t := 1 ;
5. p := 1 ;
6. r (t) := Сч_А;
7. y (p) := Сч_B ;
8. VH := {1, 2} ;
9. while (STOP_A = 0) or (STOP_B = 0) do
10. if M ̸= ∅ then do
11. прочитать в Mes сообщение и удалить его из очереди M ;
12. ОБР_СП_А(); end do;
13. if N ̸= ∅ then do
14. прочитать в Mes сообщение и удалить его из очереди N ;
15. ОБР_СП_B(); end do;
16. end do;
17. печать VH , EH .
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ОБР_СП_А():
1. if Mes = "ВПЕРЕД_A" then ВПЕРЕД_А();
2. if Mes = "МЕТИМ_AВ" then МЕТИМ_АВ();
3. if Mes = "НАЗАД_A" then НАЗАД_А();
4. if Mes = "РАСП_AВ" then РАСП_АВ();
5. if Mes = "ФИКС_A" then ФИКС_А();
6. if Mes = "ОБН_A" then ОБН_А();
7. if Mes = "РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_A" then РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_А();
8. if Mes = "ОТСТУП_A" then ОТСТУП_А();
9. if Mes = "МЕТКА_ОР_A" then МЕТКА_ОР_А();
10. if Mes = "ВПЕРЕД_ОР_A" then ВПЕРЕД_ОР_А();
11. if Mes = "СТОП_A" then СТОП_А().
ВПЕРЕД_А(): выполняются операции: Сч_А:=Сч_А+2 ; t := t+1 ; r(t) :=Сч_А;
VH :=VH∪{Сч_А} ; EH :=EH∪{(r (t− 1) , r (t))} ;
МЕТИМ_АВ(): F := F + 1 ; E := 1 ;
НАЗАД_А(): из списка r(1), ..., r(t) удаляется элемент r(t) ; t := t− 1 ;
РАСП_АВ(): EH := EH ∪ {(N_B, r (t− i))} ; K := K − 1 ;
UDP_B := (((K = Z) or (K = 1)) and (Z ̸= 1)) ;
ФИКС_А(): N_A :=Сч_A; BN := 1 ; E := 0 ; Q := F ;
UDP_A := (((F = Q) or (F = 1)) and (Q ̸= 1)) ;
ОБН_А(): AN := 0 ; i := 0 ;
РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_А(): i := 0 ;
ОТСТУП_А(): i := i+ 1 ;
МЕТКА_OР_А(): KOBR_A := KOBR_A+ 1 ;
ВПЕРЕД_OР_А():KOBR_A :=KOBR_A−1 ; UDOBR_A :=(KOBR_A=0) ;
EH :=EH∪{(r (t) , r (t− i))} ;
СТОП_А(): STOP_A := 1 ;

Процедуры работы со списком команд от агента B , которые не рассмот-
рены ниже, аналогичны процедурам работы со списком команд от агента A .
ОБР_СП_B():
1. if Mes = "ВПЕРЕД_B" then ВПЕРЕД_B();
2. if Mes = "МЕТИМ_ВA" then МЕТИМ_ВA();
3. if Mes = "НАЗАД_B" then НАЗАД_B();
4. if Mes = "РАСП_ВA" then РАСП_ВA();
5. if Mes = "ФИКС_B" then ФИКС_B();
6. if Mes = "ОБН_B" then ОБН_B();
7. if Mes = "РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_B" then РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_B();
8. if Mes = "ОТСТУП_B" then ОТСТУП_B();
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9. if Mes = "МЕТКА_ОР_B" then МЕТКА_ОР_B();
10. if Mes = "ВПЕРЕД_ОР_B" then ВПЕРЕД_ОР_B();
11. if Mes = "ВОЗВРАТ_B" then ВОЗВРАТ_B();
12. if Mes = "СТОП_B" then СТОП_B().
ВОЗВРАТ_B(): EH := EH\{(y (p− 1) , y (p))} ; VH := VH\{Сч_B } ;
Сч_B := Сч_B −2 ; p := p− 1 ; y (p) := Сч_B ; L := 1 ; K := K + 1 .

Свойства алгоритма распознавания.
В начале работы алгоритма распознавания, при n ≥ 3 , как минимум,

по одному разу выполняются процедуры: ВПЕРЕД_А (v) , ВПЕРЕД_А()
и ВПЕРЕД_В (s) , ВПЕРЕД_B(). Выполняя процедуры ВПЕРЕД_А (v) и
ВПЕРЕД_В (s) АИ посещают белые вершины исследуемого графа G . Про-
цедурами агента АЭ ВПЕРЕД_А() и ВПЕРЕД_B() создаются две новые
вершины (по одной вершине для каждой из процедур) графа H .

При одновременном попадании двух АИ в одну белую вершину процеду-
рами ВПЕРЕД_А() и ВПЕРЕД_B() будет создано две новые вершины графа
H . Вершина созданная агентом B , на следующем шаге будет удалена коман-
дой ВОЗВРАТ_B(), так как она дублирует вершину, созданную агентом A .
Таким образом, процесс выполнения описанного алгоритма индуцирует отоб-
ражение φ :VG→VH вершин графа G в вершины графа H . Причем φ(v)= t
(когда вершина v окрашена в красный цвет и t =Сч_А и φ(s) = p (когда
вершина s окрашена в желтый цвет и p =Сч_B). Указанное отображение
естественным образом устанавливает неявную нумерацию вершин графа G .
Более того, отображение φ является биекцией, поскольку в связном графе
G все вершины достижимы из начальных вершин. Поэтому все вершины по-
сещаются агентами, то есть окрашиваются в красный и желтый цвета.

Из описания алгоритма следует, что АИ проходят все ребра графа G ,
поскольку по окончании алгоритма все ребра становятся черными. При вы-
полнении процедуры ВПЕРЕД_А() или ВПЕРЕД_B() АЭ распознает дре-
весное ребро (v, u) и так нумерует вершину u , что ребру (v, u) однозначно
соответствует ребро (φ(v), φ(u)) графа H . При выполнении процедур ВПЕ-
РЕД_OР_А() или ВПЕРЕД_OР_B() АЭ распознает обратное ребро (v, u)
графа G и ставит ему в однозначное соответствие ребро (φ (v) , φ (u)) графа
H . При выполнении процедур РАСП_АВ() или РАСП_ВА() АЭ распозна-
ет перешеек (v, u) графа G и ставит ему в однозначное соответствие ребро
(φ (v) , φ (u)) графа H . Следовательно, φ является изоморфизмом графа G

на граф H .

Теорема 1. Выполнив алгоритм распознавания, агенты распознают граф
G с точностью до изоморфизма.
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Подсчитаем временную и емкостную сложности алгоритма в равномерной
шкале [6]. Рассмотрим подробнее свойства красного и желтого путей. Из опи-
сания алгоритма следует, что на каждом шаге алгоритма красный (желтый)
путь – это простой путь, соединяющий начальную вершину v ( s – в слу-
чае агента B ) с номером φ(v) = 1 (φ(s) = 2) с вершиной u (z) с номером
φ(u) = Сч_A (φ(z) = Сч_B ) . Следовательно, общая длина красного и
желтого пути не превосходит n .

При выполнении процедур ВПЕРЕД_A (v) , ВПЕРЕД_B (s) и НА-
ЗАД_A (v) , НАЗАД_B (s) АИ проходят одно ребро. При выполнении проце-
дур РАСП_А (v) , РАСП_B (s) АИ проходят не более n−2 (изначально одна
вершина уже окрашена в «чужой» цвет) ребер красного (желтого) пути. При
выполнении процедур МЕТИМ_АВ (v) , МЕТИМ_ВА (s) , РАСП_АВ (v) ,
РАСП_АВb (v) , РАСП_ВА (s) и РАСП_ВАb (s) АИ не совершают пере-
хода по перешейку, а просто окрашивают его ближний инцидентор. Вы-
полняя процедуры ВПЕРЕД_AR (v) , ВПЕРЕД_BR (s) и ОТСТУП_A (v) ,
ОТСТУП_B (s) АИ проходят одно красное (желтое) ребро. При выполнении
процедур ВПЕРЕД_AR_N (v) , ВПЕРЕД_BR_N (s) АИ проходят один пе-
решеек. При выполнении процедур ФИКС_А (v) ФИКС_B (s) и ОБН_А (v)
ОБН_В (s) АИ не передвигаются, а только делают записи в свой список ко-
манд для АЭ, на что так же уходит один ход.

При подсчете временной сложности алгоритма будем считать, что ини-
циализация алгоритма, анализ окрестности Q(v) рабочей вершины и выбор
одной из возможных процедур занимают некоторое постоянное число единиц
времени. Так же будем считать, что выбор ребер, проход по ним АИ и обра-
ботка команд АЭ полученных на данном этапе от АИ осуществляется за 1
единицу времени. Тогда временная сложность алгоритма определяется сле-
дующими соотношениями: 1. Процедуры ВПЕРЕД_А(v) , ВПЕРЕД_B (s) ,
НАЗАД_А(v) и НАЗАД_B(s) выполняются не более чем 2× (n− 1) раз,
общее время их выполнения оценивается как O(n) . 2. На выполнение
процедур МЕТИМ_АВ(v), МЕТИМ_BA(s), РАСП_АВ(v), РАСП_АВb(v) ,
РАСП_ВА(s) и РАСП_ВАb(s) уходит время, которое оценивается как
2×O(n)×n , то есть как O

(
n2
)
. 3. Каждая из пар процедур ВПЕРЕД_AR(v) ,

ВПЕРЕД_BR(s) и ОТСТУП_А(v) , ОТСТУП_B(s) выполняются за вре-
мя, оцениваемое как O(n)×n , то есть как O

(
n2
)
. 4. На выполнение проце-

дур ВПЕРЕД_AR_N(v) , ВПЕРЕД_BR_N(s) , ФИКС_А(v) , ФИКС_B(s) ,
ОБН_А(v) и ОБН_B(s) уходит время, оцениваемое как 3×O(n) , то есть
как O(n) . 5. Время, затрачиваемое на выполнение процедур РАСП_А(v) и
РАСП_B(s), оценивается как O(n)×n , то есть как O

(
n2
)
. 6. Время вы-
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полнения процедур СТОИТ_А(v) и СТОИТ_В(s) в общей сложности оце-
нивается как O(n) +O

(
n2
)
= O

(
n2
)
. Следовательно, суммарная времен-

ная сложность T (n) алгоритма удовлетворяет соотношению: T (n)=O
(
n2
)
.

Емкостная сложность S(n) алгоритма определяется сложностью списков
VH , EH , r(1)...r(t), y(1)...y(p) , сложность которых соответственно определя-
ется величинами O(n), O

(
n2
)
, O(n),O (n). Следовательно: S (n) = O

(
n2
)
.

Теорема 2. Временная и емкостная сложности алгоритма равны O
(
n2
)
,

где n – число вершин графа, при этом алгоритм использует 3 краски.

Заключение
В работе предложен новый алгоритм распознавания графа среды времен-

ной и емкостной сложностей O
(
n2
)
. АИ имеют конечную память, независи-

мую от n , и используют по две краски каждый (всего три краски).
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ПIДВИЩЕННЯ РIВНЯ МАТЕМАТИЧНИХ ЗНАНЬ УЧНIВ НА
ОСНОВI АНАЛIЗУ ТИПОВИХ ПОМИЛОК

Стаття присвячена проблемi упередження типових помилок пiд час розв’язання математи-
чних задач, необхiдностi включення їх аналiзу та розгляду в процес навчання математики
та розробцi методичних рекомендацiй щодо вирiшення цiєї проблеми.

Ключовi слова: упередження помилок, типовi помилки, математична пiдготовка.

Вступ
Для успiшної участi у сучасному суспiльному життi особистiсть повин-

на володiти певними прийомами математичної дiяльностi та навичками їх
застосувань до розв’язання практичних задач. Певної математичної пiдго-
товки i готовностi її застосовувати вимагає i вивчення багатьох навчальних
предметiв загальноосвiтньої школи. Значнi вимоги до володiння математикою
у розв’язаннi практичних задач ставлять сучасний ринок працi, отримання
якiсної професiйної освiти, продовження освiти на наступних етапах.

Успiх у досягненнi поставленої перед шкiльним курсом математики мети
визначається не тiльки вдосконаленням його змiсту, а й методiв i прийомiв,
органiзацiйних форм i засобiв навчання. Однiєю з умов якiсного навчання
є врахування та упередження помилок пiд час розв’язання математичних
задач.

В науково-методичнiй лiтературi пропонуються рiзноманiтнi шляхи вдо-
сконалення учбового процесу, однак кiлькiсть годин для вивчення матема-
тичних курсiв постiйно знижується. А новi методичнi системи або прийоми
потребують великої затрати часу. Проблеми, пов’язанi з математичними по-
милками учнiв, вiдображенi в працях учених-математикiв i педагогiв впро-
довж всiєї iсторiї математичної освiти.

c⃝ Беседiн Б.Б., Мороз В.Є., 2012
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В наукових роботах, присвячених дослiдженню методичної роботи над
математичними помилками школярiв, мiститься наступне:
— аналiз можливих причин виникнення математичних помилок, школярiв;
— виявлення можливих напрямiв методичної роботи над математичними по-
милками школярiв;
— розробка рiзних пiдходiв до побудови систем вправ на запобiгання помил-
кам;
— опис прийомiв пiзнавальної дiяльностi при роботi з помилками;
— розкриття рiзних пiдходiв до типологiзацiї помилок.

Аналiз практики навчання математики показує, що вдосконалення форм
та методiв роботи вчителiв, подолання труднощiв та помилок учнiв залиша-
ється важливим компонентом в органiзацiї учбової дiяльностi.

Основна частина
Формування навичок застосування математики є однiєю iз головних цiлей

викладання математики. Радикальним засобом реалiзацiї прикладної спря-
мованостi шкiльного курсу математики є широке систематичне застосування
методу математичного моделювання протягом усього курсу. Це стосується
введення понять, виявлення зв’язкiв мiж ними, характеру iлюстрацiй, дове-
день, системи вправ i, нарештi, системи контролю. Iнакше кажучи, матема-
тики треба так навчати, щоб учнi вмiли її застосовувати.

У будь-якiй темi шкiльного курсу математики робота починається iз вве-
дення необхiдних понять, означень, далi формулюються твердження та їх
доведення, i останнiм кроком стає розгляд задач та їх розв’язання. Робота iз
кожним з цих етапiв є важливою i потребує особливої уваги та розумiння. I
на кожному з цих етапiв можуть виникати помилки у учнiв.

Пiд поняттям розумiють форму мислення, яка вiдображає загальнi, сут-
тєвi i специфiчнi ознаки i особливостi предмету чи явища i закрiплює їх тер-
мiном i/або символом.

З кожним поняттям пов’язанi двi важливi характеристики: обсяг i змiст
поняття. На цьому етапi важливим завданням є навчити дiтей розрiзняти цi
характеристики та розумiти їх суть.

Вiдносно поняття не можна говорити, що воно iстинне чи хибне, можна
вести мову про його коректнiсть. Означення є коректним, якщо виконуються
наступнi правила:
• правило взаємозамiнностi – обсяг означуваного поняття повинен спiв-

падати iз тим, що задається поняттям (помилкою в даному разi буде таке
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означення: ромбом називається чотирикутник iз взаємно перпендикулярни-
ми дiагоналями; обсяг поняття ромб вужчий, нiж множина, яка задається
означенням);
• вiдсутнiсть порочного круга (помилкове означення: корiнь рiвняння це

його розв’язок);
• правило несуперечливостi – вiдсутнiсть понять, якi суперечать теорiї,

що вивчається (помилковий термiн: круглий квадрат);
• правило однозначностi (вiдсутнiсть омонiмiї).

При роботi з поняттями мають бути сформованi такi найважливiшi дiї:
1) означення поняття;
2) пiдведення пiд поняття (розпiзнавання поняття);
3) виведення наслiдкiв з поняття;
4) класифiкацiя понять.

Для кожної з перерахованих дiй вкажемо основнi характеристики та опе-
рацiйний склад:
— стосовного першого пункту, то його описано вище доволi детально;
— для другого важливими характеристиками є такi: вибрати зручне озна-
чення або необхiдний i достатнiй набiр умов, що визначають дане поняття;
визначити тип зв’язку мiж окремими умовами (диз’юнктивний чи кон’юн-
ктивний); якщо зв’язок кон’юнктивний, то перевiрити наявнiсть усiх умов,
якщо ж диз’юнктивний, то досить однiєї (на даному етапi важливо аби учнi
чiтко розумiли сутнiсть кон’юнктивного i диз’юнктивного зв’язкiв, адже саме
з їх нерозумiнням пов’язана бiльшiсть помилок);
— в процесi виконання третього пункту слiд пригадати властивостi об’єктiв
даного поняття, якi можна групувати таким чином:

a) не доводжуванi,
b) доводжуванi,
c) властивостi об’єктiв, якi розглядаються, якщо їх пов’язати з iншими

об’єктами;
— класифiкацiя є найважливiшим процесом, який дозволяє виявити особли-
востi обсягу поняття. Iснує два види класифiкацiї: дихотомiя та класифiкацiя
за видозмiненою ознакою. При роботi з останньою слiд особливу увагу придi-
ляти основi класифiкацiї аби уникати неправильних результатiв. Наприклад,
розбиття множини трикутникiв на рiзностороннi, рiвностороннi та рiвнобе-
дренi — невiрна; або на рiвнобедренi i прямокутнi — в даному випадку взагалi
вiдсутня основа класифiкацiї.

З вище викладеного можна бачити, що навiть на першому етапi роботи
з будь-якою темою можуть виникнути помилковi умовиводи, тому їх упе-

Випуск №2, 2012 155



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

редження є необхiдним i дуже важливим, оскiльки виникнення помилок на
початковому етапi може призвести до помилкового сприйняття всiєї теми.

Математика, зокрема шкiльна оперує великою кiлькiстю висловлень.
Працюючи з висловленнями слiд ознайомити учнiв з основними логiчними
операцiями над висловленнями.

Значна кiлькiсть помилок виникає у учнiв при побудовi заперечень речень
iз кванторами

∀xP (x) ≡ ∃xP (x), ∃xP (x) ≡ ∀xP (x).

Найбiльш розповсюджена помилка при цьому це замiна учнями лише
квантора на протилежний, а заперечення самого висловлення не будується.
На це треба звертати особливу увагу. А задля наочностi краще наводити
контр приклади одразу ж.

Важливе мiсце в процесi навчання математицi займають доведення. Бiль-
шiсть тверджень шкiльної математики доводяться. В процесi доведення мо-
жуть бути допущенi окремi помилки:
a) силогiзми – помилки, якi допускаються навмисне, з метою навчити

учнiв бачити помилки в мiркуваннях i виправляти їх;
b) паралогiзми – це помилки, якi допускаються через незнання, нерозу-

мiння чи недбалiсть.

Невiд’ємним елементом математичної дiяльностi є задачi та робота з ни-
ми. Якщо ж говорити про можливi помилки, яких припускаються учнi, то
виникнути вони можуть на будь-якому з етапiв задачi. Пiд час аналiзу умови
можливе невiрне розумiння того, що задано i неправильне трактування того,
що потрiбно довести, або ж неврахування окремих елементiв умови. Щодо
короткого запису умови, то тут можливi неправильно виконаний рисунок чи
неправильно заповнена схема, таблиця. Важливим етапом є пошук розв’я-
зання задачi, вiд нього залежить результат, тому необхiдно доволi детально
обговорити план дiй i чiтко зрозумiти, яким чином його виконувати. Можли-
вi помилки i на етапi здiйснення плану розв’язання, однак тут це, скорiше за
все, будуть використання невiрних тверджень або ж обчислювальнi помилки.
На етапi перевiрки отриманих розв’язкiв слiд бути уважними. Останнi ж два
етапи навряд чи можуть привести до помилок, однак не варто ставитись до
них беззастережно.

Виконавши аналiз типових помилок пiд час роботи з математичними зав-
даннями ми видiлили наступнi методичнi принципи, що дозволять упереджу-
вати помилки та пiдвищувати рiвень математичних знань учнiв:
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∗ видiлення i врахування типових помилок, пов’язаних iз загально мате-
матичною пiдготовкою;
∗ в межах тематичного планування доцiльно зробити необхiдним постiй-

ним елементом видiлення типових помилок у кожнiй конкретнiй темi;
∗ обов’язкове акцентування на можливих помилках чи хибних умовиводах

при поясненнi нового матерiалу;
∗ пiдбiр та розв’язання вiдповiдних задач на типовi помилки;
∗ використання цiкавих (iсторичних або досить вiдомих) задач, що при-

водять до помилок.

Висновки
Проведений аналiз психолого-педагогiчної лiтератури та практики навча-

ння математики дозволив сформулювати певнi принципи, що необхiдно ви-
користовувати вчителям в процесi навчання математики задля упередження
типових помилок та пiдвищення рiвня математичної пiдготовки учнiв.
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Вступ
Одним iз прiоритетних напрямкiв розвитку освiти початку XXI сторiччя

нацiональна доктрина передбачає безперервну освiту, навчання особистостi
протягом життя. Необхiдною умовою цього є формування потреби та здатно-
стi особистостi до самоосвiти [3].

У зв’язку з швидкими темпами накопичення нової iнформацiї, особливо в
природничо-математичних науках, уже в школi необхiдно готувати школярiв
до неперервної освiти пiсля її закiнчення, що потребує формування в них пi-
знавального iнтересу й самостiйностi вiдшукання шляхiв його задоволення.
«Треба закласти в учнiв механiзми самоосвiти, самовиховання, самореалi-
зацiї, саморозвитку, саморегуляцiї, взаєморозумiння, спiлкування, спiвпрацi,
необхiднi для становлення особистостi, здатної без сторонньої допомоги ово-
лодiвати знаннями i способами дiяльностi, розв’язувати пiзнавальнi задачi
з метою подальшого перетворення й вдосконалення навколишньої дiйсностi.
Ця властивiсть особистостi формується головним чином у ходi самостiйної
навчальної дiяльностi учнiв». [1, с.44]

Вимоги сучасного суспiльства до загальноосвiтньої школи з одного боку,
й iнтереси особистостi, що розвивається, з iншого, викликають необхiднiсть
нового пiдходу до органiзацiї навчально-виховного процесу.

Особливу актуальнiсть набуває зараз проблема формування самостiйно-
стi мислення учнiв, спроможностi отримувати, аналiзувати iнформацiю i при-
ймати адекватнi рiшення, використовувати в практичнiй дiяльностi новi iн-
формацiйнi технологiї.

c⃝ Бєлiк Н.В., 2012

158



Бєлiк Н.В. Формування готовностi учнiв до самоосвiти у процесi навчання математики

Аналiз робiт, присвячених проблемам органiзацiї навчально-пiзнавальної
самостiйної дiяльностi школярiв у процесi навчання математики, дозволив
видiлити такi напрямки

— розвиток самостiйної пiзнавальної дiяльностi учнiв залежить перш за
все вiд вибору вчителем методу вивчення навчального матерiалу (Ю. К. Ба-
банський, В. А. Крутецький, М. I. Лернер, М. М. Скаткiн та iн.);

— основою для формування навичок самостiйного навчання учнiв є пси-
холого-педагогiчнi передумови здiйснення самостiйної роботи у навчальному
процесi (Г. О. Балл, С.А. Григулич, В. I. Загвязинський, В. В. Єсiпов та iн.);

— основою розвитку самостiйної навчальної дiяльностi учнiв є розвиток
самоконтролю (Д. Б. Ельконiн, Ж. Сєрiкова, В. О. Швець та iн.).

Спiльним у поглядах усiх дослiдникiв є те, що успiшне розв’язання про-
блеми вбачається у вiдшуканнi ефективних шляхiв органiзацiї самостiйної
навчально-пiзнавальної дiяльностi учнiв.

Проблема самоосвiти найчастiше розглядається у контекстi пiслядиплом-
ної освiти, однак основа для розвитку вiдповiдних здатностей повинна за-
кладатись у школi, починаючи з початкових класiв, розвиваючись упродовж
всього навчання. Особливу роль при цьому може вiдiгравати шкiльний курс
математики. Метою статтi є характеристика одного iз можливих шляхiв пла-
нування дiяльностi вчителя математики з формування готовностi учнiв до
самоосвiти через органiзацiю самостiйної роботи як повноцiнної дiяльностi
учнiв та опис структурних елементiв цiєї дiяльностi.

Основна частина
Термiн самоосвiта (англ. self-education) трактується як освiта, що отриму-

ється самостiйно, поза стiнами будь-якого навчального закладу, без допомоги
викладача; неформальна iндивiдуальна форма навчальної дiяльностi.

До слабких сторiн самоосвiти слiд вiднести вiдсутнiсть керiвництва, зво-
ротного зв’язку, несистематичнiсть. Однак нерiдко вони компенсуються силь-
ними сторонами: 1) переборюється те, що Джон Дьюї називав спричиненою
органiзацiєю школи непродуктивною витратою сил; 2) вирiшуються (або не
здобувають гостроти) проблеми iндивiдуального пiдходу, мотивацiї й свiдо-
мостi учiння.

Самоосвiта потребує вiд суб’єкта бачення життєвого змiсту в навчаннi;
свiдомої постановки цiлей; здатностей до самостiйного мислення, самоорга-
нiзацiї й самоконтролю. Це робить її неможливою для багатьох, у першу
чергу, для дiтей. Однак починаючи з юнацького вiку самоосвiта може бути
систематичною i дуже результативною. Таким чином самоосвiта – самостiйно
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органiзовувана суб’єктом дiяльнiсть учiння, що задовольняє його потреби в
пiзнаннi й особистiсному ростi. У такому розумiннi самоосвiта стає необхi-
дною складовою саморозвитку. [6]

На сучасному етапi розвитку суспiльства кардинально змiнилася мета на-
вчання. Якщо ранiше навчання ставило за мету здобути певну суму знань,
умiнь i навичок, то зараз це не стає самоцiллю. Адже з кожним роком об’єм
iнформацiї майже в кожнiй галузi науки подвоюється, а то й потроюється i
дальше зростання за передбаченнями вчених iтиме в геометричнiй прогресiї.
Тобто, людина не в змозi мати повний об’єм знань з того чи iншого предмету.
Крiм того величезнi iнформацiйнi потоки рiзного спрямування призводять
до швидкого «стирання» корисної iнформацiї з пам’ятi учнiв. Тому на перше
мiсце виступає не стiльки здобуття суми знань, скiльки розвиток особистостi,
її готовностi до пошуку, аналiзу та продуктивного використання iнформацiї.

Аналiз шкiльної практики продемонстрував невтiшнi результати. Так,
протягом 2010-2011 навчального року на базi Ярiвської ЗОШ (Краснолиман-
ський район Донецької областi) нами проводилось оцiнювання рiвня сформо-
ваностi готовностi до саморозвитку та самоосвiти у школярiв рiзних вiкових
груп. За спецiальними методиками були дослiдженi рiвень сформованостi в
учнiв вмiнь класифiкувати i аналiзувати, самостiйно опрацьовувати матема-
тичний текст, здатнiсть розумiння сенсу i логiчних вiдношень мiж поняттями
(за методикою «Аналогiя»), об’єм, розподiл i перемикання уваги (за методи-
кою «Розставляння чисел»).

Результати дослiдження показали, що високого рiвня не досяг жоден iз 57
учнiв, 8% учнiв мають рiвень дещо вищий за середнiй, 33% – середнiй рiвень,
25% – нижче середнього i 33% – низький та дуже низький рiвнi. Причому
слiд зазначити, що рiвень володiння вмiннями i навичками, необхiдними для
самостiйного здобуття знань у старшокласникiв практично не вiдрiзняються
вiд рiвня, продемонстрованого учнями основної школи.

Отриманi результати свiдчать про те, що розвиток самостiйностi учнiв по-
винен стати метою дiяльностi як вчителiв так i учнiв, тому вчитель повинен
створити умови для спонукання учня до самостiйної роботи, такий режим са-
мостiйної дiяльностi, який би дав змогу реалiзувати головну мету – розвиток
особистостi учня, її творчого потенцiалу.

Самостiйнiсть у здобуттi знань передбачає оволодiння складними вмiння-
ми i навичками бачити сенс та мету роботи, органiзацiю власної самоосвiти,
вмiння по-новому пiдходити до питань, що вирiшуються, пiзнавальну i ро-
зумову активнiсть i самостiйнiсть, здатнiсть до творчостi. Тобто, при само-
стiйнiй дiяльностi учень сам визначає мету дiяльностi, предмет дiяльностi i

160 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету СДПУ



Бєлiк Н.В. Формування готовностi учнiв до самоосвiти у процесi навчання математики

засоби дiяльностi. В процесi дiяльностi учень постiйно спiввiдносить передба-
чуваний результат з умовами i предметом дiяльностi, завдяки чому вiдбирає
засоби дiяльностi, вiдповiднi способи виконання дiй i встановлює послiдов-
нiсть їх застосування [4, с.4]

Процес формування вказаних вмiнь та навичок є справою непростою i
довготривалою. Математика як навчальний предмет з одного боку володiє
величезним потенцiалом розвитку розумової активностi та самостiйностi, з
iншого боку самостiйне оволодiння математичним матерiалом виявляється
значно складнiшим для самостiйного опрацювання у порiвняннi з рядом iн-
ших дисциплiн, потребує володiння як певним змiстом так i особливими схе-
мами його побудови i розгортання.

Вчителю доцiльно зосередитись на таких напрямках дiяльностi:
— формувати в учнiв системнi, узагальненi знання;
— знайомити учнiв iз загальними схемами побудови математичних теорiй, як
то: способи введення i розвитку математичного поняття, аксiоматична побу-
дова математичної теорiї; отримання алгоритмiв чи формальних процедур
для розв’язання класiв задач тощо;
— придiляти увагу метапредметним умiнням, пов’язаним з особливостями
опрацювання математичних текстiв;
— забезпечити учням розширений доступ до кластеру iнформацiї, актуальної
при вивченнi певного математичного матерiалу.

Опишемо можливий варiант навчально-методичного комплексу, що спри-
ятиме залученню учнiв до самостiйного опрацювання математичного мате-
рiалу. Для кожної теми розробляються матерiали, якi включають наступнi
компоненти:
— загальний аналiз теми, її мiсця i значення в шкiльному курсi математики;
— список рекомендованої лiтератури (обов’язкової та додаткової) з адресами
доступу;
— перелiк питань для повторення з вказiвкою джерел iнформацiї та адресами
доступу;
— iсторичний матерiал, пов’язаний з даною темою;
— термiнологiчний словник (походження термiнiв, означень);
— узагальнюючi схеми, таблицi, бажано, опорний конспект;
— завдання для домашнього виконання на весь термiн вивчення теми з подi-
лом за рiвнями складностi з видiленням завдань творчого характеру;
— розширений масив завдань для самостiйних, контрольних, пiдсумкових,
залiкових робiт;
— тести для первiсної перевiрки засвоєння опрацьованої iнформацiї.
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Найкращi результати досягаються за умови створення комп’ютерного ва-
рiанту пропонованого комплексу, оскiльки використання iнформацiйних те-
хнологiй дозволяє вчителю:
— посилити мотивацiю навчання за рахунок використання сучасної технiки;
— змiнити характер пiзнавальної дiяльностi учнiв (пiдтримка особистих на-
магань учнiв сформувати власний стиль навчальної роботи);
— вiзуалiзувати навчальну iнформацiю;
— моделювати та iмiтувати об’єкти, що вивчаються або дослiджуються;
— побудувати простий i зручний механiзм навiгацiї в межах матерiалiв, що
пропонуються для самостiйного опрацювання;
— включити до складу електронного матерiалу iлюстрацiї та схеми, вiдеома-
терiали;
— провести тестову перевiрку засвоєння учнями значної кiлькостi iнформацiї.

Висновки
Втiлення у навчальний процес описаної форми органiзацiї самостiйної пi-

знавальної роботи сприяє пiдвищенню самооцiнки учнiв, а також розвитку
навичок самоконтролю, саморегуляцiї, пiзнавального iнтересу до навчання, i
в рештi решт, розвитку внутрiшньої мотивацiї учiння. При такiй органiзацiї
навчання у школi учнi отримують навички самостiйного опрацювання iнфор-
мацiї, що є запорукою адекватної орiєнтацiї у дорослому життi, здатностi до
неперервної самоосвiти та самовдосконалення.
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НАВКОЛО ТЕОРЕМИ СТЮАРТА:
НАСЛIДКИ, УЗАГАЛЬНЕННЯ ТА ЗАСТОСУВАННЯ

Дана стаття присвячена методичним аспектам вивчення теореми Стюарта та її наслiдкiв.
Також розглядаються деякi узагальнення теореми Стюарта та їх застосування до розв’я-
зування метричних задач планiметрiї, зокрема до знаходження довжин вiдрiзкiв з кiнцями
на сторонах трикутника.

Ключовi слова: теорема Стюарта, довжини основних вiдрiзкiв трикутника.

Вступ
Теорема Стюарта є одним з класичних тверджень геометрiї трикутника i в

певному розумiннi повно представлена в навчальнiй лiтературi з елементарної
геометрiї [1], [6]. Найбiльш вiдомими наслiдками теореми Стюарта є формули
для обчислення довжин медiан i бiсектрис трикутника за його сторонами [2].
Менш вiдомi застосуванням теореми Стюарта можна знайти в [4], [7], [9].

Слiд визнати, що формулювання теореми Стюарта є дещо «складним»,
i можливо тому це твердження майже не висвiтлюється в шкiльному курсi
геометрiї. Навiть в дiючому пiдручнику з геометрiї для класiв iз поглибленим
вивченням математики [5] теорему Стюарта наведено лише в якостi задачi.

Результати дослiдження дозволяють стверджувати, що практичне значе-
ння теореми Стюарта та її наслiдкiв, нажаль, залишаються недооцiненими в
навчальнiй лiтературi з геометрiї для загальноосвiтнiх навчальних закладiв.

В представленiй статтi наведено декiлька способiв доведення теореми
Стюарта, як можливi пiдходи до її впровадження при вивченнi вiдповiд-
них тем шкiльного курсу геометрiї. Крiм низки «iлюструючих» задач (на
безпосереднє застосування зазначеного твердження) у статтi також наведе-
но i деякi узагальнення теореми Стюарта та їх застосування до обчислення:
1) довжини вiдрiзка з кiнцями на сторонах трикутника; 2) довжини вiдрiз-
ка, що сполучає вершину трикутника з внутрiшньою його точкою, положення
якої визначається вiдстанями до двох iнших вершин трикутника.

c⃝ Кадубовська В.М., Кадубовська О.Л., Кадубовський О.А., 2012
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Попереднi вiдомостi
1. Теорема Стюарта 1 та її наслiдки
Теорема 1. (Стюарта) Добуток квадрата вiдстанi вершини трикутника
до точки, що належить протилежнiй сторонi, на довжину цiєї сторони
дорiвнює сумi добуткiв квадратiв iнших сторiн на несумiжнi з ними вiд-
рiзки першої сторони без добутку цих вiдрiзкiв на довжину основи, тобто

AD2 ·BC = AB2 ·DC + AC2 ·BD −BD ·DC ·BC,

або ж
AD2 = AB2DC

BC
+ AC2BD

BC
−BD ·DC. (1)

Якщо (1) записати у векторному виглядi (подати вiдрiзки DC , BD i
BC як вектори, а добуток BD ·DC – як скалярний добуток ⟨

−−→
BD,

−−→
DC⟩ ), то

твердження є вiрним для будь-якої точки D прямої BC [7] .
 

A  

B  

c
S  

b
S  

D  

b  c  

a  

C  

Як вже було зазначено ранiше, формулюван-
ня теореми Стюарта є дещо складним, проте за-
пис змiсту цього твердження у символьному видi
є досить наочним i не важким для запам’ятову-
вання.

Введемо наступнi позначення:

a = BC, b = AC, c = AB,

S = S∆ABC , Sb = S∆ADC , Sc = S∆ABD.

Оскiльки мають мiсце вiдношення
BD

BC
=
Sc
S
,

DC

BC
=
Sb
S
, то формулу (1) можна подати у виглядi

AD2 = c2
DC

BC
+ b2

BD

BC
− a2 · BD

BC
· DC
BC

= c2 · Sb
S

+ b2 · Sc
S
− a2 · Sb · Sc

S2
. (2)

Зауваження 1. Аналiзуючи формулу (1) , не важко бачити, що якщо в
△ABC вiдомими є довжини будь-яких чотирьох з п’яти вiдрiзкiв AB ,
BD , DC , CA , AD , то довжину «п’ятого» не важко знайти, як корiнь
вiдповiдного квадратного рiвняння.

1 Теорему названо на честь англiйського математика М.Стюарта (Mathew Stewart 1717-1785), який
першим сформулював її в роботi «Деякi загальнi теореми» у 1746 роцi. Формулювання теореми Стюарту
сповiстив його вчитель Р.Симсон, який опублiкував доведення цього твердження лише у 1749 роцi.
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Найбiльш вiдомими наслiдками з теореми Стюарта є наступнi

Наслiдок 1. Нехай a, b, c – довжини сторiн BC , AC i AB △ABC . Тодi
довжину медiани ma , проведеної до сторони a , можна знайти за формулою

m2
a =

2
(
b2 + c2

)
− a2

4
; (3)

довжину бiсектриси la кута A — за формулою

l2a = b · c ·
(
1− a2

(b+ c)2

)
; (4)

довжину висоти ha , проведеної до сторони a , — за формулою

h2a =
(a+ b+ c) · (a+ b− c) · (a− b+ c) · (−a+ b+ c)

4a2
; (5)

якщо m′a – ортогональна проекцiя медiани ma на сторону a i b ≥ c , то

b2 − c2 = 2ma ·m′a. (6)

якщо точка D спiвпадає з точкою дотику A1 вписаного у △ABC кола, то

AD2 = AA2
1 = b2 · p− b

a
+ c2 · p− c

a
− (p− b) · (p− c), p =

a+ b+ c

2
; (7)

якщо точка D спiвпадає з точкою дотику A2 зовнiвписаного кола зi сторо-
ною BC △ABC , то

AD2 = AA2
2 = b2 · p− c

a
+ c2 · p− b

a
− (p− c)(p− b), (8)

AA2
1 + AA2

2 = b2 + c2 − 2(p− b)(p− c). (9)

З доведенням формул (3)– (6) , як наслiдкiв з теореми Стюарта, можна
ознайомитись, наприклад, в [1]. Для доведення (7) i (8) достатньо скорис-
татися вiдомими формулами BA1 = p − b , CA1 = p − c , BA2 = p − c ,
CA2 = p− b (напр., в [4], [6]). Формула (9) є наслiдком формул (7) i (8) .

Зауваження 2. Помноживши обидвi частини рiвностi (5) на вираз 1
4a

2 ,
одержимо добре вiдому формулу Герона для обчислення площi трикутника
за довжинами його сторiн, а саме

S2
∆ABC =

(
a · ha
2

)2

=
(a+ b+ c) · (a+ b− c) · (a− b+ c) · (−a+ b+ c)

16
,

або ж у бiльш звичному виглядi

S∆ABC =
√
p(p− c)(p− b)(p− a). (10)
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Прикладом безпосереднього застосуванням формули (2) є наступна

Задача 3. Нехай D – точка на сторонi BC трикутника ABC . Вiдомо,
що AB = c , AC = b , BC = a i S△ABD = S∗ . Тодi довжину вiдрiзка AD
можна визначити за формулою

AD2 = b2 · S
∗

S
+ c2 · (S − S

∗)

S
− a2 · S

∗ · (S − S∗)
S2

, (11)

де S = S△ABC , яку можна визначити за формулою Герона (10) .

Прикладами безпосереднього застосуванням формули (1) є наступнi

Задача 4. Нехай D – точка основи BC рiвнобедреного △ABC . Вiдомо,
що AB = c , BD = m , DB = n . Тодi має мiсце рiвнiсть

CD2 = c2 −mn. (12)

Задача 5. Нехай X – точка на гiпотенузi AB прямокутного △ABC .
Вiдомо, що AC = b , BC = a , AX = m , XB = n . Тодi довжину вiдрiзка
CX можна визначити за формулою

CX2 =
a2 ·m2 + b2 · n2

(m+ n)2
. (13)

Звiдки довжини медiани CM , бiсектриси CL i висоти CH , якi проведенi
з вершини прямого кута △ABC , можна знайти за формулами

CM =

√
a2 + b2

2
, CL =

ab
√
2

a+ b
, CH =

ab√
a2 + b2

. (14)

Задача 6. Нехай X – точка на гiпотенузi AB прямокутного △ABC .
Вiдомо, що CX = d , AX = m , XB = n i m > d > n . Тодi катети AC i
BC цього трикутника можна визначити за формулами

BC2 =
m+ n

m− n
·
(
d2 − n2

)
, AC2 =

m+ n

m− n
·
(
m2 − d2

)
. (15)

Задача 7. Нехай a, b, c – довжини сторiн BC , AC i AB △ABC . На
променi, доповняльному до променя CB , вiдклали вiдрiзок CC1 = q , а на
променi, доповняльному до променя BC , — вiдрiзок BB1 = p . Тодi невiдомi
сторони трикутника AB1C1 можна знайти за формулами

AB2
1 = c2

(
1 +

p

a

)
− b2p

a
+ p(a+ p), AC2

1 = b2
(
1 +

q

a

)
− c2 q

a
+ q(a+ q). (16)
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Задача 8. Нехай D – точка на сторонi BC трикутника ABC . Вiдомо,
що AB = c , AC = b , AD = d i BD : DC = m : n . Тодi невiдому сторону
BC трикутника ABC можна знайти за формулою

BC2 = b2 · m+ n

n
+ c2 · m+ n

m
− d2 · (m+ n)2

mn
. (17)

Задача 9. Нехай D – точка на сторонi BC △ABC . Вiдомо, що: AB = c ,
AC = b , AD = d а BD : DC = m : n . Тодi має мiсце рiвнiсть

16S2
△ABC = 4b2c2 −

(
b2m2 + c2n2 − (m+ n)2 · d2

mn

)2

. (18)

Справедливiсть (18) є наслiдком застосування формули Герона у виглядi
16S2

△ABC = 4b2c2 −
(
b2 + c2 − a2

)2 та теореми Стюарта.

Наслiдок 2. (Теорема Птолемея) Нехай ABCD – вписаний у коло чо-
тирикутник. Тодi добуток його дiагоналей дорiвнює сумi добуткiв його про-
тилежних сторiн, тобто

AC ·BD = AB · CD +BC · AD. (19)

 

A  

B  

C  

D  

Q  

a  
b  

c  

d  

m  

p  

n  

q  

Доведення. Нехай a , b , c , d – довжини сторiн
AB , BC , CD i DA вiдповiдно, AC ∩ BD = Q ,
AQ = m , QC = n , BQ = p , QD = q .

Тодi, згiдно введених позначень, необхiдно дове-
сти, що

(m+n)(p+q) = ac+bd⇔ (m+n)2(p+q)2 = (ac+bd)2.

З трикутникiв BAD i BDC за т. Стюарта маємо

m2 + pq = a2
q

p+ q
+ d2

p

p+ q
, n2 + pq = b2

q

p+ q
+ c2

p

p+ q
.

Оскiльки mn = pq , то додавши останнi рiвностi, матимемо
(m+ n)2 = (a2 + b2) q

p+q + (d2 + c2) p
p+q .

З iншого боку, оскiльки p
q =

S△CBA
S△ADC

= ab sin∠CBA
dc sin∠ADC = ab

cd , то
p
p+q =

cd
ab+cd ,

q
p+q =

ab
ab+cd . Звiдки

(m+ n)2 = (a2 + b2) cd
ab+cd + (d2 + c2) ab

ab+cd =
(ac+bd)(ad+bc)

ab+cd .

В аналогiчний спосiб можна показати, що (p+ q)2 = (ac+bd)(ab+cd)
ad+bc .

Отже,

(m+ n)2(p+ q)2 =
(ac+ bd)(ad+ bc)

ab+ cd
· (ac+ bd)(ab+ cd)

ad+ bc
= (ac+ bd)2.

2
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Основна частина
1. Способи доведення теореми Стюарта
1.1. Доведення за допомогою теореми Пiфагора

Якщо точка D спiвпадає з основою H висоти, опущеної з вершини A , то
довжину вiдрiзка AD = AH не важко знайти за теоремою Пiфагора. Тому
доведення теореми стюарта проведемо для випадку, коли точка D сторони
BC не спiвпадає з вказаною основою H .

Отже, нехай E i F – основи перпендикулярiв, опущених на пряму AD
з вершин B i C вiдповiдно – рис. 1 a) .
1) З ∆BED за теоремою Пiфагора маємо рiвнiсть BE2 = BD2 − ED2 .

З ∆BEA за теоремою Пiфагора маємо рiвнiсть
BE2 = AB2−AE2 = AB2− (AD−ED)2 = AB2−AD2 + 2AD ·ED−ED2 .

Звiдки 2AD · ED = AD2 − AB2 +BD2 , або ж
ED = AD2−AB2+BD2

2AD .
2) З ∆CFD за теоремою Пiфагора маємо рiвнiсть CF 2 = CD2 −DF 2 .

З ∆CFA за теоремою Пiфагора маємо рiвнiсть
CF 2 = AC2 −AF 2 = AC2 − (AD +DF )2 = AC2 −AD2 − 2AD ·DF −DF 2 .

Звiдки 2AD ·DF = AC2 − AD2 − CD2 , або ж
DF = AC2−AD2−CD2

2AD .
3) Оскiльки (за гострим кутом) ∆BED є подiбним до ∆CFD , то має
мiсце вiдношення ED : DF = BD : DC , або ж

AD2 − AB2 +BD2

AC2 − AD2 − CD2
=
BD

DC
.

Звiдки
(
AD2 − AB2 +BD2

)
DC =

(
AC2 − AD2 − CD2

)
BD . Таким чином

AD2 (BD +DC) = AB2DC + AC2BD −BD2DC −DC2BD =
= AB2DC + AC2BD −BD ·DC (BD +DC) .

Отже, AD2 = AB2 · DCBC + AC2 · BDBC −BD ·DC . 2
 

)a  )b  )c  
 

 

 

 

 

A  

B  C  
D  

E  

F  

( ; )A a b  

(0;0)B  ( ;0)C c  ( ;0)D d  

X  

Y  
A  

B  C  
D  

ϕ  π ϕ−  

Рис. 1:
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1.2. Координатний спосiб доведення
Введемо в площинi ∆ABC прямокутну систему координат XOY з по-

чатком у точцi B так, як показано на рис. 1 b) . Користуючись формулою
для обчислення вiдстанi мiж двома точками, заданих своїми координатами,
знайдемо довжини вiдрiзкiв, що входять у формулу (1) :
BD = d; DC = c− d; BC = c ; AD2 = (d− a)2 + (0− b)2 = (d− a)2 + b2 ;
AB2 = a2 + b2 ; AC2 = (c− a)2 + (0− b)2 = (a− c)2 + b2 .

Пiдставивши наведенi вирази у спiввiдношення (1) , будемо мати
AB2 ·DC + AC2 ·BD

BC
−BD ·DC =

=

(
a2 + b2

)
· (c− d) +

(
(a− c)2 + b2

)
· d

c
− d · (c− d) =

=
a2 (c− d+ d) + b2 (c− d+ d) + c2d− 2acd

c
− cd+ d2 =

= a2 + b2 + cd− 2ad− cd+ d2 = a2 − 2ad+ d2 + b2 = (d− a)2 + b2 = AD2 .
2

1.3. Доведення за допомогою теореми косинусiв
1 спосiб (рис. 1 c) ). Нехай ∠BDA = φ , тодi ∠ADC = π − φ . З ∆BDA
за теоремою косинусiв маємо рiвнiсть AB2 = AD2 + BD2 − 2AD ·DB cosφ.
Звiдки

AB2 ·DC = AD2 ·DC +BD2 ·DC − 2AD ·DB ·DC cosφ. (20)

З ∆ADC за теоремою косинусiв маємо, що
AC2 = AD2 +DC2 − 2AD ·DC cos (π − φ) = AD2 +DC2 + 2AD ·DC cosφ.
Звiдки

AC2 ·BD = AD2 ·BD +DC2 ·BD + 2AD ·DC ·BD cosφ. (21)

Тодi з рiвностей (20) i (21) маємо
AB2 ·DC + AC2 ·BD = AD2(BD +DC) +BD ·DC(BD +DC)=

= BC · (AD2 +BD ·DC) . Звiдки AD2 =
AB2 ·DC + AC2 ·BD

BC
−BD ·DC .

2

2 спосiб (рис. 1 c) ). Нехай ∠ABC = β . Тодi з ∆ABD за теоремою косинусiв
маємо рiвнiсть AD2 = BA2 +BD2 − 2BA ·BD cos β .

З ∆AB за теоремою косинусiв маємо рiвнiсть cos β = BA2+BC2−AC2

2BA·BC . Тому
AD2 = BA2 +BD2 − 2BA ·BD · BA2+BC2−AC2

2BA·BC =

= BA2+BD2−BD ·BA2+BC2−AC2

BC = BA2(1−BD
BC )+AC

2BD
BC+BD

2−BD ·BC =
= BA2DC

BC +AC2BD
BC +BD2−BD(BD+DC) = BA2DC

BC +AC2BD
BC −BD ·DC .

2
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1.4. Векторний спосiб доведення
Нехай D – довiльна точка на сторонi BC трикутника ABC – рис. 2 a) .

Доведемо спочатку справедливiсть наступної векторної рiвностi
−−→
AD =

DC

BC
·
−→
AB +

BD

BC
·
−→
AC. (22)

Для цього виконаємо елементарнi перетворення у правiй її частинi
DC
BC ·
−→
AB + BD

BC ·
−→
AC = DC

BC ·
−→
AB + BD

BC ·
(−→
AB +

−−→
BC
)
=

=
(
DC
BC + BD

BC

)
·
−→
AB + BD

BC ·
−−→
BC =

−→
AB +

−−→
BD =

−−→
AD.

Помноживши обидвi частини рiвностi (22) скалярно на вектор
−−→
AD , одер-

жимо рiвнiсть AD2 =
⟨−−→
AD,

−−→
AD
⟩
= DC

BC ·
⟨−→
AB,
−−→
AD
⟩
+ BD

BC ·
⟨−→
AC,
−−→
AD
⟩
.

Користуючись властивостями скалярного добутку векторiв, виконаємо
наступнi перетворення у правiй частинi останньої рiвностi:
DC
BC ·

⟨−→
AB,
−−→
AD
⟩
+ BD

BC ·
⟨−→
AC,
−−→
AD
⟩
= DC

BC ·
⟨−→
AB,
−→
AB +

−−→
BD

⟩
+

+BD
BC ·

⟨−→
AC,
−→
AC +

−−→
CD

⟩
= AB2·DC+AC2·BD

BC +DC
BC ·

⟨−→
AB,
−−→
BD

⟩
− BD

BC ·
⟨−→
AC,
−−→
DC

⟩
=

= AB2·DC+AC2·BD
BC + DC

BC ·
⟨−→
AB,
−−→
BC
⟩
· BDBC −

BD
BC ·

⟨−→
AC,
−−→
BC
⟩
· DCBC =

= AB2·DC+AC2·BD
BC + BD

BC ·
DC
BC ·

(⟨−→
AB,
−−→
BC
⟩
−
⟨−→
AC,
−−→
BC
⟩)

=

= AB2·DC+AC2·BD
BC − BD

BC ·
DC
BC ·

⟨−−→
BC,

−−→
BC
⟩
= AB2·DC+AC2·BD

BC −BD ·DC. 2
 

 
 

)a  )b  
 

1
A  

2
A  

3
A  

1
B  

2
B  A  

B  C  
D  

Рис. 2:

1.5. Теорема Стюарта, як наслiдок з тотожностi Стюарта

Твердження 1. Нехай A1, A2, A3 – впорядкована трiйка рiзних точок на
фiксованiй прямiй l , а B1 i B2 – довiльнi точки площини, що мiстить l .
Тодi має мiсце векторна рiвнiсть

⟨
−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2⟩

⟨
−−−→
A1A2,

−−−→
A1A3⟩

+
⟨
−−−→
A2B1,

−−−→
A2B2⟩

⟨
−−−→
A2A3,

−−−→
A2A1⟩

+
⟨
−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2⟩

⟨
−−−→
A3A1,

−−−→
A3A2⟩

= 1, (23)

де ⟨−→a ,
−→
b ⟩ – скалярний добуток векторiв −→a i

−→
b .
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Спочатку покажемо, що теорема Стюарта є наслiдком твердження 1.
Дiйсно, якщо на прямiй задано впорядковану трiйку рiзних точок A1 = B ,
A2 = D , A3 = C , а точки B1 i B2 спiвпадають з точкою A , яка не належить
прямiй A1A3 (рис. 2 a, b) ), то має мiсце рiвнiсть

−−→
BA2

⟨
−−→
BD,
−−→
BC⟩

+
−−→
DA2

⟨
−−→
DC,
−−→
DB⟩

+
−→
CA2

⟨
−−→
CB,
−−→
CD⟩

=
−−→
BA2

⟨
−−→
BD,
−−→
BC⟩
−

−−→
DA2

⟨
−−→
DC,
−−→
BD⟩

+
−→
CA2

⟨
−−→
BC,
−−→
DC⟩

= 1 .

Оскiльки вектори
−−→
BD,

−−→
BC i

−−→
DC є паралельними й спiвнапрямленими,

то остання рiвнiсть набуває вид
BA2

BD·BC −
AD2

BD·DC + CA2

BC·DC = 1, або ж AB2 · DCBC − AD
2 + AC2BD

BC = BD ·DC .
Звiдки маємо AD2 = AB2·DC+AC2·BD

BC −BD ·DC. 2

Тепер доведемо твердження 1. Для цього введемо наступнi позначення:∣∣∣−−−→A1A2

∣∣∣ = m ,
∣∣∣−−−→A2A3

∣∣∣ = n (m + n = c) . Тодi рiвнiсть (23) можна подати у

виглядi
⟨−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

⟩
m·c −

⟨−−−→
A2B1,

−−−→
A2B2

⟩
n·m +

⟨−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

⟩
c·n = 1 , або ж

n
⟨−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

⟩
− c

⟨−−−→
A2B1,

−−−→
A2B2

⟩
+m

⟨−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

⟩
= mnc. (24)

З урахуванням (22) маємо наступнi векторнi рiвностi{ −−−→
B1A2 =

n
c

−−−→
B1A1 +

m
c

−−−→
B1A3−−−→

B2A2 =
n
c

−−−→
B2A1 +

m
c

−−−→
B2A3,

звiдки

{ −−−→
A2B1 =

n
c

−−−→
A1B1 +

m
c

−−−→
A3B1−−−→

A2B2 =
n
c

−−−→
A1B2 +

m
c

−−−→
A3B2.

(25)

Пiдставимо правi частини рiвностей (25) у лiву частину спiввiдношення
(24) та, використовуючи властивостi скалярного добутку векторiв, виконаємо
наступнi перетворення
n
⟨−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

⟩
−c
⟨
n
c

−−−→
A1B1 +

m
c

−−−→
A3B1,

n
c

−−−→
A1B2 +

m
c

−−−→
A3B2

⟩
+m

⟨−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

⟩
=

= n
⟨−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

⟩
−n2

c

⟨−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

⟩
−mn

c

⟨−−−→
A1B1,

−−−→
A3B2

⟩
−mn

c

⟨−−−→
A3B1,

−−−→
A1B2

⟩
−

−m2

c

⟨−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

⟩
+m

⟨−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

⟩
=
(
n− n2

c

)
·
⟨−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

⟩
−

−mn
c

⟨−−−→
A1B1,

−−−→
A3B2

⟩
− mn

c

⟨−−−→
A3B1,

−−−→
A1B2

⟩
+
(
m− m2

c

)
·
⟨−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

⟩
=

= mn
c ·
[⟨−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

⟩
−
⟨−−−→
A1B1,

−−−→
A3B2

⟩
−
⟨−−−→
A3B1,

−−−→
A1B2

⟩
+
⟨−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

⟩]
=

= mn
c ·
[⟨−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2 −

−−−→
A3B2

⟩
+
⟨−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2 −

−−−→
A1B2

⟩]
=

= mn
c ·
[⟨−−−→
A1B1,

−−−→
A1A3

⟩
+
⟨−−−→
A3B1,

−−−→
A3A1

⟩]
= mn

c ·
⟨−−−→
A1A3,

−−−→
A1A3

⟩
= mnc. 2

Зауваження 3. Твердження 1. є частинним випадком тотожностi Стюар-
та при n = 3 (напр. [3] ), доведення якої мiститься в [10] . З доведен-
ням цiєї тотожностi у випадку, коли всi точки Ai (i = 1, ..., n) i Bj

(j = 1, ..., n− 1) належать однiй прямiй, можна ознайомитися в [8] .

Випуск №2, 2012 171



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

2. Деякi узагальнення теореми Стюарта та їх наслiдки
2.1 Довжина вiдрiзка з кiнцями на сторонах трикутника

Задача 10. Нехай a, b, c – довжини сторiн BC , AC i AB △ABC , а M
i N такi точки на сторонах AB i AC , що AM = m , AN = n . Тодi
довжину вiдрiзка MN можна знайти за однiєю з наступних формул

MN 2 = m2 + n2 − mn

bc

(
b2 + c2 − a2

)
= (26)

=
m

c

(
a2
n

b
+ c2

b− n
b
− n(b− n)

)
+
c−m
c

(
n2 −mc

)
= (27)

=
n

b

(
a2
m

c
+ b2

c−m
c
−m(c−m)

)
+
b− n
b

(
m2 − nb

)
= (28)

= a2
m

c

n

b
+ (mc− nb)

(m
c
− n

b

)
. (29)

 

A  

B  C  

M  

N  

m  

n  

a  

c m−  

b n−  

?  

Доведення. З △AMN за теоремою косинусiв
маємо рiвнiсть

MN 2 = m2 + n2 − 2mn cos∠A.

З ∆ABC за теоремою косинусiв маємо рiвнiсть

cos∠A =
b2 + c2 − a2

2bc
.

Тому

MN 2 = m2 + n2 − 2mn
b2 + c2 − a2

2bc
= m2 + n2 − mn

ab

(
b2 + c2 − a2

)
.

Доведення формул (27) – (29) є звичайною перевiркою справедливостi
вiдповiдних тотожностей.

Граничнi випадки та наслiдки
1.1) Якщо точка M спiвпадає з вершиною B трикутника ABC , то оче-
видно, що m = c , c−m = 0 , а формула (27) набуває вид

MN 2 = a2
n

b
+ c2

b− n
b
− n(b− n) = BN 2

та складає змiст теореми Стюарта.
Аналогiчно, якщо точка N спiвпадає з вершиною C , то n = b , b−n = 0 ,

а формула (28) набуває вид MN 2 = a2mc + c2 c−mc − m(c − m) = CM 2 та
складає змiст теореми Стюарта для знаходження вiдрiзка CM △ABC .
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1.2) Якщо точка M або ж точка N спiвпадає з вершиною A , то вiдрiзок
MN буде спiвпадати з вiдрiзком AN або ж AM вiдповiдно. Тодi за фор-
мулою (26) довжина вiдрiзка MN становить n або ж m вiдповiдно, що
спiвпадає з умовою твердження.
1.3) Нехай вiдрiзок MN є паралельним до сторони BC . Тодi з подiбно-
стi трикутникiв AMN i ABC (за кутами) випливає, що m

c = b
n . I тому за

формулою (29) має мiсце рiвнiсть

MN 2 = a2 ·
(m
c

)2
, звiдки MN = a · m

c
. (30)

Оскiльки площi подiбних трикутникiв AMN i ABC вiдносяться як квадрати
довжин вiдповiдних сторiн, то останню рiвнiсть можна подати у виглядi

MN 2 = a2 · S
S
, (31)

де S – площа △AMN , а S – площа △ABC . Як наслiдок з (31) маємо
справедливiсть наступного твердження:

якщо вiдрiзок MN є паралельним до сторони BC трикутника ABC
та розбиває його на трикутник i трапецiю рiвних площ, то довжину вiд-
рiзка MN можна визначити за формулою

MN =
a
√
2

2
. (32)

1.3.1) Якщо вiдрiзок MN є середньою лiнiєю трикутника, тобто 2m = c ,
2n = b , то за формулою (30) одержимо, що MN = a

2 . Отже,
довжина середньої лiнiї трикутника вдвiчi менша за сторону, до якої

вона є паралельною.
1.4) Нехай вiдрiзок MN є антипаралельним з вiдрiзком BC вiдносно
сторiн кута BAC , тобто ∠AMN = ∠ACB а ∠ANM = ∠ABC . Тодi з
подiбностi трикутникiв AMN i ACB маємо рiвнiсть m

b = n
c . Звiдки mc = nb

а формула (29) набуває вид

MN = a
m

b
= a

n

c
. (33)

Крiм того, якщо вiдрiзок MN є антипаралельним з вiдрiзком BC вiдносно
сторiн кута BAC та розбиває △ABC на трикутник i чотирикутник
рiвних площ, то довжину вiдрiзка MN також можна визначити за фор-
мулою (32) .
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1.5) Якщо точки M i N є основами бiсектрис кутiв C i B вiдповiдно,
то з урахуванням рiвностей m = bc

a+b , n = bc
a+c та формули (26) маємо

наступне спiввiдношення

MN 2 =
4(p− a)2(p− b)(p− c)

bc
=

4(p− a)S2
△ABC

pbc
. (34)

1.6) Якщо точки M i N є точками дотику вписаного у △ABC кола, то,
як вiдомо AM = AN = p − a = b+c−a

2 . Тодi з урахуванням (26) довжину
вiдрiзка MN можна обчислити за формулою

MN 2 = (p− a)2 ·
(
2− b2 + c2 − a2

bc

)
= (p− a)2 ·

(
a2 − (b− c)2

bc

)
=

=
4(p− a)2(p− b)(p− c)

bc
=

4(p− a)S2
△ABC

pbc
. (35)

1.7) Якщо точки M i N є точками дотику зовнiвписаних кiл △ABC зi
сторонами AB i AC вiдповiдно, то, як вiдомо AM = p−b , AN = p−c . Тодi
з урахуванням (26) довжину вiдрiзка MN можна обчислити за формулою

MN 2 = (p− b)2 + (p− c)2 − (p− b)(p− c)
bc

·
(
b2 + c2 − a2

)
=

= ((p− b) + (p− c))2 − (p− b)(p− c) ·
(
2 +

b2 + c2 − a2

bc

)
=

= a2 − (p− b)(p− c)4(p− a)p
bc

= a2 −
4S2
△ABC

bc
. (36)

1.8) Якщо точки M i N є основами висот △ABC , проведених до сторiн
AB i AC вiдповiдно, то, як вiдомо AM =

∣∣∣b2+c2−a22c

∣∣∣ , AN =
∣∣∣b2+c2−a22b

∣∣∣ . Тодi з
урахуванням (26) довжину вiдрiзка MN можна обчислити за формулою

MN 2 = (b2+ c2−a2)2 ·
(

1

4c2
+

1

4b2
+
b2 + c2 − a2

4b2c2

)
= (b2+ c2−a2)2 ·

(
a2

4b2c2

)
.

Звiдки
MN =

a

2bc
·
∣∣b2 + c2 − a2

∣∣ . (37)
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2.2 Вiдстань вiд вершини до внутрiшньої точки трикутника.

 

A  

B  C  

M  

D  

m  n  

x  

bS  

1
S  

y  

cS  

2
S  

Фактично, теорема Стюарта дозволяє обчи-
слювати вiдстань вiд вершини A трикутника
ABC до точки D на протилежнiй сторонi BC
у випадках:
1) коли вiдомi вiдстанi точки D до двох iнших
вершин трикутника та його сторони, або ж
2) якщо вiдомi сторони трикутника та вiдно-
шення площi одного з трикутникiв (утворених
шуканим вiдрiзком AD ) до площi даного три-
кутника – формула (2) .

Природним чином виникає наступна задача,
яка, на перший погляд, за своїм формулюванням мало чим вiдрiзняється вiд
теореми Стюарта.

Обмежимося розглядом випадку, коли фiксована точка M знаходиться
строго всерединi трикутника, є вiдомими вiдстанi MB = m i MC = n та
сторони a, b, c трикутника ABC .

Введемо наступнi позначення: S = S△ABC ; Sa = S△MBC , Sb = S△MCA ,
Sc = S△MAB ; S1 = S△MBD , S2 = S△MDC .

Твердження 2. Нехай задано довжини сторiн a, b, c трикутника ABC
та вiдомi вiдстанi m i n вiд (внутрiшньої) точки M до його вершин B

i C вiдповiдно. Тодi довжину вiдрiзка MA можна знайти за допомогою
наступних спiввiдношень

AM 2 = b2
Sc · (S − Sa)

S2
+ c2

Sb · (S − Sa)
S2

− a2Sb · Sc
S2

, (38)

Sb =
S
(
a2 −m2 + n2

)
− Sa

(
a2 + b2 − c2

)
2a2

, (39)

Sc =
S
(
a2 +m2 − n2

)
− Sa

(
a2 − b2 + c2

)
2a2

, (40)

де
16S2

a = 4m2n2 −
(
m2 + n2 − a2

)2
, (41)

16S2 = 4b2c2 −
(
b2 + c2 − a2

)2
. (42)

Доведення. Продовжимо вiдрiзок AM до перетину зi стороною BC у
точцi D та позначимо довжини вiдрiзкiв AM i MD , як x i y вiдповiдно.
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Тодi, з урахуванням (2) , довжину вiдрiзка AD = x+ y можна визначити за
допомогою формули

(x+ y)2 = b2 · Sc + S1

S
+ c2 · Sb + S2

S
− a2 · Sb + S2

S
· Sc + S1

S
. (43)

Оскiльки Sc+S1

S = S1

Sa
, то Sc+S1

S = Sc
S−Sa . Аналогiчно, оскiльки Sb+S2

S = S2

Sa
, то

Sb+S2

S = Sb
S−Sa . Тому рiвнiсть (43) набуває вид

(x+ y)2 = b2 · Sc
S − Sa

+ c2 · Sb
S − Sa

− a2 · Sb
S − Sa

· Sc
S − Sa

. (44)

З iншого боку, оскiльки x+y
x = S

S−Sa , то (x+ y)2 = x2
(
x+y
x

)2
= x2

(
S

S−Sa

)2
.

Таким чином, (44) можна подати у виглядi

x2
(

S

S − Sa

)2

= b2 · Sc
S − Sa

+ c2 · Sb
S − Sa

− a2 · Sb
S − Sa

· Sc
S − Sa

,

або ж
x2 = b2

Sc · (S − Sa)
S2

+ c2
Sb · (S − Sa)

S2
− a2Sb · Sc

S2
, (45)

що i закiнчує доведення формули (38) .

Доведемо формулу (40) . Для цього введемо наступнi позначення
∠ABM = φ, ∠MBC = ψ, ∠ABC = β. Тодi мають мiсце рiвностi

Sc =
1

2
cm sinφ =

1

2
cm sin (β − ψ) = 1

2
cm (sin β cosψ − sinψ cos β) . (46)

За теоремою косинусiв з △MBC та △ABC маємо спiввiдношення

cosψ =
m2 + a2 − n2

2ma
, cos β =

a2 + c2 − b2

2ac
. (47)

З формул для обчислення площ △MBC та △ABC маємо наступнi рiвностi

sinψ =
2Sa
ma

, sin β =
2S

ac
(48)

Пiдставивши вирази (47) i (48) в (46) , одержимо формулу (40) .
Для доведення формули (39) достатньо скористатися спiввiдношенням

(40) та рiвнiстю Sb = S − Sa − Sc .
Спiввiдношення (41) i (42) є iншим записом формули Герона для обчис-

лення площ вiдповiдних трикутникiв.
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Граничнi випадки та наслiдки
2.1) Нехай точка M належить однiй зi сторiн трикутника, наприклад,
сторонi BC . Тодi очевидно, що трикутник BMC вироджується у вiдрiзок
BC , а площа Sa ≡ 0 . I тому формула (38) набуває вид

MA2 = b2
Sc
S

+ c2
Sb
S
− a2Sb · Sc

S2
(49)

та складає змiст теореми Стюарта.

2.2) Нехай M є точкою перетину медiан (центром тяжiння) даного
трикутника. Не важко перевiрити, що в цьому випадку мають мiсце рiвностi
3Sa = 3Sb = 3Sc = S . I тому формула (38) набуває вид

MA2 = b2
Sc
S

(
1− Sa

S

)
+ c2

Sb
S

(
1− Sa

S

)
− a2Sb

S
· Sc
S

=

= b2
1

3

(
1− 1

3

)
+ c2

1

3

(
1− 1

3

)
− a21

3
· 1
3
=

1

9

(
2b2 + 2c2 − a2

)
(50)

та дає можливiсть за вiдомими сторонами трикутника обчислювати вiдстань
вiд центра тяжiння до його вершин. Безпосереднiм наслiдком з формули (50)
є наступна рiвнiсть

MA2 +MB2 +MC2 =
1

3

(
a2 + b2 + c2

)
. (51)

Крiм того, порiвнюючи формулу (50) з формулою (3) для обчислення
довжини медiани ma за сторонами a, b, c △ABC , маємо спiввiдношення
MA2

m2
a

=
4

9
, або ж

MA

ma
=

2

3
. Звiдки маємо ще одне доведенням того, що

точка перетину медiан трикутника дiлить кожну з них у вiдношеннi
2 : 1 , рухаючись вiд вершини.

2.3) Нехай M є точкою перетину бiсектрис (iнцентром) даного трикут-
ника. Оскiльки M в цьому випадку є центром I вписаного кола, то не важко
перевiрити справедливiсть наступних рiвностей

Sa
S

=
a

a+ b+ c
,

Sb
S

=
b

a+ b+ c
,

Sc
S

=
c

a+ b+ c
.

Тому формула (38) набуває вид
IA2 = b2 c

a+b+c

(
1− a

a+b+c

)
+ c2 b

a+b+c

(
1− a

a+b+c

)
− a2 b

a+b+c ·
c

a+b+c =

= b+c
(a+b+c)2 · bc · (b+ c)− a2bc

(a+b+c)2 =
bc((b+c)2−a2)

(b+c+a)2 = bcb+c−ab+c+a . Звiдки

IA2 =
bc(p− a)

p
. (52)
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Порiвнюючи формулу (52) з формулою (4) для обчислення довжини бiсек-

триси la за сторонами △ABC , маємо спiввiдношення
IA2

l2a
=

(b+ c)2

(b+ c+ a)2
.

Звiдки
la
IA

=
a+ b+ c

b+ c
,
la − IA
IA

=
a

b+ c
. I тому має мiсце твердження

iнцентр дiлить бiсектрису la трикутника ABC у вiдношеннi
b+ c

a
,

рухаючись вiд вершини.

Наступнi результати не є безпосереднiм наслiдком твердження 2 , проте
в контекстi зазначеної задачi автори вважають їх наведення доцiльним.
2.4) Нехай M є точкою H перетину висот (ортоцентром) гостроку-
тного △ABC . Оскiльки в цьому випадку вiдрiзки AD i HD є висотами
трикутникiв ABC i HBC зi спiльною основою BC = a , то AH = 2(S−Sa)

a .
З iншого боку, оскiльки ∠CHB = 1800 − ∠A , то точка H ′ , яка є симе-

тричною точцi H вiдносно BC , належить описаному колу △ABC . I тому
за властивiстю хорд кола має мiсце рiвнiсть BD ·DC = AD ·DH ′ = AD ·HD .
Звiдки BC2

4 BD ·DC = AD·BC
2 · HD·BC2 = S · Sa , Sa = a2·BD·DC

4S .
Оскiльки BD = c · cos β , DC = b · cosα , то Sa =

(a2−b2+c2)(a2+b2−c2)
16S .

Тому AH = 2(S−Sa)
a = 2

16aS

(
16S2 − (a2 − b2 + c2)(a2 + b2 − c2)

)
. Звiдки

AH =
a(b2 + c2 − a2)

4S
. (53)

Оскiльки ha =
2S
a , то з урахуванням (42) , маємо AH · (ha − AH) =

= a(b2+c2−a2)
4S

(
2S
a −

a(b2+c2−a2)
4S

)
= b2+c2−a2

2 − a2

16S2 (4b
2c2 − 16S2) =

= a2+b2+c2

2 −
(
abc
2S

)2
= const . Звiдки маємо твердження

ортоцентр трикутника ABC дiлить кожну його висоту на вiдрiзки,
добуток яких є величина стала, що визначається рiвнiстю

AH · (ha − AH) = BH · (hb −BH) = CH · (hc − CH) =

=
a2 + b2 + c2

2
−
(
abc

2S

)2

=
a2 + b2 + c2

2
− 4R2, (54)

де R – радiус описаного навколо △ABC кола.
Крiм того, з урахуванням формули (53) , не важко встановити справе-

дливiсть й наступної рiвностi

HA2 +HB2 +HC2 = 12R2 −
(
a2 + b2 + c2

)
. (55)
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4. Задачi на застосування теореми Стюарта
1. Сторони паралелограма дорiвнюють a i b , дiагоналi – e i f . Доведiть,

що має мiсце рiвнiсть e2 + f 2 = 2
(
a2 + b2

)
.

2. Довжини основ трапецiї дорiвнюють a i b (a < b) , бiчних сторiн – c i
d . Позначимо довжини дiагоналей трапецiї як e i f . Доведiть, що

(a) e =
√

b(c2−a2)+a(b2−d2)
b−a , f =

√
b(d2−a2)+a(b2−c2)

b−a (або навпаки);
(b) e2 + f 2 = c2 + d2 + 2ab ;
(c) 1

2

√
2c2 + 2d2 − (b− a)2 – довжина вiдрiзка, що сполучає середини

основ трапецiї;
(d) e2 = c2 + ab = f 2 , якщо c = d .

3. На вiдрiзку AB , як на дiаметрi побудовано коло. Точка C належить
цьому вiдрiзку, причому AC = 2r1 , CB = 2r2 . На вiдрiзках AC i CB ,
як на дiаметрах побудовано кола. Знайти радiус r четвертого кола, яке
дотикається першого кола внутрiшнiм чином, а двох iнших – зовнiшнiм.
Вiдповiдь: r = r1·r2(r1+r2)

r21+r1·r2+r22
.

4. Два кола з центрами в точках O1 i O2 з радiусами r1 i r2 (вiдповiдно)
дотикаються ззовнi. На вiдрiзку O1O2 , як на дiаметрi, побудовано тре-
тє коло. Знайти радiус кола, що дотикається перших двох кiл ззовнi, а
третього кола внутрiшнiм чином.
Вiдповiдь: r = r1r2

2(r1+r2)
.

5. Два кола з радiусами r1 i r2 ( r1 > r2) дотикаються внутрiшнiм чином.
Знайти радiус r третього кола, що дотикається даних кiл та прямої, яка
мiстить їх центри.
Вiдповiдь: r = 4r1r2(r1−r2)

(r1+r2)2
.

6. На вiдрiзку AB = 2r1 , як на дiаметрi побудовано коло. Точки C i D
належать цьому вiдрiзку, причому AC = 2r2 , DB = 2r3 , 2r2+2r3 > 2r1 .
На вiдрiзках AC i DB , як на дiаметрах побудовано кола. Знайти радiус
r четвертого кола, яке дотикається першого кола внутрiшнiм чином, а
двох iнших – зовнiшнiм.
Вiдповiдь: r = r1(r1−r2)(r1−r3)

r21−r2r3
.

7. Нехай d – вiдстань мiж центром вписаного у △ABC кола та точкою
перетину медiан цього трикутника. Доведiть, що має мiсце рiвнiсть
9d2 = 9r2 − 3p2 + 2

(
a2 + b2 + c2

)
, де r – радiус вписаного у △ABC

кола, a, b, c, p – сторони та пiвпериметр трикутника ABC .
8. Доведiть, що для △ABC має мiсце рiвнiсть BI · CI = 2r · IWa , де
I, r – центр та радiус вписаного у △ABC кола, Wa – точка перетину
бiсектриси кута A з описаним навколо △ABC колом.
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Висновки
Наведенi результати дозволяють стверджувати, що застосування теореми

Стюарта та її незначних узагальнень є достатньо дiєвим пiдходом до розв’язу-
вання широкого кола метричних задач планiметрiї. Крiм того, є всi пiдстави
стверджувати, що, при знаходженнi довжини вiдрiзка з кiнцями на сторонах
трикутника, застосування теореми Стюарта дещо «прискорює» сам процес
розв’язування у порiвняннi iз традицiйними пiдходами.

На думку авторiв цiлком досяжним є встановлення аналогiчних формул
для обчислення довжин вiдрiзкiв з кiнцями на сторонах трапецiї. Цiкавим
також здається дослiдження просторового аналогу теореми Стюарта та його
застосувань до розв’язування метричних задач на тетраедр. Дослiдження пи-
тання щодо обчислення довжини вiдрiзка, кiнцi якого є цiлком визначеними
вiдносно заданого трикутника, також привертає до себе увагу i може бути
гарним матерiалом для учнiвських пошукових робiт.
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ТЕХНОЛОГIЯ ТРВЗ – ШЛЯХ ДО ТВОРЧОГО РОЗВИТКУ
ДIТЕЙ НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ

Дана стаття присвячена питанню використання технологiї розвязування винахiдницьких
задач на уроках математики 7-9 класiв.

Ключовi слова: творчi задачi, конструювання уроку.

Вступ
Змiни в освiтi зумовленi змiнами в суспiльствi: з прискоренням темпiв

розвитку суспiльства перед школою постало важливе завдання щодо ство-
рення сприятливих умов для розвитку творчого потенцiалу кожного учня,
пiдготовки учнiв до життя, формування у дiтей таких якостей: мобiльнiсть,
динамiзм, конструктивнiсть. Сучасно звучать слова В.О. Сухомлинського:
«Духовне життя дитини повноцiнне лише тодi, коли вона живе у свiтi гри,
казки, музики, фантазiї, творчостi. Ми повиннi вчити i виховувати так, щоб
дитина почувала себе шукачем i вiдкривачем знань. Тiльки за цiєї умови
одноманiтна, напружена, стомлююча робота школяра забарвлюється радi-
сним почуттям i може принести маленьким людям переживання творця. Без
цього дитина – засушена квiтка»[3]. Оновлення дидактично-виховної систе-
ми на уроках математики, творчого розвитку дiтей за теорiєю розв’язання
винахiдницьких завдань (ТРВЗ) – Г. Альтшуллєра залишається актуальним.
i хоча ТРВЗ як наукова технологiя виникла в технiцi, але в останнi роки
практика засвiдчила, що iдеї ТРВЗ можуть бути використанi в педагогiцi.
Створена ще в 1996р. в м. Рiвне украiнська лабораторiя педагогiки ТРВЗ
пiдтвердила факт, що ТРВЗ вiдповiдає на одне з головних питань дидактики
– як дiтей навчати творчостi, за допомогою яких вправ, прийомiв. Крiм того,
ця технологiя сприяє оволодiнню учнями методами пошуку нової генерацiї
оригiнальних iдей, розвитку фантазiї, мислення.

По рiвню застосування, за означенням Г. Селевка, ТРВЗ i загально-
педагогiчною особистiсно-орiєнтованою. За напрямком модернiзацiї – аль-
тернативною [8]. Використання на уроках математики на протязi кiлькох

c⃝ Крилова Л. П., 2012
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рокiв елементiв цiєї технологiї пiдтвердило результативнiсть у особистiсно-
орiєнтованому пiдходi у навчаннi.

Основна частина
Головна iдея теорiї Г. С. Альтшуллєра полягає в тому, що технiчнi рiшення

виникають i розвиваються не стихiйно, а за певними законами; цi закони
можна пiзнати та використати для свiдомого розв’язання винахiдницьких
завдань.

Творчою основою ТРВЗ i дiалектичнi закони розвитку технiчних систем,
якi виявленi шляхом аналiзу великої маси патентної та науково-технiчної
iнформацiї. Основними робочими механiзмами вдосконалення технiчних си-
стем i синтезу нових у ТРВЗ слугують алгоритми розв’язання винахiдни-
цьких завдань i система стандартiв. Особливе мiсце в ТРВЗ займає впоряд-
кований iнформацiйний фонд, який постiйно поповнюється: показники геоме-
тричних, фiзичних, хiмiчних та бiологiчних ефектiв, явищ, правила пошуку
польових ресурсiв.

ТРВЗ – це не лише система для розв’язування творчих завдань, а й си-
стема виховання та розвитку мислення людини. Головне мiсце в нiй займає
життєва стратегiя творчої особистостi (ЖСТО) та розвиток творчої уяви
(РТУ).

Система ТРВЗ зацiкавила сучасних педагогiв i психологiв, якi адапту-
вали її для роботи з дiтьми спочатку в школi, а потiм i в дитячому садку.
Роботи Г.С. Альтшуллєра «Алгоритми винаходу» та «Творчiсть як точна
наука» стали основою так званої творчої педагогiки. Згодом з’явилися спецi-
альнi дослiдження (В. А. Бухвалов, Б. Л. Злотiн, Г. iванов, С.М. Ладошкiна,
А.О.Нестеренко, Т.М. Сидорчук, Л.I. Шрагiна, М.Н. Шустерман), в яких бу-
ла розроблена серiя методiв i прийомiв навчання школярiв на базi ТРВЗ.

Мета ТРВЗ – не просто розвинути фантазiю дiтей, а навчити їх мислити
системно, з розумiнням процесiв, якi вiдбуваються, дати в руки вихователя
iнструмент для конкретного практичного виховання у дiтей якостей твор-
чої особистостi, здатної розумiти єднiсть i протирiччя навколишнього свiту,
ставити i вирiшувати проблеми.

Кожному педагогу, який прагне працювати за даною системою, необ-
хiдно спиратися на «заповiдi» творчої особистостi, розробленi професором
К.Вайнцвангом:
◦ будь хазяїном своєї долi;
◦ досягни успiху в тому, що ти любиш;
◦ зроби свiй конструктивний внесок у спiльну справу;
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◦ будуй свої вiдносини з людьми на довiрi;
◦ розвивай свої творчi здiбностi;
◦ культивуй у собi смiливiсть;
◦ пiклуйся про своє здоров’я;
◦ не втрачай вiри в себе;
◦ намагайся мислити позитивно;
◦ поєднуй матерiальне благополуччя iз духовним задоволенням.

Вихiдним положенням концепцiї ТРВЗ стосовно учнiв 4-6 класiв є прин-
цип природовiдповiдностi. Навчаючи дитину, педагог повинен йти вiд її при-
роди.

Крiм цього, дана технологiя спирається на положення Л.С.Виготського
про те, що дитина такого вiку приймає програму навчання в тiй мiрi, в якiй
вона стає її власною.

Технологiя ТРВЗ для молодших школярiв – це технологiя колективних
iгор i занять з детальними методичними рекомендацiями. ТРВЗ покликана
не замiняти основну програму, а максимально збiльшувати її ефективнiсть.
На базi будь-якої програми, за якою працює педагог, можна використати пе-
ревiренi на практицi методи й прийоми ТРВЗ.

Iгри-заняття передбачають самостiйний вибiр дитиною теми, матерiалу та
вид дiяльностi. Вони вчать дiтей виявляти суперечливi властивостi предме-
тiв, явищ i розв’язувати цi протирiччя. Виявлення та розв’язання протирiч –
ключ до творчого мислення.

В арсеналi технологiї ТРВЗ є багато прийомiв усування протирiч, як-от:
змiна агрегатного стану речовини, об’єднання-роз’єднання, змiна в часi, при-
йом копiювання, принцип посередника, дроблення та iн. Ними користуються,
як правило, практики-початкiвцi. Досвiдченi ж педагоги самi знаходять про-
тирiччя, а також способи їх вирiшення в оточуючих об’єктах природного та
предметного свiту i використовують їх у роботi з дiтьми.

Але головне завдання: навчити дiтей шукати i знаходити свої рiшення,
бути винахiдливими, що виявляється у творчiй фантазiї, мiркуваннi, приду-
муваннi чогось нового.

Останнiм часом як головне концептуальне питання педагогiки постала
проблема формування творчої особистостi. Технологiя ТРВЗ володiє широ-
ким арсеналом методiв, якi розвивають пiзнавальнi та творчi здiбностi дiтей:
вмiння встановлювати причинно-наслiдковi зв’язки, робити висновки, iнте-
грувати й синтезувати iнформацiю, аналiзувати ситуацiї, передбачати наслiд-
ки, будувати гiпотези, застосовувати новi iдеї та методи розв’язання задач на
практицi; здатнiсть висловлювати оригiнальнi iдеї i винаходити щось нове.
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Психолог Л. О. Макрiдiна видiляє такi концептуальнi положення те-
хнологiї ТРВЗ:
◦ Теорiя – каталiзатор творчого розв’язання проблем.
◦ Знання – iнструмент, основа творчої iнтуiцiї.
◦ Творчими здiбностями надiлена кожна людина (винаходити можуть

Усi).
◦ ТВОРЧОСТI треба навчати всiх!
◦ ТВОРЧОСТI, як i будь-якiй дiяльностi, можна навчитися. [2]

Технологiя ТРВЗ вiдрiзняється вiд iнших методик тим, що це не поєдна-
ння окремих прийомiв, а технологiя, завдяки якiй можна вирiшувати рiзнi
складнi проблеми, задачi, бути в постiйному творчому пошуку.

За допомогою ТРВЗ створено принцип, завдяки якому педагог разом з
учнями може знаходити логiчний вихiд з будь-якої ситуацiї, а учень – грамо-
тно вирiшувати свої проблеми.

ТРВЗ забезпечує розв’язання задач на основi логiчних операцiй, алгори-
тмiв замiсть порожнiх спроб i пошукiв наослiп.

Технологiя ТРВЗ – це новий iнструмент для розвитку творчого мислення
дорослих i дiтей.

Головнi принципи ТРВЗ:
◦ усування суперечностей;
◦ системний пiдхiд (вмiння бачити навколишнiй свiт у взаємозв’язку всiх

його елементiв);
◦ вмiння знайти необхiдний у данiй ситуацiї резерв.

У педагога, що використовує навiть елементи теорiї, дiти займаються iз
захопленням, без перевантажень засвоюють новi знання, розвивають мову й
мислення, засвоюють матерiал без «зубрiння».

Розвиваючи логiчне мислення, нестандартний пiдхiд до розв’язання за-
дач, iнтелектуальну творчiсть – ми даємо дiтям потужний iнструмент ми-
слення, який допоможе їм в життi знаходити сильнi рiшення – в будь-якiй
професiйнiй галузi та життєвiй ситуацiї.

Дитина, що володiє елементами ТРВЗ, може сама розв’язувати свої про-
блеми, до того ж нестандартно, неординарно. Вiн вмiє приймати рiшення i
перетворювати проблеми в можливостi.

Iз стандартних блокiв дитячого конструктора можна скласти будинок
зайчика або палац принцеси.

Iз стандартних деталей збираються абсолютно рiзнi за призначенням i
складнiстю «дорослi» конструкцiї: механiчнi, гiдравлiчнi, електроннi. Ця ж
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iдея творчого конструювання покладена в основу «конструктора уроку» за-
пропонованого А.О.Гiном. Опишемо наш досвiд використання рiзних форм i
методiв органiзацiї вiдповiдних частин уроку.

Видiлимо такi основнi частини уроку (послiдовнiсть не дуже важлива):

1. Початок уроку
2. Пояснення нового матерiалу
3. Закрiплення, тренування, опрацювання вмiнь
4. Повторення
5. Контроль
6. Домашнє завдання
7. Кiнець уроку.

1. Початок уроку.
Прийом «Здивуй». Геометрiя <Коло i круг> – 7 клас.
У чорнiй скринi вноситься предмет. Вчитель повiдомляє: <Iснує легенда

про грецького винахiдника Дедала (майстер, що зробив крила Iкара) i про йо-
го племiнника талановитого юнака, який вперше в свiтi придумав гончарний
круг, пилки, та те, що тут у скринцi. Про цей предмет придумана загадка:
«Зговорилися двi ноги робити коло i круги». Вiдповiдь: циркуль.

2. Вивчення нового матерiалу.
Прийом «Приваблива мета» – 9 клас. Алгебра <геометрична прогресiя>.
Вступне слово вчителя: <Люди часто дивуються, як швидко ростуть чи-

сла в геометричнiй прогресiї. Iснує така легенда. Iндiйський цар Сирам за-
просив до себе винахiдника гри в шахи Сету, щоб гiдно нагородити його за
цей винахiд. Сета попросив собi таку нагороду: за першу клiтку шахової до-
шки – одну пшеничну зернину, за другу – 2, за третю – 4, за п’яту – 8 ? так
за кожну наступну в 2 рази бiльше. _Що ж, – вiдповiв цар, – ти отримаєш
свою нагороду, але знай, що твоє прохання не гiдне моєї щедростi. Завтра то-
бi слуги принесуть мiшок з пшеницею. Однак вранцi придворнi математики
доповiли, що вони пiдрахували число зернин, яке хоче отримати Сета, число
таке велике, що зернин не зберемо не тiльки в твоїх засiках, але i на всiй
землi. 18446744013709551615.

3. Закрiплення, тренувальнi вправи.
Прийом «Вiльна дошка». Даються вправи для самостiйного розв’язання i

всi бажаючi можуть вийти до дошки i записати вiдповiдь. Якщо учень записує
правильну вiдповiдь, то йому надається можливiсть пояснити учням класу
розв’язання i вiдповiдно одержати заохочувальний бал.
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4. Повторення.
Прийом «Своя опора». Учнi складають власний опорний конспект з ново-

го матерiалу (слухають вчителя, працюють з пiдручником). Можна рекомен-
дувати складання розгорнутого плану вiдповiдi. Добре, якщо учнi встигають
пояснити один одному (хоча б коротко) свої опорнi конспекти. Можуть обмi-
нятися ними i перевiрити тему. Опору можна назвати «шпаргалкою». Мо-
жна провести урок «Види шпаргалок i прийоми їх складання», тобто вчити
користуватися опорним конспектом. Краще провести конкурс «шпаргалок»,
захистити їх перед класом в робочiй парi або групi.

5. Контроль.
Прийом «Так-нi». Геометрiя <Паралелограм> – 8 клас.
Вiдгадай задуманi фiгури.

Учнi Вчитель
Це трикутник? Нi
Це чотирикутник? Так
Сторони паралельнi? Так
Протилежнi сторони рiвнi? Так
Дiагоналi перпендикулярнi? Так
Всi кути рiвнi? Так

Вiдповiдь: квадрат.
6. Домашнє завдання.
Прийом «Завдання масивом».
Завдання 1-2 рiвнiв дається масивом, а учнi виконують самi за вибором

кiлькiсть завдань, мiнiмум об’єму вправ обговорюється. Як правило, сумлiннi
учнi виконують бiльше завдань вiд мiнiмального об’єму. Так, якщо застосову-
ється навчальний модуль при вивченнi теми, то на 1 уроцi при ознайомленнi
зi структурно-годинною моделлю дати мiнiмум завдань 15 з 60.

Учнi стимулюються тим, що з 60 запропонованих завдань частина бу-
де у самостiйнiй роботi, на уроцi ТО. Чим бiльше завдань учень самостiйно
розв’язав, тим бiльша iмовiрнiсть краще впоратись з ТО. Цi 60 вправ учням
даються на 5 урокiв. Важливий психологiчний ефект: самостiйний вибiр зав-
дань дає додаткову можливiсть самореалiзацiї, бо вiдомо, як цього не достає
учням в умовах сучасного навчання в 7-9 класах i дуже важливо: пiдвищу-
ється iнтерес до предмету. На сам кiнець: з масиву завдань учень вибирає
той рiвень складностi, який вiн може виконати, тобто сам учень вiдслiдковує
рiвень своєї компетентностi. Коли дається завдання масивом, треба слiдку-
вати, щоб були в ньому як задачi, посильнi всiм, так i досить складнi, тобто
– тренувальнi i творчi завдання.
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Виникає атмосфера змагання. Можна ввести в 5-9 класах вiдкриту вiдо-
мiсть, в якiй учнi вiдмiчають свої «просування до мети».

Розв’язанi
задачi
Петрик I. 6,2 6,3 9,3 12,1
Ковальчук К. 12,1 12,2 12,3 9,3
Сдобнiкова О. 9,1 9,2 9,3 12,2

Отже, домашнє завдання масивом – добрий помiчник вчителю. Розв’я-
завши завдання, учнi обмiнюються iнформацiєю, йде знайомство з великим
об’ємом задач. Обираючи задачу, учень вчиться оцiнювати складнiсть задач,
розширює учбовий кругозiр, вiдбувається самоузгодження дитини з рiвнем
задач, якi розв’язуються.

7. Кiнець уроку.
Прийом «Обернений зв’язок».

А) Учнi малюють вираз обличчя людини, що виражає її настрiй: все зро-
зумiло, задовiльно, не зрозумiло.
Б) Учнi пiдходять до столу i кладуть прямокутник певного вiдповiдного
кольору: червоний, синiй, зелений.

Висновки
За умови цiлеспрямованої систематичної дiяльностi вчителя ТРВЗ пе-

реростає у ТРТО (теорiю розвитку творчої особистостi) i сприяє реалiзацiї
актуальної проблеми розвитку творчого потенцiалу кожного школяра.

Винаходити треба навчати в будь-якому вiцi. Важливо лише пiдiбрати
вiдповiдi до вiку об’єкти винаходiв та способи навчання.

Якщо мета – первинне ознайомлення з ТРВЗ, вона досяжна в рамках
факультативу. Окремi елементи ТРВЗ можуть бути гармонiйно вплетенi в
традицiйнi предмети, зокрема в процес навчання математики.

Розв’язання творчих задач вимагає завжди конкретних предметних
знань, що отримують учнi на математицi, фiзицi та iн. шкiльних уроках.
Дуже допомагає звичка до системного аналiзу, видiленню головного, дiючих
протирiч в будь-якому знаннi. I заважати це може якщо в проблемнiй си-
туацiї викладач очiкує єдиної вiдомої йому вiдповiдi, тодi як ТРВЗ привчає
знаходити ряд можливих розв’язкiв.

ТРВЗ – це не педагогiка. ТРВЗ – це метод створення i вдосконалення
творчих методик, в тому числi i в галузi педагогiки. Головне, щоб вся дiяль-
нiсть пiшла на користь нашим головним користувачам – дiтям.

Випуск №2, 2012 187



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

Лiтература
[1] Альтшуллер Г.С., Верткин И.М. Как стать гением: Жизненная страте-

гия творческой личности / Г.С. Альтшуллер, И.М. Верткин. – Минск :
Беларусь, 1994. – 480 с.

[2] Дичкiвська I.М. Основи педагогiчної iнноватики : навчальний посiбник
/ I.М. Дичкiвська. – Рiвне : Зелент, 2001. – 222 с.

[3] Макрiдiна Л.О. Технологiя творчостi ТРВЗ / Л.О. Макрiдiна // Управ-
лiння школою. – 2003. – № 32 – С. 12 – 26.

[4] Сухомлинський В.О. Серце вiддаю дiтям / В.О. Сухомлинський. – К.:
Рад. шк., 1984. – 288 с.

[5] Трифонов Д.Н. Збiрник задач з НФЛ: 43 задачi для розвитку уяви /
Д.Н. Трифонов // Видавництво ТОО «ТРВЗ Шанс», 1995.

[6] Гин А.А. Приемы педагогической техники : Свобода выбора. Откры-
тость. Деятельность. Обратная связь. Идеальность : Пособие для учи-
телей / А.А. Гин. – Гомель : ИПП «Сож», 1999. – 88 с.

[7] Соловейчик С. Учение с увлечением / Соловейчик С. // М.: «Детская
литература», 1976. – 105 с.

[8] Селевко Г.К. Современные образовательные технологии / Г.К. Селевко
// – М.: Народное образование, 1998. – 256 с.

188 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету СДПУ



УДК 37.016:51

Сьомкiн В.С., Сьомкiна В.М.

1 канд. пед. наук, доцент кафедри геометрiї та МВМ, СДПУ
2 вчитель вищої категорiї, старший вчитель ЗОШ № 8, м. Слов’янськ

e-mail: vladimir-syomkin@yandex.ru

ОБЧИСЛЕННЯ ЕЛЕМЕНТIВ ТРИКУТНИКА ЧЕРЕЗ
КООРДИНАТИ ЙОГО ВЕРШИН

В данiй статтi на прикладi основних елементiв трикутника розглянуто застосування коор-
динатного методу для їх обчислення. В контекстi зазначеного кола задач видiлено низку
ключових задач. Також запропоновано комп’ютерну реалiзацiю задач зазначеного типу
та вiдповiднi вимоги i поради користування розробленою програмою.

Ключовi слова: елементи трикутника, координатний метод.

Вступ
Геометрiя трикутника є найцiкавiшим роздiлом елементарної геометрiї.

Недарма однiй з найпростiших фiгур геометрiї – трикутнику – присвятили
свої дослiдження великi математики всiх часiв i народiв: Пiфагор, Евклiд,
Архiмед, Чева, Менелай, Паскаль, Лейбнiц, Ньютон, Ейлер, Лагранж та ба-
гато iнших [3], [4], [5], [6]. Г.П. Бевз зазначає, що «виявленi й доведенi ними
теореми про властивостi трикутника – справжнi перлини математики i люд-
ського мислення взагалi» [1, c.3]. У результатi таких дослiджень геометрiя
трикутника перетворилася в струнку наукову дисциплiну. Такий зв’язок ди-
сциплiни з областю шкiльної геометрiї робить її мiстком у вищу геометрiю
[3, c.50] й тому викликає природнiй iнтерес не тiльки вчителiв математики,
але й учнiв шкiл.

Протягом 70 – 80-х рокiв XIX сторiччя Лемуан, Брокар, Вiгар’є, Нейберг
i ряд iнших математикiв опублiкували багато цiкавих робiт, присвячених гео-
метрiї трикутника. У цих роботах було показано, що iз трикутником зв’язане
цiле «сузiр’я чудових точок», ряд чудових прямих, кiл та iнших кривих.

Сьогоднi в арсеналi будь-якого дослiдника-вченого, методиста, вчителя
або учня, що прагне пiти далi, нiж цього потребує програма загальноосвi-
тньої школи, – зiбрано достатньо мiцний геометричний апарат знань про
трикутник i його основнi елементи. Цей апарат дає змогу розв’язувати скла-
днi як теоретичнi, так i практичнi задачi, що виникають в процесi професiйної
дiяльностi.

c⃝ Сьомкiн В.С., Сьомкiна В.М., 2012
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Знаходження точок перетину медiан, бiсектрис, висот трикутника, цен-
трiв вписаного та описаного кiл, довжин та рiвнянь його сторiн та iнших еле-
ментiв, обчислення периметру, площi тощо в багатьох задачах є необхiдною
умовою досягнення кiнцевої мети.

Основна частина
У геометрiї застосовуються рiзнi методи розв’язування задач: синтети-

чний (суто геометричний) метод, векторний, метод координат та iншi. Основ-
ним методом вважається синтетичний метод, але вiн потребує досить великої
iнтелектуальної роботи, у тому числi iнтуїцiї, додаткових побудов, здогадок
тощо. Якщо у процесi навчання це є найважливiшими складовими самого
процесу, то в практичнiй роботi кожен прагне досягти алгоритмiзацiї обчи-
слень, що найчастiше зустрiчаються. Саме в цьому i полягає перевага мето-
ду координат перед синтетичним. Справдi, координатний метод дуже часто
спрощує пошук i самий розв’язок задачi, бо в таких випадках кожна геоме-
трична задача зводиться до алгебраїчної, яку, безумовно, легше алгоритмi-
зувати.

Повертаючись до трикутника як до базової конструкцiї багатьох геоме-
тричних фiгур, що пiдлягають аналiзу в процесi розв’язування рiзних задач,
ми кожен раз переконуємося в необхiдностi мати в своєму арсеналi набiр
формул, що дають змогу за координатами вершин цього трикутника знайти
розмiри i рiвняння основних його елементiв, мiсце розташування основних
точок. На жаль, такої систематизованої добiрки формул нами не виявлено, i
тому далi ми пропонуємо свої напрацювання в цьому процесi.

При виведеннi i остаточному представленнi формул i рiвнянь ми виходили
з трьох основних положень: по-перше, намагалися дотримуватися однотипно-
стi методiв виведення, по-друге, остаточна формула мала легко читатися i по
можливостi запам’ятовуватися, по-третє, формула мала бути зручною для
автоматизованих обчислень, тобто для програмування.

Отриманi формули мають свою «математичну красу», вони, як правило,
записанi за допомогою одних i тих же математичних конструкцiй i супрово-
джуються симетричнiстю цих конструкцiй.

Нехай маємо трикутник ABC з координатами вершин: A(x1, y1) ,
B(x2, y2) , C(x3, y3) .

Довжини сторiн трикутника a,b,c обчислюються за вiдомими формула-
ми, наприклад:

a =
√
(x2 − x3)2 + (y2 − y3)2.
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Рiвняння основних елементiв трикутника

Рiвняння сторони a :
(y3 − y1)x− (x3 − x1)y + y1x3 − x1y3 = 0.

Рiвняння медiани ma :
(y2 + y3 − 2y1)x− (x2 + x3 − 2x1)y + (x2 + x3)y1 − (y2 + y3)x1 = 0.

Рiвняння бiсектриси la :(
b(y1 − y2) + c(y1 − y3)

)
x−

(
b(x1 − x2) + c(x1 − x3)

)
y+

+b(x1y2 − x2y1) + c(x1y3 − x3y1) = 0.
Рiвняння висоти ha :

(x2 − x3)x+ (y2 − y3)y − (x2 − x3)x1 − (y2 − y3)y1 = 0.

Довжини основних лiнiйних елементiв трикутника

Довжина медiани ma :

ma =
1

2

√
(x2 + x3 − 2x1)2 − (y2 + y3 − 2y1)2.

Довжина бiсектриси la :

la =

(
b(x1 − x2) + c(x1 − x3)

)2
+
(
b(y1 − y2) + c(y1 − y3)

)2
b+ c

.

Довжина висоти ha :

ha =

∣∣(x2 − x3)y1 − (y2 − y3)x1 + x3y2 − x2y3
∣∣√

(y2 − y3)2 + (x2 − x3)2
.

Радiус вписаного кола:

r =

∣∣(x1 − x3)(y2 − y3)− (y1 − y3)(x2 − x3)
∣∣

2(a+ b+ c)
.

Радiус описаного кола:

R =

√
(x1 − x2)2 − (y1 − y2)2

√
(x1 − x3)2 − (y1 − y3)2

√
(x2 − x3)2 − (y2 − y3)2

2
∣∣(x1 − x3)(y2 − y3)− (y1 − y3)(x2 − x3)

∣∣ .

Координати деяких точок трикутника

Точка перетину медiан (центр тяжiння):
x =

x1 + x2 + x3
3

, y =
y1 + y2 + y3

3
.

Точка перетину висот (ортоцентр):

x =
(y1 − y2)(x1x2 + y1y2) + (y2 − y3)(x2x3 + y2y3) + (y3 − y1)(x1x3 + y1y3)

x1(y3 − y2) + x2(y1 − y3) + x3(y2 − y1)
,

y =
(x2 − x1)(x1x2 + y1y2) + (x3 − x2)(x2x3 + y2y3) + (x1 − x3)(x1x3 + y1y3)

x1(y3 − y2) + x2(y1 − y3) + x3(y2 − y1)
.

Випуск №2, 2012 191



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

Центр вписаного кола (точка перетину бiсектрис, iнцентр):

x =
ax1 + bx2 + cx3

a+ b+ c
, y =

ay1 + by2 + cy3
a+ b+ c

.

Центр описаного кола:

x =
(y1 − y3)

(
x22 + y22

)
+ (y2 − y1)

(
x23 + y23

)
+ (y3 − y2)

(
x21 + y21

)
2
(
y1(x3 − x2) + y2(x1 − x3) + y3(x2 − x1)

) ,

y =
(x3 − x1)(x22 + y22) + (x1 − x2)(x23 + y23) + (x2 − x3)(x21 + y21)

2
(
y1(x3 − x2) + y2(x1 − x3) + y3(x2 − x1)

) .

Площа трикутника:

S =
1

2

∣∣(x1 − x3)(y2 − y3)− (y1 − y3)(x2 − x3)
∣∣.

Кути трикутника:

cosα =
1

bc

(
(x1 − x2)(x1 − x3) + (y1 − y2)(y1 − y3)

)
.

Комп’ютерна програма
Для демонстрацiї отриманих у роботi результатiв нами була написана

програма, що знаходить основнi характеристики трикутника.

 

Програма видає результати як в аналiтичному виглядi (рiвняння, коор-
динати точок, числовi значення обраних користувачем характеристик три-
кутника), так i графiчно. Програма має iнтуїтивно зрозумiлий iнтерфейс.
Робоче вiкно роздiлено на чотири областi:
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• У лiвому верхньому кутi знаходиться таблиця для введення координат
вершин трикутника. Якщо користувач у якостi вершин трикутника по-
милково ввiв точки, що лежать на однiй прямiй, то програма виведе
вiдповiдне повiдомлення.
• Нижче розташований блок вибору опцiй, де користувач має можливiсть

вибрати тi характеристики трикутника, що вiн має за мету знайти.
• Правiше розташоване поле для вiдображення знайдених характеристик

трикутника в аналiтичному виглядi.
• Праву сторону робочого вiкна займає поле для графiчного вiдображення

результату роботи програми.

Для зручностi блок вибору опцiй подiлено на чотири частини: «Рiвняння»,
«Довжини», «Кола», «Iнше».

Щоб обчислити та вiдобразити обранi характеристики, необхiдно нати-
снути кнопку «Обчислити» у лiвому нижньому кутi робочого вiкна.

Малюнок можна перемiщувати у графiчному вiкнi. Для цього потрiбно
зажати лiву клавiшу мишi й пересунути курсор у потрiбному напрямку. Для
змiни масштабу малюнка застосовується колiщатко мишi (скролiнг).

Висновки
Добiрка наведених формул, а також програмний засiб «Калькулятор три-

кутника» можуть стати невеличким довiдником по темi «Трикутник» i бути
зручним посiбником та засобом як в практичнiй роботi з математики, iнфор-
матики, так i для здiйснення самоконтролю у процесi розв’язування задач
учнями при вивченнi теми «Координати на площинi».
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ВИКОРИСТАННЯ НЕСТАНДАРТНИХ ЗАДАЧ В УЧБОВОМУ
ПРОЦЕСI

Розглянутi питання пiдвищення мотивацiї навчання, активiзацiї розумової дiї, творчого
мислення учнiв шляхом використання нестандартних задач в учбовому процесi. Наведено
ряд методичних рекомендацiй, якi допоможуть учням розв’язувати такi задачi.

Ключовi слова: стандартнi задачi, нестандартнi задачi, фiзика.

Основним завданням вивчення фiзики в школi є розвиток фiзичного ми-
слення через навчання загальним способам дiй з фiзичними моделями реаль-
ної дiйсностi i способам побудови цих моделей. Навчання побудови моделей в
основному здiйснюється при розв’язуваннi фiзичних задач. Навчальнi фiзи-
чнi задачi є дуже ефективним i часто незамiнним засобом засвоєння учнями
понять i методiв шкiльного курсу фiзики.

Рiшення задач служить досягненням всiх тих цiлей, якi ставляться перед
навчання фiзики. Кожна конкретна фiзична задача призначається для дося-
гнення найчастiше не однiєї, а декiлькох педагогiчних, дидактичних, навчаль-
них цiлей. I цi цiлi характеризуються як змiстом задачi, так i призначенням,
яке надає завданню вчитель.

Навчальна роль фiзичних задач. Цю роль фiзичнi задачi викону-
ють при формуваннi у учнiв системи знань, умiнь i навичок з фiзики. Слiд
видiлити кiлька видiв задач за їх навчальною метою:
• задачi для засвоєння фiзичних понять;
• задачi для оволодiння фiзичною символiкою;
• задачi для навчання доказам;
• задачi для формування фiзичних умiнь i навичок;

c⃝ Овчаренко В.П., Кiрпiченко А.В., 2012
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• задачi, що створюють проблемну ситуацiю.
Розвиваюча роль задач. Одне з основних призначень задач полягає

в тому, щоб активiзувати розумову дiяльнiсть учнiв на уроцi. Фiзичнi задачi
повиннi перш за все, будувати думку учнiв, змушувати їх працювати, роз-
виватися, удосконалюватися. Говорячи про активiзацiю мислення учнiв, не
можна забувати, що при розв’язуваннi фiзичних задач учнi не тiльки вико-
нують побудови, перетворення, запам’ятовують формулювання, а й навчаю-
ться чiткому мисленню, вмiнню розмiрковувати, зiставляти i протиставляти
факти, знаходити в них спiльне i вiдмiнне, робити вiрнi виводи. Перерахуємо
види задач, якi активiзують i розвивають мислення учнiв:
• задачi та вправи, що вимагають елементiв дослiдження;
• задачi на доказ;
• задачi та вправи на вiдшукання помилок;
• цiкавi задачi;
• вiдшукання рiзних варiантiв рiшення i вибiр кращого з них;
• складання задач учнями;
• задачi-загадки.
Виховна роль задач полягає у формуваннi особистiсних якостей: сили

волi, акуратностi, спiвробiтництва тощо [1]. Особлива роль належить задачам
з розвиваючою функцiєю, змiст яких вiдходить вiд основного курсу, посильно
ускладнює питання програми. Це задачi на кмiтливiсть, розвиток числової i
геометричної iнтуiцiї, просторового уявлення, логiчного мислення.

За характером розумової дiяльностi розрiзняють стандартнi i нестандар-
тнi задачi. До стандартних належать задачi, якi мають певний алгоритм рi-
шення. Задачi, якi не мають загального алгоритму рiшення, називаються не-
стандартними. Нестандартнi задачi мають чiтко виражену розвиваючу фун-
кцiю. Функцiї розв’язування стандартної задачi залежать вiд того, якими
теоретичними знаннями володiють учнi до моменту її рiшення. Якщо учням
вiдомий алгоритм вирiшення цiєї задачi, то її можна вважати шаблонною.
Якщо до моменту вирiшення стандартної задачi загальний метод її вирiшен-
ня невiдомий, то така задача є непересiчною (при її розв’язуваннi необхiдно
застосувати загальний метод рiшення або будь-який штучний прийом). Не-
стандартнi та нешаблоннi задачi (внаслiдок спiльностi їх функцiї у навчаннi)
можна об’єднати в одну групу – групу творчих задач [2].

В учнiв найчастiше викликає труднощi проблема самостiйного вибору ме-
тодiв i прийомiв для виконання певного завдання. Зазвичай узагальненi зна-
ння формуються з досвiдом, в процесi розв’язування задачi. Отже, постає
актуальним питання навчання узагальненим методам розв’язування задач,
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загальнометодичним принципам i вiдповiдним поняттям. Для розв’язування
задачi учень повинен володiти певними прийомами i методами, не лише знати
закони фiзики, але й проявляти здатнiсть до аналiтичного мислення.

Проаналiзувавши досвiд розв’язування нестандартних задач вiдомий iз
лiтератури та впровадження нестандартних задач в учбовий процес вчителя-
ми-новаторами, ми склали методичнi рекомендацiї, якi допоможуть учням ви-
рiшувати цю проблему. Наведемо окремi методичнi прийоми навчання учнiв
розв’язувати нестандартнi задачi:

1. Перш за все вiдзначимо, що навчити учнiв розв’язувати нестандартнi
задачi можна тiльки в тому випадку, якщо в учнiв буде бажання їх вирiшува-
ти, тобто якщо задачi будуть змiстовними i цiкавими з точки зору учня. Тому
задача вчителя - ретельно вiдбирати цiкавi задачi i робити їх привабливими
для учнiв. Це можуть бути задачi-жарти, задачi-казки, старовиннi задачi то-
що. Одне безперечно: найбiльший iнтерес в учнiв викликають задачi, взятi
з навколишнього життя, задачi, пов’язаннi зi знайомими речами, досвiдом.
Важливо показати учням, що вiд рiшення фiзичної задачi можна отримати
таке ж задоволення, як вiд розгаданого кросворда або ребуса.

2. Задачi не повиннi бути надто легкими, але i не занадто важкими, тому
що учнi, не вирiшивши задачi або не розiбравшись в рiшеннi, запропонова-
ному вчителем, можуть втратити вiру в свої сили. У цьому випадку дуже
важливо дотримувати мiру допомоги. Перш за все, вчитель не повинен зна-
йомити учнiв з уже готовим рiшенням. Пiдказка повинна бути мiнiмальною.
Вчитель повинен переконати учнiв в тому, що для успiшного розв’язування
нестандартних задач необхiдно, перш за все вмiти думати, здогадуватися.
Але цього мало. Потрiбнi, звичайно, i знання, i досвiд у вирiшеннi незвичай-
них задач i необхiдно досконально володiти певними загальними пiдходами
до вирiшення.

3. Щоб допомогти учням, вчитель повинен вмiти поставити себе на мi-
сце учня, який вирiшує задачi, спробувати побачити i зрозумiти джерело
його можливих труднощiв. Вмiла допомога вчителя залишає рiзну частку
самостiйної роботи, дає учням розумну частку самостiйної роботи, дозволить
учням розвинути фiзичнi здiбностi, накопичити досвiд, який у подальшому
допоможе знаходити шлях вирiшення нових задач.

4. Вчитель повинен вмiло пiдiбрати допомiжнi задачi, якi будуть свiдчити
про те, що учнi вже володiють певним досвiдом розв’язування нестандартних
задач.

5. Необхiдно прагнути до того, щоб учнi вiдчували радiсть вiд рiшення
важкої для них задачi. Учнi повиннi бути знайомi i вмiти застосовувати, перш
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за все, загальнi методи розв’язування задач, якi з’являються першою сходин-
кою до розв’язування нестандартних задач. Загальнi методи включають:
• метод аналiзу фiзичної ситуацiї;
• метод спрощення i ускладнення;
• метод оцiнювання;
• загально - частковi методи;
• метод постановки завдання (застосовується для непоставленних задач

[3]).
Нестандартна задача – це поставлена задача, яку учнi вмiють розв’язува-

ти на основi загальних методiв, але застосування в процесi її розв’язування
тiльки цих методiв не приводить до мети. Залишається неврахованим якесь
«щось» (що i робить задачу нестандартною), деяка «родзинка», про яку по-
трiбно здогадатися. Безумовно, про те, як здогадатися, як її вiдшукати нiяких
загальних i унiверсальних практичних порад тут дати не можна. Результат
можна досягти тiльки досвiдом розв’язування таких задач. Як це робити ми
показали на прикладах розв’язування цiлого ряду задач по рiзним темам кур-
су фiзики. З цiєю метою було проаналiзовано наукову лiтературу з проблеми
дослiдження, вiдiбранi, систематизованi i доповненi задачi, вправи, iгри, якi
б допомогли освоїти методи наукового пiзнання учнiв. Невловимi i невизна-
ченi «щось» в нестандартних завданнях настiльки рiзноманiтнi, що роблять
спробу класифiкацiї таких задач безнадiйною. Тому ми показали тiльки де-
якi характернi «щось» i способи їх знаходження. На наш погляд правильне
та систематичне застосування нестандартних задач дасть змогу активiзувати
самостiйну пошуково-пiзнавальну дiяльнiсть учнiв, сприятиме розвитку ло-
гiчного мислення, творчого пiдходу до сприйняття матерiалу, що дасть змогу
виконати загально розвиваючi функцiї в процесi вивчення фiзики.
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Проанализированы итоги тестирования по физике за несколько лет и указаны основные
причины низкого уровня знаний и умений выпускников. Намечены пути повышения эф-
фективности учебного процесса путем внедрения инновационных технологий.
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Реформирование школьного образования предусматривает новые подхо-
ды к обучению и оцениванию его результатов. Уже в течение нескольких лет
введено внешнее независимое тестирование знаний и умений учащихся по
многим предметам, в том числе и по физике. Главная цель его - обеспечить
объективность при оценке знаний выпускников, создать одинаковые условия
для поступления в ВУЗы.

На основе анализа результатов анкетирования учащихся, которые про-
ходили внешнее тестирование, установлено, что на качество знаний сильно
влияет организация учебной деятельности на уроке. Более 70% учащихся
определяют свою роль на уроках физики как пассивных наблюдателей. Око-
ло 21% учащихся никогда сами не проводили исследования. Значительная
часть учащихся (более 40%) отмечают, что учителя не связывают учебный
материал с современными проблемами в обществе, мало внимания уделяют
современным достижениям науки и техники, уроки проводят не используя
современные технологии. Низкая эффективность организации учебного про-
цесса приводит к тому, что интерес у учащихся к изучению физики невысок.
Данные тестирования показывают, что количество учащихся, выбравших те-
стирование по физике, составляет малый процент от всех выпускников [1].
Возникает вопрос: как повысить интерес к естественным наукам, привить
навыки творческого мышления, умение самостоятельно ориентироваться в
сложных вопросах учебного материала, стремиться глубоко освоить пред-

c⃝ Овчаренко В.П., Герусова Е.В., 2012
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мет, проявить любознательность, твердость характера, индивидуальность в
достижении поставленных целей.

Фронтальная система обучения (один учитель против целого класса) име-
ет жесткие ограничения - педагог не может уделить достаточно внимания
каждому ученику. Кроме того, при такой системе даже самый успешный уче-
ник не сможет освоить очень важные в современном обществе навыки:
• умение самому разрабатывать план своих действий и следовать ему;
• умение находить нужные ресурсы для решения своей задачи;
• умение получать и передавать информацию, презентовать результат

своего труда - качественно, рационально, эффективно;
• умение использовать компьютер в любой ситуации, независимо от по-

ставленной задачи;
• умение ориентироваться в незнакомой профессиональной области и мно-

гое другое [2].
Поэтому для того, чтобы выпускник владел этими умениями и навы-

ками, необходимо проделать большую работу, как ученику, так и учителю.
Эта дидактическая цель решается по-разному: разрабатываются адекватные
формы, методы, способы, творческие подходы, концептуальные особенности
с учетом специфики предмета. Приоритетным направлением обучения явля-
ется индивидуализация деятельности учащихся, а инновации, которые опира-
ются на достижения дидактики, психологии, конкретные методики и новые
подходы к их внедрению в учебный процесс, сыграют немаловажную роль
в изучении физики, в формировании умений и навыков, необходимых для
прохождения выпускниками внешнего тестирования.

Применение высокоэффективных технологий позволит, с одной стороны,
учащимся повысить эффективность освоения учебного материала и, с другой
стороны, педагогам уделять больше внимания вопросам индивидуального и
личностного роста учащихся, направлять их творческое развитие. Таким об-
разом, инновационные технологии будут способствовать повышению произ-
водительности труда учителя. Контроль результативности обучения каждого
учащегося и система обратной связи позволят обучать учащихся в соответ-
ствии с их индивидуальными возможностями и складом характера. Сегодня
технология обучения - это системная категория, структурными составляю-
щими которой являются:
• цели обучения;
• содержание обучения;
• средства педагогического взаимодействия, в том числе их мотивация;
• организация учебного процесса;
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• ученик;
• учитель;
• результат деятельности [3].
Стратегия инновационного обучения предполагает системную организа-

цию управления учебно-воспитательным процессом, характерная черта кото-
рой заключается в том, что личность учителя по-прежнему выступает в ней
как ведущий элемент, но при этом изменяется его позиция по отношению к
ученику, к себе самому. Учитель выступает не только как носитель знаний и
информации, хранитель норм и традиций, но и как помощник в становлении и
развитии личности ученика. Позиция авторитарной власти, право старшего и
сильного утрачиваются, взамен их утверждается позиция демократического
взаимодействия, сотрудничества, помощи, вдохновения, внимания к инициа-
тиве ученика, к становлению и развитию личности.

В процессе подготовки к независимому внешнему тестированию мы пред-
ложили использовать следующие технологии.

Технология коллективных учебных занятий - основной организационной
формой таких занятий является работа в парах сменного состава по различ-
ным методикам. Проведенные нами исследования показали, что несмотря на
дополнительные временные и организационные затраты, эта технология да-
ет максимальный образовательный эффект в аспекте формирования системы
универсальных знаний.

Индивидуально-ориентированная система обучения – проявляется в раз-
работке учащимися индивидуальных образовательных программ в соответ-
ствии с их возможностями и потребностями.

Интегративная технология развивающего обучения – ориентирована на
формирование у детей основ умения учиться, формирование процессов само-
оценивания, инициативности, усвоения норм учебного взаимодействия.

Игровые технологии. В структуру игры как деятельности органично вхо-
дит целеполагание, реализация цели, а также анализ результатов, в которых
личность полностью реализует себя как субъект.

Технология интеграции – позволяет формировать целостное, не разбитое
на «предметные области» мировоззрение учащихся. Эта технология способ-
ствует формированию психологически адаптивной личности - т.е. личности,
легко приспосабливающейся к изменениям внешней среды.

Интерактивные технологии – предполагает активное взаимодействие
учащегося с учителем [4, 5].

Эксперимент по внедрению этих технологий проводился на базе школы
№ 35 г. Краматорска. Изучение опыта работы учителей этой школы показа-
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ло, что многие учителя используют такие технологии на различных этапах
обучения, но конкретно при подготовке к внешнему тестированию не приме-
няли.

Мы предложили использовать инновационные технологии на заключи-
тельном этапе обучения

Весь учебный материал по физике был разбит на модули и подмодули.
По каждому модулю разработаны ряд уроков по формированию умений и
навыков решения тестов разного характера и степени сложности. На каж-
дом уроке предусмотрен промежуточный контроль знаний учащихся, а также
представлены тесты для самостоятельной подготовки и самоконтроля. После
повторения материала каждого модуля предусматривается урок обобщения
знаний, который дает возможность оценить степень усвоения данного разде-
ла физики. На этом уроке проводится обязательное пробное тестирование по
теме модуля и итоговый контроль знаний и умений. Результаты итогового
контроля по одному из модулей представлены ниже.

В эксперименте принимало участие 32 учащихся 11 класса. Пробное те-
стирование было проведено по модулю «Молекулярная физика и термодина-
мика». Задание состояло из 15 тестов разной степени сложности, в том числе

3 – репродуктивного уровня,
10 – аналитико-синтетического уровня, 2 – творческого уровня.
Большинство учащихся справились с заданием, 62% набрали от 160 до

190 баллов, 35% от 140 до 160 баллов, 3% - ниже 140 баллов.
Анкетирование учеников показало, что применение разнообразных форм

и методов организации учебной деятельности на уроках физики способствова-
ло возрастанию интереса к изучению этого предмета, стремлению учащихся
к самостоятельному усовершенствованию своих знаний. Подготовка к внеш-
нему тестированию стала восприниматься не как обуза, а как захватывающее
всепоглощающее интересное занятие, увлекательное соревнование.

Анализ методической литературы, опыта учителей-новаторов по внедре-
нию инновационных технологий в учебный процесс и результаты проведен-
ного педагогического эксперимента дали возможность разработать методи-
ческие рекомендации по использованию данного опыта на всех этапах изу-
чения физики в том числе и на заключительном при подготовке выпускни-
ков к внешнему тестированию. Использование этих рекомендаций позволит
после подведения итогов внешнего тестирования правильно оценить эффек-
тивность работы каждого учителя. Нет никаких сомнений в том, что такой
подход к обучению физики в современных условиях школьного образования
перспективен и, можно сказать, необходим.
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ПРО ДЕЯКI ОСОБЛИВОСТI НАВЧАННЯ ФIЗИКИ В
КЛАСАХ ГУМАНIТАРНОГО ПРОФIЛЮ

В данiй статтi наведенi деякi особливостi навчання фiзики у класах гуманiтарного про-
фiлю, зокрема: цiлi характернi для цих класiв, iдеї викладання, принципи вiдбору змiсту
навчання, засоби, методи, форми навчання, а також деякi методи психодидактики, якi
характернi для учнiв гуманiтарного профiлю.

Ключовi слова: гуманiтарний профiль, гуманiтарiзацiя, методологiя

Вступ
Введення профiльного навчання в старших класах ЗОШ нинi оцiнюється

як одна з найважливiших iнновацiй сучасної школи; адже профiлiзацiя спри-
яє профорiєнтацiї та полiпшенню вибору життєвого шляху на професiйнiй
нивi.

У зв’язку з цим виникає потреба перегляду цiлей, мотивiв, змiсту курсу
фiзики, методiв та засобiв його викладання у класах рiзних профiлiв. Особли-
вої уваги, на наш погляд, заслуговує проблема аналiзу означених компонентiв
для класiв гуманiтарного профiлю. Саме в них фiзика не є дисциплiною, що
вивчається учнями з особливою зацiкавленiстю, iнтересом, «необхiдними здi-
бностями», а отже iз бажаним результатом. Учнiв цих класiв бiльш приваблює
лiтература, мови, iсторiя, музика, малювання i т.п.

Мiж тим науковцi фiзики, дидакти, методисти впевненi, що фiзика, незва-
жаючи на профiль навчання, повинна бути обов’язковим предметом шкiльної
освiти. Фiзика – дисциплiна, що покликана забезпечити розвиток свiтогляду
майбутньої особистостi, вiдповiдного стилю мислення, в тому числi креатив-
ного, екологiчної культури, експериментальних умiнь i дослiдницьких нави-
чок. Без цiєї науки людина не зрозумiє основи сучасного виробництва, технiки
i технологiй, методи наукового пiзнання i не буде здатна використовувати на-
бутi знання в побутi, практичнiй та професiйнiй дiяльностi. Метою нашого
дослiдження є систематизацiя та обґрунтування iнформацiї, що стосується
особливостей викладання фiзики у класах гуманiтарного профiлю.

c⃝ Олiйник Р. В., Куракова О. М., 2012
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На сторiнках науково-методичних видань друкуються матерiали, що освi-
тлюють означену проблему, але вони не узагальненi, не сконцентрованi; рiзнi
автори придiляють увагу окремим питанням, а вчителi-практики надають
розрiзненi рекомендацiї щодо втiлення цих iдей в навчально-виховний процес
ЗОШ. Отже, результатом нашої роботи вбачається розгляд та рекомендацiї
щодо викладання фiзики, а саме:

– аналiз особливостi мотивацiї навчання у класах гуманiтарного профiлю;
– розгляд головних принципiв, iдей та методiв викладання дисциплiни в

означених класах, особливостей застосування деяких психодидактичних те-
хнологiй навчання;

– з’ясування змiсту предмету фiзики, вимог до шкiльних пiдручникiв;
– опис результатiв викладання фiзики у класах гуманiтарного профiлю у

ЗОШ № 145 м. Донецька (з урахуванням означених особливостей).

Основна частина
Навчання фiзики, як i iнших предметiв, має загальнi дидактичнi цiлi:

освiтнi, виховнi та розвивальнi. Мiж ними немає чiтких меж нi за змiстом,
нi за методами i засобами їх досягання - вони мають досягатися в єдино-
му навчально-виховному процесi. [3] Специфiка цiлей навчання фiзики учнiв
класiв рiзного профiлю визначається в тому, якi загальнi цiлi набувають
для них головної значимостi. Для учнiв гуманiтарного класу важливi цiлi
формування уявлення про шляхи та етапи розвитку фiзики у зв’язку з роз-
витком суспiльства, економiки, культури, фiлософських iдей; формування
фiлософського осмислення наукових iстин; формувати уявлення про фiзику
як про компонент загальнолюдської культури; формування уявлення про те
що, фiзика впливає на суспiльний розвиток i тiсно пов’язана iз суспiльно-
економiчними науками.

Уваги потребують i iдеї викладання фiзики. Головними iдеями в класах
гуманiтарного профiлю стають гуманiтаризацiя, гуманiзацiя, диференцiацiя
та iнтеграцiя. Про необхiднiсть гуманiтаризацiї народної освiти наполегливо
говорять в останнiй час, розумiючи її, як повернення школи до проблеми
розвитку особистостi, виховання громадянських якостей, розвиток мислення,
залучення до культурних цiнностей.

Проблема гуманiтаризацiї народної освiти повинна вирiшувати не пере-
расподiл годин мiж природничими та гуманiтарними предметами на користь
останнiх, а за рахунок пiдсилення гуманiтарної направленостi усiх предметiв
i насамперед, фiзики. Для цього потрiбно перебудувати викладання шкiльно-
го курсу дисциплiни таким чином, щоб виявити та активно використовувати
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її величезний гуманiтарний потенцiал. Для учнiв гуманiтарного профiлю по-
трiбно проводити iнтеграцiю з iншими предметами, наприклад лiтературою,
мовами, природознавством, бiологiєю i т.п.. Тут важливо пiдкреслити iсто-
тний розвиток iдеї мiжпредметних зв’язкiв, а точнiше iнтеграцiї, – перехiд
вiд погодження викладання фiзики та сумiжних предметiв до дiалектичної
взаємодiї предмета «Фiзика» з iншими навчальними дисциплiнами, причому
не тiльки природничого, але i гуманiтарного циклу.

Велике значення для навчально-пiзнавальної дiяльностi мають мотиви
навчання. Прийнято розрiзняти двi групи мотивiв: 1) пiзнавальнi, пов’яза-
нi зi змiстом навчальної дiяльностi та процесом її виконання; 2) соцiальнi,
пов’язанi iз взаємодiєю учня з iншими людьми.

Наше дослiдження мотивiв учнiв гуманiтарних класiв дозволили зроби-
ти висновки про те, що «мотив – як потреба» вивчення фiзики у цих дi-
тей майже цiлком вiдсутнiй, учнi–гуманiтарiї найчастiше «запрограмованi»
на несприйняття природничо-наукових, непрофiльних предметiв. Не є визна-
чальними для них мотив, пов’язаний iз почуттям вiдповiдальностi, найва-
жливiшим для них є iнтерес. В учнiв гуманiтарних класiв iнтерес викликає
змiст матерiалу, характер розумової дiяльностi; на вiдмiну вiд представникiв
iнших напрямiв для учнiв гуманiтарного профiлю може бути цiкавою рiзно-
манiтнiсть навчально-пiзнавальної дiяльностi, що ґрунтується на спiвпрацi,
змаганнi, iнтерактивi, успiху, зв’язках з можливою майбутньою дiяльнiстю.

Таким чином, основним мотивом вивчення фiзики в класах гуманiтарно-
го профiлю навчальних закладiв, i це пiдтверджено нашою роботою, є пiзна-
вальний iнтерес. Пiзнавальний iнтерес є одним iз найдiєвiших мотивiв. [3]

Проаналiзувавши принципи вiдбору змiсту навчання фiзики видiлили
основнi з них для класу з гуманiтарною направленiстю:
• принцип генералiзацiї, який вiдноситься до вiдбору змiсту шкiльного

курсу фiзики та його структуруванню, на основi видiлення стержневих iдей
та об’єднання навколо них навчального матерiалу;
• принцип циклiчностi – угрупування матерiалу навколо фiзичної теорiї,

що дозволяє формувати в учнiв теоретичний спосiб мислення;
• наглядностi та доступностi;
• єдностi змiстової та процесуальної компонент навчання. [4]
Наше ознайомлення з пiдручниками фiзики надрукованi за старими та

новими програмами (авторiв як Гончаренко С.У., Коршак Є.В., Божинова
Ф.Я., Кiрюхiн М.М та iншi) дозволяє констатувати, що пiдручник нового
поколiння для учнiв гуманiтарного профiлю – це пiдручник, який створе-
ний на засадах нової фiлософiї освiти, вiн має оновлений трансформований
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змiст, структуру й методичний апарат, розроблений в такий спосiб, аби спри-
яти особистiсно-орiєнтованому навчанню, придатний для самонавчання, має
зв’язок фiзичних знань з життям людини та суспiльним розвитком. [2]

Щодо методiв навчання у вiдповiдних класах, то вони обов’язково повиннi
бути двостороннiми, що поєднують навчальну дiяльнiсть учителя та навчаль-
ну дiяльнiсть школяра. Як вiдомо у вiдповiдностi до видiв евристичної освi-
тньої дiяльностi вони подiляються на когнiтивнi, креативнi, органiзацiйно-
дiяльнiснi. Для учнiв гуманiтарного профiлю не менш важливим є iнтер-
активний метод навчання, що передбачає органiзацiю комфортних умов на-
вчання та виховання, за якої всi учнi взаємодiють мiж собою i вчителем,
використовуючи моделювання життєвих та професiйних ситуацiй пошуку та
успiху, спiвпереживання, суперечностей, ризику, сумнiву, переконання, задо-
волення, аналiзу та самооцiнки своїх дiй, спiльне розв’язання проблем. Також
видiлили метод наочностi. [1]

Основною формою навчання фiзики в класах гуманiтарного профiлю
(мiж iншим як i для iнших) є звичайно, – урок, але його можливо рiзно-
манiтити проводячи:
• уроки – пiзнавально-розважальнi iгри;
• уроки – сценарiї популярних телепередач;
• урок – професiйно-рольової гри;
• уроки-пошуки;
• уроки-драматизацiї та iншi.
В той же час для учнiв гуманiтарних класiв, на наш погляд, важливо про-

водити екскурсiї, лекцiї та семiнари, iнтегрованi за змiстом з iншими шкiль-
ними предметами, що збагачують пiзнавальний iнтерес до фiзики.

Практика викладання фiзики у класах гуманiтарного профiлю свiдчать,
про те, що поряд з iншими є дiти, якi ще не визначили свiй життєвий шлях,
майбутню професiйну дiяльнiсть; разом з гуманiтарними нахилами вони за-
цiкавленi сучасною технiкою, виробництвом природними явищами. Для їх
навчання, на наш погляд, будуть корисними рекомендацiї американського
вченого та вчителя С.Вайнбреннера який пропонує використання технологiй,
ефективних у подiбних випадках [1]:
• «перший крок» – виявлення потреби учнiв;
• ущiльнення навчальної програми;
• навчальнi контракти;
• «незалежне» навчання;
• тренiнг творчих здiбностей;
• таксономiя мислення.
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Висновки
Основне призначення означених технологiй – допомогти вчителю у роз-

витку креативностi учнiв, що мають рiзнi пiзнавальнi iнтереси та мотиви
навчання. [1]

Цiкавим для нашого дослiдження вважаємо досягнення наукового знання,
що займає межу мiж педагогiкою та психологiєю. Це область науки, що про-
понує систему впливу на особистiсть, названа «психодидактикою». Для учнiв
гуманiтарного профiлю вона розробила методичнi пiдходи, що сприятимуть
осягненню оптимальних результатiв у навчальному процесi. Ми маємо на ува-
зi iсторико-бiблiографiчний , модельний, системно-логiчний пiдходи, якi сти-
мулюють викладання фiзики у гуманiтарних класах. Обмежений об’єм стат-
тi, не дозволяє нам навести приклади розроблених матерiалiв та проведених
урокiв, якi iлюструють особливостi викладання фiзики у класах гуманiтар-
ного профiлю. Результати, що отриманi нами, пiд час дослiдницької роботи,
пiдтверджують її актуальнiсть та кориснiсть для вчителiв–початкiвцiв.
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АНТРОПНЫЙ ПРИНЦИП В НАУКЕ И В СОДЕРЖАНИИ
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Проведен научно-методический анализ антропного принципа. Предложены рекомендации
по изучению основных понятий, раскрывающих его содержание.
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Мы имеем счастье жить в сложном
и удивительном нелинейном мире.

С.П. Капица

Введение
Изучение антропного принципа предусматривается программой по астро-

номии для общеобразовательных школ. В школьных учебниках по астроно-
мии есть параграфы с соответствующим названием [1, 2]. Обсуждения ан-
тропного принципа в пособиях для будущих учителей обнаружить нам не
удалось. Упоминание о нем есть в учебнике по квантовой механике при рас-
смотрении закона сложения амплитуд вероятности [3, стр. 28-30].

Цель статьи — научно-методический анализ экспериментальных фактов,
понятий и представлений, которые наиболее наглядно демонстрируют так
называемые антропные свойства Вселенной (Antropos (греч.) – человек). Это
тем более необходимо, что антропный принцип не имеет общепризнанного
научного объяснения

Основная часть
Антропные свойства Вселенной в учебнике [2] сводятся к утверждению,

«що параметри орбiти Землi, її маса, радiус i хiмiчний склад найбiльш спри-
ятливi для iснування життя ... . Для цього також потрiбне стабiльне Сонце»
[2, стр. 132]. Это, конечно, верно. Но для понимания антропных свойств Все-
ленной явно недостаточно. Кроме того, приведенное утверждение далее опро-
вергается следующими рассуждениями: « ... Земля за багатьма параметрами

c⃝ Шурыгина Л.С., Шурыгин Е.Г., 2012
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є також закритою системою. Згiдно iз законами еволюцiї складних систем у
закритiй системi зростає безлад i знищується iнформацiя, тому закрита систе-
ма приречена на смерть» [2, стр.135]. Это утверждение ошибочное. В совре-
менной термодинамике [4] различают изолированные (замкнутые) системы,
закрытые и открытые. Закрытые системы могут получать от внешней среды
энергию или отдавать ее, вещество – не могут. Земля – открытая система.
Но, если пренебречь обменом веществом между Землей и космическим про-
странством (падение метеоритов, поток частиц и т.д.), то Земля – система
закрытая. Изменение энтропии в такой системе

dS = deS + diS. (1)

Здесь deS — изменение энтропии, обусловленное взаимодействием с окру-
жающей средой, diS — обусловлено диссипативными процессами внутри си-
стемы. Первое слагаемое в (1) может быть как положительным, так и от-
рицательным. Второе – всегда положительно. Поэтому энтропия закрытой
системы может как возрастать, так и убывать, а также оставаться посто-
янной (dS ≷ 0) . В первом случае происходят процессы структурообразова-
ния, самоорганизации, эволюции, во втором – распад структур, хаотизация.
Земля получает от Солнца высокоорганизованную энергию и излучает поток
радиации с большей энтропией. «Многолетние измерения потоков радиации
с помощью приборов, установленных на спутниках, показали, что энергети-
ческий баланс Земли в среднем за год близок к нулю, т.е. приток и отток
энергии примерно равен» [5]. По данным спутниковых измерений отток эн-
тропии для всей планеты deS = −6, 2 · 1014 Вт · К−1 . В среднем на единицу
площади это составляет −1, 22 Вт ·м−2 ·К−1 . Это соответствует приросту ин-
формации I = 1, 22 · 1019 бит · см−2 · с−1 [5, стр. 1091] (Здесь под количеством
информации понимают величину, соответствующую уменьшению энтропии).
Таким образом, для Земли и ее обитателей вполне возможен переход в более
организованное, более упорядоченное состояние или же существование в ста-
ционарном режиме (dS = 0, |deS| = diS ). Мы слишком близко подошли к
экологическому кризису. Но ведь величина diS во многом зависит от образа
жизни обитателей Земли. И очень важно, чтобы все это понимали.

Под антропными свойствами Вселенной в научной литературе понимают
следующее:

− свойства основных структурных элементов Вселенной (ядер, атомов,
планет, звезд и т.д.) определяются значениями фундаментальных конс-
тант и параметров (масс и зарядов элементарных частиц, ~ , c , постоян-
ных гравитации и тонкой структуры, констант связи сильного и слабого
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взаимодействий и т.д.);
− во многих случаях даже очень небольшое изменение хотя бы одной из

констант привело бы к радикальному изменению процессов эволюции
Вселенной и возникновение жизни в известной нам форме было бы невоз-
можным.

Эту ситуацию в литературе часто характеризуют как факт наличия в
природе «дружелюбных случайностей». (См., например, [6, стр. 412]).

Рассмотрим примеры таких «счастливых случайностей»:
1. Согласно современным представлениям на некоторых ранних этапах

эволюции Вселенной возникают первые структуры, частицы – протоны, ней-
троны, электроны. При дальнейшем понижении температуры образуются
атомы простейших элементов – водорода и гелия. Для их существования
нужен стабильный протон. Как известно, массы нейтрона и протона мало
отличаются: mn−mp = 1, 33МэВ, mp = 938, 3МэВ, me = 0, 511МэВ . Более
тяжелый нейтрон нестабилен, распадаясь на протон, электрон и электронное
антинейтрино:

n→ p+ e− + ν̃e (2)

Если бы масса протона была на 0, 1% больше, то реакция (2) была бы за-
прещена – разность масс нейтрона и протона стала бы меньше массы электро-
на. Поэтому нейтрон стал бы стабильным, а атом водорода – нестабильным
[7]:

e− + p→ n+ νe

Совокупность реакций νe+ p↔ n+ e+ и e−+ p↔ n+ νe способствовали
бы одинаковой распространенности протонов и нейтронов после первичного
нуклеосинтеза. Поэтому основным веществом во Вселенной был бы не водо-
род, а гелий (число протонов и нейтронов в ядре гелия одинаково). Однако
водород является топливом для большинства устойчивых звезд типа нашего
Солнца. Звезды могли бы образовываться и из гелия, но их поведение было
бы другим и время существования значительно короче. Жизнь на планете не
успела бы сформироваться. Кроме того, без водорода не было бы ни органи-
ческих веществ, ни воды.

К аналогичным радикальным изменениям привело бы и небольшое из-
менение масс электрона или нейтрона. Таким образом, строение Вселенной
крайне чувствительно к небольшому «шевелению» масс протона, нейтрона
и электрона. Фактически имеет место «тонкая подстройка» масс кварков,
которые образуют нуклоны, и электронов.
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2. Для формирования планет и возникновения известной нам формы жиз-
ни нужны не только водород и гелий, но и более тяжелые элементы. Они
образуются благодаря цепочке «алхимических» превращений в недрах звезд.
При температуре в сотни миллионов градусов гелий превращается в углерод:

3 4He→12C + 2γ, (3)

где γ — гамма-квант. Однако вероятность встречи трех ядер гелия в довольно
разреженной плазме звезды невелика. Поэтому мала и вероятность такого
способа образования углерода, а затем и более тяжелых ядер. Следовательно,
их будет недостаточно для формирования планет.

Но, оказывается, эта реакция идет в два этапа. Сначала из двух ядер
гелия образуется бериллий 8Be , ядро которого нестабильно. Не успевшее
распасться ядро бериллия слипается с ядром 4He :

8Be+4He→12C + 2γ (4)

Вероятность двухэтапной реакции намного больше вероятности реакции
(3). Главная причина этого – вероятность реакции (4) резонансно усилива-
ется наличием у углерода уровня энергии 7, 65 МэВ. Этот уровень всего на
0, 3 МэВ выше суммы энергий покоя ядер 4 He и 8 Be . Разрыв в 0, 3 МэВ
преодолевается благодаря высокой температуре в недрах звезды.

Углерод в звезде может не только образовываться, но и «сгорать» благо-
даря реакции

12C +4He→16O (5)

Однако, эта реакция очень медленная. Энергетический уровень 16 O , бли-
жайший к сумме энергий покоя ядер 12 C и 4 He , меньше этой суммы. Высо-
кая температура эту разницу только увеличивает. Таким образом, благодаря
резонансному характеру реакции (4) и нерезонансному – (5), углерода, необ-
ходимого для формирования тяжелых элементов, получается достаточно.

Именно эти соображения помогли Ф. Хойлу в 1953 г. предсказать суще-
ствование у углерода энергетического уровня 7, 65 МэВ. Через неделю после
теоретического предсказания он был экспериментально открыт в Калифор-
нийском технологическом институте. «Когда смотришь на диаграмму энер-
гетических уровней ядра 12 C ... и видишь первые три уровня 4, 43 МэВ,
7, 65 МэВ и 9, 64 МэВ, то душу охватывает чувство глубокой благодарности
к уровню 7, 65 МэВ за то, что он не спустился на 0, 5 МэВ ниже. Какой
малый запас прочности у всего, что нам так дорого!» [8, стр. 188].
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3. Обогащенное тяжелыми элементами вещество разбрасывается по га-
лактике взрывами сверхновых. Когда у массивной звезды кончаются запасы
ядерного топлива, ядро ее становится неустойчивым относительно гравита-
ционного сжатия. При некоторых условиях наступает гравитационный кол-
лапс. Выделяется огромная гравитационная энергия, большую часть кото-
рой уносят потоки нейтрино. Нейтрино очень слабо взаимодействует с обыч-
ным веществом. Земля, например, для нейтрино почти прозрачна. Одна-
ко, очень плотное, компактное ядро притормаживает улетающие нейтрино,
тем самым увеличивая вероятность их взаимодействия с внешней оболочкой
звезды. Давление потока нейтрино сбрасывает внешнюю оболочку. Т.е., яд-
ро звезды схлопывается внутрь, внешние слои взрываются наружу. Это —
сверхновая звезда. Тяжелые элементы взрывом, благодаря потоку нейтри-
но, разбрасываются по космосу. Потом эти элементы входят в состав нового
поколения звезд, в состав планет и живых организмов. Если бы слабое вза-
имодействие (нейтрино с веществом) было намного слабее, они (нейтрино)
не смогли бы эффективно воздействовать на внешнюю оболочку звезды и
вызвать взрыв сверхновой. Если бы слабое взаимодействие было сильнее, то
нейтрино было бы захвачено ядром звезды и взрыва тоже не было бы. Т.е.
при иной интенсивности слабого взаимодействия химический состав Вселен-
ной был бы другим.

Кроме приведенных «счастливых случайностей», без которых появление
известной нам формы жизни было бы невозможно, существует множество
других (см., например, [9], с учетом последних открытий в космологии – [6]).

Каждая «дружелюбная случайность» может быть выражена определен-
ным соотношением между фундаментальными константами. Количество та-
ких соотношений намного больше числа фундаментальных констант. Система
уравнений, в которой количество неизвестных меньше числа уравнений, име-
ет решение, если «лишние» уравнения можно как-то выразить через осталь-
ные. Эти соотношения должны выражать какие-то законы природы. Мы зна-
ем, что система уравнений имеет решение (поскольку мы существуем). Но
соответствующих законов природы не знаем (пока?!).

«Дружелюбные случайности» привлекали и продолжают привлекать вни-
мание многих ученых. Этой проблемой с 1930 г. интересовался один из со-
здателей квантовой механики П. Дирак. Позже – А.Л. Зельманов, Я.Б. Зель-
дович, И.Д. Новиков, Б. Картер, Дж. Уилер, П. Дэвис, А. Линде и др.. Об
антропном принципе писал А.С. Сахаров: «Некоторые авторы считают ан-
тропологический принцип неплодотворным и даже не соответствующим на-
учному методу. Я с этим не согласен. Замечу, в частности, что требование
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применимости фундаментальных законов природы в существенно иных, чем
в нашей Вселенной, условиях, может иметь эвристическое значение для на-
хождения этих законов.» (Цитируется по [8, стр. 187]).

Существуют несколько формулировок антропного принципа. В школьных
учебниках по астрономии приводится один из вариантов так называемого
слабого антропного принципа.

Слабый антропный принцип:
1. Мы являемся свидетелями процессов определенного типа потому, что

процессы другого типа протекают без свидетелей (А.Л. Зельманов).
2. Наше положение во Вселенной с необходимостью является привилеги-

рованным в том смысле, что оно должно быть совместимо с нашим сущест-
вованием как наблюдателей. (Картер Б., [10]).

3. То, что мы ожидаем наблюдать, должно быть ограничено условиями,
необходимыми для нашего существования как наблюдателей (Картер Б.).

Сильный антропный принцип:
Вселенная (и, следовательно, фундаментальные параметры, от которых

она зависит) должна быть такой, чтобы в ней на некотором этапе эволюции
допускалось существование наблюдателя (Картер Б.).

В последнее время антропные свойства Вселенной анализируют в синерге-
тике, что вполне естественно (см., например, [11, 12, 14]). В школьном учеб-
нике по астрономии [2] синергетику определяют как науку, изучающую зако-
ны и эволюцию сложных систем. Антропный принцип рассматривается как
принцип существования сложного в этом мире. «Чтобы на макроуровне сего-
дня было возможно существование сложных систем, элементарные процессы
на микроуровне изначально должны были протекать очень избирательно»
[12, стр. 64]. Понятие сложной системы не раз встречается при обсуждении
данной темы. Поэтому возникает необходимость разъяснения содержания
данного понятия. Однако следует учесть мудрое предостережение Л.И. Ман-
дельштама об опасности строгих определений для быстро развивающейся
теории. По мнению Л.И. Мандельштама такие определения аналогичны за-
ворачиванию ребенка вместо пеленки в колючую проволоку. Рассматриваем
поэтому «рабочее» определение.

Под сложностью системы понимают ее многокомпонентность и принципи-
альную несводимость к простой сумме составляющих ее взаимодействующих
подсистем, элементов. Вследствии этого взаимодействия система приобретает
новые свойства, отсутствующие у подсистем. Они называются эмерджентны-
ми. Эмерджентные свойства системы невозможно вывести из свойств под-
систем. Пример эмерджентного свойства — энтропия. Сложные системы не
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могут быть изучены разбиением их на изолированные части. Редукционизм
здесь не применим.

Понятие «сложности» часто дифференцируют. С одной стороны можно
говорить о структурной сложности, с другой – о сложности внешних прояв-
лений системы безотносительно к ее внутреннему устройству (см., например,
[14, 15]). Эти сложности взаимосвязаны, но не эквивалентны. Чаще имеют
ввиду второе значение. Сложное поведение видят в неравновесности, обрат-
ных связях, переходных явлениях, способности к переключению между раз-
личными типами поведения при изменении внешних условий, в эволюции, «...
достаточно сложная система обычно находится в метастабильном состоянии»
[16, стр. 153].

В связи с антропным принципом в школьных учебниках обсуждается по-
нятие жизни и живого организма. В последние годы для характеристики
феномена жизни используют понятие аутопоэза. Это — самовоспроизведение
без изменения организации системы (Autopoiesis (греч.): autos – само, poiein
– построение или произведение). Термин предложен известным чилийским
нейробиологом У.Р. Матураной: «... живые существа отличаются тем, что их
организация порождает в качестве продукта только их самих, без разделе-
ния на производителя и продукт. Бытие и сотворение аутопоэзного единства
нерасторжимы и в этом заключается присущий только им способ организа-
ции» [17]. Именно аутопоэзная организация наиболее популярна сейчас как
критерий живого. С точки зрения теории развития сложных систем возник-
новение жизни является естественным этапом саморазвития материи, одной
из форм ее самоорганизации.

Далее кратко остановимся на некоторых, имеющихся в научной литерату-
ре, попытках объяснения антропного принципа:

1. Чаще всего привлекается концепция множественности миров. Эта кон-
цепция появилась в космологии в связи с проблемой инфляции. Связь ан-
тропного принципа с моделью «вечной» инфляции в свете новых открытий
в космологии рассматривается в [6, стр. 407-441]. «На первый взгляд антроп-
ный принцип противоречит естественно-научному взгляду на законы при-
роды. Однако это не так. Существует возможность того, что Вселенная на
самом деле неизмеримо больше, чем ее наблюдаемая часть, и что в разных
областях Вселенной, также значительно больших наблюдаемой части, пара-
метры, которые мы считаем фундаментальными, имеют неодинаковые значе-
ния (возможно, различны и сами физические законы в нынешнем понимании
этого термина). На такую возможность указывают, например, модели «веч-
ной» инфляции». Согласно этой модели во Вселенной имеется огромное чис-
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ло областей с различным космологическим возрастом. Предполагается, что в
разных областях фундаментальные параметры принимают разные значения.
Тогда «... антропный принцип просто отображает тот факт, что наше суще-
ствование возможно не в произвольном месте Вселенной, а именно там, где
для этого есть подходящие условия» [6].

2. Различными учеными высказывались предположения о возможно-
сти форм жизни, имеющих различную материально-энергетическую орга-
низацию, не связанную с белково-нуклеиновым субстратом. Это поволило
В.П. Казначееву выдвинуть интересную гипотезу, связанную с антропным
принципом и названную им принципом Великого дополнения: «всякое мас-
штабное изучение форм и потоков косного вещества требует соответственно-
го дополняющего изучения определенной совокупности потоков живого ве-
щества (куда входит изучение природы живого вещества, его организации,
в определенных случаях предполагается также изучение природы познаю-
щего субъекта, его сознания, характера методов познания и т.д.). Принцип
Великого дополнения справедлив и в обратной форме – от изучения живого
вещества к косному» [18, стр. 57]. В соответствии с этой гипотезой антропный
принцип «является представлением, справедливым лишь в отношении опре-
деленной части всей совокупности форм космологического живого вещества»
[18, стр. 59].

Эти идеи Казначеева В.П. резонируют с утверждением знаменитых чи-
лийских нейробиологов У.Р. Матураны и Ф.Х. Варела о биологических кор-
нях человеческого познания. Анализируя феномен познания они доказывают,
что когнитивный опыт познающего коренится в его биологической структу-
ре, утверждают нераздельность конкретного способа существования и того,
каким этот мир предстает перед познающим [17, стр. 23].

Выводы
Целесообразно ли изучение антропного принципа, если отсутствует обще-

признанное научное объяснение? По нашему мнению, ответ положителен. И
наука, и содержание образования – открытые, развивающиеся системы. При
организации учебного процесса это надо учитывать.

Мы считаем также, что соответствующий материал может быть использо-
ван и на занятиях по физике. Это позволит создать ряд интересных проблем-
ных ситуаций, поможет сформировать единую естественнонаучную картину
мира, сблизить «две культуры» – естественнонаучную и гуманитарную.
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