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СИЛОВСЬКI p -ПIДГРУПИ

Дана робота вiдноситься до структурної теорiї груп. Розглядаються силовськi p -пiдгрупи
в симетричних групах. Побудовано силовську 2-пiдгрупу в S8 за знайденою силовською
2-пiдгрупою в S4 .
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Вступ
Структуру скiнченних груп допомагають описувати силовськi p -пiдгрупи.

Силовськi p -пiдгрупи скiнченних симетричних груп вiдiграють особливу
роль в класi всiх скiнченних груп. А саме, кожна скiнченна p -група iзомор-
фно занурюється в силовську p -пiдгрупу деякої симетричної групи. Це одна
з причин актуальностi дослiдження побудови i властивостей силовських p -
пiдгруп симетричних груп.

Теорема 1. (Силова) Нехай G -скiнченна група, p – просте число.
Iснування. Для кожного степеня pα , що дiлить порядок G , в G iснує
пiдгрупа порядку pα .
Вкладення. Якщо pα+1 дiлить порядок G , то кожна пiдгрупа порядку pα

з G вкладена у деяку пiдгрупу порядку pα+1 з G . Зокрема, силовськi p -
пiдгрупи з G – це в точностi пiдгрупи порядку pr , де pr -максимальний
степiнь p , що дiлить порядок G .
Спряженiсть. Усi силовськi p -пiдгрупи з G спряженi в G .
Кiлькiсть. Кiлькiсть силовських p -пiдгруп в G конгруентна 1 за модулем
p i дiлить порядок G [1].

Основна частина
Нехай p – деяке просте число. Виходячи з того, що |Sn| = n! , макси-

мальний порядок e(n) , при якому pe(n) дiлить |Sn| дорiвнює [np ] + [ np2 ] + ... .
Якщо n = pt , то e(n) = pt−1 + pt−2 + ...+ p+ 1 .

При конструюваннi силовських p -пiдгруп симетричної групи Spt вико-
ристовується наступний алгоритм.
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Нехай в Spm вже знайдена силовська p -пiдгрупа, тобто пiдгрупа Hm по-
рядку p1+...+p

m−1 , побудуємо по нiй в Spm+1 пiдгрупу Hm+1 порядку p1+...+p
m .

Для цього розiб’ємо символи, що переставляються 1, 2, ..., pm+1 на послiдовнi
вiдрiзки довжини pm . Якщо

c =

pm∏
j=1

(j, pm + j, 2pm + j, ..., (p− 1)pm + j)

i x – пiдстановка на символах i -го вiдрiзка, то c−1xc -пiдстановка на симво-
лах (i+ 1) -го вiдрiзка (додавання по модулю p ). Звiдси видно, що пiдгрупа
Hm+1 породжена пiдгрупами c−rHmc

r, 0 ≤ r ≤ p , а саме є їх прямим добу-
тком.
Пiдгрупа Hm+1 – шукана, так як |Hm+1| = |Hm|p|c| = p1+...+p

m .
Знайдемо пiдгрупу H2 в S4 . Максимальний показник

e(4) = |42 | + | 422 | = 2 + 1 = 3 , тому |H2| = 23 = 8 . Вiзьмемо пiдстановки
α = (1234) i β = (13) . Вони будуть твiрними елементами для H2 .

H2 = {ε, α, α2, α3, β, α ◦ β, α2 ◦ β, α3 ◦ β}.

Знайдемо всi елементи H2 :

α = (1234), α2 = (13)(24), α3 = (14)(32), β = (13),

α ◦ β = (14)(23), α2 ◦ β = (24), α3 ◦ β = (12)(34), ε = (1)(2)(3)(4).

H2 = {ε(1234), (13)(24), (1432), (13), (14)(23), (24), (12)(34)}
За знайденою пiдгрупою H2 в S4 побудуємо пiдгрупу H3 в S8 .

|H3| = 21+2+4 = 27 = 128 . Для цього розiб’ємо переставнi символи
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 на послiдовнi вiдрiзки довжини 4. Тодi c = (15)(26)(37)(48) .
Очевидно, що c−1 = c .

Нехай x = (134) – пiдстановка на елементах першого вiдрiзка 1, 2, 3, 4 ,
тодi c−1xc = (15), (26)(37)(48)(134)(15), (26)(37)(48) = (578) – пiдстановка
на символах другого вiдрiзка 5, 6, 7, 8 .

Звiдси видно, що пiдгрупа, породжена пiдгрупами H2 i cH2c є їх прямим
добутком.

Таким чином пiдгрупа H3 iзоморфна вiнцевому добутку H2ı(c) .
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