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ПРО ЧИСЛО НЕРIВНИХ k -КУТНИКIВ,
ПОБУДОВАНИХ НА КОЛI З n ТОЧКАМИ

В роботi розглядаються два класи опуклих та неопуклих k -кутникiв, побудованих на
основi фiксованого кола з n точками, якi є вершинами правильного n -кутника. Встанов-
лено формули для пiдрахунку числа нееквiвалентних таких k -кутникiв вiдносно повороту
навколо спiльного центру (дiї циклiчної групи).

Ключовi слова: многокутник, задача про намиста, циклiчна група.

Вступ
В подальшому пiд n -шаблоном будемо розумiти коло та n точок на ньо-

му, що є вершинами правильного n -кутника з фiксованою нумерацiєю остан-
нiх числами вiд 1 до n за годинниковою стрiлкою – рис. 1.

 

1 
2  

n  

1n −  3  

...   )a  

1 
2  16  

15  3  

4  

5  

6  

7  

8  
9  

10  

11 

12  

13  

14  

 )b  

1 
2  16  

15  3  

4  

5  

6  

7  

8  
9  

10  

11 

12  

13  

14  

 )c  

 
Рис. 1: a) n -шаблон; b) опуклий 516 -кутник; c) неопуклий 516 -кутник

Надалi обмежимося розглядом натуральних k , що задовольняють умову
3 ≤ k ≤ n . Зафiксуємо серед n зазначених вершин k точок та побудуємо
замкнену ламану з вершинами у вказаних точках.

Означення 1. Побудований в описаний вище спосiб опуклий (неопуклий)
многокутник будемо називати kn -кутником, а множину опуклих (неопу-
клих) kn -кутникiв, побудованих на n -шаблонi, позначатимемо Ln,k (Pn,k ).

Множину (опуклих i неопуклих) kn -кутникiв, побудованих на n -шабло-
нi, позначатимемо ℑn,k , nn -кутники називатимемо n -кутниками, а мно-
жину ℑn,n позначати ℑn .

c⃝ Буглак О.М., Кадубовський О.А., 2011
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Математика

Твердження 1. Число опуклих kn -кутникiв становить

|Ln,k| = Ck
n. (1)

Зауважимо, що кожному kn -кутнику можна поставити у вiдповiднiсть
(в певному сенсi ототожнити) цикл довжини k , тобто впорядковану послi-
довнiсть k чисел (j1, j2, ..., jk) таких, що ji ∈ {1, ..., n} , ji ̸= ji′ . Причому
«побудову-вiдновлення» kn -кутника за циклом c = (j1, j2, ..., jk−1, jk) слiд
розумiти як таку, при якiй сторонами многокутника є наступнi хорди n -
шаблону: [j1, j2], [j2, j3], [j3, j4] . . . , [jk−1, jk], [jk, j1].

Зауваження 1. Загальне число впорядкованих наборiв k iз n рiзних чисел
становить Ak

n . Проте всi цикли, одержанi в результатi циклiчної пере-
становки елементiв (вказаних номерiв) фiксованого циклу

c = (j1, j2, ..., jk−1, jk) ↔ (j2, ..., jk, j1) ↔ ...↔ (jk, j1, j2, ..., jk−1)
визначають один kn -кутник. З iншого боку — цикли c = (j1, j2, ..., jk−1, jk)
i c′ = (j1, jk, jk−1, ..., j2) = c−1 визначають один kn -кутник, бо кожен з них
визначає однакову сукупнiсть хорд шаблону: [j1, j2] , [j2, j3] , . . . , [jk, j1] .

Таким чином, має мiсце формула

|ℑn,k| =
1

2k
Ak
n. (2)

З урахуванням спiввiдношень (1) i (2) число неопуклих kn -кутникiв мо-
жна обчислити за допомогою формули

|Pn,k| =
1

2k
Ak
n − Ck

n = Ck
n

(
(k − 1)!

2
− 1

)
. (3)

Означення 2. Два kn -кутники називатимемо iзоморфними, якщо один
можна одержати з iншого в результатi повороту навколо спiльного цен-
тру.

Два kn -кутники називатимемо еквiвалентними, якщо один можна
одержати з iншого в результатi перевороту (дзеркального вiдбиття) та
(або) повороту навколо спiльного центру – рис. 2.

       

1 2 3 4 5 6 7 

 

 Рис. 2: Всi неiзоморфнi опуклi 58 -кутники

За винятком 58 -кутникiв 4 i 5 та 6 i 7 вони також є i нееквiвалентними.
Тому число нееквiвалентних опуклих 58 -кутникiв становить 5 .
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Розглянемо далi задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних (задача A )
та нееквiвалентних (задача B ) n -кутникiв з класу ℑn .

Зауваження 2. Очевидно, що число n -кутникiв з класу ℑn становить
|ℑn,n| = 1

2 (n− 1)! . Число неiзоморфних опуклих n -кутникiв становить 1.
Тому й число нееквiвалентних опуклих n -кутникiв становить 1.

На рис. 3 наведено неiзоморфнi (нееквiвалентнi) n -кутники з класу ℑn

для початкових n = 3; 4 i 5 .
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Рис. 3: a) – єдиний 3 -кутник з класу ℑ3 ; b) – всi неiзоморфнi (нееквiвалентнi) 4 -
кутники з класу ℑ4 ; c) – всi неiзоморфнi (нееквiвалентнi) 5 -кутники з класу ℑ5

Для довiльного натурального n ≥ 3 задачi A i B було розв’язано у
1960р. в роботi [1], безпосереднiми наслiдками з якої є наступнi твердження

Теорема 1. (A) Число N ∗ (n) неiзоморфних n -кутникiв з класу ℑn може
бути обчислене за допомогою спiввiдношень

N ∗ (n) =


1

2n2

(∑
j|n
ϕ2
(
n
j

)
· j! ·

(
n
j

)j)
, n ̸= 2m

1
2n2

(∑
j|n
ϕ2
(
n
j

)
· j! ·

(
n
j

)j
+ 2

n
2 ·
(
n
2

)
·
(
n
2

)
!

)
, n = 2m.

(4)

Теорема 2. (B) Число N ∗∗ (n) нееквiвалентних n -кутникiв з класу ℑn

може бути обчислене за допомогою спiввiдношень

N ∗∗ (n) =

{
1
2

(
N∗ (n) + 2(n−3)/2 ·

(
n−1
2

)
!
)
, n ̸= 2m

1
2

(
N∗ (n) + 2(n−8)/2 · (n+ 4) ·

(
n−2
2

)
!
)
, n = 2m.

(5)

Постановка задач
З урахуванням зауваження 2 та теорем A i B , задачi про пiдрахунок

числа неiзоморфних та нееквiвалентних, зокрема опуклих i неопуклих n -
кутникiв з класу ℑn , є повнiстю розв’язаними. Про наявнiсть результатiв, по-
в’язаних iз пiдрахунком числа неiзоморфних та нееквiвалентних kn -кутникiв
з класiв Ln,k , Pn,k та ℑn,k , авторам є невiдомим.
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Дана робота присвячена розв’язанню зазначених вище задач, а саме вста-
новленню формул для пiдрахунку числа:
З1) неiзоморфних kn -кутникiв з класу Ln,k ;
З2) нееквiвалентних kn -кутникiв з класу Ln,k ;
З3) неiзоморфних kn -кутникiв з класу Pn,k ;
З4) нееквiвалентних kn -кутникiв з класу Pn,k ;
З5) неiзоморфних kn -кутникiв з класу ℑn,k ;
З6) нееквiвалентних kn -кутникiв з класу ℑn,k .

Зауважимо, що розв’язки задач З3) i З4) є безпосереднiм наслiдком ре-
зультатiв задач З1) i З5) та З2) i З6) вiдповiдно.

В роботi також наведено один з можливих пiдходiв до встановлення фор-
мул пiдрахунку (4) числа неiзоморфних n -кутникiв з класу ℑn .

1. Опуклi kn -кутники та задача «про намиста»
Використовуючи лему Бернсайда (напр. [2]), не важко встановити, що

число неiзоморфних опуклих kn -кутникiв можна обчислити за формулою

L∗
n,k =

1

n

Ck
n +

∑
j|n;j ̸=n

ϕ

(
n

j

)
ρ (n, k, j)

 , (6)

де ρ (n, k, j) — число kn -кутникiв, якi самосумiщаються при поворотi на
кут ωj =

2π
n · j ( j = 1, ..., n−1 ) за годинниковою стрiлкою; ϕ (q) – функцiя

Ейлера (число натуральних менших за q чисел взаємно простих iз ним); а
пiдсумовування ведеться за всiма дiльниками j числа n .

Очевидно, що обчислення величини (6) зводиться до встановлення фор-
мули пiдрахунку величини ρ (n, k, j) для j , що дiлять n .

Авторами встановлено зазначену формулу для випадку опуклих kn -
кутникiв. Проте автори вважають своїм обов’язком навести зв’язок цiєї задачi
iз класичною задачею про «намиста».

 

 

 

 

 

 

)a   )b   )c  
 

Рис. 4: a) опуклий 516 -кутник; b) «трансформацiя»; c) вiдповiдне намисто з 5-ма
намистинами 1-го типу i 11-ма намистинами 2-го типу

64 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету СДПУ

1 \
1 \
1
1
' \
1
1
1 \
' \
' \
' \
' \
1 \
І

\ ,”
` 1` 1\ ` 11\ ` 1

` 1
\ 1
\ 1
\ 1
\ 1
\ 1\ 1



Буглак О.М., Кадубовський О.А. Про число нерiвних k -кутникiв

В класичнiй постановцi задачу «про намиста» (див. напр. [3]) формулю-
ють наступним чином: знайти число намист, складених iз k намистин 1-го
типу i m намистин 2-го типу (рис. 4 c) ). Ця задача має двi постановки:
по-перше, можна вважати, що намиста «однаковi», якщо одне одержується
з iншого в результатi повороту («iзоморфнi» в наших термiнах);
по-друге, можна вважати два намиста «однаковими», якщо одне одержує-
ться з iншого в результатi повороту або осьової симетрiї (дзеркального вiд-
биття), або ж їх композицiї («еквiвалентнi» в наших термiнах).

З огляду на очевидну «трансформацiю», наведену на рис. 4, задачi про
обчислення неiзоморфних та нееквiвалентних опуклих kn -кутникiв та задачi
про пiдрахунок «рiзних» (в сенсi вiдповiдних постановок) намист з k нами-
стинами 1-го типу та n− k намистинами 2-го типу є еквiвалентними.

У 1998 р. в роботi [3] розглядався бiльш загальний варiант цiєї задачi
(в обох зазначених вище постановках), а саме про число B (m1,m2, ...,mq)
рiзних намист iз m намистин (бусин) q типiв, якщо є m1 намистин 1-го
типу, m2 намистин 2-го типу,..., mq намистин q -го типу.

З урахуванням результатiв роботи [3] (при q = 2 , m1 = k , m2 = n− k ),
для натуральних 3 ≤ k ≤ n мають мiсце наступнi твердження

Теорема 3. Число неiзоморфних опуклих kn -кутникiв можна обчисли-
ти за формулою

L∗
n,k =

1

n

Ck
n +

∑
i|(n,k); i̸=1

ϕ (i) · C
k
i
n
i

 , (7)

де пiдсумовування ведеться за всiма дiльниками найбiльшого спiльного
дiльника (n, k) чисел n i k ;

а число нееквiвалентних опуклих kn -кутникiв — за формулою

L∗∗
n,k =

1

2

(
L∗
n,k + C

[k2 ]
[n−k2 ]+[k2 ]

)
, (8)

де [q] – цiла частина числа q (найменше цiле число, що не перевищує q ).

2. Неопуклi kn -кутники
Позначимо далi N∗

n,k число неiзоморфних kn -кутникiв з класу ℑn,k . Тодi
очевидно, що число P ∗

n,k неiзоморфних kn -кутникiв з класу Pn,k становить

P ∗
n,k = N ∗

n,k − L∗
n,k, (9)

де L∗
n,k – число неiзоморфних опуклих kn -кутникiв з класу Ln,k .

Отже, обчислення величини P ∗
n,k зводиться до обчислення величини N∗

n,k .
Для доведення основного результату роботи доведемо спочатку теорему А.
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2.1. Доведення теореми A
Подамо спiввiдношення (4) у виглядi, який найбiльше вiдповiдає введеним
позначенням i потребам

N ∗ (n) =


1
n

(
(n−1)!

2 +
∑

i|n,i̸=n
ϕ
(
n
i

)
· ρ (n, i)

)
, n ̸= 2t

1
n

(
(n−1)!

2 +
∑

i|n,i̸=n,i̸=n
2

ϕ
(
n
i

)
· ρ (n, j) + µ

(
n, n2

))
n = 2t;

(10)

де ρ (n, i) =
(i− 1)!

2
·
(n
i

)i−1

· ϕ
(n
i

)
, i ̸= n

2
; (11)

µ
(
n,
n

2

)
=

(
n
2 − 1

)
!

2
· 2

n
2−1 ·

(
1 +

n

2

)
, n = 2t, (12)

ρ (n, i) i µ
(
n, n2

)
– число n -кутникiв, якi самосумiщаються при поворотi на

кут ωi =
2π
n i ( i ̸= n

2 ) i ω = π вiдповiдно (за годинниковою стрiлкою).
2.1.1. Доведення спiввiдношення (11). Нехай n = i ·m , m ̸= 2 .
1) З’ясуємо спочатку питання про те, який вид мають n -кутники, що са-
мосумiщаються при поворотi на кут ωi =

2π
n i — задовольняють умову (*).

Як було встановлено ранiше, кожен n -кутник можна ототожнити з ци-
клом b = (1, l2, l3, ..., ln) або ж b′ = (1, ln, ..., l3, l2) = b−1 , елементи якого –
номери вершин n -шаблону, що зустрiчаються при обходi сторiн n -кутника
у двох можливих напрямках. Отже, нехай b = (1, l2, l3, ..., ln) – цикл, який
визначає n -кутник, що задовольняє умову (*). В подальшому арифметичнi
операцiї слiд розумiти як такi, що виконуються за модулем n .

Iдея доведення полягає у наступному: якщо n -кутник самосумiщається
при поворотi на кут 2π

n ·i , мiстить сторону [1, l2] (в подальшому хорду), то вiн
повинен мiстити й хорду [1 + i, l2 + i] , в яку переходить перша. За тих самих
причин n -кутник мiстить й хорду [1 + 2i, l2 + 2i] , в яку переходить друга i
т.д. Таким чином: якщо впорядкована пара {1, l2} ∈ b , то циклу b повинна
належати й впорядкована пара {1 + i, l2 + i} , аналогiчно {1 + 2i, l2 + 2i} ∈ b
... {1 + i (m− 1) , l2 + i (m− 1)} ∈ b ; якщо впорядкована пара {l2, l3} ∈ b , то
циклу b повинна належати й впорядкована пара {l2 + i, l3 + i} , аналогiчно

{l2 + 2i, l3 + 2i} ∈ b , ..., {l2 + i (m− 1) , l3 + i (m− 1)} ∈ b .
Отже, множина вершин n -кутника, який самосумiщається при поворотi

на кут 2π
n · i , розбивається на m пiдмножин – блокiв [bj] , в кожному з яких

по i вершин n -шаблону:
[b1] = {1, l2, l3, ..., li} ; [b2] = {1 + i, l2 + i, l3 + i, ..., li + i} ; ...
[bm] = {1 + (k − 1)i, l2 + (k − 1)i, l3 + (k − 1)i, ..., li + (k − 1)i}
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2) Порядок входження блокiв [b2], [b3], .., [bm] до циклу b = ([b1]...) зазначе-
ного n -кутника однозначно визначається вибором блоку, який слiдує за [b1] .
Бiльше того, обхiд цих блокiв здiйснюється з деяким кроком h .
Пояснимо останнє. Припустимо, що

b = ([b1][b2]...) = (1, l2, l3, ..., li; 1 + i, l2 + i, l3 + i, ..., li + i; ...) .
Оскiльки циклу b належить пара {li, 1 + i} , то {li + i, 1 + 2i} ∈ b . Це оз-
начає, що пiсля блоку [b2] слiдує блок [b3] i т.д.. Тобто b = ([b1][b2][b3]...[bm]) .
Отже, обхiд блокiв здiйснюється з кроком h = 1 . Припустимо тепер, що

b = ([b1][b3]...) = (1, l2, l3, ..., li; 1 + 2i, l2 + 2i, l3 + 2i..., li + 2i; ...) .
Оскiльки циклу b належить впорядкована пара {li, 1 + 2i} , то циклу b нале-
жить й впорядкована пара {li + i; 1 + 3i} , а отже i пара {li + 2i; 1 + 4i} ∈ b .
Це означає, що пiсля блоку [b3] слiдує блок [b5] i т.д. Тобто b = ([b1][b3][b5]...) .
Отже, обхiд блокiв здiйснюється з кроком h = 2 . I.т.д.

Таким чином, маємо точно (m − 1) можливостей перегрупувати блоки.
Але не в кожному з цих випадкiв ми одержимо n -кутник. Так, наприклад,
для парних m обхiд з кроком h = 2 не є припустимим, оскiльки вiдповiдний
«n -кутник» розпадається на два n

2 -кутники
([b1], [b3], ...[bm−1], [b1]) i ([b2], [b4], ...[bm], [b2]) .

Вказаного «розпадання» не вiдбуватиметься лише у випадку, коли обхiд вiд-
повiдних блокiв здiйснюватиметься з кроком h , взаємно простим з m = n

i .
Тобто iснує точно ϕ (m) = ϕ

(
n
i

)
суттєво рiзних типiв таких n -кутникiв.

3) Зафiксуємо припустимий крок h (взаємно простий з m ), з яким здiй-
снюється обхiд m блокiв [b1], [b2], ..., [bm] . Очевидно, що другу вершину l2
блоку [b1] можна обрати (n−m) способами, оскiльки m вершин з номера-
ми 1, 1 + i, ..., 1 + i(m − 1) зайняли першi позицiї в блоках [b1], [b2], ..., [bm] ;
третю вершину l3 блоку [b1] – (n− 2m) способами i т.д.

Отже, при кожному припустимому кроцi h можна утворити точно
(n−m) · (n− 2m) · ... · (n− (i− 1)m) =

(
n
i

)i−1 · (i− 1)!
n -кутникiв, якi самосумiщаються при поворотi на кут ω = 2π

n · i .
З урахуванням пунктiв 2) i 3) загальне число таких циклiв становить

ϕ
(n
i

)
·
(n
i

)i−1

· (i− 1)!. (13)

4) Множину циклiв, побудованих у вказаний спосiб, позначимо ℑn (i,m) .
Не важко показати, що з кожним циклом b ∈ ℑn (i,m) множинi ℑn (i,m)
належить також i цикл b−1 . Оскiльки b ̸= b−1 , а цикли b i b−1 визначають
один n -кутник, то з урахуванням (13) маємо, що загальне число n -кутникiв
з класу ℑn (i,m) становить
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1

2
ϕ
(n
i

)
·
(n
i

)i−1

· (i− 1)!. (14)

2.1.2. Доведення спiввiдношення (12). Нехай n = 2t .
Подамо вираз µ

(
n, n2

)
у виглядi

µ
(
n, n2

)
=
(
n
2 − 1

)
! · 2n2−2 + n

2 ! · 2
n
2−2 = µ1

(
n, n2

)
+ µ2

(
n, n2

)
.

Зауважимо, що

µ1

(
n,
n

2

)
=
(n
2
− 1
)
! · 2

n
2−2 = ρ

(
n,
n

2

)
. (15)

Таким чином, для доведення формули (12) достатньо з’ясувати «хара-
ктер» тих n -кутникiв (що самосумiщаються при поворотi на кут ω = π ),
число яких не враховано величиною µ1

(
n, n2

)
= ρ

(
n, n2

)
, та пiдрахувати чи-

сло µ2
(
n, n2

)
таких n -кутникiв.

1) Для цього спочатку з’ясуємо вид n -кутникiв (що самосумiщаються при
поворотi на кут ω = π ), якi ввiйшли до величини µ1

(
n, n2

)
= ρ

(
n, n2

)
.

Використовуючи результати доведення формули (11), всi такi n -кутники мо-
жна подати циклом виду ([b1], [b2]) , де

[b1] =
{
1, l2, l3, ..., ln2

}
, [b2] =

{
1 +

n

2
, l2 +

n

2
, l3 +

n

2
, ..., ln

2
+
n

2

}
, (16)

або ж у розгорнутому виглядi c = (1, l2, l3, ..., lt|1 + t, l2 + t, l3 + t, ..., lt + t) .
Загальне число таких циклiв становить (t− 1)! · 2t−1 =

(
n
2 − 1

)
! · 2n2−1.

Проте цикли c = (1, l2, l3, ..., lt|1 + t, l2 + t, l3 + t, ..., lt + t)
i c′ = (1, lt + t, ..., l3 + t, l2 + t, |1 + t, lt, ..., l3, l2) = c−1

визначають один 2t -кутник (що самосумiщається при поворотi на кут
ω = π ). Тому µ1

(
n, n2

)
= 1

2

(
n
2 − 1

)
! · 2n2−1 =

(
n
2 − 1

)
! · 2n2−2.

 

 

 

 

 

(1,3,4,2) (1,3,2,4) 
 

)a  

 

)b  
 

 

 

1l  

'

1 1l l t= +  

2 1 1l l s= +  

' '

2 1 1l l s= +  

Рис. 5: 2t -кутники, що самосумiщаються при поворотi на кут ω = π i мають сторони,
що сполучають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону

Зауважимо, що з представлення (16) випливає, що жоден iз зазначених
вище 2t -кутникiв не мiстить сторiн, що сполучають дiаметрально протиле-
жнi вершини 2t -шаблону. Тому «характер» тих 2t -кутникiв (що самосумi-
щаються при поворотi на кут ω = π ), число яких не враховано величиною
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µ1 (2t, t) = ρ (2t, t) , полягає у наявностi сторiн, що сполучають саме дiаме-
трально протилежнi вершини 2t -шаблону.

Iснування таких 2t -кутникiв (напр. при t = 2 ) показано на рис. 5 a).
Оскiльки n є парним, то зазначенi 2t -кутники можуть мати лише парне
число сторiн, що сполучають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону.
2) Покажемо спочатку, що всi такi 2t -кутники мають точно двi сторони,
що сполучають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону.

Нехай l1 та l′1 = l1+t фiксована пара дiаметрально протилежних вершин
2t -шаблону, яка визначає вiдповiдну сторону 2t -кутника, що самосумiщає-
ться при поворотi на кут ω = π . Подамо такий 2t -кутник циклом виду
b =

(
..., l

′

1, l1, ...
)
. Якщо вказаному 2t -кутнику належить сторона [l1, l2] , де

l2 = l1+s1 , то йому повинна належати й сторона [l′2, l
′
1] , де l′2 = l′1+s1 . Тому

b має вид b =
(
..., l

′

2, l
′

1, l1, l2, ...
)
. – рис. 5 b).

Зауважимо, що l2 та l′2 номери дiаметрально протилежних вершин 2t -
шаблону. Продовжуючи вказаний процес далi («вiдновлення» циклу b ), в
результатi одержимо цикл виду

b = (l′t⌋, ..., l′2, [l′1, l1], l2, ..., ⌊lt) ,

де lk i l′k (∀k = 1, ..., t ) – номери дiаметрально протилежних вершин 2t -
шаблону. Крiм того, вiдповiдний 2t -кутник має точно двi сторони [l′1, l1] i
[lt, l

′
t] , що сполучають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону.

3) Пiдрахуємо нарештi число µ2 (2t, t) 2t -кутникiв (що самосумiщаються
при поворотi на кут ω = π ), якi мають (точно двi) сторони, що сполу-
чають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону. Кожен такий
2t -кутник можна подати за допомогою одного з t циклiв виду

b1,1 = ([1, (t+ 1)], j2, j3, j4, ..., jt−2, jt−1, [jt, j
′
t], j

′
t−1, j

′
t−2, ..., j

′
4, j

′
3, j

′
2) ,

b1,2 = (1, [j2, j
′
2], (t+ 1), j3, j4, ..., jt−2, jt−1, [jt, j

′
t], j

′
t−1, j

′
t−2, ..., j

′
4, j

′
3) ,

b1,3 = (1, j2, [j3, j
′
3], j

′
2, (t+ 1), j4, ..., jt−2, jt−1, [jt, j

′
t], j

′
t−1, j

′
t−2, ..., j

′
4) ,

. . .
b1,t−1 = (1, j2, j3, ..., jt−2, [jt−1, j

′
t−1], j

′
t−2, j

′
t−3, ..., j

′
3, j

′
2, (t+ 1), [jt, j

′
t]) ,

b1,t = (1], j2, j3, j4, ..., jt−2, jt−1, [jt, j
′
t], j

′
t−1, j

′
t−2, ..., j

′
4, j

′
3, j

′
2, [(t+ 1)) .

(17)

Загальне число циклiв виду (17) становить
t× (2t− 2) · (2t− 4) · ... · 4 · 2 = t! · 2t−1.

Проте ∀j = 1, ...,m цикли b1,j i b−1
1,j визначають один 2t -кутник. Тому

µ2

(
n,
n

2

)
= µ2 (2t, t) =

1

2
· t! · 2t−1 = t! · 2t−2 =

(n
2

)
! · 2

n
2−2. (18)

Випуск №1, 2011 69



Математика

2.2. Число неiзоморфних kn -кутникiв
За лемою Бернсайда та з урахуванням спiввiдношень (7) i (10)–(12), число

неiзоморфних kn -кутникiв можна обчислити за допомогою спiввiдношення

n ·N ∗
n,k =

1

2k
Ak
n+

+


∑

j|(n,k); j ̸=1

ϕ (j) · ρ
(
n, k, nj

)
, n = 2t+ 1 або k ̸= 2m∑

j|(n,k); j ̸=1;2

ϕ (j) · ρ
(
n, k, nj

)
+ µ

(
n, k, n2

)
, n = 2t, k = 2m,

(19)

де ρ
(
n, k, nj

)
i µ
(
n, k, n2

)
– число kn -кутникiв, якi самосумiщаються при

поворотi на кут ωj =
2π
j i ω = π (за годинниковою стрiлкою) вiдповiдно.

Лема 1. Нехай j ̸= 2 – дiльник числа d = (n, k) . Тодi

ρ

(
n, k,

n

j

)
=

1

2k
A

k
j
n
j
· (j)

k
j · ϕ (j) . (20)

Доведення. З урахуванням доведення рiвностi (11), число ρ
(
n, k, nj

)
kn -

кутникiв, якi самосумiщаються при поворотi на кут ωj = 2π
j можна обчис-

лити за допомогою спiввiдношення ρ
(
n, k, nj

)
= C

k
j
n
j
· ρ
(
k, kj

)
, де ρ

(
k, kj

)
–

число k -кутникiв, якi самосумiщаються при поворотi на кут ωj = 2π
k · kj =

2π
j .

Тому ρ
(
n, k, nj

)
= C

k
j
n
j
· 1
2

(
k
j − 1

)
! · (j)

k
j−1 · ϕ (j) = 1

2kA
k
j
n
j
· (j)

k
j · ϕ (j) .

Лема 2. Нехай n = 2t , k = 2m . Тодi

µ
(
n, k,

n

2

)
=

1

k
A

k
2
n
2
· 2

k
2−2 (2 + k) . (21)

Доведення. Подамо величину (21) у наступному виглядi

µ
(
n, k,

n

2

)
=

1

k
A

k
2
n
2
· 2

k
2−1 + A

k
2
n
2
· 2

k
2−2 = µ1

(
n, k,

n

2

)
+ µ2

(
n, k,

n

2

)
(22)

й покажемо, що µ1
(
n, k, n2

)
= µ1 (2t, 2m, t) i µ2

(
n, k, n2

)
= µ2 (2t, 2m, t) –

число (2m)(2t) -кутникiв (що самосумiщаються при поворотi на кут ω = π ),
якi не мають, вiдповiдно мають сторони, що сполучають дiаметрально про-
тилежнi вершини 2t -шаблону.
1) З урахуванням спiввiдношення (15) , число µ1

(
n, k, n2

)
= µ1 (2t, 2m, t)

(2m)(2t) -кутникiв, що самосумiщаються при поворотi на кут ω = π i не мають
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сторiн, що сполучають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону можна
обчислити за формулою

µ1 (2t, 2m, t) = Cm
t · µ1

(
k, k2
)
= Cm

t · µ1 (2t, t) ,
де µ1

(
k, k2
)
= µ1 (2m,m) – число 2m -кутникiв, що самосумiщається при

поворотi на кут ω = π i не мають сторiн, що сполучають дiаметрально про-
тилежнi вершини 2m -шаблону. Тому
µ1 (2t, 2m, t) = Cm

t ·µ1 (2t, t) = Cm
t ·(m− 1)! ·2m−2 = 1

2mA
m
t ·2m−1 = 1

kA
k
2
n
2
·2k2−1.

2) З урахуванням спiввiдношення (18), число µ2
(
n, k, n2

)
(2m)(2t) -кутникiв

(що самосумiщаються при поворотi на кут ω = π ), якi мають (точно двi)
сторони, що сполучають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону, мо-
жна обчислити за формулою

µ2 (2t, 2m, t) = Cm
t · µ2

(
k, k2
)
= Cm

t · µ2 (2t, t) ,
де µ2

(
k, k2
)
= µ2 (2m,m) – число 2m -кутникiв, що самосумiщається при

поворотi на кут ω = π та мають сторони, що сполучають дiаметрально про-
тилежнi вершини 2m -шаблону. Тому
µ2
(
n, k, n2

)
= µ2 (2t, 2m, t) = Cm

t ·m! · 2m−2 = Am
t · 2m−2 = A

k
2
n
2
· 2k2−2 .

Таким чином µ
(
n, k, n2

)
= µ1

(
n, k, n2

)
+ µ2

(
n, k, n2

)
=

= 1
kA

k
2
n
2
· 2k2−1 + A

k
2
n
2
· 2k2−2 = A

k
2
n
2
· 2k2−2

(
2+k
k

)
.

Теорема 4. (основна) Число N ∗
n,k неiзоморфних kn -кутникiв можна об-

числити за допомогою спiввiдношень

n ·N ∗
n,k =

1

2k
Ak
n+

+



∑
j|(n,k); j ̸=1

ϕ2 (j) · 1
2kA

k
j
n
j
· j

k
j , n = 2t+ 1∑

j|(n,k); j ̸=1

ϕ2 (j) · 1
2kA

k
j
n
j
· j

k
j , n = 2t, k ̸= 2m∑

j|(n,k);j ̸=1;2

ϕ2 (j) · 1
2kA

k
j
n
j
· j

k
j + 1

kA
k
2
n
2
· 2k2−2 (k + 2) , n = 2t, k = 2m.

(23)

Наслiдок 1. Якщо числа n i k є взаємно простими, то
число N ∗

n,k неiзоморфних kn -кутникiв можна обчислити за формулою

N ∗
n,k =

1

2nk
· Ak

n, (24)

а число P ∗
n,k неiзоморфних неопуклих kn -кутникiв – за формулою

P ∗
n,k =

1

2nk
Ak
n −

1

n
Ck
n =

1

2n
Ck
n

(
(k − 1)!− 2

)
. (25)
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Не важко пересвiдчитись у тому, що при k = n встановленi формули (23)
спiвпадають iз формулами (4) роботи [1].

n\k 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3 1
4 1 1
5 2 1 1
6 4 3 1 1
7 5 5 3 1 1
8 7 10 7 4 1 1
9 10 14 14 10 4 1 1
10 12 22 26 22 12 5 1 1
11 15 30 42 42 30 15 5 1 1
12 19 43 66 80 66 43 19 6 1 1

Табл. 1: Початковi значення числа неiзоморфних опуклих kn -кутникiв

n\k 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3 0
4 0 1
5 0 2 3
6 0 6 11 13
7 0 10 33 59 53
8 0 19 77 214 359 331
9 0 28 154 552 1 436 2 519 2 245
10 0 44 278 1 254 4 308 11 395 20 159 18 263
11 0 60 462 2 478 10 770 37 785 100 795 181 439 164 949
12 0 85 726 4 570 23 694 104 059 369 593 998 490 1 814 399 1 664 353

Табл. 2: Початковi значення числа неiзоморфних неопуклих kn -кутникiв

Висновки
В роботi встановлено формули для пiдрахунку числа неiзоморфних опу-

клих та неопуклих kn -кутникiв, якi є узагальненням результатiв роботи [1].
На думку авторiв дослiдження в цьому напрямку можна успiшно продов-
жити за рахунок встановлення формул пiдрахунку числа нееквiвалентних
опуклих та неопуклих kn -кутникiв.
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