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ДВОКОЛОРОВI ХОРДОВI O -ДIАГРАМИ
МIНIМАЛЬНОГО РОДУ

В роботi розглядається клас планарних двокольорових хордових дiаграм з n хордами,
що мають точно k ≤ n циклiв певного кольору. Для значень k = 7 i k = 8 встановлено
формули пiдрахунку числа нееквiвалентних таких дiаграм вiдносно дiї циклiчної групи.
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Вступ
Конструкцiї, схожi до кола з вiдмiченими точками, зокрема хордовi дiа-

грами, ефективно використовують в багатьох галузях науки, зокрема мате-
матицi, фiзицi, бiологiї.

Нагадаємо, що хордовою дiаграмою порядку n або, коротко, n -дiаграмою
називають конфiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на ньо-
му (якi є вершинами правильного 2n -кутника) та n хорд, що сполучають
вказанi точки. Хордовi дiаграми називають iзоморфними, якщо одну можна
одержати з iншої в результатi деякого повороту. Дiаграми називають еквiва-
лентними, якщо їх можна сумiстити за допомогою повороту або дзеркального
вiдбиття, або ж їх композицiї.

Питаннями перелiку певних класiв хордових дiаграм займалась цiла низ-
ка вiдомих математикiв, зокрема автори робiт [1-4]. Задача про пiдрахунок
числа неiзоморфних та нееквiвалентних n -дiаграм була повнiстю розв’язана
в роботах [3], [4]. Пiдрахунок числа неiзоморфних, зокрема двокольорових дi-
аграм фiксованого роду є досить складною i в загальному випадку до сьогоднi
не розв’язаною задачею.

Вiдомими є результати лише для планарних (роду 0 ), тороїдальних (роду
1 ) n -дiаграм та 2m -дiаграм максимального роду m [4].

Вiдомо, що двокольоровi хордовi O - i N -дiаграми знаходять своє засто-
сування в топологiї, зокрема при топологiчнiй класифiкацiї функцiй певного
класу на замкнених орiєнтовних та вiдповiдно не орiєнтовних поверхнях фi-
ксованого роду (напр. [8]).

c⃝ Гладищук Ю.В., Кадубовський О.А., 2011
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В роботi [9] встановлено формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та
нееквiвалентних двокольорових O - i N -дiаграм.

З урахуванням результатiв роботи [5], в [10] встановлено формули для
пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -дiаграм, якi мають
один чорний (або ж бiлий) цикл. В роботi [8] пiдраховано число неiзоморфних
O -дiаграм максимального роду (з одним чорним та одним бiлим циклом).

Задача про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних планар-
них O -дiаграм (роду 0) з n хордами повнiстю розв’язана в роботi [6]. Проте,
до сьогоднi залишається нерозв’язаною задача про пiдрахунок числа неiзо-
морфних двокольорових O -дiаграм роду 0 з фiксованим числом k ∈ [1, n]
циклiв певного кольору. Для для довiльного n i початкових 1 ≤ k ≤ 6 ре-
зультати одержано в роботах [11, 12].

В данiй роботi для довiльного натурального n , k = 7 i k = 8 встановлено
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних таких дiаграм. Крiм того, для
початкових n = 1, ..., 18 i 1 ≤ k ≤ n наведено значення числа неiзоморфних
та нееквiвалентних дiаграм iз вказаного класу.

1. Основнi поняття та зауваження
Означення 1. Коло з 2n точками на ньому, що є вершинами правильного
2n кутника, дуги якого почергово розфарбованi у два кольори (чорний i бi-
лий) та фiксованою нумерацiєю вершин за годинниковою стрiлкою, будемо
називати двокольоровим 2n -шаблоном – рис. 1 a) .

2-кольоровою хордовою n -дiаграмою будемо називати n -дiаграму, побу-
довану на основi двокольорового 2n -шаблону.
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Рис. 1:

a) двокольоровий 20 -шаблон;
b) N -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 бiлих та 3 чорних циклiв;
c) O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 6 бiлих та 3 чорних циклiв;
d) планарна O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 бiлих та 4 чорних циклiв
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Означення 2. 2-кольорову n -дiаграму, яка не мiстить (мiстить) хорди,
що сполучають вершини з номерами однакової парностi, називають O -
дiаграмою (N -дiаграмою) – рис. 1 b), c) .

Означення 3. O -дiаграму з n хордами, яка не має хорд, що перетинаю-
ться, будемо називати дiаграмою мiнiмального роду (роду 0) або ж планар-
ною O -дiаграмою – рис. 1 d) .

Означення 4. b -циклом (w -циклом) 2 -кольорової дiаграми називають по-
слiдовнiсть хорд та чорних (бiлих) дуг, якi утворюють гомеоморфний образ
(орiєнтованого) кола – рис. 1 b)− d) .

Означення 5. Множину планарних O -дiаграм з n хордами, якi мають
точно k (1 ≤ k ≤ n ) бiлих (n−k+1 чорних) циклiв позначатимемо ℑk,n .

З робiт [11, 12] випливає, що число P ∗
k,n неiзоморфних дiаграм з класу

ℑk,n можна обчислити за допомогою спiввiдношення

P ∗
k,n =

1

n
(Pk,n + p(k, n)) =

1

n

1

n
Ck
n · Ck−1

n +
∑

i̸=n, i|n

ϕ
(n
i

)
p (k, n, i)

 , (1)

де 1
nC

k
n · Ck−1

n = |ℑk,n| = Pk,n – число дiаграм з класу ℑk,n ; ϕ (q) – фун-
кцiя Ейлера (число натуральних менших за q чисел взаємно простих iз ним);
p (k, n, i) – число дiаграм з класу ℑk,n (побудованих на двокольоровому 2n -
шаблонi), якi самосумiщаються при поворотi на кут ωi = 2π

n i (навколо центра
шаблону), а пiдсумовування ведеться за всiма дiльниками числа n за виня-
тком n .

З урахуванням результатiв робiт [7, 11], число нееквiвалентних дiаграм з
класу можна обчислити за допомогою спiввiдношення

P ∗∗
k,n =

1

2

(
P ∗
k,n + C

[k−1
2 ]

[n−1
2 ]

· C⌈
k−1
2 ⌉

⌈n−1
2 ⌉

)
, (2)

де [·] — цiла частина числа; ⌈·⌉ — функцiя «потолок» — округлення до

найближчого бiльшого цiлого числа, а величина T (n, k) = C
[k−1

2 ]
[n−1

2 ]
· C⌈

k−1
2 ⌉

⌈n−1
2 ⌉

спiвпадає з числом об’єктiв, вiдомих як «symmetric Dyck paths of semi-length
n with k peaks».

Бiльш повну iнформацiю можна знайти, наприклад в роботах [7]–[12].
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2. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ7,n

Лема 1. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ7,n можна обчислити за
допомогою спiввiдношень:

P ∗
7,n =

1

n

(
1

n
· C7

n · C6
n + p(7, n)

)
, p(7, n) =

=



0, n ̸= 2k ̸= 3m ̸= 7l
ϕ(7)C1

n
7
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+ 20C5

n
2
+ 4C4

n
2
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ϕ(3) · (6C4
n
3
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3
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ϕ(6) · 2C2
n
6
+ ϕ(3) · (6C4

n
3
+ 3C3

n
3
) + 20C6

n
2
+ 20C5

n
2
+ 4C4

n
2
, n = 6k ̸= 7l

ϕ(7)C1
n
7
+ 20C6

n
2
+ 20C5

n
2
+ 4C4

n
2
, n = 14k ̸= 3m

ϕ(7)C1
n
7
+ ϕ(3) · (6C4

n
3
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n
3
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n
6
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n
3
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n
3
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n
2
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n
2
+ 4C4
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2
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n
7
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Рис. 2: Всi типи дiаграм з класу ℑ7,n , якi самосумiщаються при поворотi на
певний кут

Доведення. Всi типи дiаграм класу ℑ7,n , якi самосумiщаються при поворотi
на певний кут ω = 2π

2n · 2i, i = 1, . . . , n− 1 наведено на рис.2.
Позначимо через An, Bn, Cn, Dn, En, Fn, Gn, Hn, Kn,Mn, Rn, Sn число дiа-

грам 1-го, 2-го, ... та 12-го типу вiдповiдно.
Нехай далi A∗

n, B
∗
n, C

∗
n, D

∗
n, E

∗
n, F

∗
n , G

∗
n, H

∗
n, K

∗
n,M

∗
n, R

∗
n, S

∗
n – число неiзо-

морфних дiаграм 1-го, 2-го, ... та 12-го типу вiдповiдно. Тодi P ∗
7,n =

=
1

n

(
1

n
C7
n ·C6

n−(An+Bn+Cn+Dn+En+Fn+Gn+Hn+Kn+Mn+Rn+Sn)

)
+

+A∗
n +B∗

n + C∗
n +D∗

n + E∗
n + F ∗

n +G∗
n +H∗

n +K∗
n +M ∗

n +R∗
n + S∗

n (4)
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Обчислимо окремо число неiзоморфних дiаграм кожного з дванадцяти
вказаних типiв.
1) Дiаграми першого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i, i = 1, . . . , n− 1 (за годинниковою стрiлкою) лише за умов коли
n дiлиться на 7, а поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = 2π

7 (при
i = n

7 ). Загальне число дiаграм першого типу, якi самосумiщаються при по-

воротi на кут 2π
7 становить an,7 =

{
0, n ̸= 7k
C1

n
7
, n = 7k.

Тому число неiзоморфних

дiаграм першого типу можна обчислити за допомогою спiввiдношень

A∗
n =

1

n

(
An + ϕ(7)an,7

)
=

{
1
nAn, n ̸= 7k
1
n

(
An + ϕ(7)C1

n
7

)
, n = 7k.

(5)

2) Дiаграми другого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2 , на 3
або на 6 , а поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ),
куту ω = 2π

3 (при i = n
3 ), куту ω = π

3 (при i = n
6 ).

Загальне число дiаграм другого типу, якi самосумiщаються при поворотi

на кут π становить bn,2 =

{
0, n ̸= 2k
2C6

n
2
, n = 2k.

Загальне число дiаграм другого типу, якi самосумiщаються при поворотi

на кут 2π
3 становить bn,3 =

{
0, n ̸= 3k
2C4

n
3
, n = 3k.

Загальне число дiаграм другого типу, якi самосумiщаються при поворотi

на кут π
3 становить bn,6 =

{
0, n ̸= 6k
2C2

n
6
, n = 6k.

Тому число неiзоморфних дiаграм другого типу можна обчислити за до-
помогою спiввiдношень

B∗
n =

1

n

(
Bn + ϕ(2)bn,2 + ϕ(3)bn,3 + ϕ(6)bn,6

)
=

=



1
nBn, n = 6k ± 1
1
n

(
Bn + 2C6

n
2

)
, n = 6k ± 2

1
n

(
Bn + ϕ(3)2C4

n
3

)
, n = 6k ± 3

1
n

(
Bn + 2C6

n
2
+ ϕ(3)2C4

n
3
+ ϕ(6)2C2

n
6

)
, n = 6k.

(6)

3) Дiаграми третього типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 3, а поворот
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здiйснюється на кут кратний куту ω = 2π
3 (при i = n

3 ). Загальне число дiа-
грам третього типу, якi самосумiщаються при поворотi на кут 2π

3 становить

cn,3 =

{
0, n ̸= 3k
4C4

n
3
, n = 3k.

Тому число неiзоморфних дiаграм третього типу мо-

жна обчислити за допомогою спiввiдношень

C∗
n =

1

n

(
Cn + ϕ(3)cn,3

)
=

{
1
nCn, n ̸= 3k
1
n

(
Cn + ϕ(3)4C4

n
3

)
, n = 3k.

(7)

4) Дiаграми четвертого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 3, а пово-
рот здiйснюється на кут кратний куту ω = 2π

3 (при i = n
3 ). Загальне число

дiаграм четвертого типу, якi самосумiщаються при поворотi на кут 2π
3 стано-

вить dn,3 =

{
0, n ̸= 3k
3C3

n
3
, n = 3k.

Тому число неiзоморфних дiаграм четвертого

типу можна обчислити за допомогою спiввiдношень

D∗
n =

1

n

(
Dn + ϕ(3)dn,3

)
=

{
1
nDn, n ̸= 3k
1
n

(
Dn + ϕ(3)3C3

n
3

)
, n = 3k.

(8)

5) Дiаграми п’ятого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i, i = 1, . . . , n− 1 (за годинниковою стрiлкою) лише за умов коли
n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при
i = n

2 ). Загальне число дiаграм п’ятого типу, якi самосумiщаються при пово-

ротi на кут π становить en,2 =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k.

Тому число неiзоморфних

дiаграм п’ятого типу можна обчислити за допомогою спiввiдношень

E∗
n =

1

n

(
En + ϕ(2)en,2

)
=

{
1
nEn, n ̸= 2k
1
n

(
En + 6C6

n
2

)
, n = 2k.

(9)

6) Дiаграми шостого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2, а поворот
здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Загальне число дi-
аграм шостого типу, якi самосумiщаються при поворотi на кут π становить

fn,2 =

{
0, n ̸= 2k
5C5

n
2
, n = 2k.

Тому число неiзоморфних дiаграм шостого типу мо-

жна обчислити за допомогою спiввiдношень

F ∗
n =

1

n

(
Fn + ϕ(2)fn,2

)
=

{
1
nFn, n ̸= 2k
1
n

(
Fn + 5C5

n
2

)
, n = 2k.

(10)
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7) Дiаграми сьомого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2, а по-
ворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Загальне число
дiаграм сьомого типу, якi самосумiщаються при поворотi на кут π становить

gn,2 =

{
0, n ̸= 2k
5C5

n
2
, n = 2k.

Тому число неiзоморфних дiаграм сьомого типу мо-

жна обчислити за допомогою спiввiдношень

G∗
n =

1

n

(
Gn + ϕ(2)gn,2

)
=

{
1
nGn, n ̸= 2k
1
n

(
Gn + 5C5

n
2

)
, n = 2k.

(11)

8) Дiаграми восьмого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2, а поворот
здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Загальне число дiа-
грам восьмого типу, якi самосумiщаються при поворотi на кут π становить

hn,2 =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k.

Тому число неiзоморфних дiаграм восьмого типу

можна обчислити за допомогою спiввiдношень

H∗
n =

1

n

(
Hn + ϕ(2)hn,2

)
=

{
1
nHn, n ̸= 2k
1
n

(
Hn + 6C6

n
2

)
, n = 2k.

(12)

9) Дiаграми дев’ятого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i, i = 1, . . . , n− 1 (за годинниковою стрiлкою) лише за умов коли
n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при
i = n

2 ). Загальне число дiаграм дев’ятого типу, якi самосумiщаються при по-

воротi на кут π становить kn,2 =

{
0, n ̸= 2l
5C5

n
2
, n = 2l.

Тому число неiзоморфних

дiаграм дев’ятого типу можна обчислити за допомогою спiввiдношень

K∗
n =

1

n

(
Kn + ϕ(2)kn,2

)
=

{
1
nKn, n ̸= 2l
1
n

(
Kn + 5C5

n
2

)
, n = 2l.

(13)

10) Дiаграми десятого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2, а поворот
здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Загальне число дiа-
грам десятого типу, якi самосумiщаються при поворотi на кут π становить

mn,2 =

{
0, n ̸= 2k
4C4

n
2
, n = 2k.
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Тому число неiзоморфних дiаграм десятого типу можна обчислити за до-
помогою спiввiдношень

M ∗
n =

1

n

(
Mn + ϕ(2)mn,2

)
=

{
1
nMn, n ̸= 2k
1
n

(
Mn + 4C4

n
2

)
, n = 2k.

(14)

11) Дiаграми одинадцятого типу самосумiщаються при поворотi на певний
кут ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2, а
поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ).
Загальне число дiаграм одинадцятого типу, якi самосумiщаються при по-

воротi на кут π становить rn,2 =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k.

Тому число неiзоморфних дiаграм одинадцятого типу можна обчислити
за допомогою спiввiдношень

R∗
n =

1

n

(
Rn + ϕ(2)rn,2

)
=

{
1
nRn, n ̸= 2k
1
n

(
Rn + 6C6

n
2

)
, n = 2k.

(15)

12) Дiаграми дванадцятого типу самосумiщаються при поворотi на певний
кут ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2, а
поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ).
Загальне число дiаграм дванадцятого типу, якi самосумiщаються при по-

воротi на кут π становить sn,2 =

{
0, n ̸= 2k
5C5

n
2
, n = 2k.

Тому число неiзоморфних дiаграм дванадцятого типу можна обчислити
за допомогою спiввiдношень

S∗
n =

1

n

(
Sn + ϕ(2)sn,2

)
=

{
1
nSn, n ̸= 2k
1
n

(
Sn + 5C5

n
2

)
, n = 2k.

(16)

З урахуванням спiввiдношень (5) – (16) маємо справедливiсть (3).

3. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ8,n

Не важко перевiрити, що всi можливi типи дiаграм з класу ℑ8,n , якi само-
сумiщаються при поворотi на певний кут ωi = 2π

2ni , вичерпуються дiаграмами
типу 1− 18 , наведеними на рис. 3.

Повторюючи мiркування, аналогiчнi тим, що були використаннi при до-
веденнi леми 1, можна встановити справедливiсть леми 2.
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Рис. 3: Всi типи дiаграм з класу ℑ8,n , якi самосумiщаються при поворотi на

певний кут

Лема 2. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ8,n можна обчислити за
допомогою спiввiдношень:

P ∗
8,n =

1

n

(
1

n
· C8

n · C7
n + p(8, n)

)
, p(8, n) =

=



0, n ̸= 2k ̸= 7p
C4

n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2
, n = 2k ̸= 4m ̸= 7p

ϕ(4)(C2
n
4
+ 3C3

n
4
) + C4

n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2
, n = 4k ̸= 8l ̸= 7p

ϕ(8)C1
n
8
+ ϕ(4)(C2

n
4
+ 3C3

n
4
) + C4

n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2
, n = 8k ̸= 7p

ϕ(7)2C2
n
7
, n = 7k ̸= 2m

ϕ(7)2C2
n
7
+ C4

n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2
, n = 14k ̸= 4m

ϕ(7)2C2
n
7
+ ϕ(4)(C2

n
4
+ 3C3

n
4
) + C4

n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2
, n = 28k ̸= 8l

ϕ(7) · 2C2
n
7
+ ϕ(8)C1

n
8
+ ϕ(4)(C2

n
4
+ 3C3

n
4
) + C4

n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2
, n = 56k

(17)

Зауваження 1. З урахуванням результатiв робiт [11] i [12] , для довiль-
ного n ∈ N i простого k = 2, 3, 5, 7 число неiзоморфних дiаграм з класу
ℑk,n можна обчислити за допомогою наступних спiввiдношень

P ∗
k,n =

1

n

(
1

n
· Ck

n · Ck−1
n + pn

k
+ p(k, n)

)
, де (18)
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pn
k
=

{
0, якщо n

k /∈ Z
ϕ (k) · nk , якщо n

k ∈ Z,
(19)

p(k, n) =
∑

j|НСД(n,k−1),j ̸=1

ϕ (j) ·
(
k − 1

j
+ 1

)
· C

k−1
j +1

n
j

· C
k−1
j

n
j
. (20)

Крiм того, безпосередня перевiрка (при 2 ≤ n ≤ 18 ) iнших простих k до-
зволяє висунути гiпотезу про те, що для довiльного простого k число
неiзоморфних дiаграм з класу ℑk,n можна обчислити за допомогою спiввiд-
ношень (18) – (20) .

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

Рис. 4: Всi неiзоморфнi планарнi двокольоровi O -дiаграми з 6 хордами:

точки на колах служать зображенням чорних дуг, iзольована точка –
зображенням чорної дуги разом iз хордою, що сполучає її кiнцi, iзольо-
ваний вiдрiзок – зображенням паралельних хорд i т.п.;
серед них: 1 з класу ℑ1,6 , 3 – з ℑ2,6 , 10 – з ℑ3,6 , 10 – з ℑ4,6 ,

3 – з ℑ5,6 i 1 – з ℑ6,6 .

Висновки
З урахуванням останнього зауваження автори впевненi в тому, що дослi-

дження в цьому напрямку можна успiшно продовжити, узагальнивши одер-
жанi результати для дiаграм з класу ℑk,n (∀n ∈ N ) не лише для довiльного
простого, а й довiльного непарного 1 ≤ k ≤ n .
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n
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24
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23
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9

1

Табл. 1: Початковi значення числа неiзоморфних та нееквiвалентних дiаграм
з класу ℑk,n для 1 ≤ n ≤ 18
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