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НАБЛИЖЕННЯ СУМАМИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА НА КЛАСАХ
ЗГОРТОК З ПОЛIГАРМОНIЧНИМИ ЯДРАМИ ПУАССОНА

ТА ЯДРАМИ НЕЙМАНА

Знайдено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж вiдхилень сум Валле Пуссена на
класах аналiтичних перiодичних функцiй, що породжуються полiгармонiчними ядрами
Пуассона та ядрами Неймана.

Ключовi слова: (ψ; β) -похiдна, класи згорток, суми Валле Пуссена, полiгармонiчнi
ядра Пуассона, ядра Неймана.

1. Основнi означення i постановка задачi
Нехай L — простiр 2π -перiодичних сумовних на перiодi функцiй f з

нормою

∥f∥L = ∥f∥1 =
π∫

−π

|f(t)| dt,

L∞ — простiр 2π -перiодичних вимiрних i суттєво обмежених функцiй f, у
якому норма задана рiвнiстю

∥f∥∞ = ess sup
t

|f(t)|,

i C — простiр неперервних 2π -перiодичних функцiй f iз нормою

∥f∥C = max
t

|f(t)|.

Через Cψ
βN (див. [1, с. 131]) позначають класи неперервних функцiй

f ∈ C, якi можна подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)Ψβ(t) dt, (1)

c⃝ Чайченко C.О., Юрченко Є.В., 2011
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функцiй φ ∈ N ⊂ L з ядрами

Ψβ(t) =
∞∑
k=1

ψ(k) cos

(
kt− βπ

2

)
,

де ψ(k) — деяка послiдовнiсть дiйсних чисел, β ∈ R. При цьому функцiю
φ(·), наслiдуючи О.I. Степанця [1], називають (ψ; β) -похiдною функцiї f(·)
i використовують позначення fψβ (·).

Якщо
S∞ = {φ ∈ L∞ : ∥φ∥∞ ≤ 1},

Hω = {φ ∈ C : ω(φ; t) ≤ ω(t)},

де ω(φ; t) — модуль неперервностi функцiї φ ∈ C , ω(t) — довiльний фiксо-
ваний модуль неперервностi, то розглядають класи Cψ

β S∞ = Cψ
β,∞ i Cψ

βHω.
Множину послiдовностей ψ(k), k ∈ N, якi задовольняють умову

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q, q ∈ [0; 1], (2)

позначають через Dq [2]. Прикладами ядер, послiдовностi коефiцiєнтiв яких
належать множинi Dq, є вiдомi ядра Пуассона

P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos

(
kt− βπ

2

)
, q ∈ (0; 1), β ∈ R. (3)

У цьому разi для класiв Cψ
β,∞ i Cψ

βHω використовують позначення Cq
β,∞ i

Cq
βHω вiдповiдно.

Нехай

∆ =
∂2

∂q2
+

1

q

∂

∂q
+

1

q2
∂2

∂x2

— оператор Лапласа в полярних координатах i ∆l := ∆(∆l−1). Як зазначено
в монографiї [3, c. 256 – 257], розв’язок диференцiального рiвняння

∆lU(q;x) = 0,

iз заданими граничними умовами

U(q;x)

∣∣∣∣∣
q=1

= f(x),
∂k

∂qk
U(q;x)

∣∣∣∣∣
q=1

= 0, k = 1, 2, . . . , l − 1,
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де f(x) — сумовна 2π -перiодична функцiя, для довiльного натурального
числа l може бути поданий у виглядi

U(q;x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)P q
l (t) dt.

Тут

P q
l (t) =

∞∑
k=0

ψq,l(k) cos kt, ψq,l(k) = qk
l−1∑
i=0

(1− q2)iQ(i; k),

Q(i; k) =
k(k + 2)(k + 4) . . . (k + 2i− 2)

i!2i
,

k = 0, 1, 2, . . . , Q(0; k) = 1.

Зважаючи на це, величини

P q
l,β(t) =

∞∑
k=0

ψq,l(k) cos

(
kt− βπ

2

)
, β ∈ R, (4)

називають полiгармонiчними ядрами Пуассона порядку l. Як нескладно пе-
реконатися, послiдовнiсть коефiцiєнтiв ядер P q

l,β(t)

ψq,l(k) = qk
l−1∑
i=0

(1− q2)i

i!2i

i−1∏
j=0

(k + 2j), q ∈ (0; 1), (5)

також належить до множини Dq . При l = 1 полiгармонiчнi ядра Пуассона
P q
l,β(t) спiвпадають з ядрами Пуассона P q

β(t).
Ще одним прикладом ядер, коефiцiєнтiв яких задовольняють умову (2),

є ядра Неймана

Nq,β(t) =
∞∑
k=1

qk

k
cos(kt− βπ

2
), q ∈ (0; 1), β ∈ R. (6)

Нехай тепер f ∈ L,

Sn(f ;x) =
a0
2
+

n−1∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

— частинна сума ряду Фур’є функцiї f порядка n ,

Vn,p(f ;x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f ; x) (7)
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— суми Валле Пуссена функцiї f i, як звичайно,

ρn,p(f ;x) = f(x)− Vn,p(f ;x).

Метою цього повiдомлення є отримання асимптотичних при n→ ∞ рiв-
ностей для величини

E(Cψ
βN;Vn,p) = sup

f∈CψβN
∥f(·)− Vn,p(f ; ·)∥C (8)

за умови, що класи CψN визначаються згортками з ядрами вигляду (4) i (6),
а у якостi N виступає одна з множин S∞ або Hω.

2. Iсторична довiдка i допомiжнi твердження
У 1946 роцi С.М. Нiкольський [4] розглянув величину

En(Cq
β,∞;Sn) = sup

f∈Cqβ,∞
∥f(·)− Sn(f ; ·)∥C ,

i показав, що при n→ ∞ виконується рiвнiсть

En(Cq
β,∞;Sn) =

8qn

π2
K(q) +O(1)qnn−1, (9)

у якiй

K(q) =

π/2∫
0

dt√
1− q2 sin2 t

, q ∈ [0; 1),

— повний елiптичний iнтеграл першого роду. У 1980 роцi С.Б. Стєчкiним [5]
цей результат було передоведено iншим методом, який дозволив уточнити
залишковий член рiвностi (9).

Аналогiчна задача для класiв Cq
βHω була розв’язана лише в 2000 роцi

О.I. Степанцем у роботi [6]. Ним було показано, що величина

En(Cq
βHω;Sn) = sup

f∈CqβHω

|f(x)− Sn(f ;x)|

не залежить вiд точки x i при n→ ∞ виконується рiвнiсть

En(Cq
βHω;Sn) =

8qn

π2
K(q)θω

π/2∫
0

ω(
2t

n
) sin t dt+

+
O(1)qn

(1− q)2n
ω(1/n), (10)
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де θω ∈ [1/2; 1], причому θω = 1, якщо ω(t) — опуклий модуль неперервно-
стi, а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n, q i β .

З рiвностей (9) i (10) випливає, що суми Фур’є на класах Cq
β,∞ i Cq

βHω

дають наближення, яке спiвпадає за порядком з величиною найкращого на-
ближення тригонометричними полiномами степеня не вищого за n . Зазна-
чимо також, що рiвностi (9) i (10) є асимптотично точними при будь-яких
значеннях параметрiв, якi в них входять. Незважаючи на це, природнiм був
iнтерес до того, як поводять себе iншi наближуючi агрегати, зокрема суми
Валле Пуссена, на згаданих класах. Дослiдженню цього питання, зокрема,
присвячено роботи [7, 8, 9].

В подальшому О.I. Степанцем було висунуто iдею про те, що залишки
∞∑
k=n

ψ(k) cos

(
kt− βπ

2

)
ядер Ψβ(t), якi породжують класи Cψ

β при ψ ∈ Dq, 0 < q < 1, за умо-
ви n → ∞ поводять себе приблизно так само, як i вiдповiднi залишки
ядер P q

β(t). I використовуючи вiдомi результати для точних верхнiх меж
E(Cq

βN;Sn) вiдхилень сум Фур’є Sn(f ;x) на класах iнтегралiв Пуассона
Cq
βN , були знайденi асимптотичнi рiвностi для величин (8) за умови p = 1

(наближення сумами Фур’є) [2]. У роботi [10], використовуючи вiдповiднi рiв-
ностi з робiт [7] i [8], цi результати було розповсюджено на випадок наближе-
ння сумами Валле Пуссена за умови, що одночасно p → ∞ i n− p→ ∞. А
саме, було показано справедливiсть наступного твердження.

Теорема 1. Нехай класи Cψ
β,∞ i Cψ

βHω породженi ядром

Ψβ(t) =
∞∑
k=1

ψ(k) cos(kt− βπ

2
), ψ > 0, ψ ∈ Dq, 0 < q < 1.

Тодi, якщо n i p — довiльнi натуральнi числа, p < n, то при n → ∞
виконуються рiвностi

E(Cψ
β,∞;Vn,p) = ψ(n− p+ 1)

[
4

π

1

(1− q2)p
+

+O(1)

(
qp−1

(1− q2)p
+

1

(1− q)3p(n− p)
+

εn−p
(1− q)4

)]
, (11)

E(Cψ
βHω;Vn,p) = ψ(n− p+ 1)

2θω
π

1

(1− q2)p

π/2∫
0

ω(
2t

n− p
) sin t dt+
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+O(1)ω(
1

n− p
)

(
qp−1

(1− q2)p
+

1

(1− q)3p(n− p)
+

εn−p
(1− q)4

)]
, (12)

де
εn−p = sup

k≥n−p

∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣ ,
а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n, p, q, ψ(k) i β.

3. Наближення на класах згорток з полiгармонiчними
ядрами Пуассона i ядрами Неймана

Як нескладно переконатися, коефiцiєнти ядер P q
l,β(t)

ψ(k) = ψq,l(k) = qk
l−1∑
i=0

(1− q2)i

i!2i

i−1∏
j=0

(k + 2j),

задовольняють умови теореми 1. Дiйсно, виконуючи перетворення, при
l = 2, 3, . . . , знаходимо

εn = sup
k≥n

∣∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣∣ = sup
k≥n

∣∣∣∣∣ψq,l(k + 1)

ψq,l(k)
− q

∣∣∣∣∣ =

= q sup
k≥n

∣∣∣∣∣
l−1∑
i=0

(1−q2)i
i!2i (k + 1)(k + 3)(k + 5) . . . (k + 2i− 1)

l−1∑
i=0

(1−q2)i
i!2i k(k + 2)(k + 4) . . . (k + 2i− 2)

− 1

∣∣∣∣∣ =

= q

l−1∑
i=0

(1−q2)i
i!2i

(
i−1∏
j=0

(k + 1 + 2j)−
i−1∏
j=0

(k + 2j)

)
l−1∑
i=0

(1−q2)i
i!2i

i−1∏
j=0

(k + 2j)

<

< q sup
k≥n

(
l−2∏
j=0

k + 1 + 2j

k + 2j
− 1

)
≤ (2l − 3)q

n
, n ∈ N. (13)

При l = 1 маємо
εk ≡ 0. (14)

Отже, iз теореми 1 та спiввiдношення (14) одержуємо таке твердження.

Теорема 2. Нехай класи Cψ
β,∞ i Cψ

βHω породжуються послiдовностями
ψ(k) = ψq,l(k) вигляду (6).
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Тодi, якщо n i p — довiльнi натуральнi числа, p < n, то при n → ∞
виконуються рiвностi

E(Cψ
β,∞;Vn,p) = qn−p+1

l−1∑
i=0

(1− q2)i

i!2i

i−1∏
j=0

(n− p+ 1 + 2j)

[
4

π

1

(1− q2)p
+

+O(1)

(
qp−1

(1− q)p
+

1

(1− q)3p(n− p)
+

lq

(n− p)(1− q)4

)]
,

E(Cψ
βHω;Vn,p) = qn−p+1

l−1∑
i=0

(1− q2)i

i!2i

i−1∏
j=0

(n− p+ 1 + 2j)×

×

[
2θω
π

1

(1− q2)p

π/2∫
0

ω(
2t

n− p
) sin t dt+

+O(1)ω(
1

n− p
)

(
qp−1

(1− q)p
+

1

(1− q)3p(n− p)
+

lq

(n− p)(1− q)4

)]
,

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n, p, q, l i β.

Умови теореми 1 задовольняють, також, послiдовностi коефiцiєнтiв ядер
Неймана (6). Дiйсно, як нескладно переконатися

εn = sup
k≥n

∣∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣∣ = sup
k≥n

∣∣∣∣∣ kq

k + 1
− q

∣∣∣∣∣ = q sup
k≥n

∣∣∣∣∣ 1

k + 1

∣∣∣∣∣ = q

n+ 1
. (15)

Отже, iз теореми 1 та спiввiдношення (15) одержуємо таке твердження.

Теорема 3. Нехай класи Cψ
β,∞ i Cψ

βHω породжуються ядрами Nq,β(t) ви-
гляду (6).

Тодi, якщо n i p — довiльнi натуральнi числа, p < n, то при n → ∞
виконуються рiвностi

E(Cψ
β,∞;Vn,p) =

qn−p+1

n− p+ 1

[
4

π

1

(1− q2)p
+

+O(1)

(
qp−1

(1− q2)p
+

1

(1− q)3p(n− p)
+

q

(n− p)(1− q)4

)]
,

E(Cψ
βHω;Vn,p) =

qn−p+1

n− p+ 1

2θω
π

1

(1− q2)p

π/2∫
0

ω(
2t

n− p
) sin t dt+
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+O(1)ω(
1

n− p
)

(
qp−1

(1− q2)p
+

1

(1− q)3p(n− p)
+

q

(n− p)(1− q)4

)]
,

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n, p, q, ψ(k) i β.

Зазначимо, що у випадку, коли одночасно

lim
n→∞

p(n) = ∞ i lim
n→∞

[n− p(n)] = ∞, при чому lim
n→∞

p(n)

n− p(n)
= 0,

рiвностi з теорем 2 i 3 дають розв’язок задачi Колмогорова-Нiкольського для
сум Валле Пуссена на класах аналiтичних функцiй, що породжуються полi-
гармонiчними ядрами Пуассон та ядрами Неймана, вiдповiдно.
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