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ПРИБЛИЖЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ ПУАССОНА
r –ПОВТОРНЫМИ СУММАМИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА

Обчисленi значення iнтегралiв у головному членi асимптотичних формул для точних верх-
нiх меж вiдхилень r –повторних сум Валле Пуссена на класах iнтегралiв Пуассона.

Calculated values in the main term of asymptotic equalities for upper bounds of the
deviations of the r –repeated de la Vallee Poussin sums taken over classes of Poisson integrals.
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Введение
Следуя [1], обозначим Cq

β,∞ — класс непрерывных 2π –периодических
функций f(x) , которые можно представить в виде свертки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)P q
β(t) dt,

в которой

P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+
βπ

2
), q ∈ (0; 1), β ∈ R,

— ядро Пуассона, а функция φ(x) ∈ S0
M (S0

M – множество функций, почти
везде ограниченных единицей, имеющих на отрезке [−π;π] среднее значение,
равное нулю). Известно [1], что классы Cq

β,∞, которые принято называть
классами интегралов Пуассона, состоят из функций f , которые являются
сужениями на действительную ось функций F (z) , аналитических в полосе
|Imz| ≤ ln 1

q/2 ln 2 .
Пусть Sn(f ;x) — частичные суммы ряда Фурье функции f(x), p, p1 , p2 ,

..., pr — произвольные натуральные числа такие, что p < n,
r∑

k=1

pk
df
= Σp < n .
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Тогда суммы Валле Пуссена функции f(x) ∈ L1[−π;π] обычные Vn,p(f, x) и
r –повторные V

(r)
n,p (f, x) , соответственно, задаются соотношениями

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x),

V
(r)
n,p (f, x) =

1

p1

n−1∑
k1=n−p1

1

p2

k1∑
k2=k1−p2+1

...
1

pr

kr−1∑
kr=kr−1−pr+1

Skr(f, x).

С.М. Никольский [2] показал, что для верхних граней уклонений частич-
ных сумм Фурье, взятых по классам Cq

β,∞ , имеет место асимптотическое
равенство

E
(
Cq
β,∞;Sn

)
df
= sup

f∈Cqβ,∞
||f(·)− Sn(f ; ·)||C =

=
8qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

+O(1)
qn

n
.

В работе [3] для верхних граней уклонений сумм Валле Пуссена на клас-
сах Cq

β,∞ получена асимптотическая формула

E
(
Cq
β,∞;Vn,p

)
=

4qn−p+1

πp(1− q2)
+O(1)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
.

Более общий результат получен в работе [4].
В работе [6] для для верхних граней уклонений r -повторных сумм Валле

Пуссена в случае r=2 получено следующее соотношение

E
(
Cq
β,∞;V (2)

n,p

)
=

8qn−p1−p2+1

πp1p2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;
2
√
q

1 + q

)
+

+O(1)

(
qn−p1−p2+1

p1p2(n− p1 − p2 + 1)(1− q)4
+

qn−p1+1

p1p2(1− q)3
+

qn−p2+1

p1p2(1− q)3

)
,

где

Π(n; k) =

π
2∫

0

du(
1− n sin2 u

)√
1− k2 sin2 u

— полный эллиптический интеграл третьего рода.
В работе [7] исследуется асимптотическое поведение верхних граней укло-

нений полиномов V
(r)
n,p (f ; x) для произвольных натуральных r от функций
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из классов Cq
β,∞. В частности, получена следующая асимптотическая при

n− Σp → ∞ формула

E(Cq
β,∞;V

(r)
n,p ) =

4qn−Σp+r−1

π2
r∏
i=1

pi

π∫
0

Zr+1
q (x)dx+O(1)

1
r∏
i=1

pi

×

×

 qn−Σp+r−1

n− Σp − 1

[
1

(1− q)r+3
+

1

(1− q)2r

]
+
∑
α⊂r−1

q(n−1−
∑
j∈α pj+r)

(1− q)r+1

 ,

где q ∈ (0; 1) ,
∑r

i=1 pi = Σp < n , Zq(x) = (1 − 2q cosx + q2)−1/2, O(1) –
величина, равномерно ограниченная по n , q , β , pi , i = 1, 2, ..., r .

Основная часть
В данной работе вычислены значения величин

π∫
0

Zr+1
q (x)dx в случаях,

когда r произвольное нечетное число.

Теорема 1. Для всякого r = 2m− 1,m ∈ N
π∫

0

Zr+1
q (x)dx =

=
π

2(2ν−2)(1 + q)(1− q)(2ν−1)

[(
4q

(1 + q)2

)ν−1
(2ν − 2)!

[(ν − 1)!]2
+

+
ν−1∑
k=1

(−1)k2k
(2(ν − 1)− k)!

(ν − k − 1)!k!

ν−1∑
m=[k+1

2 ]

(−1)m
(
1−q
1+q

)2m
(ν − 1−m)!m!

(2m)!

(2m− k)!

]
. (1)

Доказательство. Обозначим ν = r+1
2 . Тогда

π∫
0

Zr+1
q (x)dx =

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

1

(2q)ν

π∫
0

dt

(α2 − cos t)ν
,

где α2 = 1+q2

2q . Заметим, что 1 + q2 ≥ 2q , поэтому 1+q2

2q ≥ 1 , α2 − 1 ≥ 0 .
Применяя универсальную тригонометрическую подстановку:
x = tg t2 , cos t =

1−x2
1+x2 , dt =

2dx
1+x2 , получаем∫

dt

(α2 − cos t)ν
=

∫ 2dx
1+x2

(α2 − 1−x2
1+x2 )

ν
=

2

(α2 + 1)ν

∫
(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
,
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где a2 = α2−1
α2+1 . Следовательно,

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

2

(1 + q)2ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
. (2)

Приходим к вычислению интегралов

Jν =

+∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
, a2 < 1.

Воспользуемся элементами теории вычетов. Функция

F (z) =
(1 + z2)ν−1

(a2 + z2)ν

дробно-рациональная со степенью знаменателя на 2 единицы выше степени
числителя. Эта функция имеет два полюса z = ±ai порядка ν и один из
них z0 = ai находится над осью Ox . Поэтому при ν = 1

+∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

+∞∫
0

dx

(a2 + x2)
= πi lim

z→ai
[(z − ai)νF (z)] =

= πi lim
z→ai

[
1

(z + ai)
] =

π

2a
,

при ν ≥ 2

+∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

1

2

+∞∫
−∞

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

1

2
2πiresz0=aiF (z) =

=
πi

(ν − 1)!
lim
z→ai

dν−1

dzν−1
[(z − ai)νF (z)] =

πi

(ν − 1)!
lim
z→ai

dν−1

dzν−1

[
(1 + z2)ν−1

(z + ai)ν

]
. (3)

Положим f(z) = (1 + z2)ν−1 , g(z) = (z + ai)−ν .
Для вычисления dν−1

dzν−1 [F (z)(z − ai)ν] воспользуемся известной формулой
Лейбница

dν−1

dzν−1
(f(z)g(z)) =

ν−1∑
k=0

Ck
ν−1

dk

dzk
f(z)

dν−1−k

dzν−1−kg(z).

Вычислим dk

dzk
f(z) . Имеем

f(z) = (1 + z2)ν−1 =
ν−1∑
m=0

Cm
ν−1z

2m;
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d

dz
f(z) =

ν−1∑
m=1

Cm
ν−12mz

2m−1;
d2

dz2
f(z) =

ν−1∑
m=1

Cm
ν−12m(2m− 1)z2m−2; ...

dk

dzk
f(z) =

ν−1∑
m=[k+1

2 ]

2m(2m− 1)...(2m− k + 1)Cm
ν−1z

2m−k, k ≥ 1.

Вычислим dν−1−k

dzν−1−kg(z) . Имеем

d

dz
g(z) = (−ν)(ai+ z)−(ν+1);

d2

dz2
g(z) = (−ν)(−(ν + 1))(ai+ z)−(ν+2); ...

dk

dzk
g(z) = (−ν)(−(ν + 1))...(−(ν + k − 1))(ai+ z)−(ν+k) =

= (−1)kν(ν + 1)...(ν + k − 1)(ai+ z)−(ν+k).

Таким образом,
dν−1

dzν−1
(f · g)(z) =

= f(z)
dν−1

dzν−1
g(z) + g(z)

dν−1

dzν−1
f(z) +

ν−2∑
k=1

Ck
ν−1

dk

dzk
f(z)

dν−k−1

dzν−k−1
g(z) =

= (1 + z2)ν−1(−1)ν−1ν(ν + 1)...(2ν − 2)(z + ai)−(2ν−1)+

+
ν−1∑
m=[ν2 ]

2m(2m− 1)...(2m− (ν − 1) + 1)Cm
ν−1z

2m−(ν−1)(z + ai)−ν+

+
ν−2∑
k=1

Ck
ν−1(−1)ν−1−kν(ν + 1)...(ν + (ν − 1− k)− 1)(z + ai)−(ν+ν−1−k)×

×
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

2m(2m− 1)...(2m− k + 1)Cm
ν−1z

2m−k =

= (1 + z2)ν−1(−1)ν−1ν(ν + 1)...(2ν − 2)(z + ai)−(2ν−1)+

+
ν−1∑
m=[ν2 ]

2m(2m− 1)...(2m− ν + 2)Cm
ν−1z

2m−ν+1(z + ai)−ν+

+
ν−2∑
k=1

Ck
ν−1(−1)ν−1−kν(ν + 1)...(2ν − k − 2)(z + ai)−(2ν−k−1)×
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×
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

2m(2m− 1)...(2m− k + 1)Cm
ν−1z

2m−k.

Поэтому

lim
z→ai

dν−1

dzν−1

[
(1 + z2)ν−1

(z + ai)ν

]
= (1− a2)ν−1 (−1)ν−1ν(ν + 1)...(2ν − 2)

(2ai)(2ν−1)
+

+
ν−1∑
m=[ν2 ]

2m(2m− 1)...(2m− ν + 2)Cm
ν−1(ai)

2m−ν+1(2ai)−ν+

+
ν−2∑
k=1

Ck
ν−1(−1)ν−1−kν(ν + 1)...(2ν − k − 2)(2ai)−(2ν−k−1)×

×
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

2m(2m− 1)...(2m− k + 1)Cm
ν−1(ai)

2m−k =

=
−i(1− a2)ν−1

(2a)(2ν−1)

(2ν − 2)!

(ν − 1)!
+

−i
(2a)(2ν−1)

ν−1∑
k=1

(−1)kCk
ν−12

k (2(ν − 1)− k)!

(ν − 1)!
×

×
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

(−1)mCm
ν−1a

2m (2m)!

(2m− k)!
=

=
−i

(2a)(2ν−1)(ν − 1)!

[
(1− a2)ν−1(2ν − 2)!+

+
ν−1∑
k=1

(−1)kCk
ν−12

k(2(ν − 1)− k)!
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

(−1)mCm
ν−1a

2m (2m)!

(2m− k)!

]
.

Имея в виду (3), получаем
+∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

πi

(ν − 1)!
lim
z→ai

dν−1

dzν−1

[
(1 + z2)ν−1

(z + ai)ν

]
=

=
πi

(ν − 1)!

−i
(2a)(2ν−1)(ν − 1)!

[
(1− a2)ν−1(2ν − 2)!+

+
ν−1∑
k=1

(−1)kCk
ν−12

k(2(ν − 1)− k)!
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

(−1)mCm
ν−1a

2m (2m)!

(2m− k)!

]
=
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=
π

(2a)(2ν−1)[(ν − 1)!]2

[
(1− a2)ν−1(2ν − 2)!+

+
ν−1∑
k=1

(−1)kCk
ν−12

k(2(ν − 1)− k)!
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

(−1)mCm
ν−1a

2m (2m)!

(2m− k)!

]
.

Таким образом, в силу (2) имеем
π∫

0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

2

(1 + q)2ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

=
2

(1 + q)2ν
π

(2a)(2ν−1)[(ν − 1)!]2

[
(1− a2)ν−1(2ν − 2)!+

+
ν−1∑
k=1

(−1)kCk
ν−12

k(2(ν − 1)− k)!
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

(−1)mCm
ν−1a

2m (2m)!

(2m− k)!

]
=

=
π

2(2ν−2)(1 + q)(1− q)(2ν−1)[(ν − 1)!]2

[(
(1 + q)2 − (1− q)2

(1 + q)2

)ν−1

(2ν − 2)!+

+
ν−1∑
k=1

(−1)k[(ν − 1)!]22k
(2(ν − 1)− k)!

(ν − k − 1)!k!

ν−1∑
m=[k+1

2 ]

(−1)m
(
1−q
1+q

)2m
(ν − 1−m)!m!

(2m)!

(2m− k)!

]
=

=
π

2(2ν−2)(1 + q)(1− q)(2ν−1)

[(
4q

(1 + q)2

)ν−1
(2ν − 2)!

[(ν − 1)!]2
+

+
ν−1∑
k=1

(−1)k2k
(2(ν − 1)− k)!

(ν − k − 1)!k!

ν−1∑
m=[k+1

2 ]

(−1)m
(
1−q
1+q

)2m
(ν − 1−m)!m!

(2m)!

(2m− k)!

]
.

Теорема доказана.
Применяя формулу (1), получаем для ν = 1

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)
=

π

1− q2
;

при ν = 2
π∫

0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)2
=

π

22(1 + q)(1− q)3

[(
4q

(1 + q)2

)
2!

[1!]2
+
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+
1∑

k=1

(−1)k2k
(2(2− 1)− k)!

(2− k − 1)!k!

1∑
m=1

(−1)m
(
1−q
1+q

)2m
(2− 1−m)!m!

(2m)!

(2m− k)!

]
=

=
π

4(1 + q)(1− q)3

[
8q

(1 + q)2
+ 4

(
1− q

1 + q

)2
]
=
π(1 + q2)

(1− q2)3
;

при ν = 3

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)3
=

π

24(1 + q)(1− q)5

[(
4q

(1 + q)2

)2
4!

[2!]2
+

+
2∑

k=1

(−1)k2k
(2(3− 1)− k)!

(3− k − 1)!k!

2∑
m=[k+1

2 ]

(−1)m
(
1−q
1+q

)2m
(2−m)!m!

(2m)!

(2m− k)!

]
=

=
π

24(1 + q)(1− q)5

[
96q2

(1 + q)4
+ 16

(
1− q

1 + q

)2
]
=
π[1 + 4q2 + q4]

(1− q2)5
,

при ν = 4

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)4
=

π

26(1 + q)(1− q)7

[(
4q

(1 + q)2

)3
6!

[3!]2
+

+
3∑

k=1

(−1)k2k
(6− k)!

(3− k)!k!

3∑
m=[k+1

2 ]

(−1)m
(
1−q
1+q

)2m
(3−m)!m!

(2m)!

(2m− k)!

]
=

=
π

64(1 + q)(1− q)7

[
1280q3

(1 + q)6
+ 72

(
1− q

1 + q

)2

−

−48

(
1− q

1 + q

)4

+ 40

(
1− q

1 + q

)6
]
=
π(1 + 9q2 + 9q4 + q6)

(1− q2)7
.
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