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ПРО ДЕЯКI ЗАСТОСУВАННЯ КIЛ НУЛЬОВОГО РАДIУСУ

Дана стаття присвячена дослiдженню граничних випадкiв при застосуваннi пучкiв кiл
(зокрема кiл нульового радiусу) та їх властивостей до розв’язування задач на побудову
кiл з додатковими умовами. Також дослiджується питання щодо можливих застосувань
кiл нульового радiусу, як методу розв’язування певного кола задач на побудову в контекстi
порiвняння з традицiйними пiдходами.
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«Было бы ошибкой считать, что с евклидовых времен учение о круге
остается неизменным и что изложение его во всех учебниках одинаково.
Напротив, разработка этой теории продолжается и в наше время.
. . . истинный дух геометрии означает нечто большее: он требует подхода
к изучению геометрических образов не с одной, а с разных точек зрения,
ибо только такой путь ведет к полному знанию.» [8]

Литцман В.

Вступ
Загально визнаною є теза про те, що задачi на побудову розвивають в

учнiв та студентiв конструктивний пiдхiд до осмислення геометричних знань,
пiдвищують алгоритмiчну культуру та розвивають логiчне мислення i про-
сторову уяву. Граничний перехiд в геометричних задачах широко застосовує-
ться в курсi елементарної математики (наприклад, трикутник – як виродже-
на трапецiя i т.iн.). Проте аналiз iснуючої навчально-методичної лiтератури
з геометрiї кiл показав, що колам нульового радiусу (в контекстi радикальної
та дiаметральної осей) придiляється недостатня увага. Виключенням є [7],
[11] i [12], в яких застосування кiл нульового радiусу пропонується на рiвнi
вказiвок або ж другого альтернативного способу розв’язування.

На превеликий жаль, слiд констатувати, що в навчально-методичнiй лi-
тературi є вiдсутнiми (або ж авторам невiдомими) дослiдження щодо засто-
сування кiл нульового радiусу (у зазначеному контекстi), як самостiйного
методу розв’язування певного кола задач на побудову.

c⃝ Бунакова А.С., Кадубовський О.А., 2011
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Дослiдження ж авторiв у цьому напрямку дозволяють стверджувати, що
для певного кола задач на побудову (з ряду задач на застосування властиво-
стей пучкiв кiл) традицiйнi пiдходи, в основi яких застосування властивостей
пучкiв кiл, поступаються (в сенсi наочностi та простоти) запропонованому у
статтi методу, заснованому на застосуваннi кiл нульового радiусу (без вико-
ристання пучкiв кiл у явному виглядi або ж пучкiв взагалi).

Не є також новиною, що в геометрiї є гостра необхiднiсть у класифiкацiї
та систематизацiї задач, зокрема за методами розв’язування.

Наведенi факти визначають актуальнiсть зазначених питань, спробi ви-
рiшення яких й присвячена дана стаття. Отже, метою даної статтi є:

з одного боку – ознайомити вчителiв та учнiв ЗОШ з такими геометрични-
ми об’єктами, як степiнь точки вiдносно кола, радикальна i дiаметральна
вiсь (двох) кiл, радикальний центр (трьох) кiл та деякими їх застосуван-
нями до розв’язування геометричних задач, зокрема задач на побудову за
допомогою циркуля та односторонньої лiнiйки без подiлок;

з iншого боку – ознайомити студентiв математичних спецiальностей пе-
дагогiчних ВНЗ з одним iз можливих способiв розв’язування певного кола
задач на побудову (20 з яких й наведено у данiй статтi), якi традицiйно по-
трапляли до спискiв задач на «застосування ГМТ» або ж на «застосування
властивостей пучкiв кiл» (див. напр. [2, 3]), проте припускають бiльш простi
розв’язування, заснованi на використаннi виключно властивостей радикаль-
ної осi та кiл нульового радiусу.

1. Основнi поняття та зауваження
Означення 1. Степенем точки M вiдносно кола ω (O, r) називають ска-
лярну величину, що визначається рiвнiстю deg (M,ω) =MO2 − r2.

Твердження 1. Геометричним мiсцем точок площини, якi мають одна-
ковий степiнь вiдносно двох неконцентричних кiл ω1 (O1, r1) i ω2 (O2, r2) є
пряма, що проходить через одну з таких точок перпендикулярно до прямої
(O1O2) , яку називають лiнiєю центрiв цих кiл.

Означення 2. Пряму, що є ГМТ площини, якi мають однаковий степiнь
вiдносно двох неконцентричних кiл ω1 (O1, r1) i ω2 (O2, r2) називають ра-
дикальною вiссю, яку позначатимемо lrad (ω1, ω2) .

Зауваження 1. Геометричний змiст степеня точки M , зовнiшньої вiд-
носно кола ω (O, r) , полягає в тому, що deg (M,ω) є квадратом довжини
вiдрiзка дотичної, проведеної з точки M до кола ω (O, r) .
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Тому ГМТ площини, довжини вiдрiзкiв дотичних яких до двох даних не-
концентричних кiл є рiвними, є зовнiшня частина радикальної осi цих кiл.

Означення 3. Два кола називають ортогональними мiж собою, якщо до-
тичнi до обох кiл в точцi їх перетину є взаємно перпендикулярними.

Твердження 2. ГМ центрiв кiл, ортогональних двом даним колам, є зов-
нiшня частина радикальної осi цих кiл.

Означення 4. Коло ω1 називають дiаметральним до кола ω , якщо коло
ω1 перетинає коло ω у двох дiаметрально протилежних точках.

Твердження 3. Геометричним мiсцем точок площини, що є центрами кiл
дiаметральних до двох неконцентричних кiл ω1 i ω2 є пряма, що проходить
через одну з таких точок перпендикулярно до лiнiї центрiв (O1O2) .

Означення 5. Пряму, що є ГМ центрiв кiл дiаметральних до двох некон-
центричних кiл ω1 i ω2 , називають дiаметральною вiссю цих кiл, яку по-
значатимемо diam (ω1, ω2) .

Зауваження 2. ГМ центрiв кiл, дiаметральних до двох даних кiл, є пряма,
симетрична радикальнiй осi даних кiл вiдносно середини вiдрiзка, кiнцями
якого є центри цих кiл.

Означення 6. Пучком кiл називають сукупнiсть кiл площини, що мають
спiльну радикальну вiсь. В залежностi вiд числа (2 , 1 або 0 ) спiльник
точок кола пучка з його радикальною вiссю видiляють елiптичний, парабо-
лiчний та гiперболiчний пучки.

До основних властивостей пучкiв кiл слiд вiднести наступнi:
1) центри кiл пучка належать однiй прямiй – лiнiї центрiв пучка;
3) радикальна вiсь розташована ближче до кола, радiус якого є меншим;
2) центри всiх кiл площини, ортогональних до кожного кола пучка P , на-
лежать однiй прямiй – радкальнiй осi даного пучка; всi такi кола утворюють
пучок P ∗ , який називають спряженим до пучка P .

Означення 7. Радикальним центром трьох кiл, центри яких не нале-
жать однiй прямiй, називають точку, що має однаковий степiнь вiдносно
цих кiл.

Зв’язкою кiл називають сукупнiсть кiл площини, що мають спiльний
радикальний центр.

Бiльш детальну iнформацiю з теорiї пучкiв та зв’язок кiл можна знайти,
наприклад в [1,10–12].
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2. Основна частина
2.1. Побудова радикальної осi двох кiл, з яких хоча б одне є колом
нульового радiусу

  
Рис. 1 Рис. 2 

 

1
O  

1
r  

T  

'O  

0
T  

O  

( )1
,

rad
l Oω  

1
O  

1
r  

T  

O  

0
T  

( )1
,

rad
l Oω  

Якщо точка O (коло нульового радiусу) є зовнiшньою вiдносно кола
ω1 (O1; r1) , то їх радикальна вiсь lrad (ω1, O) може бути побудована насту-
пним чином (рис. 1): нехай [OT ] (T ∈ ω1) вiдрiзок дотичної, проведеної
з точки O до кола ω1 , T0 – середина вiдрiзка [OT ] . Тодi точка T0 має
однаковий степiнь вiдносно кола ω1 i точки O (кола ω (O; 0)) i тому нале-
жить радикальнiй осi lrad (ω1, O) . Таким чином радикальна вiсь lrad (ω1, O)
проходить через точку T0 перпендикулярно до лiнiї центрiв (O1O) .

  
Рис. 3 Рис. 4 
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Якщо ж точка O (коло нульового радiусу) є внутрiшньою вiдносно кола
ω1 (O1; r1) , то їх радикальна вiсь lrad (ω1, O) може бути побудована насту-
пним чином (рис. 2): нехай [OT ] (T ∈ ω1) перпендикуляр до прямої (O1O) ,
а точка O′ – точка перетину (O1O) з дотичною до кола ω1 в точцi T ; не-
хай далi T0 – середина вiдрiзка [TO′] . Тодi точка T0 має однаковий степiнь
вiдносно кола ω1 i точки O′ . Оскiльки T0 середина гiпотенузи △TOO′ , то
T0O = T0O

′ , звiдки й випливає, що точка T0 має однаковий степiнь вiдносно
кола ω1 i точки O .
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Таким чином радикальна вiсь lrad (ω1, O) проходить через точку T0 пер-
пендикулярно до лiнiї центрiв (O1O) .

Якщо точка O (коло нульового радiусу) належить колу ω1 (O1; r1) , то їх
радикальною вiссю lrad (ω1, O) буде дотична до кола ω1 в точцi O – рис. 3.

Якщо ж обидва кола є точками (колами нульового радiусу), то їх ради-
кальною вiссю lrad (O1, O2) буде пряма, що мiстить серединний перпендику-
ляр до вiдрiзка, кiнцями якого є центри кiл – рис. 4.

2.2. Побудова дiаметральної осi двох кiл, з яких хоча б одне є колом
нульового радiусу

Нижче на рис. 5 – 8 наведено способи побудови дiаметральної осi двох
неконцентричних кiл для всiх можливих випадкiв, коли хоча б одне з кiл є
колом нульового радiусу.

  
Рис. 5 Рис. 6 
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Рис. 7 Рис. 8 
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Зi способами побудови радикальної та дiаметральної осей двох неконцен-
тричних кiл в загальному випадку можна ознайомитись, наприклад в [4, 7,
10–12].
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Ѝ_______1кЁЪод"
`\ '̀ІІ

ІІ
\І
ІІ
І̀
І̀І̀

І̀__`\"

\І

__\І_І

_І І

І

__\І,

`

\

І\
І\
І\_
І\

І,'|"_

ЁЙ

І̀І`̀І
І



Бунакова А.С., Кадубовський О.А. Про деякi застосування кiл нульового радiусу

2.3 Застосування кiл нульового радiусу до розв’язування деяких
задач на побудову шуканого кола

1. Через точку C провести коло ωx , що перетинає дане коло ω у точках
A i B на ньому.
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальних осей
lrad (A,B) i, наприклад, lrad (A,C) .

2. Через точку A провести коло ωx (Ox; rx) , що дотикається даної прямої
t в данiй на нiй точцi T .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальної осi
lrad (A, T ) i прямої t′ , що проходить через точку T перпендикулярно до
прямої t .

3. Через точку A провести коло ωx , що дотикається кола ω (O; r) в данiй
на ньому точцi T .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину прямої OT i ра-
дикальної осi lrad (A, T ) .

 

   
Рис 9: до задачі 1 Рис 10: до задачі 2 Рис 11: до задачі 3 
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4. Через точку A провести коло ωx , ортогональне даному колу ω (O; r) .
Вказiвка: центри шуканих кiл належать радикальнiй осi lrad (A,ω) .

 

   

Рис 12: до задачі 4 Рис 13: до задачі 5 Рис 14: до задачі 6 
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5. Через точки A i B провести коло, ортогональне даному колу ω (O; r) .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальних осей
lrad (A,B) i, наприклад, lrad (A,ω) .

6. Через точку A провести коло, ортогональне даним колам ω1 i ω2 .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальних осей
lrad (A,ω1) i lrad (ω1, ω2) i lrad (A,ω1) або ж lrad (ω2, A) .

7. Через точки A i B провести коло, довжина вiдрiзка дотичної до якого,
проведеної з третьої точки C , дорiвнює довжинi a даного вiдрiзка.
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальних осей
lrad (A,B) i, наприклад, lrad (A,ω′) , де ω′ = ω (C; a) – див. зад. 5.

8. Через точку A провести коло так, щоб воно було ортогональним колу
ω (O; r) , а довжина вiдрiзка дотичної до нього, проведеної з другої точки
B , дорiвнювала б довжинi a даного вiдрiзка.
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальних осей
lrad (A,ω) i lrad (ω, ω′) , де ω′ = ω (B; a) – див. зад. 6.

9. Через точку A провести коло дiаметральне даному колу ω (O; r) .
Вказiвка: центри шуканих кiл належать дiаметральнiй осi diam (ω,A) .

 

  

 

Рис 15: до задачі 7 Рис 16: до задачі 8 Рис 17: до задачі 9 
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10. Через точку A провести коло, дiаметральне двом даним колам ω1 i ω2 .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину дiаметральних
осей diam (ω1, ω2) i, наприклад, diam (ω1, A) .

11. Через точки A i B провести коло дiаметральне даному колу ω (O; r) .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину дiаметральних
осей diam (A,B) i, наприклад, diam (A,ω) .

12. Через точку A провести коло так, щоб друга дана точка B була сере-
диною хорди цього кола даної довжини a .
Вказiвка: дана задача зводиться до задачi 9, бо шукане коло є ко-
лом, що проходить через точку A i є дiаметральним до кола ω (B; a) .
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13. Через точки A i B провести коло так, щоб третя дана точка C була
серединою хорди цього кола даної довжини a .
Вказiвка: дана задача зводиться до задачi 11, бо шукане коло є ко-
лом, що проходить через точки A,B i є дiаметральним до кола ω′ (C; a) .

14. Через точку A провести коло, що є ортогональним до кола ω1 i дiаме-
тральним до кола ω2 .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальної осi
lrad (A,ω1) та дiаметральної осi diam (A,ω2) .

 

 
  

Рис 18: до задачі 10 Рис 19: до задачі 11 Рис 20: до задачі 14 
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15. Побудувати коло, що дотикається даного кола ω (O, r) i даної прямої t
в данiй на нiй точцi T .
Вказiвка: нехай t′ – пряма, що проходить через точку T перпенди-
кулярно до прямої t , а K1 i K2 – точки перетину прямої t′ з колом
ω1 (T, r) , причому K2 в однiй пiвплощинi з центром O вiдносно прямої
t . Тодi центр Ox1 шуканого кола ωx1 , що дотикається даного кола зов-
нiшнiм чином, є точкою перетину прямої t′ з lrad (O,K1) , а центр Ox2

шуканого кола ωx2 , що дотикається даного кола внутрiшнiм чином, є
точкою перетину прямої t′ з lrad (O,K2) .

16. Побудувати коло, яке дотикається кiл ω1 i ω2 , якщо вiдомою є точка T
дотику з колом ω2 (O2; r2) .
Вказiвка: дана задача зводиться до задачi 15, бо шукане коло є
колом, що дотикається кола ω1 i прямої t (яка є дотичною до кола ω2

в точцi T ) в данiй на нiй точцi T .
17. Побудувати коло, що проходить через точки A i B та дотикається даної

прямої t у випадках коли AB ∥ t або ж AB ⊥ t вiдповiдно.
Вказiвка: нехай AB ∥ t , l′ = lrad (A,B) , l′

∩
t = T ′ , l′′ = lrad (A, T

′) ,
Ox = l′

∩
l′′ . Тодi шуканим колом буде коло ωx (Ox, OxA) .
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Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

Нехай тепер AB ⊥ t , h – вiдстань мiж прямими t i l′ , ω′ = ω (A, h) , а
Ox1 Ox2 – точки перетину кола ω′ з l′ . Тодi шуканими є кола ω (Ox1, h)
i ω (Ox2, h) .

 

 
випадок ||AB l  

 

  

випадок AB l⊥  

Рис 21: до задач 15, 16 Рис 22: до задачі 17 
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18. Побудувати коло, що є ортогональним до трьох даних кiл ω1, ω2, ω3 .
Вказiвка: якщо центри даних кiл належать однiй прямiй, то зада-
ча не має розв’язкiв; якщо ж центри кiл не належать однiй прямiй, а
радикальний центр (точка перетину радикальних осей кiл, наприклад
lrad (ω1, ω2) i lrad (ω1, ω3) ) цих кiл має додатнiй степiнь вiдносно одного
(i тому вiдносно кожного) з них, то центр шуканого кола є радикальним
центром цих кiл.

19. Побудувати коло, що є дiаметральним до трьох даних кiл ω1, ω2, ω3 .
Вказiвка: якщо центри даних кiл належать однiй прямiй, то задача
не має розв’язкiв; якщо ж центри кiл не належать однiй прямiй, то центр
шуканого кола є точкою перетину дiаметральних осей кiл, наприклад
diam (ω1, ω2) i diam (ω1, ω3) .

20. Побудувати коло, по вiдношенню до якого кожне з трьох даних кiл
ω1, ω2, ω3 є дiаметральним.
Вказiвка: якщо центри даних кiл належать однiй прямiй, то зада-
ча не має розв’язкiв; якщо ж центри кiл не належать однiй прямiй, а
радикальний центр (точка перетину радикальних осей кiл, наприклад
lrad (ω1, ω2) i lrad (ω1, ω3) ) цих кiл має вiд’ємний степiнь вiдносно одного
(i тому вiдносно кожного) з них, то центр шуканого кола є радикальним
центром цих кiл.
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Основнi задачi на пучки кiл
Пучок кiл P заданий радикальною вiссю l i колом ω (O; r) пучка. Всюди
нижче A,B – точки перетину радикальної осi з даним колом у випадку елiп-
тичного пучка; T – точка дотику радикальної осi з даним колом у випадку
параболiчного пучка; t – пряма, що проходить через центр даного кола пучка,
перпендикулярно радикальнiй осi (лiнiя центрiв пучка); S – точка перетину
радикальної осi та лiнiї центрiв пучка.

1. Побудувати «нульовi» кола гiперболiчного пучка.
Вказiвка: нехай SK – вiдрiзок дотичної проведеної з точки S до
даного кола ω . Тодi точки перетину S1 та S2 кола ω′ (S;SK) з лiнiєю
центрiв будуть нульовими колами гiперполiчного пучка.

Побудувати:
2. коло пучка P , знаючи його центр K на лiнiї центрiв пучка;

Вказiвка: якщо пучок елiптичний, то шуканим колом буде коло
ωx (K;KA) ≡ ωx (K;KB) ; якщо пучок параболiчний, то шуканим ко-
лом буде коло ωx (K;KT ) ; якщо ж пучок гiперболiчний, то шукане коло
ωx (K; rx) може бути побудоване наступним чином: нехай SF – вiдрiзок
дотичної, проведеної з точки S до кола ω , а KF ′ – вiдрiзок дотичної,
проведеної з точки K до кола ω′ (S;SF ) . Тодi шуканим колом буде коло
ωx (K;KF ′) .

3. коло пучка P , що проходить через дану точку M ;
Вказiвка: якщо пучок елiптичний, то центром Ox шуканого кола
ωx (Ox;OxM) буде така точка Ox , що є перетином lrad (A,B) (лiнiї цен-
трiв t ) та наприклад lrad (A,M) ; якщо пучок параболiчний, то центром
Ox шуканого кола ωx (Ox;OxM) буде така точка Ox , що є перетином
прямої OT (лiнiї центрiв t ) та lrad (T,M) ; якщо ж пучок гiперболiчний,
то центр Ox шуканого кола ωx (Ox;OxM) може бути побудований на-
ступним чином: нехай SF – вiдрiзок дотичної, проведеної з точки S до
кола ω , ω′ = ω (S;SF ) . Тодi шуканий центр Ox є точкою перетину лiнiї
центрiв t та lrad (ω

′;M) .
4. ортогональну траєкторiю пучка P (коло, що є ортогональним певному,

а тому i довiльному колу пучка);
Вказiвка: нехай K – довiльна точка радикальної осi (зовнiшня вiд-
носно кiл пучка), а KT – вiдрiзок дотичної, проведеної з точки K до
кола ω . Тодi коло ω′ (K;KT ) є ортогональною траєкторiєю пучка P .

5. ортогональну траєкторiю пучка P , що проходить через дану точку M .
Вказiвка: розв’язування задачi зводиться до побудови кола спряже-
ного пучка, яке проходить через точку M .
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Рис 23: до задачі 1 
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Рис 24: до задачі 2 
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Рис 25: до задачі 3 
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Висновки
Результати проведених дослiджень та аналiз навчально-методичної лiте-

ратури iз зазначених питань дозволяють зробити висновок, що застосування
кiл нульового радiусу значно спрощує розв’язування низки задач на побу-
дову кiл (з додатковими умовами) у порiвняннi з традицiйними пiдходом,
заснованим на застосуваннi пучкiв кiл та їх властивостей.

Зауважимо, що вказанi спрощення при розв’язуваннi наведеної низки за-
дач, лише пiдтверджують доцiльнiсть та «потужнiсть» методу, заснованого
на використаннi властивостей пучкiв кiл, дослiдження граничних випадкiв
якого й дозволило звернути увагу на можливе полегшення методики роботи
над задачами вказаного типу.
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На думку авторiв дослiдження в цьому напрямку можуть бути продов-
женнi за рахунок розширення кола задач, що вiдносять до «основних» задач
на зв’язки кiл та задач Аполонiя «про дотики кiл». Крiм того, цiкавим зда-
ється дослiдження питання про геометричне мiсце центрiв кiл, що дотикаю-
ться двох даних кiл.

На нашу думку «геометрiя кiл» є чудовим матерiалом для факультатив-
них занять з математики, для самостiйних пошукiв та перших наукових до-
слiджень учнiв-членiв МАН України.
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