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Вiд редакцiйної колегiї
Шановнi читачi!
Ви тримаєте в руках перший випуск «Збiрника наукових праць фiзико-
математичного факультету Слов’янського державного педагогiчного унiвер-
ситету». Видання наукових праць викладачiв, студентiв та молодих науковцiв
фiзико-математичного факультету СДПУ започатковано у 2010 роцi, коли
результати наукових дослiджень було опублiковано окремою серiєю «Фiзико-
математичнi науки» в збiрнику наукових праць «Пошуки i знахiдки» за ма-
терiалами науково-практичної конференцiї СДПУ «Актуальнi питання науки
i освiти» (СДПУ, 20-22 квiтня 2010р.).

Метою збiрника є пiдтримка наукової активностi як серед студентiв, так
i серед молодих викладачiв СДПУ та iнших ВНЗ.

Основу збiрника складають повнотекстовi статтi доповiдей на цьогорiчнiй
Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї «Актуальнi питання науки i
освiти» (Слов’янськ, СДПУ, 19-21 квiтня 2011р.). Основнi результати допо-
вiдались на секцiйних засiданнях та були рекомендованi до друку головами
секцiй, завiдувачами випускових кафедр та науковими керiвниками випуско-
вих робiт. Вказанi матерiали подано у наступних п’яти роздiлах:

Математика, Фiзика,
Iнформатика та методика її викладання,
Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ,
Методика викладання фiзики i астрономiї в ЗОШ та ВНЗ.

Першочерговими задачами збiрника є:
— пропагування наукових досягнень в галузi фiзико-математичних наук,
зокрема висвiтлення актуальних питань сучасної науки в галузi математи-
ки, фiзики та iнформатики,
— акумулювання методичного досвiду викладання фiзико-математичних дис-
циплiн в ЗОШ та ВНЗ;
— оприлюднення результатiв та наукових дослiджень студентiв фiзико-
математичного факультету СДПУ, виконаних пiд керiвництвом провiдних
викладачiв випускових кафедр факультету.



Вiд редакцiйної колегiї

Вiдповiдно до нової концепцiї пiдготовки магiстрiв в Українi серед реко-
мендованих вимог до випускових робiт є оприлюднення теми та результатiв
дослiдження в науковому журналi, збiрцi та/або на сайтi вищого навчального
закладу в електронному виглядi. У зв’язку з цим, другорядною задачею збiр-
ника є пiдвищення рiвня дипломних i магiстерських робiт студентiв фiзико-
математичного факультету СДПУ за рахунок залучення до редакцiйної ко-
легiї збiрника наукових праць провiдних науковцiв з числа професорсько-
викладацького складу факультету та додаткового рецензування ними основ-
них результатiв випускових робiт. Тому збiрник переважно мiстить статтi, якi
вiдбивають результати дослiджень, виконаних молодими науковцями, магi-
странтами та студентами, якi навчаються за спецiальностями фiзика i мате-
матика.

Засновники збiрника мають намiр зробити його максимально вiдкритим
як для авторiв, так i для читачiв. Вiн буде виходити один раз на рiк у друко-
ваному та електронному виглядi. Електронна версiя буде доступною на сто-
рiнках офiцiйного сайту фiзико-математичного факультету СДПУ. На сайтi
також буде розмiщено iнформацiю щодо спiвпрацi з авторами збiрника.

Запрошуємо до спiвпрацi. Наснаги та творчих успiхiв!
Члени редакцiйної колегiї.
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До 65-рiччя фiзико-математичного
факультету СДПУ

Iсторiя фiзико-математичного факультету розпочинається зi створення
у червнi 1946 року фiзико-математичного вiддiлення при Слов’янському
учительському iнститутi. Першим керiвником вiддiлення було призначе-
но кандидата фiзико-математичних наук, учня всесвiтньо вiдомих учених
А.М.Колмогорова i С.М.Нiкольского – Вольперта Арона Яковича. Вiддiлен-
ня об’єднувало спецiалiстiв з математики i фiзики. На той час набiр студентiв
на фiзико-математичне вiддiлення складав лише одну групу з 29 студентiв
за спецiальнiстю «математика i фiзика».

У 1949 роцi на базi фiзико-математичного вiддiлення виникає фiзико-
математичний факультет. Деканом факультету призначено Сергiєнко М.П.

У 1950 роцi на фiзико-математичному факультетi утворюються двi ка-
федри – це кафедра фiзики i кафедра математики. Першим завiдувачем ка-
федри фiзики була Сергiєнко М.П. У 1951 роцi штат кафедри нараховував
4 особи. Окрiм завiдувача, на кафедрi працювали 2 асистенти i 1 старший
викладач. Саме в цей час налагоджуються тiснi зв’язки зi школами мiста та
району.

Пiсля приєднання до Слов’янського учительського iнституту Артемiв-
ського та Старобiльського учительських iнститутiв у 1954 роцi утворюється
Слов’янський державний педагогiчний iнститут. Вiдбувається значне покра-
щення викладацького складу фiзико-математичного факультету.

У 1954 роцi збiльшується термiн навчання до 4-х та 5-и рокiв, зростає кiль-
кiсть студентiв та кiлькiсть навчальних дисциплiн, якi тепер викладаються
на фiз-матi. У цьому ж роцi кафедра математики збiльшилася, поєднавши
в собi математичнi кафедри Слов’янського, Артемiвського та Старобiльсько-
го учительських iнститутiв. У результатi до кафедри математики прибула
значна група викладачiв, серед яких кандидат фiзико-математичних наук
Бондаренко П.С., старший викладач Шевченко В.Е. та iншi. Продовжували
працювати i кращi викладачi Слов’янського педiнституту: Купiна М.М. (1946
– 1961 pp.), Шибалкiна Н.I. (1949 – 1978 pp.), Мовчан-Кондра В.О. (1952 –
2003 pp.), Вольперт А.Я. (1946 – 1977 рр.). Слiд зазначити, що надзвичайно
велику роль у формуваннi математичних кафедр Слов’янського педагогiчно-
го iнституту вiдiграв Вольперт Арон Якович. Бiльше 30 рокiв його самовiд-
даної працi мали надзвичайне значення для становлення математичних наук
у Слов’янську.
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Турбуючись про полiпшення кадрового складу вузiв, Мiнiстерство освi-
ти УРСР направляє до Слов’янського педагогiчного iнституту на кафедру
математики кращих випускникiв унiверситетiв та iнститутiв: у 1955 роцi на
кафедру прибув випускник Львiвського унiверситету Сологуб B.C., у 1956
роцi – випускник найстарiшого в Українi Нiжинського педiнституту Авра-
менко М.П., випускник Київського унiверситету Мельников П.К., випускниця
Харкiвського унiверситету Кособуцька Т.А., а наступного року до кафедри
прибула з Орловського педiнституту Перепьолкiна В.I.

У 1956 роцi з Нiжинського педiнституту переведенi подружжя В’ячеслав
Максимович i Галина Борисiвна Савченко. У цьому ж роцi В.М. Савченка
було призначено деканом факультету. Але, як i ранiше, залишається гострою
проблема кадрiв з найвищою квалiфiкацiєю, з науковими ступенями та вче-
ними званнями. Особливо плiдним для покращення рiвня кадрiв кафедри
математики було прибуття Сологуба B.C. Вiн у 1956 роцi очолив кафедру i
створив сприятливi умови для навчальної та наукової роботи. Регулярними
стали заняття кафедрального семiнару.

У 1959 роцi iнститут очолює кандидат фiзико-математичних наук, доцент
Горошко В.Я.

Протягом всього iснування фiзико-математичного факультету одним
з найважливiших напрямiв роботи завжди було покращення навчально-
методичної бази на факультетi та органiзацiя науково-дослiдних лабораторiй.
Ще у 1939 роцi було розпочато роботу зi створення лабораторiї трудового
навчання. На загальних засадах створюються науково-дослiднi лабораторiї
бiофiзики, фiзики твердого тiла, магнетизму, спектроскопiї. Значна кiлькiсть
результатiв, одержаних у лабораторiях факультету, мають важливе народно-
господарське значення. На основi цих дослiджень виконуються i захищаються
кандидатськi дисертацiї колишнiми студентами факультету: Г.Д.Потапенком,
А.Ф.Пруном, В.П.Овчаренко, В.О.Надточiєм, М.Т.Малютою та iншими.

У 1956 роцi через запровадження полiтехнiчного навчання в школах, ка-
федра фiзики посилила роботу з полiтехнiчної пiдготовки майбутнiх вчите-
лiв. Створюються лабораторiї радiотехнiки, електротехнiки, технiчних засо-
бiв навчання, навчальнi майстернi.

З 1961 року по 1964 рiк кафедру фiзики очолював Бєлiков Ф.I., який
багато уваги придiляв методицi викладання вiдповiдних дисциплiн. Факуль-
тет i кафедри зростають, набувають власного обличчя, формуються традицiї.
Однiєю з традицiй є тiсний зв’язок кафедр зi школами. Ця традицiя зберiга-
ється й до сьогоднi. З iнiцiативи кафедри фiзики щорiчно проводились кон-
ференцiї юних фiзикiв i технiкiв, регулярно працювала школа фiзикiв для
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учнiв старших класiв. Професорсько-викладацький склад кафедри дiлиться
досвiдом i знаннями з вчителями шкiл мiста, району та в цiлому всiєї До-
нецької областi. З приходом у 1964 р. доцента Калугiна М.I. значно зросли
обсяги науково-дослiдної роботи.

У 1969 роцi завiдувачем кафедри фiзики став доцент Комiсаров Я.С. З
його приходом на кафедру почали широко залучати до науково-дослiдної ро-
боти студентiв. На кафедрi було органiзовано науковi гуртки з iсторiї фiзики,
фiзики твердого тiла, фiзики магнiтних явищ, гурток з позакласної роботи
вчителя фiзики. Науковi працi студентiв 5-го курсу фiзико-математичного
факультету Кохан М., Онищенко А. у 1972 роцi на Всесоюзному конкурсi
студентських робiт зайняли 1-е мiсце i були вiдзначенi почесними медалями.
Велику увагу викладачi кафедри придiляли методичнiй роботi, вивченню
шляхiв активiзацiї пiзнавальної дiяльностi школярiв на уроках фiзики. Про-
вiдний викладач кафедри, кандидат педагогiчних наук Єрiцпохов Б.Ф. пра-
цював над монографiєю «Основнi закони механiки». На кафедрi регулярно
проводився науково-дослiдний семiнар для вчителiв шкiл мiста. Щорiчно вчи-
телi фiзики проходили перепiдготовку. Лабораторне обладнання кафедри да-
вало можливiсть проводити зi студентами не тiльки навчальну, а й науково-
дослiдну роботу.

З 1970 року на кафедрi математики починається помiтне зростання кiль-
костi спецiалiстiв з науковими ступенями та вченими званнями: кандидат
фiзико-математичних наук, доцент Шамгунов К.Д. (1969), кандидат технi-
чних наук, доцент Топтунова Л.М. (1971), кандидат педагогiчних наук, до-
цент Лабуркiн К.Д. (1973), кандидат фiзико-математичних наук, доцент
Божко В.О. (1978), кандидат педагогiчних наук, доцент Вiкол Б.А. (1978).
Поступове покращення професорсько-викладацького складу кафедри транс-
формується у пiдвищення наукового рiвня навчальних занять, вдосконалення
методичної майстерностi викладачiв. Пiд впливом цих факторiв у 1974 роцi
складаються сприятливi умови для вiдокремлення самостiйної кафедри ма-
тематичного аналiзу. З цього часу функцiонувало двi математичнi кафедри:
кафедра математики i кафедра математичного аналiзу. Завiдувачем кафе-
дри математики призначено кандидата педагогiчних наук, доцента Шевчен-
ка Володимира Єгоровича, а першим завiдувачем кафедри математичного
аналiзу став кандидат фiзико-математичних наук, доцент Шамгунов Казим
Давлетович (декан фiзико-математичного факультету 1971 – 1973 рр.). Вони
зробили вагомий внесок у розвиток факультету, пiдвищення рiвня математи-
чної культури студентiв, полiпшення рiвня їх наукової i методичної пiдготов-
ки, залучення студентiв до науково-дослiдної роботи.
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Фiзико-математичному факультету СДПУ – 65

Активно працювали науковi гуртки. Доцент Шамгунов К.Д. керував гур-
тком з математичного аналiзу. Член цього гуртка, голова студентського на-
укового товариства фiзико-математичного факультету 1971 – 1975 рр. Ру-
касов В.I. в подальшому захистив кандидатську i докторську дисертацiї та
був ректором унiверситету з 2003 по 2009 рр., члени цього ж гуртка Лє-
жнєнко Л.Г. (Плесканьова) i Сердюк А.М. (Терещенко) стали викладачами
факультету. Доцент Шевченко В.Є. керував гуртком з методики математики,
члени якого Труш Н.I. i Лодатко Є.О. в подальшому захистили кандидатськi
дисертацiї, стали викладачами унiверситету. З приходом на кафедру досвiд-
чених вчителiв шкiл та квалiфiкованих методистiв К.П. Бiлоненко (1964 р.)
та Р.А. Чурiнової (1970) значно зрiс рiвень викладання методики навчання
математики. Протягом кiлькох рокiв пiд керiвництвом викладачiв кафедри
математики Винокурової Г.П., Чмельової Т.I., Колбасiної Н.I. працювало пiд-
готовче вiддiлення, яке готувало молодь до вступу на фiзико-математичний
факультет. Велике значення кафедра математики придiляла зв’язкам iз шко-
лами мiст та районiв Донецького регiону. На кафедрi постiйно працювали
семiнари для вчителiв i лекторiї для учнiв. Iз 1970 по 1985 рiк при кафе-
дрi працювала фiлiя Всесоюзної заочної математичної школи для учнiв До-
нецької областi, якою керував Шевченко В.Є. Фiлiя ЗМШ успiшно працю-
вала завдяки активнiй роботi Авраменка М.П., Величка Є.В., Кособуцкої-
Савченко Т.А., Труш Н.I., Терещенко A.M. До роботи ЗМШ залучаються i
студенти старших курсiв фiзико-математичного факультету. Майже всi ви-
пускники ЗМШ пiсля закiнчення школи успiшно здавали вступнi iспити з
математики в рiзнi ВНЗ. Багато з випускникiв вибрали математику своєю
професiєю.

За 15 рокiв фiлiю ЗМШ закiнчили понад 400 учнiв. Реформа шкiльної ма-
тематичної освiти на початку 70-х рокiв була позитивно сприйнята працiвни-
ками кафедри математики. Викладачi математичних кафедр брали активну
участь в перепiдготовцi вчителiв-математикiв.

Протягом 1973 – 1977 рокiв кафедра математики провела п’ять обласних
науково-практичних конференцiй вчителiв з обмiну досвiдом роботи за нови-
ми програмами. Щорiчно при кафедрi пiдвищували квалiфiкацiю майже 120
учителiв. Ця робота не втратила актуальностi й сьогоднi. Велике значення у
збiльшеннi кiлькостi та якостi вступникiв на фiзико-математичний факуль-
тет вiдiграв пiдготовчий вiддiл (пiдготовчi курси). Вiн iснував з 1971 року до
1987 року.
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З 1973 р. по 1978 р. деканом факультету був кандидат фiзико-математич-
них наук, доцент Потапенко Георгiй Костянтинович, а з 1978 р. по 1993 р.
– кандидат фiзико-математичних наук, доцент Прун А.Ф. В цей час вiдбу-
вається значне збiльшення контингенту студентiв i подальше нарощення ма-
терiальної бази. Здiйснюється переобладнання та створення нових кабiнетiв
i лабораторiй з сучасним обладнанням та методичним забезпеченням. Ство-
рюється лабораторiя технiчних засобiв навчання, яка обладнана пристроями
для перевiрки знань студентiв з набором приладiв «МКУ-48». Поповнюються
кабiнети новими навчальними посiбниками, обчислювальною технiкою, мето-
дичним забезпеченням. Так, для проведення лабораторних занять з дисци-
плiни «обчислювальнi та вимiрювальнi роботи» було придбано рiзноманiтнi
вимiрювальнi прилади та обчислювальнi машини ВК-1, ВК-2, Iскра та iншi.
Для проведення занять з обчислювальної математики обладнується кабiнет
з установкою малих обчислювальних машин, а згодом для занять застосову-
ється обчислювальна машина «Промiнь». На початку 80-х рокiв з’являються
лабораторiї комп’ютерної технiки, якi називають комп’ютерними класами.

З 1984 року фiзико-математичний факультет переходить у новий 8-ми по-
верховий корпус, який з того часу є головним навчальним корпусом Слов’ян-
ського державного педагогiчного iнституту. Покращуються умови навчання
та матерiальне забезпечення навчального процесу. У 1986 роцi на фiзико-
математичному факультетi працюють вже два комп’ютерних класи.

У 1979 роцi доцент Шамгунов К.Д. у зв’язку з досягненням пенсiйно-
го вiку передав завiдування кафедри математичного аналiзу Божку В.О.,
випускнику аспiрантури Київського державного педагогiчного iнституту iм.
М.Горького (нинi Нацiональний педагогiчний унiверситет iм. М.Драгомано-
ва), який у 1978 р. захистив кандидатську дисертацiю за спецiальнiстю «Ди-
ференцiальнi рiвняння», а в 1979 р. отримав звання доцента.

У 1984 роцi на посаду завiдувача цiєї кафедри було обрано В.I.Рукасова,
який повернувся на кафедру пiсля навчання в аспiрантурi Iнституту матема-
тики АН УРСР i успiшного захисту дисертацiї на здобуття наукового ступеня
кандидата фiзико-математичних наук за спецiальнiстю «Математичний ана-
лiз».

У 1985 р. на посаду завiдувача кафедри математики було призначено
викладача Донецького полiтехнiчного iнституту Усенка В.М., який завершив
навчання в аспiрантурi Харкiвського iнституту радiоелектронiки i захистив
дисертацiю на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю «Алгебра i теорiя чисел».
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З приходом В.I.Рукасова i В.М.Усенка на факультетi значно пiдвищився
рiвень математичних дослiджень. Пiд їх керiвництвом випускниками фiзико-
математичного факультету вперше почали виконуватися дисертацiйнi дослi-
дження з математики безпосередньо в унiверситетi. Вони читали лекцiї сту-
дентам не тiльки з базових курсiв математичного аналiзу i алгебри, а й спе-
цiальнi курси з сучасних проблем математики. Значно поширилася тематика
дипломних, а в подальшому i магiстерських робiт.

В 1986 роцi В.I.Рукасова було призначено на посаду проректора з наукової
роботи, а в 1998 роцi його було переведено на посаду проректора з навчальної
роботи. З 2003 по 2009 рiк вiн працював ректором нашого унiверситету. У
зв’язку з великим обсягом виконуваної роботи Рукасовим В.I. на керiвних
посадах в унiверситетi, обов’язки завiдувача кафедри математичного аналiзу
в 1986 роцi вiн передав доценту Божку В.О.

У 1988 роцi на основi кафедри математики створено двi кафедри: кафедра
алгебри i геометрiї (зав. кафедри доцент Усенко В.М.) та кафедра методики
викладання математики (зав. кафедри доцент Вiкол Б.А.).

У 1994 роцi вiдбувається певний перерозподiл дисциплiн на цих кафедрах.
Кафедру методики викладання математики було перейменовано в кафедру
геометрiї i методики викладання математики (зав. кафедри доцент Моторний
Л.Т.), а кафедру алгебри i геометрiї – в кафедру алгебри (зав. кафедри доцент
Усенко В.М.). З 1993 р. по 1997 р. Усенко В.М. також виконував обов’язки
декана факультету. З 1997 р. по 2004 р. деканом факультету була кандидат
педагогiчних наук, доцент Шуригiна Л.С.

Починаючи з 1996 року на факультетi знову проведено модернiзацiю ком-
п’ютерної технiки та периферiйних пристроїв. У 2006 роцi кафедра фiзики
отримує новий сучасний кабiнет для вивчення шкiльного курсу фiзики та ме-
тодики навчання фiзики з комп’ютерами та найсучаснiшим мультимедiйним
обладнанням. Завдяки введенню в експлуатацiю аудиторiї з мультимедiйним
обладнанням на факультетi з’явилася можливiсть всi лекцiйнi заняття про-
водити з комп’ютерними демонстрацiями.

Велике значення для розв’язаня завдань, якi стоять перед факультетом
i унiверситетом в цiлому, має забезпеченiсть навчального процесу кадрами з
науковими ступенями та вченими званнями, особливо докторами наук, про-
фесорами.

Першим доктором фiзико-математичних наук на фiзико-математичному
факультетi став Нечволод Микола Кузьмич, його докторська дисертацiя
(1989 р.) присвячена проблемам фiзики твердого тiла.

У 1995 роцi докторську дисертацiю з бiофiзики захистив Костiков Олек-
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сандр Петрович.
У 2001 роцi докторську дисертацiю з алгебри захистив Усенко Вiталiй Ми-

хайлович. У 2003 роцi докторську дисертацiю з теорiї наближення функцiй
захистив Рукасов Володимир Iванович.

У 2006 роцi докторську дисертацiю з фiзики напiвпровiдникiв захистив
Надточiй Вiктор Олексiйович.

У 2009 роцi докторську дисертацiю з диференцiальних рiвнянь захистив
Чуйко Сергiй Михайлович, який з 2009 року є виконуючим обов’язки ректора
Слов’янського державного педагогiчного унiверситету.

Сьогоднi фiзико-математичний факультет – це потужний навчальний та на-
уковий пiдроздiл унiверситету, який може пишатися своїми значними здобу-
тками. На факультетi навчається понад 400 студентiв за спецiальностями
«математика» i «фiзика» з додатковою спецiалiзацiєю «iнформатика».

Спецiальностi акредитованi за найвищими освiтньо-квалiфiкацiйними
рiвнями: «бакалавр», «спецiалiст», «магiстр». Значна частина випускни-
кiв продовжує навчання в аспiрантурi нашого унiверситету, аспiрантурах
науково-дослiдних установ НАН України та провiдних вищих навчальних за-
кладiв країни. В аспiрантурi, що дiє на факультетi, здiйснюється пiдготовка
науково-педагогiчних кадрiв вищої квалiфiкацiї за спецiальностями:
01.01.01. «Математичний аналiз» i 01.04.07. «Фiзика твердого тiла».

З 2004 року деканом факультету є кандидат фiзико-математичних наук,
доцент Новiков Олег Олександрович. Наукова та навчально-методична робо-
та на факультетi ведеться чотирма кафедрами:
— математичного аналiзу (завiдувач кафедри – кандидат фiзико-матема-
тичних наук, доцент С.О.Чайченко);
— геометрiї та методики викладання математики (завiдувач кафедри
– кандидат фiзико-математичних наук, доцент О.В.Чуйко);
— алгебри (завiдувач кафедри – кандидат фiзико-математичних наук, до-
цент О.М.Рябухо);
— фiзики (завiдувач кафедри - доктор фiзико-математичних наук, професор
В.О.Надточiй).

На кафедрах факультету працюють понад 40 викладачiв, з яких 4 докто-
ри наук, професори та 26 кандидатiв наук, доцентiв.

Зараз на факультетi функцiонують чотири комп’ютернi класи i двi муль-
тимедiйнi лабораторiї, якi обладнанi найсучаснiшою комп’ютерною технiкою
та аудiовiзуальними засобами навчання, якi об’єднанi у локальну електрон-
ну мережу та мають вихiд до всесвiтньої мережi Iнтернет через цiлодобовий
супутниковий канал зв’язку.

Випуск №1, 2011 11



Фiзико-математичному факультету СДПУ – 65

Навчально методичне програмне забезпечення комп’ютерних класiв пов-
нiстю вiдповiдає сучасному рiвню. Бiльшiсть ресурсiв локальної мережi по-
будовано за технологiєю «клiєнт–сервер», доступ до якої iснує iз мережi
Internet.

До послуг викладачiв i студентiв мультимедiйнi та графiчнi проектори,
проекцiйнi панелi та екрани, цифрова вiдеокамера, принтери та сканери. У
кабiнетi iнформатики завжди можна знайти необхiдну лiтературу та найсвi-
жiшi перiодичнi видання на комп’ютерну тематику. Через локальну мере-
жу студенти фiзико-математичного факультету мають доступ до навчально-
методичних матерiалiв, розмiщених кафедрами у мережi, можуть користува-
тися електронними навчальними посiбниками, брати участь в чатах та кон-
сультуватися з викладачами на факультетських форумах, виконувати завда-
ння тестiв на дистанцiйних курсах навчання.

На факультетi створено сприятливi умови для проведення студентських
наукових дослiджень. Важливою складовою життя факультету є зустрiчi з
провiдними вченими, науковi семiнари за участю фахiвцiв з математики, фi-
зики та методики їх навчання. На базi факультету проводяться мiжнароднi
науковi конференцiї, форуми та круглi столи молодi i студентiв.
Науковi школи, що працюють на факультетi, досягли значних успiхiв.

На кафедрi математичного аналiзу пiд керiвництвом доктора фiзико-
математичних наук, професора Рукасова Володимира Iвановича було створе-
но наукову школу з теорiї наближення функцiй. Дослiдження школи пов’яза-
нi iз знаходженням асимптотичних формул для верхнiх граней вiдхилень три-
гонометричних полiномiв, якi породжуються лiнiйними методами пiдсумову-
вання рядiв Фур’є, на рiзних класах перiодичних функцiй однiєї та багатьох
дiйсних змiнних, що мають узагальненi Ψ -похiднi у розумiннi О.I.Степанця,
у рiвномiрнiй i iнтегральнiй метриках. Одержанi представниками школи ре-
зультати охоплюють широкий спектр функцiй, що включає функцiї малої
та скiнченної гладкостi, нескiнченно диференцiйовнi, в тому числi аналiти-
чнi i цiлi функцiї, а серед методiв наближення – класичнi методи Фур’є,
Валле-Пуссена, Фейєра, Зигмунда, Фавара, Рогозинського, Стеклова. Дослi-
джуються також аналогiчнi задачi наближення класiв локально iнтегровних
функцiй, заданих на дiйснiй осi (i необов’язково перiодичних) за допомо-
гою цiлих функцiй експоненцiального типу. Отриманi асимптотичнi формули
в бiльшостi випадкiв забезпечують розв’язки вiдомої задачi Колмогорова-
Нiкольського. Дослiджувались також апроксимативнi властивостi введених
О.I.Степанцем i В.I. Рукасовим просторiв з анiзотропною метрикою. Цi дослi-
дження розвивалися пiд впливом всесвiтньо вiдомої Київської наукової школи
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з теорiї функцiй видатного українського математика, члена-кореспондента
НАН України, доктора фiзико-математичних наук, професора, Заслужено-
го дiяча науки i технiки України Олександра Iвановича Степанця. Серед
численних учнiв Олександра Iвановича 8 випускникiв СДПУ, в тому числi
Рукасов В.I. Загальна кiлькiсть публiкацiй представникiв школи становить
понад 120 наукових праць, у тому числi за останнi 5 рокiв понад 60 робiт.
Iз них 1 монографiя (видання Iнституту математики НАН України), 3 на-
вчальнi посiбники з грифом Мiнiстерства освiти i науки, близько 40 статей у
фахових виданнях.

У рамках наукової школи з теорiї наближення функцiй пройшли пiдго-
товку випускники фiзико-математичного факультету: Новiков О.О., Чайчен-
ко С.О., Федоренко О.С., Сiлiн Є.С., Бодра В.I., Овсiй Є.Ю., Ровенська О.Г.,
якi пiдготували кандидатськi дисертацiї i успiшно працюють як в нашому
унiверситетi, так в iнших наукових i освiтнiх центрах України. Пiсля смертi
В.I.Рукасова дослiдження з теорiї наближення продовжують спiвробiтники
кафедри математичного аналiзу Чайченко С.О., Новiков О.О., Сiлiн Є.С.,
Бодра В.I.

На кафедрi алгебри у рамках наукової школи з алгебри доктора фiзико-
математичних наук, професора Усенка В.М. пройшли пiдготовку випускни-
ки фiзико-математичного факультету Рябухо О.М., Величко В.Є., Кормише-
ва Т.В., Жучок А.В., Жучок О.В., якi пiдготували кандидатськi дисертацiї
i успiшно працюють в нашому унiверситетi та в iнших вищих навчальних
закладах України.

На кафедрi фiзики у 1967 роцi створено наукову школу з фiзики твер-
дого тiла. Науковий керiвник – доктор фiз.-мат. наук, професор, Заслужений
працiвник освiти України, академiк АН технологiчної кiбернетики України i
мiжнародної академiї наук технологiй i iнжинiрингу, ректор СДПУ (1986 –
2003 рр.) Нечволод Микола Кузьмич. Напрямок дослiдження – низькотемпе-
ратурна пластичнiсть кристалiчних твердих тiл. В останнi роки спiвробiтники
кафедри працюють над держбюджетною темою «Дослiдження фiзичних ме-
ханiзмiв утворення низькорозмiрних атомних кластерiв пiд дiєю механiчних
напружень». Тема затверджена Мiнiстерством освiти i науки України.

Той же науковий колектив працює над кафедральною темою «Дослiд-
ження впливу термiчних змiн на дислокацiйну структуру та низькотемпе-
ратурну повзучiсть кристалiчних матерiалiв». Колектив виконавцiв наукової
роботи протягом останнiх 25 рокiв одержав новi важливi результати з питань
мiкропластичностi, кiнетики утворення дефектiв та їх впливу на електричнi
властивостi напiвпровiдникових кристалiв германiю, кремнiю, напiвпровiд-
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никових сполук арсенiду галiю та арсенiду iндiю. Завiдувач кафедри фiзики
Надточiй В.О. у руслi накресленої проблематики у 1975 р. захистив канди-
датську дисертацiю, а у 2006 р. – докторську дисертацiю. Також в рамках
зазначеної наукової школи у 2009 р. викладачем кафедри фiзики Моска-
лем Д.С. захищено кандидатську дисертацiю. За результатами дослiджень
опублiковано 105 наукових робiт у провiдних наукових журналах України та
зарубiжжя.

Науково-дослiдна та експериментальна робота, що ведеться на кафедрi
геометрiї та методики викладання математики, присвячена таким прi-
оритетним напрямам: «Проблеми вдосконалення професiйної пiдготовки май-
бутнiх вчителiв математики» (науковi керiвники — к.п.н., доцент Труш Н.I.,
к.п.н., доцент Беседiн Б.Б.); «Проблеми вдосконалення професiйної пiдго-
товки майбутнiх вчителiв iнформатики» (науковий керiвник — к.п.н., доцент
Сьомкiн В.С.); «Методи дослiдження теорiї крайових задач та комбiнаторних
структур на многовидах» (науковi керiвники — к.фiз.-мат.н., доцент Чуй-
ко О.В., к.фiз.-мат.н. Кадубовський О.А.). Викладачi кафедри Беседiн Б.Б.,
Труш Н.I., Сьомкiн В.С., Плесканьова Л.Г. беруть активну участь в органi-
зацiї та проведеннi курсiв пiдвищення квалiфiкацiї вчителiв математики та
iнформатики мiста Слов’янська та Слов’янського району, якi проводяться пiд
керiвництвом мiського вiддiлу освiти та СДПУ.

Зв’язки та спiвробiтництво
Значної уваги факультет придiляє пiдтримцi тiсних зв’язкiв зi школа-

ми. З метою вiдбору талановитих та найбiльш пiдготовлених до навчання на
фiзико-математичних спецiальностях випускникiв укладаються договори про
спiвробiтництво з середнiми закладами освiти Донецької областi.

Викладачi факультету традицiйно керують пiдготовкою учнiвських нау-
кових робiт. Щорiчно роботи пiд їх керiвництвом займають призовi мiсця у
обласному конкурсi наукових робiт МАН України та посiдають почеснi мiсця
у заключному Всеукраїнському конкурсi учнiвських робiт.

Для учнiв шкiл Слов’янська та району на фiзико-математичному факуль-
тетi за сприянням мiського вiддiлу освiти проходять олiмпiади з математи-
ки, фiзики, iнформатики та програмування. Викладачi кафедри ГМВМ, якi
працюють вчителями математики у педагогiчному лiцеї, виступають в якостi
консультантiв у роботi методичного об’єднання вчителiв математики мiста.

У 2008 роцi на факультетi засновано серiю навчально-методичних посiб-
никiв «Викладачi СДПУ — учням, студентам, вчителям», в рамках якої опуб-
лiковано 9 випускiв, якi впроваджуються в навчальний процес та користую-
ться попитом серед вчителiв математики та iнформатики.
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Факультет також пiдтримує творчi зв’язки з Iнститутом математики
(м. Київ), Iнститутом прикладної математики i механiки i Фiзико-технiчним
iнститутом (м. Донецьк), iншими науковими установами НАН України та
науково-дослiдним iнститутом «Перспективнi матерiали i нанотехнологiї»
при Московському державному iндустрiальному унiверситетi (м. Москва).

Мiжнародна дiяльнiсть факультету проводилась за наступними прiори-
тетними напрямами. Розвиток прямих контактiв з провiдними закордонними
унiверситетами. На сьогоднi такi зв’язки встановленi з унiверситетами Росiї,
Бiлорусi, Польщi, Нiмеччини, Туреччини, Пiвнiчного Кiпру. Участь науково-
педагогiчних працiвникiв у мiжнародних наукових конференцiях, семiнарах,
тощо. Органiзацiя мiжнародних наукових конференцiй, семiнарiв, тощо.

16 – 17 серпня 2007 року на базi СДПУ було проведено Мiжнародний
науковий семiнар «Теорiя апроксимацiї в Європейському контекстi: пiдхо-
ди, застосування, перспективи» за участю провiдних науковцiв вiддiлу теорiї
функцiй Iнституту математики НАН України, спiвробiтникiв СДПУ та пред-
ставникiв Унiверситету Фрiдрiха Шиллера (м. Йєна, Нiмеччина).

Нiмецьким фондом наукових дослiджень (DFG) було затверджено спiль-
ний нiмецько-український науковий проект, до складу робочої групи яко-
го з боку нашого унiверситету ввiйшли доктор фiзико-математичних наук
С.М.Чуйко, кандидати фiзико-математичних наук С.О.Чайченко, О.О.Новi-
ков, К.В.Руновський i Є.С.Сiлiн. Вiдразу пiсля затвердження DFG-проекту
почалися заходи щодо реалiзацiї його програми.

Так, з 15-го по 16-те вересня 2009 року наш унiверситет вiдвiдали пред-
ставники Унiверситету Фрiдрiха Шиллера (м. Йєна, Нiмеччина): професор
Х.-Ю. Шмайссер (який очолює робочу групу DFG-проекту з нiмецької сто-
рони) та аспiрант М. Кабанова. Професор Х.-Ю. Шмайссер провiв презента-
цiю, у якiй стисло виклав iсторiю свого унiверситету та ознайомив присутнiх
з особливостями впровадження положень Болонської декларацiї в навчаль-
ний процес на факультетi математики та iнформатики Унiверситету Фрiдрiха
Шиллера. Крiм того, для студентiв-магiстрантiв фiзико-математичного фа-
культету, викладачiв математики i фiзики, аспiрантiв фiзико-математичних
спецiальностей професор Х.-Ю. Шмайссер прочитав англiйською мовою огля-
дову лекцiю на тему «Простори функцiй i гладкiсть», а М. Кабанова – лекцiю
на тему «Геометрiя фракталiв».

Другим важливим заходом у рамках затвердженого DFG-проекту були
вiзити в.о. ректора СДПУ С.М. Чуйка та проректора iз науково-педагогiчної
роботи С.О. Чайченка до Йєнського унiверситету.
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У перiод з 19-го по 24-е жовтня 2009 р. в Унiверситетi Фрiдрiха Шил-
лера перебував в.о. ректора СДПУ С.М. Чуйко, а з 3-го по 7-е листопада
2009 р. Йєнський унiверситет вiдвiдав проректор iз науково-педагогiчної ро-
боти С.О. Чайченко. Представники нашого унiверситету виступили на семi-
нарi вiдомих нiмецьких математикiв професорiв Х. Трибеля i Х.-Ю. Шмай-
сера, де презентували здобутки наукової школи з теорiї звичайних диферен-
цiальних рiвнянь та теорiї наближення функцiй Слов’янського державного
педагогiчного унiверситету. Учасники семiнару високо оцiнили рiвень науко-
вих дослiджень, що виконуються у нашому унiверситетi, i висловили впевне-
нiсть у перспективностi поєднання зусиль у проведеннi спiльних наукових i
науково-методичних розробок.

8 – 10 червня 2010 р. на базi Слов’янського державного педагогiчно-
го унiверситету було проведено мiжнародний семiнар «Smoothness, approxi-
mation and related topics». Цей семiнар став черговим заходом, який про-
водився спiльно з Iнститутом математики та iнформатики унiверситету iм.
Ф.Шиллера (м. Йєна, Нiмеччина) в межах нiмецько-українського наукового
проекту, що фiнансується Нiмецьким фондом наукових дослiджень.

10 – 16 жовтня 2010 року проректор iз науково-педагогiчної робо-
ти, кандидат фiзико-математичних наук, доцент С.О. Чайченко та кан-
дидат фiзико-математичних наук, старший викладач кафедри економiко-
математичних дисциплiн Сiлiн Є.С. взяли участь у роботi мiжнародної кон-
ференцiї «Smoothness, Approximation and Function Spaces» (м. Оппург (Тю-
рингiя), Нiмеччина), де презентували здобутки наукової школи з теорiї нете-
рових крайових задач та теорiї наближення функцiй Слов’янського держав-
ного педагогiчного унiверситету.

Святкуючи свiй ювiлей колектив фiзико-математичного факультету
щиро дякує саме старшому поколiнню, яке створювало славу i гордiсть фа-
культету. Дякуємо тим, хто чесно i напружено працював усе життя i
сьогоднi передає свiй досвiд молодi. Низький уклiн тим, хто вже пiшов з
життя, залишивши свiй приклад працьовитостi i гiдностi. Дякуємо сту-
дентам, навчально-допомiжному персоналу i всiм хто разом з колективом
факультету працюють на здобуття нових успiхiв.

Рiдному факультету бажаємо процвiтання, успiхiв у науцi та
викладацькiй роботi!

Професорсько-викладацький склад
фiзико-математичного факультету СДПУ,

квiтень, 2011 рiк.
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ПРИБЛИЖЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ ПУАССОНА
r –ПОВТОРНЫМИ СУММАМИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА

Обчисленi значення iнтегралiв у головному членi асимптотичних формул для точних верх-
нiх меж вiдхилень r –повторних сум Валле Пуссена на класах iнтегралiв Пуассона.

Calculated values in the main term of asymptotic equalities for upper bounds of the
deviations of the r –repeated de la Vallee Poussin sums taken over classes of Poisson integrals.

Keywords: Fourier series, asymptotic equalities.

Введение
Следуя [1], обозначим Cq

β,∞ — класс непрерывных 2π –периодических
функций f(x) , которые можно представить в виде свертки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)P q
β(t) dt,

в которой

P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+
βπ

2
), q ∈ (0; 1), β ∈ R,

— ядро Пуассона, а функция φ(x) ∈ S0
M (S0

M – множество функций, почти
везде ограниченных единицей, имеющих на отрезке [−π;π] среднее значение,
равное нулю). Известно [1], что классы Cq

β,∞, которые принято называть
классами интегралов Пуассона, состоят из функций f , которые являются
сужениями на действительную ось функций F (z) , аналитических в полосе
|Imz| ≤ ln 1

q/2 ln 2 .
Пусть Sn(f ;x) — частичные суммы ряда Фурье функции f(x), p, p1 , p2 ,

..., pr — произвольные натуральные числа такие, что p < n,
r∑

k=1

pk
df
= Σp < n .

c⃝ Новиков О.А., Ровенская О.Г., Шулик Т.В., 2011
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Тогда суммы Валле Пуссена функции f(x) ∈ L1[−π;π] обычные Vn,p(f, x) и
r –повторные V

(r)
n,p (f, x) , соответственно, задаются соотношениями

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x),

V
(r)
n,p (f, x) =

1

p1

n−1∑
k1=n−p1

1

p2

k1∑
k2=k1−p2+1

...
1

pr

kr−1∑
kr=kr−1−pr+1

Skr(f, x).

С.М. Никольский [2] показал, что для верхних граней уклонений частич-
ных сумм Фурье, взятых по классам Cq

β,∞ , имеет место асимптотическое
равенство

E
(
Cq
β,∞;Sn

)
df
= sup

f∈Cqβ,∞
||f(·)− Sn(f ; ·)||C =

=
8qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

+O(1)
qn

n
.

В работе [3] для верхних граней уклонений сумм Валле Пуссена на клас-
сах Cq

β,∞ получена асимптотическая формула

E
(
Cq
β,∞;Vn,p

)
=

4qn−p+1

πp(1− q2)
+O(1)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
.

Более общий результат получен в работе [4].
В работе [6] для для верхних граней уклонений r -повторных сумм Валле

Пуссена в случае r=2 получено следующее соотношение

E
(
Cq
β,∞;V (2)

n,p

)
=

8qn−p1−p2+1

πp1p2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;
2
√
q

1 + q

)
+

+O(1)

(
qn−p1−p2+1

p1p2(n− p1 − p2 + 1)(1− q)4
+

qn−p1+1

p1p2(1− q)3
+

qn−p2+1

p1p2(1− q)3

)
,

где

Π(n; k) =

π
2∫

0

du(
1− n sin2 u

)√
1− k2 sin2 u

— полный эллиптический интеграл третьего рода.
В работе [7] исследуется асимптотическое поведение верхних граней укло-

нений полиномов V
(r)
n,p (f ; x) для произвольных натуральных r от функций
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из классов Cq
β,∞. В частности, получена следующая асимптотическая при

n− Σp → ∞ формула

E(Cq
β,∞;V

(r)
n,p ) =

4qn−Σp+r−1

π2
r∏
i=1

pi

π∫
0

Zr+1
q (x)dx+O(1)

1
r∏
i=1

pi

×

×

 qn−Σp+r−1

n− Σp − 1

[
1

(1− q)r+3
+

1

(1− q)2r

]
+
∑
α⊂r−1

q(n−1−
∑
j∈α pj+r)

(1− q)r+1

 ,

где q ∈ (0; 1) ,
∑r

i=1 pi = Σp < n , Zq(x) = (1 − 2q cosx + q2)−1/2, O(1) –
величина, равномерно ограниченная по n , q , β , pi , i = 1, 2, ..., r .

Основная часть
В данной работе вычислены значения величин

π∫
0

Zr+1
q (x)dx в случаях,

когда r произвольное нечетное число.

Теорема 1. Для всякого r = 2m− 1,m ∈ N
π∫

0

Zr+1
q (x)dx =

=
π

2(2ν−2)(1 + q)(1− q)(2ν−1)

[(
4q

(1 + q)2

)ν−1
(2ν − 2)!

[(ν − 1)!]2
+

+
ν−1∑
k=1

(−1)k2k
(2(ν − 1)− k)!

(ν − k − 1)!k!

ν−1∑
m=[k+1

2 ]

(−1)m
(
1−q
1+q

)2m
(ν − 1−m)!m!

(2m)!

(2m− k)!

]
. (1)

Доказательство. Обозначим ν = r+1
2 . Тогда

π∫
0

Zr+1
q (x)dx =

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

1

(2q)ν

π∫
0

dt

(α2 − cos t)ν
,

где α2 = 1+q2

2q . Заметим, что 1 + q2 ≥ 2q , поэтому 1+q2

2q ≥ 1 , α2 − 1 ≥ 0 .
Применяя универсальную тригонометрическую подстановку:
x = tg t2 , cos t =

1−x2
1+x2 , dt =

2dx
1+x2 , получаем∫

dt

(α2 − cos t)ν
=

∫ 2dx
1+x2

(α2 − 1−x2
1+x2 )

ν
=

2

(α2 + 1)ν

∫
(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
,
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где a2 = α2−1
α2+1 . Следовательно,

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

2

(1 + q)2ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
. (2)

Приходим к вычислению интегралов

Jν =

+∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
, a2 < 1.

Воспользуемся элементами теории вычетов. Функция

F (z) =
(1 + z2)ν−1

(a2 + z2)ν

дробно-рациональная со степенью знаменателя на 2 единицы выше степени
числителя. Эта функция имеет два полюса z = ±ai порядка ν и один из
них z0 = ai находится над осью Ox . Поэтому при ν = 1

+∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

+∞∫
0

dx

(a2 + x2)
= πi lim

z→ai
[(z − ai)νF (z)] =

= πi lim
z→ai

[
1

(z + ai)
] =

π

2a
,

при ν ≥ 2

+∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

1

2

+∞∫
−∞

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

1

2
2πiresz0=aiF (z) =

=
πi

(ν − 1)!
lim
z→ai

dν−1

dzν−1
[(z − ai)νF (z)] =

πi

(ν − 1)!
lim
z→ai

dν−1

dzν−1

[
(1 + z2)ν−1

(z + ai)ν

]
. (3)

Положим f(z) = (1 + z2)ν−1 , g(z) = (z + ai)−ν .
Для вычисления dν−1

dzν−1 [F (z)(z − ai)ν] воспользуемся известной формулой
Лейбница

dν−1

dzν−1
(f(z)g(z)) =

ν−1∑
k=0

Ck
ν−1

dk

dzk
f(z)

dν−1−k

dzν−1−kg(z).

Вычислим dk

dzk
f(z) . Имеем

f(z) = (1 + z2)ν−1 =
ν−1∑
m=0

Cm
ν−1z

2m;
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d

dz
f(z) =

ν−1∑
m=1

Cm
ν−12mz

2m−1;
d2

dz2
f(z) =

ν−1∑
m=1

Cm
ν−12m(2m− 1)z2m−2; ...

dk

dzk
f(z) =

ν−1∑
m=[k+1

2 ]

2m(2m− 1)...(2m− k + 1)Cm
ν−1z

2m−k, k ≥ 1.

Вычислим dν−1−k

dzν−1−kg(z) . Имеем

d

dz
g(z) = (−ν)(ai+ z)−(ν+1);

d2

dz2
g(z) = (−ν)(−(ν + 1))(ai+ z)−(ν+2); ...

dk

dzk
g(z) = (−ν)(−(ν + 1))...(−(ν + k − 1))(ai+ z)−(ν+k) =

= (−1)kν(ν + 1)...(ν + k − 1)(ai+ z)−(ν+k).

Таким образом,
dν−1

dzν−1
(f · g)(z) =

= f(z)
dν−1

dzν−1
g(z) + g(z)

dν−1

dzν−1
f(z) +

ν−2∑
k=1

Ck
ν−1

dk

dzk
f(z)

dν−k−1

dzν−k−1
g(z) =

= (1 + z2)ν−1(−1)ν−1ν(ν + 1)...(2ν − 2)(z + ai)−(2ν−1)+

+
ν−1∑
m=[ν2 ]

2m(2m− 1)...(2m− (ν − 1) + 1)Cm
ν−1z

2m−(ν−1)(z + ai)−ν+

+
ν−2∑
k=1

Ck
ν−1(−1)ν−1−kν(ν + 1)...(ν + (ν − 1− k)− 1)(z + ai)−(ν+ν−1−k)×

×
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

2m(2m− 1)...(2m− k + 1)Cm
ν−1z

2m−k =

= (1 + z2)ν−1(−1)ν−1ν(ν + 1)...(2ν − 2)(z + ai)−(2ν−1)+

+
ν−1∑
m=[ν2 ]

2m(2m− 1)...(2m− ν + 2)Cm
ν−1z

2m−ν+1(z + ai)−ν+

+
ν−2∑
k=1

Ck
ν−1(−1)ν−1−kν(ν + 1)...(2ν − k − 2)(z + ai)−(2ν−k−1)×

Випуск №1, 2011 21



Математика

×
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

2m(2m− 1)...(2m− k + 1)Cm
ν−1z

2m−k.

Поэтому

lim
z→ai

dν−1

dzν−1

[
(1 + z2)ν−1

(z + ai)ν

]
= (1− a2)ν−1 (−1)ν−1ν(ν + 1)...(2ν − 2)

(2ai)(2ν−1)
+

+
ν−1∑
m=[ν2 ]

2m(2m− 1)...(2m− ν + 2)Cm
ν−1(ai)

2m−ν+1(2ai)−ν+

+
ν−2∑
k=1

Ck
ν−1(−1)ν−1−kν(ν + 1)...(2ν − k − 2)(2ai)−(2ν−k−1)×

×
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

2m(2m− 1)...(2m− k + 1)Cm
ν−1(ai)

2m−k =

=
−i(1− a2)ν−1

(2a)(2ν−1)

(2ν − 2)!

(ν − 1)!
+

−i
(2a)(2ν−1)

ν−1∑
k=1

(−1)kCk
ν−12

k (2(ν − 1)− k)!

(ν − 1)!
×

×
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

(−1)mCm
ν−1a

2m (2m)!

(2m− k)!
=

=
−i

(2a)(2ν−1)(ν − 1)!

[
(1− a2)ν−1(2ν − 2)!+

+
ν−1∑
k=1

(−1)kCk
ν−12

k(2(ν − 1)− k)!
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

(−1)mCm
ν−1a

2m (2m)!

(2m− k)!

]
.

Имея в виду (3), получаем
+∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

πi

(ν − 1)!
lim
z→ai

dν−1

dzν−1

[
(1 + z2)ν−1

(z + ai)ν

]
=

=
πi

(ν − 1)!

−i
(2a)(2ν−1)(ν − 1)!

[
(1− a2)ν−1(2ν − 2)!+

+
ν−1∑
k=1

(−1)kCk
ν−12

k(2(ν − 1)− k)!
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

(−1)mCm
ν−1a

2m (2m)!

(2m− k)!

]
=
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=
π

(2a)(2ν−1)[(ν − 1)!]2

[
(1− a2)ν−1(2ν − 2)!+

+
ν−1∑
k=1

(−1)kCk
ν−12

k(2(ν − 1)− k)!
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

(−1)mCm
ν−1a

2m (2m)!

(2m− k)!

]
.

Таким образом, в силу (2) имеем
π∫

0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

2

(1 + q)2ν

∞∫
0

(1 + x2)ν−1dx

(a2 + x2)ν
=

=
2

(1 + q)2ν
π

(2a)(2ν−1)[(ν − 1)!]2

[
(1− a2)ν−1(2ν − 2)!+

+
ν−1∑
k=1

(−1)kCk
ν−12

k(2(ν − 1)− k)!
ν−1∑

m=[k+1
2 ]

(−1)mCm
ν−1a

2m (2m)!

(2m− k)!

]
=

=
π

2(2ν−2)(1 + q)(1− q)(2ν−1)[(ν − 1)!]2

[(
(1 + q)2 − (1− q)2

(1 + q)2

)ν−1

(2ν − 2)!+

+
ν−1∑
k=1

(−1)k[(ν − 1)!]22k
(2(ν − 1)− k)!

(ν − k − 1)!k!

ν−1∑
m=[k+1

2 ]

(−1)m
(
1−q
1+q

)2m
(ν − 1−m)!m!

(2m)!

(2m− k)!

]
=

=
π

2(2ν−2)(1 + q)(1− q)(2ν−1)

[(
4q

(1 + q)2

)ν−1
(2ν − 2)!

[(ν − 1)!]2
+

+
ν−1∑
k=1

(−1)k2k
(2(ν − 1)− k)!

(ν − k − 1)!k!

ν−1∑
m=[k+1

2 ]

(−1)m
(
1−q
1+q

)2m
(ν − 1−m)!m!

(2m)!

(2m− k)!

]
.

Теорема доказана.
Применяя формулу (1), получаем для ν = 1

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)
=

π

1− q2
;

при ν = 2
π∫

0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)2
=

π

22(1 + q)(1− q)3

[(
4q

(1 + q)2

)
2!

[1!]2
+
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+
1∑

k=1

(−1)k2k
(2(2− 1)− k)!

(2− k − 1)!k!

1∑
m=1

(−1)m
(
1−q
1+q

)2m
(2− 1−m)!m!

(2m)!

(2m− k)!

]
=

=
π

4(1 + q)(1− q)3

[
8q

(1 + q)2
+ 4

(
1− q

1 + q

)2
]
=
π(1 + q2)

(1− q2)3
;

при ν = 3

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)3
=

π

24(1 + q)(1− q)5

[(
4q

(1 + q)2

)2
4!

[2!]2
+

+
2∑

k=1

(−1)k2k
(2(3− 1)− k)!

(3− k − 1)!k!

2∑
m=[k+1

2 ]

(−1)m
(
1−q
1+q

)2m
(2−m)!m!

(2m)!

(2m− k)!

]
=

=
π

24(1 + q)(1− q)5

[
96q2

(1 + q)4
+ 16

(
1− q

1 + q

)2
]
=
π[1 + 4q2 + q4]

(1− q2)5
,

при ν = 4

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)4
=

π

26(1 + q)(1− q)7

[(
4q

(1 + q)2

)3
6!

[3!]2
+

+
3∑

k=1

(−1)k2k
(6− k)!

(3− k)!k!

3∑
m=[k+1

2 ]

(−1)m
(
1−q
1+q

)2m
(3−m)!m!

(2m)!

(2m− k)!

]
=

=
π

64(1 + q)(1− q)7

[
1280q3

(1 + q)6
+ 72

(
1− q

1 + q

)2

−

−48

(
1− q

1 + q

)4

+ 40

(
1− q

1 + q

)6
]
=
π(1 + 9q2 + 9q4 + q6)

(1− q2)7
.
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НАБЛИЖЕННЯ СУМАМИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА НА КЛАСАХ
ЗГОРТОК З ПОЛIГАРМОНIЧНИМИ ЯДРАМИ ПУАССОНА

ТА ЯДРАМИ НЕЙМАНА

Знайдено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж вiдхилень сум Валле Пуссена на
класах аналiтичних перiодичних функцiй, що породжуються полiгармонiчними ядрами
Пуассона та ядрами Неймана.

Ключовi слова: (ψ; β) -похiдна, класи згорток, суми Валле Пуссена, полiгармонiчнi
ядра Пуассона, ядра Неймана.

1. Основнi означення i постановка задачi
Нехай L — простiр 2π -перiодичних сумовних на перiодi функцiй f з

нормою

∥f∥L = ∥f∥1 =
π∫

−π

|f(t)| dt,

L∞ — простiр 2π -перiодичних вимiрних i суттєво обмежених функцiй f, у
якому норма задана рiвнiстю

∥f∥∞ = ess sup
t

|f(t)|,

i C — простiр неперервних 2π -перiодичних функцiй f iз нормою

∥f∥C = max
t

|f(t)|.

Через Cψ
βN (див. [1, с. 131]) позначають класи неперервних функцiй

f ∈ C, якi можна подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)Ψβ(t) dt, (1)

c⃝ Чайченко C.О., Юрченко Є.В., 2011
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функцiй φ ∈ N ⊂ L з ядрами

Ψβ(t) =
∞∑
k=1

ψ(k) cos

(
kt− βπ

2

)
,

де ψ(k) — деяка послiдовнiсть дiйсних чисел, β ∈ R. При цьому функцiю
φ(·), наслiдуючи О.I. Степанця [1], називають (ψ; β) -похiдною функцiї f(·)
i використовують позначення fψβ (·).

Якщо
S∞ = {φ ∈ L∞ : ∥φ∥∞ ≤ 1},

Hω = {φ ∈ C : ω(φ; t) ≤ ω(t)},

де ω(φ; t) — модуль неперервностi функцiї φ ∈ C , ω(t) — довiльний фiксо-
ваний модуль неперервностi, то розглядають класи Cψ

β S∞ = Cψ
β,∞ i Cψ

βHω.
Множину послiдовностей ψ(k), k ∈ N, якi задовольняють умову

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q, q ∈ [0; 1], (2)

позначають через Dq [2]. Прикладами ядер, послiдовностi коефiцiєнтiв яких
належать множинi Dq, є вiдомi ядра Пуассона

P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos

(
kt− βπ

2

)
, q ∈ (0; 1), β ∈ R. (3)

У цьому разi для класiв Cψ
β,∞ i Cψ

βHω використовують позначення Cq
β,∞ i

Cq
βHω вiдповiдно.

Нехай

∆ =
∂2

∂q2
+

1

q

∂

∂q
+

1

q2
∂2

∂x2

— оператор Лапласа в полярних координатах i ∆l := ∆(∆l−1). Як зазначено
в монографiї [3, c. 256 – 257], розв’язок диференцiального рiвняння

∆lU(q;x) = 0,

iз заданими граничними умовами

U(q;x)

∣∣∣∣∣
q=1

= f(x),
∂k

∂qk
U(q;x)

∣∣∣∣∣
q=1

= 0, k = 1, 2, . . . , l − 1,
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де f(x) — сумовна 2π -перiодична функцiя, для довiльного натурального
числа l може бути поданий у виглядi

U(q;x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)P q
l (t) dt.

Тут

P q
l (t) =

∞∑
k=0

ψq,l(k) cos kt, ψq,l(k) = qk
l−1∑
i=0

(1− q2)iQ(i; k),

Q(i; k) =
k(k + 2)(k + 4) . . . (k + 2i− 2)

i!2i
,

k = 0, 1, 2, . . . , Q(0; k) = 1.

Зважаючи на це, величини

P q
l,β(t) =

∞∑
k=0

ψq,l(k) cos

(
kt− βπ

2

)
, β ∈ R, (4)

називають полiгармонiчними ядрами Пуассона порядку l. Як нескладно пе-
реконатися, послiдовнiсть коефiцiєнтiв ядер P q

l,β(t)

ψq,l(k) = qk
l−1∑
i=0

(1− q2)i

i!2i

i−1∏
j=0

(k + 2j), q ∈ (0; 1), (5)

також належить до множини Dq . При l = 1 полiгармонiчнi ядра Пуассона
P q
l,β(t) спiвпадають з ядрами Пуассона P q

β(t).
Ще одним прикладом ядер, коефiцiєнтiв яких задовольняють умову (2),

є ядра Неймана

Nq,β(t) =
∞∑
k=1

qk

k
cos(kt− βπ

2
), q ∈ (0; 1), β ∈ R. (6)

Нехай тепер f ∈ L,

Sn(f ;x) =
a0
2
+

n−1∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

— частинна сума ряду Фур’є функцiї f порядка n ,

Vn,p(f ;x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f ; x) (7)
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— суми Валле Пуссена функцiї f i, як звичайно,

ρn,p(f ;x) = f(x)− Vn,p(f ;x).

Метою цього повiдомлення є отримання асимптотичних при n→ ∞ рiв-
ностей для величини

E(Cψ
βN;Vn,p) = sup

f∈CψβN
∥f(·)− Vn,p(f ; ·)∥C (8)

за умови, що класи CψN визначаються згортками з ядрами вигляду (4) i (6),
а у якостi N виступає одна з множин S∞ або Hω.

2. Iсторична довiдка i допомiжнi твердження
У 1946 роцi С.М. Нiкольський [4] розглянув величину

En(Cq
β,∞;Sn) = sup

f∈Cqβ,∞
∥f(·)− Sn(f ; ·)∥C ,

i показав, що при n→ ∞ виконується рiвнiсть

En(Cq
β,∞;Sn) =

8qn

π2
K(q) +O(1)qnn−1, (9)

у якiй

K(q) =

π/2∫
0

dt√
1− q2 sin2 t

, q ∈ [0; 1),

— повний елiптичний iнтеграл першого роду. У 1980 роцi С.Б. Стєчкiним [5]
цей результат було передоведено iншим методом, який дозволив уточнити
залишковий член рiвностi (9).

Аналогiчна задача для класiв Cq
βHω була розв’язана лише в 2000 роцi

О.I. Степанцем у роботi [6]. Ним було показано, що величина

En(Cq
βHω;Sn) = sup

f∈CqβHω

|f(x)− Sn(f ;x)|

не залежить вiд точки x i при n→ ∞ виконується рiвнiсть

En(Cq
βHω;Sn) =

8qn

π2
K(q)θω

π/2∫
0

ω(
2t

n
) sin t dt+

+
O(1)qn

(1− q)2n
ω(1/n), (10)
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де θω ∈ [1/2; 1], причому θω = 1, якщо ω(t) — опуклий модуль неперервно-
стi, а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n, q i β .

З рiвностей (9) i (10) випливає, що суми Фур’є на класах Cq
β,∞ i Cq

βHω

дають наближення, яке спiвпадає за порядком з величиною найкращого на-
ближення тригонометричними полiномами степеня не вищого за n . Зазна-
чимо також, що рiвностi (9) i (10) є асимптотично точними при будь-яких
значеннях параметрiв, якi в них входять. Незважаючи на це, природнiм був
iнтерес до того, як поводять себе iншi наближуючi агрегати, зокрема суми
Валле Пуссена, на згаданих класах. Дослiдженню цього питання, зокрема,
присвячено роботи [7, 8, 9].

В подальшому О.I. Степанцем було висунуто iдею про те, що залишки
∞∑
k=n

ψ(k) cos

(
kt− βπ

2

)
ядер Ψβ(t), якi породжують класи Cψ

β при ψ ∈ Dq, 0 < q < 1, за умо-
ви n → ∞ поводять себе приблизно так само, як i вiдповiднi залишки
ядер P q

β(t). I використовуючи вiдомi результати для точних верхнiх меж
E(Cq

βN;Sn) вiдхилень сум Фур’є Sn(f ;x) на класах iнтегралiв Пуассона
Cq
βN , були знайденi асимптотичнi рiвностi для величин (8) за умови p = 1

(наближення сумами Фур’є) [2]. У роботi [10], використовуючи вiдповiднi рiв-
ностi з робiт [7] i [8], цi результати було розповсюджено на випадок наближе-
ння сумами Валле Пуссена за умови, що одночасно p → ∞ i n− p→ ∞. А
саме, було показано справедливiсть наступного твердження.

Теорема 1. Нехай класи Cψ
β,∞ i Cψ

βHω породженi ядром

Ψβ(t) =
∞∑
k=1

ψ(k) cos(kt− βπ

2
), ψ > 0, ψ ∈ Dq, 0 < q < 1.

Тодi, якщо n i p — довiльнi натуральнi числа, p < n, то при n → ∞
виконуються рiвностi

E(Cψ
β,∞;Vn,p) = ψ(n− p+ 1)

[
4

π

1

(1− q2)p
+

+O(1)

(
qp−1

(1− q2)p
+

1

(1− q)3p(n− p)
+

εn−p
(1− q)4

)]
, (11)

E(Cψ
βHω;Vn,p) = ψ(n− p+ 1)

2θω
π

1

(1− q2)p

π/2∫
0

ω(
2t

n− p
) sin t dt+
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+O(1)ω(
1

n− p
)

(
qp−1

(1− q2)p
+

1

(1− q)3p(n− p)
+

εn−p
(1− q)4

)]
, (12)

де
εn−p = sup

k≥n−p

∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣ ,
а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n, p, q, ψ(k) i β.

3. Наближення на класах згорток з полiгармонiчними
ядрами Пуассона i ядрами Неймана

Як нескладно переконатися, коефiцiєнти ядер P q
l,β(t)

ψ(k) = ψq,l(k) = qk
l−1∑
i=0

(1− q2)i

i!2i

i−1∏
j=0

(k + 2j),

задовольняють умови теореми 1. Дiйсно, виконуючи перетворення, при
l = 2, 3, . . . , знаходимо

εn = sup
k≥n

∣∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣∣ = sup
k≥n

∣∣∣∣∣ψq,l(k + 1)

ψq,l(k)
− q

∣∣∣∣∣ =

= q sup
k≥n

∣∣∣∣∣
l−1∑
i=0

(1−q2)i
i!2i (k + 1)(k + 3)(k + 5) . . . (k + 2i− 1)

l−1∑
i=0

(1−q2)i
i!2i k(k + 2)(k + 4) . . . (k + 2i− 2)

− 1

∣∣∣∣∣ =

= q

l−1∑
i=0

(1−q2)i
i!2i

(
i−1∏
j=0

(k + 1 + 2j)−
i−1∏
j=0

(k + 2j)

)
l−1∑
i=0

(1−q2)i
i!2i

i−1∏
j=0

(k + 2j)

<

< q sup
k≥n

(
l−2∏
j=0

k + 1 + 2j

k + 2j
− 1

)
≤ (2l − 3)q

n
, n ∈ N. (13)

При l = 1 маємо
εk ≡ 0. (14)

Отже, iз теореми 1 та спiввiдношення (14) одержуємо таке твердження.

Теорема 2. Нехай класи Cψ
β,∞ i Cψ

βHω породжуються послiдовностями
ψ(k) = ψq,l(k) вигляду (6).
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Тодi, якщо n i p — довiльнi натуральнi числа, p < n, то при n → ∞
виконуються рiвностi

E(Cψ
β,∞;Vn,p) = qn−p+1

l−1∑
i=0

(1− q2)i

i!2i

i−1∏
j=0

(n− p+ 1 + 2j)

[
4

π

1

(1− q2)p
+

+O(1)

(
qp−1

(1− q)p
+

1

(1− q)3p(n− p)
+

lq

(n− p)(1− q)4

)]
,

E(Cψ
βHω;Vn,p) = qn−p+1

l−1∑
i=0

(1− q2)i

i!2i

i−1∏
j=0

(n− p+ 1 + 2j)×

×

[
2θω
π

1

(1− q2)p

π/2∫
0

ω(
2t

n− p
) sin t dt+

+O(1)ω(
1

n− p
)

(
qp−1

(1− q)p
+

1

(1− q)3p(n− p)
+

lq

(n− p)(1− q)4

)]
,

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n, p, q, l i β.

Умови теореми 1 задовольняють, також, послiдовностi коефiцiєнтiв ядер
Неймана (6). Дiйсно, як нескладно переконатися

εn = sup
k≥n

∣∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣∣ = sup
k≥n

∣∣∣∣∣ kq

k + 1
− q

∣∣∣∣∣ = q sup
k≥n

∣∣∣∣∣ 1

k + 1

∣∣∣∣∣ = q

n+ 1
. (15)

Отже, iз теореми 1 та спiввiдношення (15) одержуємо таке твердження.

Теорема 3. Нехай класи Cψ
β,∞ i Cψ

βHω породжуються ядрами Nq,β(t) ви-
гляду (6).

Тодi, якщо n i p — довiльнi натуральнi числа, p < n, то при n → ∞
виконуються рiвностi

E(Cψ
β,∞;Vn,p) =

qn−p+1

n− p+ 1

[
4

π

1

(1− q2)p
+

+O(1)

(
qp−1

(1− q2)p
+

1

(1− q)3p(n− p)
+

q

(n− p)(1− q)4

)]
,

E(Cψ
βHω;Vn,p) =

qn−p+1

n− p+ 1

2θω
π

1

(1− q2)p

π/2∫
0

ω(
2t

n− p
) sin t dt+
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+O(1)ω(
1

n− p
)

(
qp−1

(1− q2)p
+

1

(1− q)3p(n− p)
+

q

(n− p)(1− q)4

)]
,

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n, p, q, ψ(k) i β.

Зазначимо, що у випадку, коли одночасно

lim
n→∞

p(n) = ∞ i lim
n→∞

[n− p(n)] = ∞, при чому lim
n→∞

p(n)

n− p(n)
= 0,

рiвностi з теорем 2 i 3 дають розв’язок задачi Колмогорова-Нiкольського для
сум Валле Пуссена на класах аналiтичних функцiй, що породжуються полi-
гармонiчними ядрами Пуассон та ядрами Неймана, вiдповiдно.
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ПРИБЛИЖЕНИЕ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ МНОГИХ
ПЕРЕМЕННЫХ ОБОБЩЕННЫМИ ОПЕРАТОРАМИ

ЗИГМУНДА

Отриманi асмптотичнi формули для верхнiх граней вiдхилень прямокутних операторiв
Зигмунда на класах (ψ, β) –диференцiйовних функцiй багатьох змiнних.

Keywords: Fourier series, asymptotic equalities.

Введение
Классы (ψ, β) -диффенцируемых периодических функций одной перемен-

ной были введены в 1983 году А.И. Степанцом (см. [1]) следующим образом.
Пусть L – пространство суммируемых 2π -периодических функций,

f ∈ L и

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x)

– ряд Фурье функции f . Пусть далее ψ(k), k ∈ N – произвольная функция
натурального аргумента и β ∈ R . Если ряд

∞∑
k=1

1

ψ(k)
(ak cos(kx+ βπ/2) + bk sin(kx+ βπ/2))

является рядом Фурье некоторой суммируемой функции, то эту функцию
обозначают fψβ и называют (ψ, β) -производной функции f .

Если функция f непрерывна и выполнено условие esssup|fψβ (x)| ≤ 1 , то
полагают f ∈ Cψ

β,∞ .
Исследованию аппроксимативных свойств классов функций одной пере-

менной, имеющих (ψ, β) -производную, посвящен обширный круг работ (см.,
например, [1 – 11]), в частности, в работах [7, 8, 10, 11] изучены вопросы
приближения классов функций с малой гладкостью. В работах [2, 5] можно
найти библиографию по вопросам, примыкающим к этой тематике.

c⃝ Бодрая В.И., Гладкоскок А.Г., Савченко Ю.Л., 2011

34



Бодрая В.И., Гладкоскок А.Г., Савченко Ю.Л. Приближение операторами Зигмунда

Классы (ψ, β) -дифференцируемых функций многих переменных были
введены в работе [12] (см. также [13, 14]). В этих работах изучаются вопро-
сы приближения классов (ψ, β) -дифференцируемых периодических функций
многих переменных прямоугольными линейными методами. В данной ста-
тье получены асимптотические формулы для верхних граней уклонений раз-
личных прямоугольных линейных средних рядов Фурье, взятых по классам
функций многих переменных малой гладкости. В частности, найдены асимп-
тотические равенства, которые обеспечивают решение задачи Колмогорова–
Никольского (см. [2, С. 8]) на этих классах для прямоугольных обобщенных
операторов Зигмунда.

Для дальнейшего изложения введем ряд обозначений и определений.
Пусть Rm – пространство m -мерных векторов x⃗ = (x1, x2, ..., xm),

Tm =
m∏
i=1

[−π; π] – m -мерный куб с ребром 2π,

Nm =
{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, i = 1, 2, ...,m

}
,

Nm
∗ =

{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N∗ = N ∪ {0}, i = 1, 2, ...,m

}
,

Nm
i =

{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, xj ∈ N∗, i ̸= j

}
.

Через Em обозначим множество точек из Rm , координаты которых при-
нимают одно из двух значений: 0 или 1.

Через L(Tm) обозначим множество 2π -периодических по каждой пере-
менной, суммируемых на кубе периодов Tm , функций f(x⃗) = f(x1, x2, ..., xm).

Пусть f ∈ L(Tm) . Следуя [12, С. 546], каждой паре точек s⃗ ∈ Em,
k⃗ ∈ Nm

∗ , поставим в соответствие коэффициент Фурье функции f

as⃗
k⃗
(f) =

1

πm

∫
Tm
f(x⃗)

m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
dxi.

Каждому вектору k⃗ ∈ Nm
∗ поставим в соответствие гармонику функции

f(x⃗)

Ak⃗(f ; x⃗) =
∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
.

Следуя [12, С. 545], ряд Фурье функции f(x⃗) определим следующим со-
отношением

S[f ] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)
Ak⃗(f ; x⃗), (1)

где q(k⃗) – количество нулевых координат вектора k⃗ .
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Пусть m = {1, 2, ...,m} и µ – какое-либо подмножество из m , обозна-
чим через |µ| количество элементов множества µ и через µ(r) – всякое
r -элементное подмножество из m ( |µ(r)| = r) .

По аналогии с одномерным случаем, гармоникой, сопряженной с Ak⃗(f ; x⃗)
по переменной xr , будем называть величину

Ae⃗r
k⃗
(f ; x⃗)=

∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

∏
i∈m\{r}

cos
(
kixi −

siπ

2

)
cos

(
krxr −

(sr + 1)π

2

)
.

Будем вводить понятие (ψ, β) -производных функций многих перемен-
ных, используя схемы введения (ψ, β) -производных функций одной перемен-
ной (см. [1]) и обыкновенных частных производных функций многих перемен-
ных.

Пусть ψi = (ψi1(k), ψi2(k)) , Ψi = (Ψi1(k),Ψi2(k)), i ∈ m , k = 0, 1, 2, ...,
– наборы систем чисел таких, что для всех i ∈ m, k ∈ N, выполняются
условия: ψi1(0) = 1, Ψi1(0) = 1 , ψi2(0) = 0, Ψi2(0) = 0 ,

ψ
2

i (k) = ψ2
i1(k) + ψ2

i2(k) ̸= 0, Ψ
2
i (k) = Ψ2

i1(k) + Ψ2
i2(k) ̸= 0.

Если для фиксированного r ∈ m существует функция fψr(x⃗) ∈ L(Tm)
такая, что

S[fψr ]=
∑
k⃗∈Nm

r

1

2q(k⃗)ψ
2

r(kr)

(
ψr1(kr)Ak⃗(f ; x⃗)− ψr2(kr)A

e⃗r
k⃗
(f ; x⃗)

)
,

где Nm
r – множество точек k⃗ ∈ Nm

∗ , у которых kr ̸= 0 , то будем говорить,
что fψr(x⃗) является частной ψr -производной функции f(x⃗) по переменной
xr . Для функции fψr(x⃗) будем также использовать естественное для частных
производных обозначение ∂ψrf(x⃗)

∂xr
.

Для фиксированного набора µ ⊂ m , µ = {r1, r2, ..., r|µ|} , смешанной Ψµ -
производной по переменным xi, i ∈ µ , по аналогии с определением обык-
новенной смешанной частной производной, будем называть функцию fΨµ ,
которая задается соотношением

fΨµ(x⃗) =
∂
Ψr|µ|∂

Ψr|µ|−1 ...∂Ψr1f(x⃗)

∂xr|µ|∂xr|µ|−1
...∂xr1

.

Множество функций f ∈ L(Tm) таких, что для любых i ∈ m суще-
ствуют ψi -производные fψi и для всех µ ⊂ m существуют смешанные
Ψµ -производные fΨµ , будем обозначать Lmψ , а подмножество непрерывных
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функций из Lmψ будем обозначать Cmψ . Множество функций из Cmψ , удо-
влетворяющих условиям

esssup|fψi(x⃗)| ≤ 1, esssup|fΨµ(x⃗)| ≤ 1, i ∈ m, µ ⊂ m,

будем обозначать Cmψ
∞ . В случае, когда существуют функции ψi(x) , Ψi(x) и

числа βi, β∗
i ∈ R такие, что ψi1(x) = ψi(x) cos βiπ/2 , ψi2(x) = ψi(x) sin βiπ/2 ,

такие классы будем обозначать Cmψ
β,∞ .

Следуя [1], введем множества M , M′
0 , MC . Будем полагать, что функ-

ции ψi(v), Ψi(v) , i = 1, 2, ...,m; j = 1, 2, являются функциями непрерывно-
го аргумента v ≥ 0 , совпадающими при v ∈ N с элементами одноименных
систем чисел ψi(k), Ψi(k) , которые использовались выше для определения
(ψi, βi) - и (Ψµ, β

∗) -производных.
Через M обозначим множество функций ψ(x) , непрерывных при x ≥ 0 ,

монотонно убывающих, выпуклых вниз при x ≥ 1 и удовлетворяющих усло-
вию lim

x→∞
ψ(x) = 0.

Через M′ обозначим подмножество функций ψ ∈ M , для которых

∞∫
1

ψ(x)

x
dx <∞.

Функции ψ(x) поставим в соответствие функцию η(x) = η(ψ, x) ,
связанную при x ≥ 1 с ψ(x) соотношением ψ(η(x)) = 1

2ψ(x).
Положим

µ(t) = µ(ψ, t) =
t

η(t)− t
.

Через M′
0 обозначим множество функций ψ ∈ M′ , для которых величина

µ(ψ, t) ограничена сверху. Через MC обозначим множество функций ψ ∈ M ,
для которых найдутся константы K1 , K2 такие, что при всех x ≥ 1

0 < K1 ≤ µ(ψ, t) ≤ K2 < +∞.

Если для i = 1, 2, ...,m; j = 1, 2, выполнено ψij ∈ M′
0 \ MC ,

Ψij ∈ M′
0 \ MC , то функции f ∈ Cmψ

∞ по аналогии с одномерным случа-
ем естественно называть функциями с малой гладкостью.

Следуя [3] (см. также [2], [14]), прямоугольные линейные средние рядов
Фурье определим следующим образом.

Пусть Λ = {Λ1,Λ2, ...,Λm} – фиксированный набор бесконечных тре-
угольных числовых матриц, Λi = {λ(ni)ki

}, i = 1, 2, ...,m, n⃗ ∈ Nm, k⃗ ∈ Nm
∗ ,
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λ
(ni)
0 = 1 и λ

(ni)
ki

= 0 для ki ≥ ni. Пусть далее λ
(n⃗)

k⃗
=

m∏
i=1

λ
(ni)
ki

и

Gn⃗ =
m∏
i=1

[0;ni − 1] – прямоугольный параллелепипед, соответствующий век-

тору n⃗ ∈ Nm. Понятно, что λ
(n⃗)

k⃗
= 0 для любых k⃗ ̸∈ Gn⃗.

Функции f ∈ L(Tm), имеющей ряд Фурье (1), поставим в соответствие
семейство тригонометрических полиномов

Un⃗(f ; x⃗; Λ) =
∑
k⃗∈Gn⃗

2−q(k⃗)λ
(n⃗)

k⃗
Ak⃗(f ; x⃗). (2)

При λ
(n⃗)

k⃗
≡ 1, k⃗ ∈ Gn⃗, многочлены Un⃗(f ; x⃗; Λ) = Sn⃗(f ; x⃗) являются

прямоугольными частичными суммами ряда Фурье.
Пусть φi(x), i = 1, 2, ...,m – непрерывные, монотонно возрастающие при

x ≥ 0 такие, что φi(0) = 0 . Если величины λ
(n⃗)

k⃗
, k⃗ ∈ Gn⃗, n⃗ ∈ Nm, задаются

соотношениями

λ
(ni)
ki

= 1− φi(ki)

φi(ni)
,

то многочлены Un⃗(f ; x⃗; Λ) = Zφ
n⃗ (f ; x⃗) будем называть обобщенными прямо-

угольными суммами Зигмунда.
Величины δφn⃗(f ; x⃗) = f(x⃗)−Zφ

n⃗ (f ; x⃗) являются уклонениями многочленов
Zφ
n⃗ (f ; x⃗), n⃗ ∈ Nm, от функции f(x⃗) .

Целью данной работы является получение асимптотических равенств для
величин

E(Cmψ
β,∞;Zφ

n⃗ ) = sup
f∈Cmψβ,∞

||δφn⃗(f ; x⃗)||C

при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m, и в случаях, когда классы Cmψ
β,∞ являются

классами функций с малой гладкостью.
В одномерном случае на классах функций с малой гладкостью были полу-

чены асимптотические равенства, которые имеют главный член в виде сум-
мы двух слагаемых. В частности, для верхних граней уклонений по таким
классам сумм Фурье, сумм Валле Пуссена и обобщенных сумм Зигмунда по-
лучены асимптотические формулы: в работе [7]

E
(
Cψ
β,∞;Sn

)
=

4

π2
ψ(n) lnn+

2 sin βπ
2

π

∞∫
n

ψ(x)

x
dx+O(1)ψ(n), n→ ∞,
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в роботе [10],

E
(
Cψ
β,∞;Vn,p

)
=

4

π2
ψ(n) ln

n

p
+

2 sin βπ
2

π

∞∫
n

ψ(x)

x
dx+O(1)ψ(n),

lim
n→∞

p

n
= 0, n→ ∞,

в работе [11]

E
(
Cψ
β,∞;Zφ

n

)
=

2

πφ(n)

n∫
1

φ(x)ψ2(x)

x
dx+

2 sin βπ
2

π

∞∫
n

ψ(x)

x
dx+O(1)ψ(n), n→ ∞.

Вопросы приближения классов Cmψ
β,∞ различными прямоугольными ме-

тодами приближения изучались в работах [15-18]. В частности, на классах
функций Cmψ

β,∞ с малой гладкостью для прямоугольных сумм Валле Пуссена
в работе [18] получена асимптотическая формула

E
(
Cmψ
β,∞;Vn⃗,p⃗

)
=

=
4

π2

m∑
i=1

ψi(ni) ln
ni
pi

+
2

π

m∑
i=1

sin
βπ

2

∞∫
ni

ψi(x)

x
dx+O(1)

(
m∑
i=1

ψi(ni)+

+
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

Ψj(nj) ln
nj
pj

+ sin
β∗
i π

2

∞∫
nj

Ψj(x)

x
dx

).
Основная часть

В данной работе получены аналогичные асимптотические формулы для
классов функций многих переменных с малой гладкостью Cmψ

∞,β и прямо-
угольных обобщенных сумм Зигмунда.

Теорема 1. Пусть Ψi ∈ M′
0, ψi ∈ M′

0 , βi, β∗
i ∈ R функции ψi(x)φi(x),

Ψi(x)φi(x), i = 1, 2, ...,m; монотонно возрастают и сохраняют характер
выпуклости при x ≥ 1 .

Тогда при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптотическая фор-
мула

E
(
Cmψ
β,∞;Zφ

n⃗

)
=

=
2

π

m∑
i=1

sin βiπ
2

φi(ni)

ni∫
1

ψi(x)φi(x)

x
dx+

2

π

m∑
i=1

sin
βiπ

2

∞∫
ni

ψi(x)

x
dx+O(1)

(
m∑
i=1

ψi(ni)+
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+
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

sin
β∗
jπ

2

[
1

φj(nj)

nj∫
1

Ψj(x)φj(x)

x
dx+

∞∫
nj

Ψj(x)

x
dx+Ψj(nj)

])
.

(3)

Доказательство. Через
{
λni(v)

}
, n⃗ = (n1, n2, ..., nm) ∈ Nm, обо-

значим семейство заданных и непрерывных на [0;1] функций таких, что
λ
(ni)
ki

= λni(
ki
ni
), k⃗ ∈ Gn⃗.

Введем функции

τi(v) =

{
(1− λni(v))ψi(niv),

1
ni

≤ v ≤ 1;
ψi(niv), 1 ≤ v, i = 1, 2, ...,m;

(4)

Ti(v) =

{
(1− λni(v))Ψi(niv),

1
ni

≤ v ≤ 1;

Ψi(niv), 1 ≤ v, i = 1, 2, ...,m;
(5)

которые на [0; 1
ni
] заданы так, что τi(v), Ti(v) непрерывны на положительной

полуоси и выполнено условие τi(0) = 0, Ti(0) = 0, i = 1, 2, ...,m.
В работе [12] показано, что для функций τi, Ti, i = 1, 2, ...,m, заданных

соотношениями (4), (5), и имещих суммируемые на R преобразования Фурье:

A(τi) =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi(x) cos(xt+
βπ

2
)dx

∣∣∣∣∣dt <∞,

A(Ti) =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣
∞∫
0

Ti(x) cos(xt+
βπ

2
)dx

∣∣∣∣∣dt <∞,

при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m, справедливо равенство:

E
(
Cmψ
β,∞;Un⃗

)
=

m∑
i=1

sin βiπ
2

π

∫
|t|≤1

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+

+
m∑
i=1

1

π

∫
|t|≥1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi(x) cos(xt+
βπ

2
)dx

∣∣∣∣∣dt+
+O(1)

( m∑
i=1

∫
|t|≤1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi(x) cos xtdx

∣∣∣∣∣dt+
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+
m∑
i=1

sin
βiπ

2

∫
|t|≤1

∣∣∣∣∣
1∫

0

τi(x) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
m∑
i=1

a(τi) +
m∑
r=2

∑
µ(r)⊂m

∏
j∈µ(r)

A(Tj)
)
, (6)

где

a(τi) =
1

π

∞∫
|t|≥πni

2

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi(x) cos(xt+
βiπ

2
)dx

∣∣∣∣∣dt.
Таким образом, изучение величин E

(
Cmψ
β,∞;Zφ

n⃗

)
сводится к вычислению

соответствующих одномерных несобственных интегралов.
Для изучения величин E

(
Cmψ
β,∞;Z

(φ)
n⃗

)
при помощи соотношения (6) функ-

ции τi(x), Ti(x) , i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2 , которые определены соотношения-
ми (4) и (5), представим в следующем виде

τi(x)


ψi(1)φi(1)nx, 0 ≤ x ≤ 1

ni
,

ψi(nix)φ(nix),
1
ni

≤ x ≤ 1,

ψi(nix), 1 ≤ x, i = 1, 2, ...,m,

Ti(x) =


Ψij(1)φi(1)nx, 0 ≤ x ≤ 1

ni
,

Ψij(nix)φ(nix),
1
ni

≤ x ≤ 1,

Ψij(nix), 1 ≤ x, i = 1, 2, ...,m.

Применяя рассуждения работы [11], получаем асимптотические формулы

1

π

∫
|t|≤1

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt = 2

π

∞∫
ni

ψi(x)

x
dx+O(1)ψi(ni),

1

π

∫
|t|≥1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi(x) cos(xt+
βiπ

2
)dx

∣∣∣∣∣dt =
=

sin βiπ
2

φi(ni)

ni∫
1

ψi(x)φi(x)

x
dx+O(1)ψi(ni),

a(τi) = O(1)ψi(ni),

A(Ti) = O(1)

sin
β∗
i π

2

∞∫
ni

Ψi(x)

x
dx+

sin β∗
i π
2

φi(ni)

ni∫
1

Ψi2(x)φi(x)

x
dx+Ψi(ni)

 ,
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|t|<1

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi(v) cos vtdv

∣∣∣∣∣∣ dt = O(1)ψi(ni),

∫
|t|<1

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

τi(v) sin vtdv

∣∣∣∣∣∣ dt = O(1)ψi(ni).

Подставляя эти соотношения в формулу (6), получаем асимптотическую
формулу (3).

Теорема доказана.
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РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕКОРЕКТНО ПОСТАВЛЕНИХ ЗАДАЧ

Серед математичних задач видiляється клас задач, розв’язання яких нестiйкi до малих
значень початкових даних. Вони характеризуються тим, що скiльки завгодно малi значе-
ння початкових даних можуть призводити до довiльно великих змiн в розв’язках. Задачi
подiбного типу, по сутi, є погано поставленими. Вони належать до класу некоректно по-
ставлених задач. Розглядаються шляхи подолання проблеми розв’язання таких задач.

Ключовi слова: наближенi розв’язки, метод Тихонова, квазiрозв’язки.

Вступ
Швидко зростаюче використання обчислювальної технiки вимагає розви-

тку обчислювальних алгоритмiв для вирiшення широких класiв завдань. Але
що потрiбно розумiти пiд розв’язанням задачi?

Класичнi концепцiї i постановки задач не вiдображають багатьох особли-
востей задач, що зустрiчаються на практицi. Ми покажемо це на прикладi.

Розглянемо систему лiнiйних рiвнянь алгебри

Az = u, (1)

де z – шуканий вектор, u – вiдомий вектор, A = {aij} – квадратна матриця
з елементами aij .

Якщо система не вироджена, тобто detA = 0 , то вона має єдиний розв’я-
зок, який можна знайти за вiдомими формулами Крамера або iншими спосо-
бами. Якщо система вироджена, то вона має розв’язок (притому не єдиний)
лише при виконаннi певної умови, якщо рiвнi нулю вiдповiднi визначники.

Таким чином, перш нiж розв’язувати систему, потрiбно перевiрити, ви-
роджена вона або нi. Для цього вимагається обчислити визначник системи
detA .

Якщо n – розмiрнiсть системи, то для обчислення detA необхiдно вико-
нати близько n2 операцiй. З якою б точнiстю ми не виконували обчислення,
при достатньо великому значеннi n , внаслiдок накопичення помилок обчи-
слення, ми можемо отримати значення detA , яке як завгодно вiдрiзняється

c⃝ Крохмальова Т.П., Величко В.Є., 2011
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вiд iстинного. Тому бажано мати (побудувати) такi алгоритми знаходження
розв’язку системи, якi не вимагають попереднього з’ясування виродження
або не виродження системи.

Крiм того, у практичних задачах часто права частина системи u i еле-
менти матрицi A , тобто коефiцiєнти системи рiвнянь, вiдомi нам наближено.
У цих випадках замiсть системи, ми маємо справу з деякою iншою системою
A′z = u′ такою, що

||A′ − A|| ≤ h, ||u′ − u|| ≤ δ,

де норма зазвичай визначається характером задачi. Маючи замiсть матрицi
A матрицю A′ , ми тим бiльше не можемо висловити певного судження про
виродження або не виродження системи.

У цих випадках про точну систему Az = u нам вiдомо лише те, що
для матрицi A i правої частини виконуються нерiвностi ||A′ − A|| ≤ h ,
||u′ − u|| ≤ δ . Але систем з такими вхiдними даними (A, u) нескiнченно
багато, i в рамках вiдомого нам рiвня похибки вони не чiткi. Серед таких
«можливих точних систем» можуть бути i виродженi.

Оскiльки замiсть точної системи ми маємо наближену систему A′z = u′ ,
то мова може йти лише про знаходження наближеного розв’язку. Але набли-
жена система може бути i нерозв’язною. Виникає питання: що треба розумiти
пiд наближеним розв’язком системи? Воно повинно бути також стiйким до
малих змiн вхiдних даних (A, u) .

1. Наближенi методи
Широко розповсюдженим в обчислювальнiй практицi способом набли-

женого розв’язання рiвняння (1) є метод пiдбору. Вiн полягає в тому, що
для елементiв z деякого заздалегiдь заданого пiдкласу можливих рiшень
M деякого лiнiйного простору F обчислюється оператор Az , тобто вико-
нується пряма задача. В якостi наближеного розв’язку береться такий еле-
мент z0 з множини M , на якому нев’язка ρU(Az, u) досягає мiнiмуму, тобто
ρU(Az0, u) = inf ρU(Az, u) , z ∈M .

Нехай права частина рiвняння (1) задана точно, тобто u = ut i потрi-
бно знайти його розв’язок zt . Зрозумiло, що в M знаходиться безлiч еле-
ментiв z , якi залежать вiд скiнченої кiлькостi параметрiв, що змiнюються в
певних межах так, щоб M було замкнутим в скiнченовимiрному просторi.
Якщо шукають точний розв’язок zt рiвняння (1) який належить множинi
M , inf zt ∈ M , ρtU(Az, u) = 0 то цим досягається нижня межа на точно-
му розв’язку zt . Якщо рiвняння (1) має єдиний розв’язок, то елемент z0 ,
здатний мiнiмiзувати, визначений однозначно.
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Обґрунтування успiшностi методу пiдбору призвело до знаходження за-
гально функцiональних вимог, що обмежують клас можливих розв’язкiв M ,
при яких метод пiдбору є стiйким i zn → zt . Цi вимоги полягають в компа-
ктностi множини M i ґрунтуються на наведенiй нижче топологiчнiй лемi.

Лема 1. Нехай метричний простiр F вiдображається на метричний про-
стiр U i U0 – образ множини F0 , F0 ⊂ F , при цьому вiдображеннi. Якщо
вiдображення F → U неперервне, взаємно однозначне i множина F0 компа-
ктна на F , то зворотне вiдображення U0 → F0 множини U0 на множину
F0 також неперервне за метрикою простору F .

На основi викладених мiркувань М. М. Лаврентьєв сформулював поняття ко-
ректностi за Тихоновим. У застосуваннi до рiвняння (1) задача є коректною
за Тихоновим, якщо вiдомо, що для точного значення u = ut iснує єдиний
розв’язок zt рiвняння (1), Azt = ut , що належить заданiй компактнiй мно-
жинi M . В цьому випадку оператор A−1 неперервний на множинi N = AM

i, якщо замiсть елемента ut нам вiдомий елемент uδ такий, що ρU(ut, uδ) ≤ δ
i uδ ∈ N , то в якостi наближеного розв’язку рiвняння (1) з правою частиною
u = uδ можна взяти елемент zδ = A−1uδ . При δ → 0 (uδ ∈ N ) zδ буде
прагнути до zt . Множина F1 (F1 ⊂ F ), на якiй задача знаходження розв’яз-
ку рiвняння (1) є коректно поставленою, називають класом коректностi. Так,
якщо оператор A неперервний i здiйснює взаємно однозначне вiдображення,
то компактна множина M , до якої належить zt , є класом коректностi для
рiвняння (1). Таким чином, якщо задача (1) коректна за Тихоновим i права
частина рiвняння u ∈ AM , то метод пiдбору з успiхом може бути застосова-
ний до вирiшення такої задачi.

Прагнення усунути труднощi, пов’язанi з вiдсутнiстю розв’язку рiвняння
(1) при неточнiй правiй частинi, привело В. К. Iванова до поняття квазiро-
зв’язання рiвняння (1).

Елемент z̃ ∈ M , який здатний мiнiмiзувати при цьому i функцiонал
ρU(Az̃, u) на множинi M , називається квазiрозв’язком рiвняння (1) на M ,

ρU(Az̃, u) = inf
z∈M

ρU(Az, u).

Якщо M – компакт, то квазiрозв’язок, очевидно, iснує для будь-якого
u ∈ U i якщо, крiм того, u ∈ AM , то квазiрозв’язок z̃ збiгається зi звичай-
ним (точним) розв’язком рiвняння (1). Квазiрозв’язок може бути i не один.
У цьому випадку пiд квазiрозв’язком будемо розумiти будь-який елемент з
множини квазiрозв’язкiв D .

Нехай F i U – Гiлбертовi простори, M ∈ SR – куля ( ||z|| ≤ R ) в просторi
F i A – цiлком неперервний лiнiйний оператор.
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У цьому випадку квазiрозв’язок рiвняння (1) можна представити у вигля-
дi ряду за власними елементами (функцiям, векторах) φn оператора A∗A ,
де A∗ – оператор, спряжений оператору A .

Вiдомо, що A∗A – самоспряжений цiлком неперервний оператор з F в
F . Нехай λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn ≥ . . . – повна система його власних значень,
a φ1, φ2, . . . , φn, . . . – вiдповiдна повна ортонормована система його власних
елементiв (функцiй, векторiв). Елемент A∗u можна представити у виглядi
ряду

A∗u =
∞∑
n=1

bnφn (2)

В цих умовах справедлива

Теорема 1. Квазiрозв’язок рiвняння (1) на множинi SR виражається фор-
мулами:

z̃ =
∞∑
n=1

bn
λn
φn якщо

∞∑
n=1

b2n
λ2n

< R2 (3)

i

z̃ =
∞∑
n=1

bn
β + λn

φn якщо
∞∑
n=1

b2n
λ2n

≥ R2. (4)

Тут β – корiнь рiвняння
∞∑
n=1

b2n
(λn + β)2

= R2 (5)

2. Обчислювальний експеримент
Для реалiзацiї чисельного прикладу було вибрано метод Тихонова розв’я-

зання некоректних систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.
Для цього взята система у якоъ визначник бильзкий до нуля
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Розв’яжемо систему за допомогою оберненої матрицi. Для цього знайдемо
будь-яким чином обернену матрицю

A−1 =

 −1.364 3.818 −818.182
9.545 −19.727 3.627 · 103

−4.091 11.455 −2.155 · 103

 A−1z =

 −815.727
3.617 · 103

−2.147 · 103

 .
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На другому етапi знайдемо розв’язок запропонованої системи методом
Тихонова з точнiстю 0.001. В якостi мови програмування використали Pascal.
Отримаємо наступний результат:

Наближення до нормального розв’язку
Z(1)=-8.97244015079166E+0002
Z(2)= 3.97848179152378E+0003
Z(3)=-2.36184256982254E+0003

Значення правої частини при пiдстановцi наближеного розв’язку наступнi
U1(1)= 9.99999111205201E-0001
U1(2)= 1.00000198204875E+0000
U1(3)= 1.09963158471653E+0000

Збiльшимо точнiсть до 0.00001 i отримуємо розв’язок, який вiдрiзняється
вiд точного на досить незначну величину, а отже є дуже корисним для поча-
ткового знаходження точного значення.

Наближення до нормального розв’язку
Z(1)=-8.97540036267863E+0002
Z(2)= 3.97979416063186E+0003
Z(3)=-2.36262209544751E+0003

Значення правої частини при пiдстановцi наближеного розв’язку
U1(1)= 9.99999984023968E-0001
U1(2)= 1.00000003562712E+0000
U1(3)= 1.09999337785361E+0000

Висновки
Отриманий результат обчислювального експерименту доводить життє-

здатнiсть наведеного методу для пошуку наближеного розв’язку некоректно
поставлених задач, а отже, є коректним для цього класу задач.
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ДВОКОЛОРОВI ХОРДОВI O -ДIАГРАМИ
МIНIМАЛЬНОГО РОДУ

В роботi розглядається клас планарних двокольорових хордових дiаграм з n хордами,
що мають точно k ≤ n циклiв певного кольору. Для значень k = 7 i k = 8 встановлено
формули пiдрахунку числа нееквiвалентних таких дiаграм вiдносно дiї циклiчної групи.

Ключовi слова: хордова дiаграма, цикл, циклiчна група, дiедральна група.

Вступ
Конструкцiї, схожi до кола з вiдмiченими точками, зокрема хордовi дiа-

грами, ефективно використовують в багатьох галузях науки, зокрема мате-
матицi, фiзицi, бiологiї.

Нагадаємо, що хордовою дiаграмою порядку n або, коротко, n -дiаграмою
називають конфiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на ньо-
му (якi є вершинами правильного 2n -кутника) та n хорд, що сполучають
вказанi точки. Хордовi дiаграми називають iзоморфними, якщо одну можна
одержати з iншої в результатi деякого повороту. Дiаграми називають еквiва-
лентними, якщо їх можна сумiстити за допомогою повороту або дзеркального
вiдбиття, або ж їх композицiї.

Питаннями перелiку певних класiв хордових дiаграм займалась цiла низ-
ка вiдомих математикiв, зокрема автори робiт [1-4]. Задача про пiдрахунок
числа неiзоморфних та нееквiвалентних n -дiаграм була повнiстю розв’язана
в роботах [3], [4]. Пiдрахунок числа неiзоморфних, зокрема двокольорових дi-
аграм фiксованого роду є досить складною i в загальному випадку до сьогоднi
не розв’язаною задачею.

Вiдомими є результати лише для планарних (роду 0 ), тороїдальних (роду
1 ) n -дiаграм та 2m -дiаграм максимального роду m [4].

Вiдомо, що двокольоровi хордовi O - i N -дiаграми знаходять своє засто-
сування в топологiї, зокрема при топологiчнiй класифiкацiї функцiй певного
класу на замкнених орiєнтовних та вiдповiдно не орiєнтовних поверхнях фi-
ксованого роду (напр. [8]).

c⃝ Гладищук Ю.В., Кадубовський О.А., 2011
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В роботi [9] встановлено формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та
нееквiвалентних двокольорових O - i N -дiаграм.

З урахуванням результатiв роботи [5], в [10] встановлено формули для
пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -дiаграм, якi мають
один чорний (або ж бiлий) цикл. В роботi [8] пiдраховано число неiзоморфних
O -дiаграм максимального роду (з одним чорним та одним бiлим циклом).

Задача про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних планар-
них O -дiаграм (роду 0) з n хордами повнiстю розв’язана в роботi [6]. Проте,
до сьогоднi залишається нерозв’язаною задача про пiдрахунок числа неiзо-
морфних двокольорових O -дiаграм роду 0 з фiксованим числом k ∈ [1, n]
циклiв певного кольору. Для для довiльного n i початкових 1 ≤ k ≤ 6 ре-
зультати одержано в роботах [11, 12].

В данiй роботi для довiльного натурального n , k = 7 i k = 8 встановлено
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних таких дiаграм. Крiм того, для
початкових n = 1, ..., 18 i 1 ≤ k ≤ n наведено значення числа неiзоморфних
та нееквiвалентних дiаграм iз вказаного класу.

1. Основнi поняття та зауваження
Означення 1. Коло з 2n точками на ньому, що є вершинами правильного
2n кутника, дуги якого почергово розфарбованi у два кольори (чорний i бi-
лий) та фiксованою нумерацiєю вершин за годинниковою стрiлкою, будемо
називати двокольоровим 2n -шаблоном – рис. 1 a) .

2-кольоровою хордовою n -дiаграмою будемо називати n -дiаграму, побу-
довану на основi двокольорового 2n -шаблону.

  

 

 

 

)a  )b  )c  )d  
 

 

 

 

Рис. 1:

a) двокольоровий 20 -шаблон;
b) N -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 бiлих та 3 чорних циклiв;
c) O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 6 бiлих та 3 чорних циклiв;
d) планарна O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 бiлих та 4 чорних циклiв
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Означення 2. 2-кольорову n -дiаграму, яка не мiстить (мiстить) хорди,
що сполучають вершини з номерами однакової парностi, називають O -
дiаграмою (N -дiаграмою) – рис. 1 b), c) .

Означення 3. O -дiаграму з n хордами, яка не має хорд, що перетинаю-
ться, будемо називати дiаграмою мiнiмального роду (роду 0) або ж планар-
ною O -дiаграмою – рис. 1 d) .

Означення 4. b -циклом (w -циклом) 2 -кольорової дiаграми називають по-
слiдовнiсть хорд та чорних (бiлих) дуг, якi утворюють гомеоморфний образ
(орiєнтованого) кола – рис. 1 b)− d) .

Означення 5. Множину планарних O -дiаграм з n хордами, якi мають
точно k (1 ≤ k ≤ n ) бiлих (n−k+1 чорних) циклiв позначатимемо ℑk,n .

З робiт [11, 12] випливає, що число P ∗
k,n неiзоморфних дiаграм з класу

ℑk,n можна обчислити за допомогою спiввiдношення

P ∗
k,n =

1

n
(Pk,n + p(k, n)) =

1

n

1

n
Ck
n · Ck−1

n +
∑

i̸=n, i|n

ϕ
(n
i

)
p (k, n, i)

 , (1)

де 1
nC

k
n · Ck−1

n = |ℑk,n| = Pk,n – число дiаграм з класу ℑk,n ; ϕ (q) – фун-
кцiя Ейлера (число натуральних менших за q чисел взаємно простих iз ним);
p (k, n, i) – число дiаграм з класу ℑk,n (побудованих на двокольоровому 2n -
шаблонi), якi самосумiщаються при поворотi на кут ωi = 2π

n i (навколо центра
шаблону), а пiдсумовування ведеться за всiма дiльниками числа n за виня-
тком n .

З урахуванням результатiв робiт [7, 11], число нееквiвалентних дiаграм з
класу можна обчислити за допомогою спiввiдношення

P ∗∗
k,n =

1

2

(
P ∗
k,n + C

[k−1
2 ]

[n−1
2 ]

· C⌈
k−1
2 ⌉

⌈n−1
2 ⌉

)
, (2)

де [·] — цiла частина числа; ⌈·⌉ — функцiя «потолок» — округлення до

найближчого бiльшого цiлого числа, а величина T (n, k) = C
[k−1

2 ]
[n−1

2 ]
· C⌈

k−1
2 ⌉

⌈n−1
2 ⌉

спiвпадає з числом об’єктiв, вiдомих як «symmetric Dyck paths of semi-length
n with k peaks».

Бiльш повну iнформацiю можна знайти, наприклад в роботах [7]–[12].
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2. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ7,n

Лема 1. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ7,n можна обчислити за
допомогою спiввiдношень:

P ∗
7,n =

1

n

(
1

n
· C7

n · C6
n + p(7, n)

)
, p(7, n) =

=



0, n ̸= 2k ̸= 3m ̸= 7l
ϕ(7)C1

n
7
, n = 7l ̸= 2k ̸= 3m

20C6
n
2
+ 20C5

n
2
+ 4C4

n
2
, n = 2k ̸= 3m ̸= 7l

ϕ(3) · (6C4
n
3
+ 3C3

n
3
), n = 3m ̸= 2k ̸= 7l

ϕ(6) · 2C2
n
6
+ ϕ(3) · (6C4

n
3
+ 3C3

n
3
) + 20C6

n
2
+ 20C5

n
2
+ 4C4

n
2
, n = 6k ̸= 7l

ϕ(7)C1
n
7
+ 20C6

n
2
+ 20C5

n
2
+ 4C4

n
2
, n = 14k ̸= 3m

ϕ(7)C1
n
7
+ ϕ(3) · (6C4

n
3
+ 3C3

n
3
), n = 21k ̸= 2m

ϕ(6) · 2C2
n
6
+ ϕ(3) · (6C4

n
3
+ 3C3

n
3
) + 20C6

n
2
+ 20C5

n
2
+ 4C4

n
2
+ ϕ(7)C1

n
7
, n = 42k

(3)
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Рис. 2: Всi типи дiаграм з класу ℑ7,n , якi самосумiщаються при поворотi на
певний кут

Доведення. Всi типи дiаграм класу ℑ7,n , якi самосумiщаються при поворотi
на певний кут ω = 2π

2n · 2i, i = 1, . . . , n− 1 наведено на рис.2.
Позначимо через An, Bn, Cn, Dn, En, Fn, Gn, Hn, Kn,Mn, Rn, Sn число дiа-

грам 1-го, 2-го, ... та 12-го типу вiдповiдно.
Нехай далi A∗

n, B
∗
n, C

∗
n, D

∗
n, E

∗
n, F

∗
n , G

∗
n, H

∗
n, K

∗
n,M

∗
n, R

∗
n, S

∗
n – число неiзо-

морфних дiаграм 1-го, 2-го, ... та 12-го типу вiдповiдно. Тодi P ∗
7,n =

=
1

n

(
1

n
C7
n ·C6

n−(An+Bn+Cn+Dn+En+Fn+Gn+Hn+Kn+Mn+Rn+Sn)

)
+

+A∗
n +B∗

n + C∗
n +D∗

n + E∗
n + F ∗

n +G∗
n +H∗

n +K∗
n +M ∗

n +R∗
n + S∗

n (4)
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Обчислимо окремо число неiзоморфних дiаграм кожного з дванадцяти
вказаних типiв.
1) Дiаграми першого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i, i = 1, . . . , n− 1 (за годинниковою стрiлкою) лише за умов коли
n дiлиться на 7, а поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = 2π

7 (при
i = n

7 ). Загальне число дiаграм першого типу, якi самосумiщаються при по-

воротi на кут 2π
7 становить an,7 =

{
0, n ̸= 7k
C1

n
7
, n = 7k.

Тому число неiзоморфних

дiаграм першого типу можна обчислити за допомогою спiввiдношень

A∗
n =

1

n

(
An + ϕ(7)an,7

)
=

{
1
nAn, n ̸= 7k
1
n

(
An + ϕ(7)C1

n
7

)
, n = 7k.

(5)

2) Дiаграми другого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2 , на 3
або на 6 , а поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ),
куту ω = 2π

3 (при i = n
3 ), куту ω = π

3 (при i = n
6 ).

Загальне число дiаграм другого типу, якi самосумiщаються при поворотi

на кут π становить bn,2 =

{
0, n ̸= 2k
2C6

n
2
, n = 2k.

Загальне число дiаграм другого типу, якi самосумiщаються при поворотi

на кут 2π
3 становить bn,3 =

{
0, n ̸= 3k
2C4

n
3
, n = 3k.

Загальне число дiаграм другого типу, якi самосумiщаються при поворотi

на кут π
3 становить bn,6 =

{
0, n ̸= 6k
2C2

n
6
, n = 6k.

Тому число неiзоморфних дiаграм другого типу можна обчислити за до-
помогою спiввiдношень

B∗
n =

1

n

(
Bn + ϕ(2)bn,2 + ϕ(3)bn,3 + ϕ(6)bn,6

)
=

=



1
nBn, n = 6k ± 1
1
n

(
Bn + 2C6

n
2

)
, n = 6k ± 2

1
n

(
Bn + ϕ(3)2C4

n
3

)
, n = 6k ± 3

1
n

(
Bn + 2C6

n
2
+ ϕ(3)2C4

n
3
+ ϕ(6)2C2

n
6

)
, n = 6k.

(6)

3) Дiаграми третього типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 3, а поворот
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здiйснюється на кут кратний куту ω = 2π
3 (при i = n

3 ). Загальне число дiа-
грам третього типу, якi самосумiщаються при поворотi на кут 2π

3 становить

cn,3 =

{
0, n ̸= 3k
4C4

n
3
, n = 3k.

Тому число неiзоморфних дiаграм третього типу мо-

жна обчислити за допомогою спiввiдношень

C∗
n =

1

n

(
Cn + ϕ(3)cn,3

)
=

{
1
nCn, n ̸= 3k
1
n

(
Cn + ϕ(3)4C4

n
3

)
, n = 3k.

(7)

4) Дiаграми четвертого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 3, а пово-
рот здiйснюється на кут кратний куту ω = 2π

3 (при i = n
3 ). Загальне число

дiаграм четвертого типу, якi самосумiщаються при поворотi на кут 2π
3 стано-

вить dn,3 =

{
0, n ̸= 3k
3C3

n
3
, n = 3k.

Тому число неiзоморфних дiаграм четвертого

типу можна обчислити за допомогою спiввiдношень

D∗
n =

1

n

(
Dn + ϕ(3)dn,3

)
=

{
1
nDn, n ̸= 3k
1
n

(
Dn + ϕ(3)3C3

n
3

)
, n = 3k.

(8)

5) Дiаграми п’ятого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i, i = 1, . . . , n− 1 (за годинниковою стрiлкою) лише за умов коли
n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при
i = n

2 ). Загальне число дiаграм п’ятого типу, якi самосумiщаються при пово-

ротi на кут π становить en,2 =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k.

Тому число неiзоморфних

дiаграм п’ятого типу можна обчислити за допомогою спiввiдношень

E∗
n =

1

n

(
En + ϕ(2)en,2

)
=

{
1
nEn, n ̸= 2k
1
n

(
En + 6C6

n
2

)
, n = 2k.

(9)

6) Дiаграми шостого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2, а поворот
здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Загальне число дi-
аграм шостого типу, якi самосумiщаються при поворотi на кут π становить

fn,2 =

{
0, n ̸= 2k
5C5

n
2
, n = 2k.

Тому число неiзоморфних дiаграм шостого типу мо-

жна обчислити за допомогою спiввiдношень

F ∗
n =

1

n

(
Fn + ϕ(2)fn,2

)
=

{
1
nFn, n ̸= 2k
1
n

(
Fn + 5C5

n
2

)
, n = 2k.

(10)
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7) Дiаграми сьомого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2, а по-
ворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Загальне число
дiаграм сьомого типу, якi самосумiщаються при поворотi на кут π становить

gn,2 =

{
0, n ̸= 2k
5C5

n
2
, n = 2k.

Тому число неiзоморфних дiаграм сьомого типу мо-

жна обчислити за допомогою спiввiдношень

G∗
n =

1

n

(
Gn + ϕ(2)gn,2

)
=

{
1
nGn, n ̸= 2k
1
n

(
Gn + 5C5

n
2

)
, n = 2k.

(11)

8) Дiаграми восьмого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2, а поворот
здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Загальне число дiа-
грам восьмого типу, якi самосумiщаються при поворотi на кут π становить

hn,2 =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k.

Тому число неiзоморфних дiаграм восьмого типу

можна обчислити за допомогою спiввiдношень

H∗
n =

1

n

(
Hn + ϕ(2)hn,2

)
=

{
1
nHn, n ̸= 2k
1
n

(
Hn + 6C6

n
2

)
, n = 2k.

(12)

9) Дiаграми дев’ятого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i, i = 1, . . . , n− 1 (за годинниковою стрiлкою) лише за умов коли
n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при
i = n

2 ). Загальне число дiаграм дев’ятого типу, якi самосумiщаються при по-

воротi на кут π становить kn,2 =

{
0, n ̸= 2l
5C5

n
2
, n = 2l.

Тому число неiзоморфних

дiаграм дев’ятого типу можна обчислити за допомогою спiввiдношень

K∗
n =

1

n

(
Kn + ϕ(2)kn,2

)
=

{
1
nKn, n ̸= 2l
1
n

(
Kn + 5C5

n
2

)
, n = 2l.

(13)

10) Дiаграми десятого типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2, а поворот
здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Загальне число дiа-
грам десятого типу, якi самосумiщаються при поворотi на кут π становить

mn,2 =

{
0, n ̸= 2k
4C4

n
2
, n = 2k.
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Тому число неiзоморфних дiаграм десятого типу можна обчислити за до-
помогою спiввiдношень

M ∗
n =

1

n

(
Mn + ϕ(2)mn,2

)
=

{
1
nMn, n ̸= 2k
1
n

(
Mn + 4C4

n
2

)
, n = 2k.

(14)

11) Дiаграми одинадцятого типу самосумiщаються при поворотi на певний
кут ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2, а
поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ).
Загальне число дiаграм одинадцятого типу, якi самосумiщаються при по-

воротi на кут π становить rn,2 =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k.

Тому число неiзоморфних дiаграм одинадцятого типу можна обчислити
за допомогою спiввiдношень

R∗
n =

1

n

(
Rn + ϕ(2)rn,2

)
=

{
1
nRn, n ̸= 2k
1
n

(
Rn + 6C6

n
2

)
, n = 2k.

(15)

12) Дiаграми дванадцятого типу самосумiщаються при поворотi на певний
кут ω = 2π

2n · 2i ( i = 1, . . . , n − 1 ) лише за умов коли n дiлиться на 2, а
поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π (при i = n

2 ).
Загальне число дiаграм дванадцятого типу, якi самосумiщаються при по-

воротi на кут π становить sn,2 =

{
0, n ̸= 2k
5C5

n
2
, n = 2k.

Тому число неiзоморфних дiаграм дванадцятого типу можна обчислити
за допомогою спiввiдношень

S∗
n =

1

n

(
Sn + ϕ(2)sn,2

)
=

{
1
nSn, n ̸= 2k
1
n

(
Sn + 5C5

n
2

)
, n = 2k.

(16)

З урахуванням спiввiдношень (5) – (16) маємо справедливiсть (3).

3. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ8,n

Не важко перевiрити, що всi можливi типи дiаграм з класу ℑ8,n , якi само-
сумiщаються при поворотi на певний кут ωi = 2π

2ni , вичерпуються дiаграмами
типу 1− 18 , наведеними на рис. 3.

Повторюючи мiркування, аналогiчнi тим, що були використаннi при до-
веденнi леми 1, можна встановити справедливiсть леми 2.
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Рис. 3: Всi типи дiаграм з класу ℑ8,n , якi самосумiщаються при поворотi на

певний кут

Лема 2. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ8,n можна обчислити за
допомогою спiввiдношень:

P ∗
8,n =

1

n

(
1

n
· C8

n · C7
n + p(8, n)

)
, p(8, n) =

=



0, n ̸= 2k ̸= 7p
C4

n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2
, n = 2k ̸= 4m ̸= 7p

ϕ(4)(C2
n
4
+ 3C3

n
4
) + C4

n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2
, n = 4k ̸= 8l ̸= 7p

ϕ(8)C1
n
8
+ ϕ(4)(C2

n
4
+ 3C3

n
4
) + C4

n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2
, n = 8k ̸= 7p

ϕ(7)2C2
n
7
, n = 7k ̸= 2m

ϕ(7)2C2
n
7
+ C4

n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2
, n = 14k ̸= 4m

ϕ(7)2C2
n
7
+ ϕ(4)(C2

n
4
+ 3C3

n
4
) + C4

n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2
, n = 28k ̸= 8l

ϕ(7) · 2C2
n
7
+ ϕ(8)C1

n
8
+ ϕ(4)(C2

n
4
+ 3C3

n
4
) + C4

n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2
, n = 56k

(17)

Зауваження 1. З урахуванням результатiв робiт [11] i [12] , для довiль-
ного n ∈ N i простого k = 2, 3, 5, 7 число неiзоморфних дiаграм з класу
ℑk,n можна обчислити за допомогою наступних спiввiдношень

P ∗
k,n =

1

n

(
1

n
· Ck

n · Ck−1
n + pn

k
+ p(k, n)

)
, де (18)
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pn
k
=

{
0, якщо n

k /∈ Z
ϕ (k) · nk , якщо n

k ∈ Z,
(19)

p(k, n) =
∑

j|НСД(n,k−1),j ̸=1

ϕ (j) ·
(
k − 1

j
+ 1

)
· C

k−1
j +1

n
j

· C
k−1
j

n
j
. (20)

Крiм того, безпосередня перевiрка (при 2 ≤ n ≤ 18 ) iнших простих k до-
зволяє висунути гiпотезу про те, що для довiльного простого k число
неiзоморфних дiаграм з класу ℑk,n можна обчислити за допомогою спiввiд-
ношень (18) – (20) .

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

Рис. 4: Всi неiзоморфнi планарнi двокольоровi O -дiаграми з 6 хордами:

точки на колах служать зображенням чорних дуг, iзольована точка –
зображенням чорної дуги разом iз хордою, що сполучає її кiнцi, iзольо-
ваний вiдрiзок – зображенням паралельних хорд i т.п.;
серед них: 1 з класу ℑ1,6 , 3 – з ℑ2,6 , 10 – з ℑ3,6 , 10 – з ℑ4,6 ,

3 – з ℑ5,6 i 1 – з ℑ6,6 .

Висновки
З урахуванням останнього зауваження автори впевненi в тому, що дослi-

дження в цьому напрямку можна успiшно продовжити, узагальнивши одер-
жанi результати для дiаграм з класу ℑk,n (∀n ∈ N ) не лише для довiльного
простого, а й довiльного непарного 1 ≤ k ≤ n .

58 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету СДПУ



Гладищук Ю.В., Кадубовський О.А. Двокольоровi O -дiаграми мiнiмального роду
n
\k

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

13
14

15
16

17
18

2
1

1
3

1
1

1
4

1
2

2
1

5
1

2
4

2
1

6
1

3
10

10
3

1
7

1
3

15
25

15
3

1
8

1
4

26
64

64
26

4
1

9
1

4
38

13
2

19
6

13
2

38
4

1
10

1
5

56
25

6
53

6
53

6
25

6
56

5
1

11
1

5
75

45
0

12
60

17
64

12
60

45
0

75
5

1
12

1
6

10
4

76
5

27
36

51
02

51
02

27
36

76
5

10
4

6
1

13
1

6
13

2
12

10
54

45
13

06
8

17
42

4
13

06
8

54
45

12
10

13
2

6
1

14
1

7
17

2
18

68
10

24
7

30
71

1
52

63
4

52
63

4
30

71
1

10
24

7
18

68
17

2
7

1
15

1
7

21
3

27
63

18
21

9
66

80
7

14
31

51
18

40
41

14
31

51
66

80
7

18
21

9
27

63
21

3
7

1
16

1
8

26
6

39
94

31
09

2
13

67
10

35
79

80
57

52
84

57
52

84
35

79
80

13
67

10
31

09
2

39
94

26
6

8
1

17
1

8
32

0
56

00
50

96
0

26
49

92
83

28
32

16
35

92
0

20
44

90
0

16
35

92
0

83
28

32
26

49
92

50
96

0
56

00
32

0
8

1
18

1
9

39
0

77
26

80
97

6
49

10
54

18
23

67
6

42
98

40
0

65
66

91
4

65
66

91
4

42
98

40
0

18
23

67
6

49
10

54
80

97
6

77
26

39
0

9
1

n
\k

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

13
14

15
16

17
18

2
1

1
3

1
1

1
4

1
2

2
1

5
1

2
4

2
1

6
1

3
8

8
3

1
7

1
3

12
17

12
3

1
8

1
4

19
41

41
19

4
1

9
1

4
27

78
11

6
78

27
4

1
10

1
5

38
14

8
29

8
29

8
14

8
38

5
1

11
1

5
50

25
0

68
0

93
2

68
0

25
0

50
5

1
12

1
6

67
42

0
14

43
26

51
26

51
14

43
42

0
67

6
1

13
1

6
84

65
0

28
35

66
84

89
12

66
84

28
35

65
0

84
6

1
14

1
7

10
7

99
7

52
81

15
61

8
26

66
7

26
66

7
15

61
8

52
81

99
7

10
7

7
1

15
1

7
13

1
14

55
93

30
33

77
1

72
18

8
92

63
3

72
18

8
33

77
1

93
30

14
55

13
1

7
1

16
1

8
16

1
20

95
15

84
0

68
94

3
17

99
70

28
88

67
28

88
67

17
99

70
68

94
3

15
84

0
20

95
16

1
8

1
17

1
8

19
2

29
12

25
87

2
13

32
80

41
79

84
81

99
20

10
24

90
0

81
99

20
41

79
84

13
32

80
25

87
2

29
12

19
2

8
1

18
1

9
23

1
40

07
40

99
2

24
67

03
91

41
90

21
52

72
8

32
87

86
7

32
87

86
7

21
52

72
8

91
41

90
24

67
03

40
99

2
40

07
23

1
9

1

Табл. 1: Початковi значення числа неiзоморфних та нееквiвалентних дiаграм
з класу ℑk,n для 1 ≤ n ≤ 18
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ПРО ЧИСЛО НЕРIВНИХ k -КУТНИКIВ,
ПОБУДОВАНИХ НА КОЛI З n ТОЧКАМИ

В роботi розглядаються два класи опуклих та неопуклих k -кутникiв, побудованих на
основi фiксованого кола з n точками, якi є вершинами правильного n -кутника. Встанов-
лено формули для пiдрахунку числа нееквiвалентних таких k -кутникiв вiдносно повороту
навколо спiльного центру (дiї циклiчної групи).

Ключовi слова: многокутник, задача про намиста, циклiчна група.

Вступ
В подальшому пiд n -шаблоном будемо розумiти коло та n точок на ньо-

му, що є вершинами правильного n -кутника з фiксованою нумерацiєю остан-
нiх числами вiд 1 до n за годинниковою стрiлкою – рис. 1.
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Рис. 1: a) n -шаблон; b) опуклий 516 -кутник; c) неопуклий 516 -кутник

Надалi обмежимося розглядом натуральних k , що задовольняють умову
3 ≤ k ≤ n . Зафiксуємо серед n зазначених вершин k точок та побудуємо
замкнену ламану з вершинами у вказаних точках.

Означення 1. Побудований в описаний вище спосiб опуклий (неопуклий)
многокутник будемо називати kn -кутником, а множину опуклих (неопу-
клих) kn -кутникiв, побудованих на n -шаблонi, позначатимемо Ln,k (Pn,k ).

Множину (опуклих i неопуклих) kn -кутникiв, побудованих на n -шабло-
нi, позначатимемо ℑn,k , nn -кутники називатимемо n -кутниками, а мно-
жину ℑn,n позначати ℑn .

c⃝ Буглак О.М., Кадубовський О.А., 2011
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Твердження 1. Число опуклих kn -кутникiв становить

|Ln,k| = Ck
n. (1)

Зауважимо, що кожному kn -кутнику можна поставити у вiдповiднiсть
(в певному сенсi ототожнити) цикл довжини k , тобто впорядковану послi-
довнiсть k чисел (j1, j2, ..., jk) таких, що ji ∈ {1, ..., n} , ji ̸= ji′ . Причому
«побудову-вiдновлення» kn -кутника за циклом c = (j1, j2, ..., jk−1, jk) слiд
розумiти як таку, при якiй сторонами многокутника є наступнi хорди n -
шаблону: [j1, j2], [j2, j3], [j3, j4] . . . , [jk−1, jk], [jk, j1].

Зауваження 1. Загальне число впорядкованих наборiв k iз n рiзних чисел
становить Ak

n . Проте всi цикли, одержанi в результатi циклiчної пере-
становки елементiв (вказаних номерiв) фiксованого циклу

c = (j1, j2, ..., jk−1, jk) ↔ (j2, ..., jk, j1) ↔ ...↔ (jk, j1, j2, ..., jk−1)
визначають один kn -кутник. З iншого боку — цикли c = (j1, j2, ..., jk−1, jk)
i c′ = (j1, jk, jk−1, ..., j2) = c−1 визначають один kn -кутник, бо кожен з них
визначає однакову сукупнiсть хорд шаблону: [j1, j2] , [j2, j3] , . . . , [jk, j1] .

Таким чином, має мiсце формула

|ℑn,k| =
1

2k
Ak
n. (2)

З урахуванням спiввiдношень (1) i (2) число неопуклих kn -кутникiв мо-
жна обчислити за допомогою формули

|Pn,k| =
1

2k
Ak
n − Ck

n = Ck
n

(
(k − 1)!

2
− 1

)
. (3)

Означення 2. Два kn -кутники називатимемо iзоморфними, якщо один
можна одержати з iншого в результатi повороту навколо спiльного цен-
тру.

Два kn -кутники називатимемо еквiвалентними, якщо один можна
одержати з iншого в результатi перевороту (дзеркального вiдбиття) та
(або) повороту навколо спiльного центру – рис. 2.

       

1 2 3 4 5 6 7 

 

 Рис. 2: Всi неiзоморфнi опуклi 58 -кутники

За винятком 58 -кутникiв 4 i 5 та 6 i 7 вони також є i нееквiвалентними.
Тому число нееквiвалентних опуклих 58 -кутникiв становить 5 .
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Розглянемо далi задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних (задача A )
та нееквiвалентних (задача B ) n -кутникiв з класу ℑn .

Зауваження 2. Очевидно, що число n -кутникiв з класу ℑn становить
|ℑn,n| = 1

2 (n− 1)! . Число неiзоморфних опуклих n -кутникiв становить 1.
Тому й число нееквiвалентних опуклих n -кутникiв становить 1.

На рис. 3 наведено неiзоморфнi (нееквiвалентнi) n -кутники з класу ℑn

для початкових n = 3; 4 i 5 .
 

 

)a  

 

)b   )c  
 

 

 

Рис. 3: a) – єдиний 3 -кутник з класу ℑ3 ; b) – всi неiзоморфнi (нееквiвалентнi) 4 -
кутники з класу ℑ4 ; c) – всi неiзоморфнi (нееквiвалентнi) 5 -кутники з класу ℑ5

Для довiльного натурального n ≥ 3 задачi A i B було розв’язано у
1960р. в роботi [1], безпосереднiми наслiдками з якої є наступнi твердження

Теорема 1. (A) Число N ∗ (n) неiзоморфних n -кутникiв з класу ℑn може
бути обчислене за допомогою спiввiдношень

N ∗ (n) =


1

2n2

(∑
j|n
ϕ2
(
n
j

)
· j! ·

(
n
j

)j)
, n ̸= 2m

1
2n2

(∑
j|n
ϕ2
(
n
j

)
· j! ·

(
n
j

)j
+ 2

n
2 ·
(
n
2

)
·
(
n
2

)
!

)
, n = 2m.

(4)

Теорема 2. (B) Число N ∗∗ (n) нееквiвалентних n -кутникiв з класу ℑn

може бути обчислене за допомогою спiввiдношень

N ∗∗ (n) =

{
1
2

(
N∗ (n) + 2(n−3)/2 ·

(
n−1
2

)
!
)
, n ̸= 2m

1
2

(
N∗ (n) + 2(n−8)/2 · (n+ 4) ·

(
n−2
2

)
!
)
, n = 2m.

(5)

Постановка задач
З урахуванням зауваження 2 та теорем A i B , задачi про пiдрахунок

числа неiзоморфних та нееквiвалентних, зокрема опуклих i неопуклих n -
кутникiв з класу ℑn , є повнiстю розв’язаними. Про наявнiсть результатiв, по-
в’язаних iз пiдрахунком числа неiзоморфних та нееквiвалентних kn -кутникiв
з класiв Ln,k , Pn,k та ℑn,k , авторам є невiдомим.
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Дана робота присвячена розв’язанню зазначених вище задач, а саме вста-
новленню формул для пiдрахунку числа:
З1) неiзоморфних kn -кутникiв з класу Ln,k ;
З2) нееквiвалентних kn -кутникiв з класу Ln,k ;
З3) неiзоморфних kn -кутникiв з класу Pn,k ;
З4) нееквiвалентних kn -кутникiв з класу Pn,k ;
З5) неiзоморфних kn -кутникiв з класу ℑn,k ;
З6) нееквiвалентних kn -кутникiв з класу ℑn,k .

Зауважимо, що розв’язки задач З3) i З4) є безпосереднiм наслiдком ре-
зультатiв задач З1) i З5) та З2) i З6) вiдповiдно.

В роботi також наведено один з можливих пiдходiв до встановлення фор-
мул пiдрахунку (4) числа неiзоморфних n -кутникiв з класу ℑn .

1. Опуклi kn -кутники та задача «про намиста»
Використовуючи лему Бернсайда (напр. [2]), не важко встановити, що

число неiзоморфних опуклих kn -кутникiв можна обчислити за формулою

L∗
n,k =

1

n

Ck
n +

∑
j|n;j ̸=n

ϕ

(
n

j

)
ρ (n, k, j)

 , (6)

де ρ (n, k, j) — число kn -кутникiв, якi самосумiщаються при поворотi на
кут ωj =

2π
n · j ( j = 1, ..., n−1 ) за годинниковою стрiлкою; ϕ (q) – функцiя

Ейлера (число натуральних менших за q чисел взаємно простих iз ним); а
пiдсумовування ведеться за всiма дiльниками j числа n .

Очевидно, що обчислення величини (6) зводиться до встановлення фор-
мули пiдрахунку величини ρ (n, k, j) для j , що дiлять n .

Авторами встановлено зазначену формулу для випадку опуклих kn -
кутникiв. Проте автори вважають своїм обов’язком навести зв’язок цiєї задачi
iз класичною задачею про «намиста».

 

 

 

 

 

 

)a   )b   )c  
 

Рис. 4: a) опуклий 516 -кутник; b) «трансформацiя»; c) вiдповiдне намисто з 5-ма
намистинами 1-го типу i 11-ма намистинами 2-го типу
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В класичнiй постановцi задачу «про намиста» (див. напр. [3]) формулю-
ють наступним чином: знайти число намист, складених iз k намистин 1-го
типу i m намистин 2-го типу (рис. 4 c) ). Ця задача має двi постановки:
по-перше, можна вважати, що намиста «однаковi», якщо одне одержується
з iншого в результатi повороту («iзоморфнi» в наших термiнах);
по-друге, можна вважати два намиста «однаковими», якщо одне одержує-
ться з iншого в результатi повороту або осьової симетрiї (дзеркального вiд-
биття), або ж їх композицiї («еквiвалентнi» в наших термiнах).

З огляду на очевидну «трансформацiю», наведену на рис. 4, задачi про
обчислення неiзоморфних та нееквiвалентних опуклих kn -кутникiв та задачi
про пiдрахунок «рiзних» (в сенсi вiдповiдних постановок) намист з k нами-
стинами 1-го типу та n− k намистинами 2-го типу є еквiвалентними.

У 1998 р. в роботi [3] розглядався бiльш загальний варiант цiєї задачi
(в обох зазначених вище постановках), а саме про число B (m1,m2, ...,mq)
рiзних намист iз m намистин (бусин) q типiв, якщо є m1 намистин 1-го
типу, m2 намистин 2-го типу,..., mq намистин q -го типу.

З урахуванням результатiв роботи [3] (при q = 2 , m1 = k , m2 = n− k ),
для натуральних 3 ≤ k ≤ n мають мiсце наступнi твердження

Теорема 3. Число неiзоморфних опуклих kn -кутникiв можна обчисли-
ти за формулою

L∗
n,k =

1

n

Ck
n +

∑
i|(n,k); i̸=1

ϕ (i) · C
k
i
n
i

 , (7)

де пiдсумовування ведеться за всiма дiльниками найбiльшого спiльного
дiльника (n, k) чисел n i k ;

а число нееквiвалентних опуклих kn -кутникiв — за формулою

L∗∗
n,k =

1

2

(
L∗
n,k + C

[k2 ]
[n−k2 ]+[k2 ]

)
, (8)

де [q] – цiла частина числа q (найменше цiле число, що не перевищує q ).

2. Неопуклi kn -кутники
Позначимо далi N∗

n,k число неiзоморфних kn -кутникiв з класу ℑn,k . Тодi
очевидно, що число P ∗

n,k неiзоморфних kn -кутникiв з класу Pn,k становить

P ∗
n,k = N ∗

n,k − L∗
n,k, (9)

де L∗
n,k – число неiзоморфних опуклих kn -кутникiв з класу Ln,k .

Отже, обчислення величини P ∗
n,k зводиться до обчислення величини N∗

n,k .
Для доведення основного результату роботи доведемо спочатку теорему А.
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2.1. Доведення теореми A
Подамо спiввiдношення (4) у виглядi, який найбiльше вiдповiдає введеним
позначенням i потребам

N ∗ (n) =


1
n

(
(n−1)!

2 +
∑

i|n,i̸=n
ϕ
(
n
i

)
· ρ (n, i)

)
, n ̸= 2t

1
n

(
(n−1)!

2 +
∑

i|n,i̸=n,i̸=n
2

ϕ
(
n
i

)
· ρ (n, j) + µ

(
n, n2

))
n = 2t;

(10)

де ρ (n, i) =
(i− 1)!

2
·
(n
i

)i−1

· ϕ
(n
i

)
, i ̸= n

2
; (11)

µ
(
n,
n

2

)
=

(
n
2 − 1

)
!

2
· 2

n
2−1 ·

(
1 +

n

2

)
, n = 2t, (12)

ρ (n, i) i µ
(
n, n2

)
– число n -кутникiв, якi самосумiщаються при поворотi на

кут ωi =
2π
n i ( i ̸= n

2 ) i ω = π вiдповiдно (за годинниковою стрiлкою).
2.1.1. Доведення спiввiдношення (11). Нехай n = i ·m , m ̸= 2 .
1) З’ясуємо спочатку питання про те, який вид мають n -кутники, що са-
мосумiщаються при поворотi на кут ωi =

2π
n i — задовольняють умову (*).

Як було встановлено ранiше, кожен n -кутник можна ототожнити з ци-
клом b = (1, l2, l3, ..., ln) або ж b′ = (1, ln, ..., l3, l2) = b−1 , елементи якого –
номери вершин n -шаблону, що зустрiчаються при обходi сторiн n -кутника
у двох можливих напрямках. Отже, нехай b = (1, l2, l3, ..., ln) – цикл, який
визначає n -кутник, що задовольняє умову (*). В подальшому арифметичнi
операцiї слiд розумiти як такi, що виконуються за модулем n .

Iдея доведення полягає у наступному: якщо n -кутник самосумiщається
при поворотi на кут 2π

n ·i , мiстить сторону [1, l2] (в подальшому хорду), то вiн
повинен мiстити й хорду [1 + i, l2 + i] , в яку переходить перша. За тих самих
причин n -кутник мiстить й хорду [1 + 2i, l2 + 2i] , в яку переходить друга i
т.д. Таким чином: якщо впорядкована пара {1, l2} ∈ b , то циклу b повинна
належати й впорядкована пара {1 + i, l2 + i} , аналогiчно {1 + 2i, l2 + 2i} ∈ b
... {1 + i (m− 1) , l2 + i (m− 1)} ∈ b ; якщо впорядкована пара {l2, l3} ∈ b , то
циклу b повинна належати й впорядкована пара {l2 + i, l3 + i} , аналогiчно

{l2 + 2i, l3 + 2i} ∈ b , ..., {l2 + i (m− 1) , l3 + i (m− 1)} ∈ b .
Отже, множина вершин n -кутника, який самосумiщається при поворотi

на кут 2π
n · i , розбивається на m пiдмножин – блокiв [bj] , в кожному з яких

по i вершин n -шаблону:
[b1] = {1, l2, l3, ..., li} ; [b2] = {1 + i, l2 + i, l3 + i, ..., li + i} ; ...
[bm] = {1 + (k − 1)i, l2 + (k − 1)i, l3 + (k − 1)i, ..., li + (k − 1)i}
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2) Порядок входження блокiв [b2], [b3], .., [bm] до циклу b = ([b1]...) зазначе-
ного n -кутника однозначно визначається вибором блоку, який слiдує за [b1] .
Бiльше того, обхiд цих блокiв здiйснюється з деяким кроком h .
Пояснимо останнє. Припустимо, що

b = ([b1][b2]...) = (1, l2, l3, ..., li; 1 + i, l2 + i, l3 + i, ..., li + i; ...) .
Оскiльки циклу b належить пара {li, 1 + i} , то {li + i, 1 + 2i} ∈ b . Це оз-
начає, що пiсля блоку [b2] слiдує блок [b3] i т.д.. Тобто b = ([b1][b2][b3]...[bm]) .
Отже, обхiд блокiв здiйснюється з кроком h = 1 . Припустимо тепер, що

b = ([b1][b3]...) = (1, l2, l3, ..., li; 1 + 2i, l2 + 2i, l3 + 2i..., li + 2i; ...) .
Оскiльки циклу b належить впорядкована пара {li, 1 + 2i} , то циклу b нале-
жить й впорядкована пара {li + i; 1 + 3i} , а отже i пара {li + 2i; 1 + 4i} ∈ b .
Це означає, що пiсля блоку [b3] слiдує блок [b5] i т.д. Тобто b = ([b1][b3][b5]...) .
Отже, обхiд блокiв здiйснюється з кроком h = 2 . I.т.д.

Таким чином, маємо точно (m − 1) можливостей перегрупувати блоки.
Але не в кожному з цих випадкiв ми одержимо n -кутник. Так, наприклад,
для парних m обхiд з кроком h = 2 не є припустимим, оскiльки вiдповiдний
«n -кутник» розпадається на два n

2 -кутники
([b1], [b3], ...[bm−1], [b1]) i ([b2], [b4], ...[bm], [b2]) .

Вказаного «розпадання» не вiдбуватиметься лише у випадку, коли обхiд вiд-
повiдних блокiв здiйснюватиметься з кроком h , взаємно простим з m = n

i .
Тобто iснує точно ϕ (m) = ϕ

(
n
i

)
суттєво рiзних типiв таких n -кутникiв.

3) Зафiксуємо припустимий крок h (взаємно простий з m ), з яким здiй-
снюється обхiд m блокiв [b1], [b2], ..., [bm] . Очевидно, що другу вершину l2
блоку [b1] можна обрати (n−m) способами, оскiльки m вершин з номера-
ми 1, 1 + i, ..., 1 + i(m − 1) зайняли першi позицiї в блоках [b1], [b2], ..., [bm] ;
третю вершину l3 блоку [b1] – (n− 2m) способами i т.д.

Отже, при кожному припустимому кроцi h можна утворити точно
(n−m) · (n− 2m) · ... · (n− (i− 1)m) =

(
n
i

)i−1 · (i− 1)!
n -кутникiв, якi самосумiщаються при поворотi на кут ω = 2π

n · i .
З урахуванням пунктiв 2) i 3) загальне число таких циклiв становить

ϕ
(n
i

)
·
(n
i

)i−1

· (i− 1)!. (13)

4) Множину циклiв, побудованих у вказаний спосiб, позначимо ℑn (i,m) .
Не важко показати, що з кожним циклом b ∈ ℑn (i,m) множинi ℑn (i,m)
належить також i цикл b−1 . Оскiльки b ̸= b−1 , а цикли b i b−1 визначають
один n -кутник, то з урахуванням (13) маємо, що загальне число n -кутникiв
з класу ℑn (i,m) становить
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1

2
ϕ
(n
i

)
·
(n
i

)i−1

· (i− 1)!. (14)

2.1.2. Доведення спiввiдношення (12). Нехай n = 2t .
Подамо вираз µ

(
n, n2

)
у виглядi

µ
(
n, n2

)
=
(
n
2 − 1

)
! · 2n2−2 + n

2 ! · 2
n
2−2 = µ1

(
n, n2

)
+ µ2

(
n, n2

)
.

Зауважимо, що

µ1

(
n,
n

2

)
=
(n
2
− 1
)
! · 2

n
2−2 = ρ

(
n,
n

2

)
. (15)

Таким чином, для доведення формули (12) достатньо з’ясувати «хара-
ктер» тих n -кутникiв (що самосумiщаються при поворотi на кут ω = π ),
число яких не враховано величиною µ1

(
n, n2

)
= ρ

(
n, n2

)
, та пiдрахувати чи-

сло µ2
(
n, n2

)
таких n -кутникiв.

1) Для цього спочатку з’ясуємо вид n -кутникiв (що самосумiщаються при
поворотi на кут ω = π ), якi ввiйшли до величини µ1

(
n, n2

)
= ρ

(
n, n2

)
.

Використовуючи результати доведення формули (11), всi такi n -кутники мо-
жна подати циклом виду ([b1], [b2]) , де

[b1] =
{
1, l2, l3, ..., ln2

}
, [b2] =

{
1 +

n

2
, l2 +

n

2
, l3 +

n

2
, ..., ln

2
+
n

2

}
, (16)

або ж у розгорнутому виглядi c = (1, l2, l3, ..., lt|1 + t, l2 + t, l3 + t, ..., lt + t) .
Загальне число таких циклiв становить (t− 1)! · 2t−1 =

(
n
2 − 1

)
! · 2n2−1.

Проте цикли c = (1, l2, l3, ..., lt|1 + t, l2 + t, l3 + t, ..., lt + t)
i c′ = (1, lt + t, ..., l3 + t, l2 + t, |1 + t, lt, ..., l3, l2) = c−1

визначають один 2t -кутник (що самосумiщається при поворотi на кут
ω = π ). Тому µ1

(
n, n2

)
= 1

2

(
n
2 − 1

)
! · 2n2−1 =

(
n
2 − 1

)
! · 2n2−2.
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1l  

'

1 1l l t= +  

2 1 1l l s= +  

' '

2 1 1l l s= +  

Рис. 5: 2t -кутники, що самосумiщаються при поворотi на кут ω = π i мають сторони,
що сполучають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону

Зауважимо, що з представлення (16) випливає, що жоден iз зазначених
вище 2t -кутникiв не мiстить сторiн, що сполучають дiаметрально протиле-
жнi вершини 2t -шаблону. Тому «характер» тих 2t -кутникiв (що самосумi-
щаються при поворотi на кут ω = π ), число яких не враховано величиною
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µ1 (2t, t) = ρ (2t, t) , полягає у наявностi сторiн, що сполучають саме дiаме-
трально протилежнi вершини 2t -шаблону.

Iснування таких 2t -кутникiв (напр. при t = 2 ) показано на рис. 5 a).
Оскiльки n є парним, то зазначенi 2t -кутники можуть мати лише парне
число сторiн, що сполучають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону.
2) Покажемо спочатку, що всi такi 2t -кутники мають точно двi сторони,
що сполучають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону.

Нехай l1 та l′1 = l1+t фiксована пара дiаметрально протилежних вершин
2t -шаблону, яка визначає вiдповiдну сторону 2t -кутника, що самосумiщає-
ться при поворотi на кут ω = π . Подамо такий 2t -кутник циклом виду
b =

(
..., l

′

1, l1, ...
)
. Якщо вказаному 2t -кутнику належить сторона [l1, l2] , де

l2 = l1+s1 , то йому повинна належати й сторона [l′2, l
′
1] , де l′2 = l′1+s1 . Тому

b має вид b =
(
..., l

′

2, l
′

1, l1, l2, ...
)
. – рис. 5 b).

Зауважимо, що l2 та l′2 номери дiаметрально протилежних вершин 2t -
шаблону. Продовжуючи вказаний процес далi («вiдновлення» циклу b ), в
результатi одержимо цикл виду

b = (l′t⌋, ..., l′2, [l′1, l1], l2, ..., ⌊lt) ,

де lk i l′k (∀k = 1, ..., t ) – номери дiаметрально протилежних вершин 2t -
шаблону. Крiм того, вiдповiдний 2t -кутник має точно двi сторони [l′1, l1] i
[lt, l

′
t] , що сполучають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону.

3) Пiдрахуємо нарештi число µ2 (2t, t) 2t -кутникiв (що самосумiщаються
при поворотi на кут ω = π ), якi мають (точно двi) сторони, що сполу-
чають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону. Кожен такий
2t -кутник можна подати за допомогою одного з t циклiв виду

b1,1 = ([1, (t+ 1)], j2, j3, j4, ..., jt−2, jt−1, [jt, j
′
t], j

′
t−1, j

′
t−2, ..., j

′
4, j

′
3, j

′
2) ,

b1,2 = (1, [j2, j
′
2], (t+ 1), j3, j4, ..., jt−2, jt−1, [jt, j

′
t], j

′
t−1, j

′
t−2, ..., j

′
4, j

′
3) ,

b1,3 = (1, j2, [j3, j
′
3], j

′
2, (t+ 1), j4, ..., jt−2, jt−1, [jt, j

′
t], j

′
t−1, j

′
t−2, ..., j

′
4) ,

. . .
b1,t−1 = (1, j2, j3, ..., jt−2, [jt−1, j

′
t−1], j

′
t−2, j

′
t−3, ..., j

′
3, j

′
2, (t+ 1), [jt, j

′
t]) ,

b1,t = (1], j2, j3, j4, ..., jt−2, jt−1, [jt, j
′
t], j

′
t−1, j

′
t−2, ..., j

′
4, j

′
3, j

′
2, [(t+ 1)) .

(17)

Загальне число циклiв виду (17) становить
t× (2t− 2) · (2t− 4) · ... · 4 · 2 = t! · 2t−1.

Проте ∀j = 1, ...,m цикли b1,j i b−1
1,j визначають один 2t -кутник. Тому

µ2

(
n,
n

2

)
= µ2 (2t, t) =

1

2
· t! · 2t−1 = t! · 2t−2 =

(n
2

)
! · 2

n
2−2. (18)
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2.2. Число неiзоморфних kn -кутникiв
За лемою Бернсайда та з урахуванням спiввiдношень (7) i (10)–(12), число

неiзоморфних kn -кутникiв можна обчислити за допомогою спiввiдношення

n ·N ∗
n,k =

1

2k
Ak
n+

+


∑

j|(n,k); j ̸=1

ϕ (j) · ρ
(
n, k, nj

)
, n = 2t+ 1 або k ̸= 2m∑

j|(n,k); j ̸=1;2

ϕ (j) · ρ
(
n, k, nj

)
+ µ

(
n, k, n2

)
, n = 2t, k = 2m,

(19)

де ρ
(
n, k, nj

)
i µ
(
n, k, n2

)
– число kn -кутникiв, якi самосумiщаються при

поворотi на кут ωj =
2π
j i ω = π (за годинниковою стрiлкою) вiдповiдно.

Лема 1. Нехай j ̸= 2 – дiльник числа d = (n, k) . Тодi

ρ

(
n, k,

n

j

)
=

1

2k
A

k
j
n
j
· (j)

k
j · ϕ (j) . (20)

Доведення. З урахуванням доведення рiвностi (11), число ρ
(
n, k, nj

)
kn -

кутникiв, якi самосумiщаються при поворотi на кут ωj = 2π
j можна обчис-

лити за допомогою спiввiдношення ρ
(
n, k, nj

)
= C

k
j
n
j
· ρ
(
k, kj

)
, де ρ

(
k, kj

)
–

число k -кутникiв, якi самосумiщаються при поворотi на кут ωj = 2π
k · kj =

2π
j .

Тому ρ
(
n, k, nj

)
= C

k
j
n
j
· 1
2

(
k
j − 1

)
! · (j)

k
j−1 · ϕ (j) = 1

2kA
k
j
n
j
· (j)

k
j · ϕ (j) .

Лема 2. Нехай n = 2t , k = 2m . Тодi

µ
(
n, k,

n

2

)
=

1

k
A

k
2
n
2
· 2

k
2−2 (2 + k) . (21)

Доведення. Подамо величину (21) у наступному виглядi

µ
(
n, k,

n

2

)
=

1

k
A

k
2
n
2
· 2

k
2−1 + A

k
2
n
2
· 2

k
2−2 = µ1

(
n, k,

n

2

)
+ µ2

(
n, k,

n

2

)
(22)

й покажемо, що µ1
(
n, k, n2

)
= µ1 (2t, 2m, t) i µ2

(
n, k, n2

)
= µ2 (2t, 2m, t) –

число (2m)(2t) -кутникiв (що самосумiщаються при поворотi на кут ω = π ),
якi не мають, вiдповiдно мають сторони, що сполучають дiаметрально про-
тилежнi вершини 2t -шаблону.
1) З урахуванням спiввiдношення (15) , число µ1

(
n, k, n2

)
= µ1 (2t, 2m, t)

(2m)(2t) -кутникiв, що самосумiщаються при поворотi на кут ω = π i не мають
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сторiн, що сполучають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону можна
обчислити за формулою

µ1 (2t, 2m, t) = Cm
t · µ1

(
k, k2
)
= Cm

t · µ1 (2t, t) ,
де µ1

(
k, k2
)
= µ1 (2m,m) – число 2m -кутникiв, що самосумiщається при

поворотi на кут ω = π i не мають сторiн, що сполучають дiаметрально про-
тилежнi вершини 2m -шаблону. Тому
µ1 (2t, 2m, t) = Cm

t ·µ1 (2t, t) = Cm
t ·(m− 1)! ·2m−2 = 1

2mA
m
t ·2m−1 = 1

kA
k
2
n
2
·2k2−1.

2) З урахуванням спiввiдношення (18), число µ2
(
n, k, n2

)
(2m)(2t) -кутникiв

(що самосумiщаються при поворотi на кут ω = π ), якi мають (точно двi)
сторони, що сполучають дiаметрально протилежнi вершини 2t -шаблону, мо-
жна обчислити за формулою

µ2 (2t, 2m, t) = Cm
t · µ2

(
k, k2
)
= Cm

t · µ2 (2t, t) ,
де µ2

(
k, k2
)
= µ2 (2m,m) – число 2m -кутникiв, що самосумiщається при

поворотi на кут ω = π та мають сторони, що сполучають дiаметрально про-
тилежнi вершини 2m -шаблону. Тому
µ2
(
n, k, n2

)
= µ2 (2t, 2m, t) = Cm

t ·m! · 2m−2 = Am
t · 2m−2 = A

k
2
n
2
· 2k2−2 .

Таким чином µ
(
n, k, n2

)
= µ1

(
n, k, n2

)
+ µ2

(
n, k, n2

)
=

= 1
kA

k
2
n
2
· 2k2−1 + A

k
2
n
2
· 2k2−2 = A

k
2
n
2
· 2k2−2

(
2+k
k

)
.

Теорема 4. (основна) Число N ∗
n,k неiзоморфних kn -кутникiв можна об-

числити за допомогою спiввiдношень

n ·N ∗
n,k =

1

2k
Ak
n+

+



∑
j|(n,k); j ̸=1

ϕ2 (j) · 1
2kA

k
j
n
j
· j

k
j , n = 2t+ 1∑

j|(n,k); j ̸=1

ϕ2 (j) · 1
2kA

k
j
n
j
· j

k
j , n = 2t, k ̸= 2m∑

j|(n,k);j ̸=1;2

ϕ2 (j) · 1
2kA

k
j
n
j
· j

k
j + 1

kA
k
2
n
2
· 2k2−2 (k + 2) , n = 2t, k = 2m.

(23)

Наслiдок 1. Якщо числа n i k є взаємно простими, то
число N ∗

n,k неiзоморфних kn -кутникiв можна обчислити за формулою

N ∗
n,k =

1

2nk
· Ak

n, (24)

а число P ∗
n,k неiзоморфних неопуклих kn -кутникiв – за формулою

P ∗
n,k =

1

2nk
Ak
n −

1

n
Ck
n =

1

2n
Ck
n

(
(k − 1)!− 2

)
. (25)
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Не важко пересвiдчитись у тому, що при k = n встановленi формули (23)
спiвпадають iз формулами (4) роботи [1].

n\k 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3 1
4 1 1
5 2 1 1
6 4 3 1 1
7 5 5 3 1 1
8 7 10 7 4 1 1
9 10 14 14 10 4 1 1
10 12 22 26 22 12 5 1 1
11 15 30 42 42 30 15 5 1 1
12 19 43 66 80 66 43 19 6 1 1

Табл. 1: Початковi значення числа неiзоморфних опуклих kn -кутникiв

n\k 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3 0
4 0 1
5 0 2 3
6 0 6 11 13
7 0 10 33 59 53
8 0 19 77 214 359 331
9 0 28 154 552 1 436 2 519 2 245
10 0 44 278 1 254 4 308 11 395 20 159 18 263
11 0 60 462 2 478 10 770 37 785 100 795 181 439 164 949
12 0 85 726 4 570 23 694 104 059 369 593 998 490 1 814 399 1 664 353

Табл. 2: Початковi значення числа неiзоморфних неопуклих kn -кутникiв

Висновки
В роботi встановлено формули для пiдрахунку числа неiзоморфних опу-

клих та неопуклих kn -кутникiв, якi є узагальненням результатiв роботи [1].
На думку авторiв дослiдження в цьому напрямку можна успiшно продов-
жити за рахунок встановлення формул пiдрахунку числа нееквiвалентних
опуклих та неопуклих kn -кутникiв.
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РЕАЛIЗАЦIЯ ШИФРУ ЕЛЬ ГАМАЛЯ
НА ЕЛIПТИЧНIЙ КРИВIЙ

В роботi описано застосування елiптичних кривих до задач криптографiї, побудований
приклад шифру Ель Гамаля на елiптичнiй кривiй.

Ключовi слова: криптосистема, елiптична крива, проблема дискретного логари-
фмування.

В останнi десятирiччя елiптичнi кривi, i особливо над скiнченими полями,
знайшли найрiзноманiтнiшi i притому практичнi застосування. Так, у теорiї
кодування вони використовуються для побудови рiзних класiв кодiв, якi до-
бре поєднують високу швидкiсть iз хорошими коригуючими властивостями i
для яких до того ж iснують ефективнi алгоритми кодування–декодування. А
в криптографiї спектр їх застосувань ще ширший. По–перше, саме з їх допо-
могою будуються найефективнiшi на сьогоднi алгоритми тестування простоти
i розкладу чисел на множники. По–друге, вони використовуються безпосере-
дньо для побудови конкретних криптосистем.

Вперше криптографiчнi алгоритми в групах точок елiптичних кривих бу-
ли запропонованi незалежно один вiд одного Н.Коблiцем i В.Мiллером в 1986
роцi [1], [2]. Спочатку цi алгоритми видавалися вельми екзотичними i да-
лекими вiд практичного вживання, але на початку дев’яностих рокiв були
отриманi ряд теоретичних результатiв, що доводять високу стiйкiсть нових
алгоритмiв, стала ясною i можливiсть ефективного виконання операцiй в цих
групах.

Причин великого поширення криптосистем на елiптичних кривих кiлька.
По–перше, з кожною елiптичною кривою пов’язується певна абелева група,
яка є близькою до циклiчної. Це дозволяє будувати криптосистему, що спира-
ється на проблему дискретного логарифма. Однак наявнiсть на групi багатої
додаткової структури призводить до експоненцiйної стiйкостi криптосистеми,

c⃝ Колеснiкова О.О., Пiрус Є.М., Рябухо О.М., 2011
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тодi як мультиплiкативна група скiнченного поля забезпечує лише субекспо-
ненцiйну стiйкiсть. По–друге, прогрес у розвитку технiки обчислень у групi
точок елiптичної кривої призвiв до того, що побудованi на них криптосисте-
ми почали суттєво вигравати в своїх попередникiв у швидкостi перетворен-
ня iнформацiї. По–третє, можливостi вибору серед елiптичних кривих — у
порiвняннi з вибором серед мультиплiкативних груп полiв — є незрiвнянно
бiльшими.

Означення 1. Нехай p > 3 просте число. Елiптичною кривою
y2 = x3 + ax+ b над Zp є множина розв’язкiв (x, y) ∈ Zp × Zp конгруенцiї

y2 ≡ x3 + ax+ b (mod p), (1)

де a, b ∈ Zp константи, такi, що 4a3 + 27b2 ̸≡ 0(mod p), разом з видiленою
точкою O , так званою тачкою нескiнченостi.

Розв’язок 1 може слугувати для означення елiптичної кривої GF (pn) для
простого числа p > 3. Елiптична крива над GF (2n) або GF (3n) визначає-
ться трохи iншим розв’язком.

На елiптичнiй кривiй E можна побудувати абелеву групу. Для цього ви-
значають вiдповiдну операцiю на її точках. Операцiю зазвичай записують
адитивно i визначають наступним чином: нехай P = (x1, y1) i Q = (x2, y2)
будуть точками на кривiй E. Якщо x2 = x1 та y2 = −y1, то P +Q = O; в
протилежному випадку P +Q = (x3, y3), де

x3 = λ2 − x1 − x2,

y3 = λ(x1 − x2)− y1,

а також

λ =

{
y2−y1
x2−x1 , де P ̸= Q;
3x21+a
2y1

, де P = Q.

Нарештi визначмо P +O = O + P = P ∀P ∈ E.
Зауважимо, що протилежнi елементи обчислити в цiй групi дуже легко.

Протилежним елементом для довiльної точки (x, y) ∈ E є точка (x,−y) .
Число точок якi належать елiптичнiй кривiй E над полем Zp (p – просте

число, p > 3 ) є наближенням до p. Докладнiше, в твердженнi Хассе йде мова
про те, що число точок елiптичної кривої E, N , задовольняє нерiвностi

p+ 1− 2
√
p ≤ N ≤ p+ 1 + 2

√
p.
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Бiльш докладнiше обчислення величини N є важким однак iснує розро-
блений Схофом ефективний алгоритм який виконує такi обчислення. (Тер-
мiн "ефективний" тут означає час дiї алгоритму який є полiпомiальним з-за
log p. Час дiї алгоритму Схофа дорiвнює O((log p)8) бiтових операцiй, зав-
дячуючи чому воно практично використано для простих чисел p з сотнями
числових знакiв).

Припустимо, що можемо обчислити N , далi хочемо знайти циклiчну пiд-
групу групи E в якiй проблема дискретного логарифма була б практично
нерозв’язною.

Твердження 1. Нехай E буде елiптичною кривою над Zp, де p– просте
число та p > 3. В той же час iснують цiлi числа n1 i n2, такi, що E
iзоморфне з Zn1 × Zn2. Бiльш того, n2|n1 та n2|(p− 1).

Звiдси випливає, що якщо зможемо знайти числа n1 i n2, то отримаємо
циклiчну пiдгрупу групи E iзоморфною з Zn1, яка може потенцiйно слугу-
вати основою криптографiчної системи Ель Гамаля.

Звернемо увагу, що якщо n2 = 1, то E – циклiчна група. Подiбно до
того, що E є циклiчною групою тодi, коли N – просте число або є добутком
рiзних простих чисел.

Розглянемо приклад шифрування в системi Ель Гамаль з використанням
елiптичної кривої.

В 1986р. Ель Гамаль запропонував алгоритм обчислення та перевiрки
цифрового пiдпису, стiйкiсть якого грунтується на складностi дискретного
логарифмування в простому скiнченному полi [3].

Для користувачей деякої мережi обирається спiльна елiптична крива
Ep(a, b) i точка G на нiй, така, що G , [2]G , [3]G , ... , [q]G рiзнi точки
i [q]G = O для деякого простого числа q .

Кожен користувач U обирає число cU , 0 < cU < q, яке зберiгає як свiй
таємний ключ, i визначає точку на кривiй DU = [cU ]G , яка буде його вiдкри-
тим ключем. Параметри кривої i список вiдкритих ключей передаються усiм
користувачам мережi.

Припустимо, користувач A бажає передати повiдомлення користувачу
B . Будемо вважати, що повiдомлення представлено у виглядi числа m < p .
робить наступне:

1) Обирає довiльне число cA , 0 < cA < q ;
2) обчислює R = [cA]G , P = [cA]DB = (x, y) ;
3) шифрує e = mx mod p ;
4) посилає B шифротекст (R, e) .
Користувач B пiсля отримання (R, e) :
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1) обчислює Q = [cB]R = (x, y) ;
2) дешифрує m′ = ex−1 mod p .
Дамо обгрунтування протоколу. Для цього достатньо показати, що

[cB]R = [cB]([cA]G) = [cA]([cB]G) = [cA]DB,

тобто Q = P . Тому m′ = m .
Координата x точки Q залишається невiдомою для супротивника, так

як вiн не знає числа cA . Противник може намагатися обчислити cA iз точки
R , але для цього йому потрiбно вирiшити проблему дискретного логарифму-
вання на кривiй, що вважається неможливим.

Шифр Ель Гамаля на елiптичнiй кривiй в середовищi MAPLE був реа-
лiзований для елiптичної кривої y2 = x3 − 3 ∗ x + 1000 над полем Z31991 .
Була обрана генеруюча точка G = [0, 5585] , а також таємнi ключi cA = 523 ,
cB = 5103 . За допомогою ключа cA = 523 повiдомлення 30000 було перетво-
рене в шрифтотекст e = ((9767, 11500), 11685) , який повинен дешифруватися
за допомогою таємного ключа cB = 5103 .

Наведемо текст алгоритму в середовищi MAPLE
> PaddQ := proc(x1, y1, x2, y2, p, a :: numeric)
> description”PaddQ”;
> localk, x3, y3;
> if(x1 = x2)and(y2 + y1modp = 0)then
x3 := 0; y3 := 0; returnx3, y3
endif ; if(x1 <> x2)then
> k := (y2− y1)/(x2− x1)modp;
> x3 := k2 − x1− x2modp;
> y3 := k ∗ (x1− x3)− y1modp; returnx3, y3
> endif ;
> if(y1 = y2)then
k := (3 ∗ x12 + a)/(2 ∗ y1);
x3 := k2 − x1− x2modp;
> y3 := k ∗ (x1− x3)− y1modp; returnx3, y3
> endif ; endproc;
> PK := proc(x1, y1, k, p, a :: numeric)
> R := [0, 0];
> P [1] := x1;
> P [2] := y1;
> Q[1] := P [1];
> Q[2] := P [2];
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> forifrom1tok − 1do
> R := PaddQ(P [1], P [2], Q[1], Q[2], p, a) : Q := R

> enddo; returnR[1], R[2]
> endproc;Warning, ‘R‘isimplicitlydeclaredlocaltoprocedure
‘PK‘
Warning, ‘P ‘isimplicitlydeclaredlocaltoprocedure‘PK‘
Warning, ‘Q‘isimplicitlydeclaredlocaltoprocedure‘PK‘
Warning, ‘i‘isimplicitlydeclaredlocaltoprocedure‘PK‘
CurveY 2 = X3 − 3 ∗X + 1000p = 31991N = 32089G = [0, 5585]
> R := PK(0, 5585, 523, p, a);
> Db := PK(0, 5585, 5103, p, a);
> P := PK(Db[1], Db[2], 523, p, a);
> m := 30000;
> e := m ∗ P [1]mod31991;
> R, e;
> Q := PK(R[1], R[2], 5103, p, a);
> e;
> m1 := e ∗Q[1]−1modp;

У зв’язку з невеликою (у порiвняннi, наприклад, з RSA–шифром) дов-
жиною ключа i малими вимогами до об’єму пам’ятi свої першi застосування
криптосистеми на елiптичних кривих знайшли в пластикових смарт-картах i
мобiльних телефонах. У багатьох країнах почали приймати новi нацiональнi
стандарти цифрового пiдпису, що використовують криптосистеми на елiпти-
чних кривих (США(2000) — FIPS 186-2, Росiя(2001) — ГОСТ Р34.10-2001,
Україна(2002) — ДСТУ 4145-2002).
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СИЛОВСЬКI p -ПIДГРУПИ

Дана робота вiдноситься до структурної теорiї груп. Розглядаються силовськi p -пiдгрупи
в симетричних групах. Побудовано силовську 2-пiдгрупу в S8 за знайденою силовською
2-пiдгрупою в S4 .

Ключовi слова: силовська пiдгрупа, симетрична група, вiнцевий добуток.

Вступ
Структуру скiнченних груп допомагають описувати силовськi p -пiдгрупи.

Силовськi p -пiдгрупи скiнченних симетричних груп вiдiграють особливу
роль в класi всiх скiнченних груп. А саме, кожна скiнченна p -група iзомор-
фно занурюється в силовську p -пiдгрупу деякої симетричної групи. Це одна
з причин актуальностi дослiдження побудови i властивостей силовських p -
пiдгруп симетричних груп.

Теорема 1. (Силова) Нехай G -скiнченна група, p – просте число.
Iснування. Для кожного степеня pα , що дiлить порядок G , в G iснує
пiдгрупа порядку pα .
Вкладення. Якщо pα+1 дiлить порядок G , то кожна пiдгрупа порядку pα

з G вкладена у деяку пiдгрупу порядку pα+1 з G . Зокрема, силовськi p -
пiдгрупи з G – це в точностi пiдгрупи порядку pr , де pr -максимальний
степiнь p , що дiлить порядок G .
Спряженiсть. Усi силовськi p -пiдгрупи з G спряженi в G .
Кiлькiсть. Кiлькiсть силовських p -пiдгруп в G конгруентна 1 за модулем
p i дiлить порядок G [1].

Основна частина
Нехай p – деяке просте число. Виходячи з того, що |Sn| = n! , макси-

мальний порядок e(n) , при якому pe(n) дiлить |Sn| дорiвнює [np ] + [ np2 ] + ... .
Якщо n = pt , то e(n) = pt−1 + pt−2 + ...+ p+ 1 .

При конструюваннi силовських p -пiдгруп симетричної групи Spt вико-
ристовується наступний алгоритм.

c⃝ Зайцева Ю.С., Пащенко З.Д., 2011
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Нехай в Spm вже знайдена силовська p -пiдгрупа, тобто пiдгрупа Hm по-
рядку p1+...+p

m−1 , побудуємо по нiй в Spm+1 пiдгрупу Hm+1 порядку p1+...+p
m .

Для цього розiб’ємо символи, що переставляються 1, 2, ..., pm+1 на послiдовнi
вiдрiзки довжини pm . Якщо

c =

pm∏
j=1

(j, pm + j, 2pm + j, ..., (p− 1)pm + j)

i x – пiдстановка на символах i -го вiдрiзка, то c−1xc -пiдстановка на симво-
лах (i+ 1) -го вiдрiзка (додавання по модулю p ). Звiдси видно, що пiдгрупа
Hm+1 породжена пiдгрупами c−rHmc

r, 0 ≤ r ≤ p , а саме є їх прямим добу-
тком.
Пiдгрупа Hm+1 – шукана, так як |Hm+1| = |Hm|p|c| = p1+...+p

m .
Знайдемо пiдгрупу H2 в S4 . Максимальний показник

e(4) = |42 | + | 422 | = 2 + 1 = 3 , тому |H2| = 23 = 8 . Вiзьмемо пiдстановки
α = (1234) i β = (13) . Вони будуть твiрними елементами для H2 .

H2 = {ε, α, α2, α3, β, α ◦ β, α2 ◦ β, α3 ◦ β}.

Знайдемо всi елементи H2 :

α = (1234), α2 = (13)(24), α3 = (14)(32), β = (13),

α ◦ β = (14)(23), α2 ◦ β = (24), α3 ◦ β = (12)(34), ε = (1)(2)(3)(4).

H2 = {ε(1234), (13)(24), (1432), (13), (14)(23), (24), (12)(34)}
За знайденою пiдгрупою H2 в S4 побудуємо пiдгрупу H3 в S8 .

|H3| = 21+2+4 = 27 = 128 . Для цього розiб’ємо переставнi символи
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 на послiдовнi вiдрiзки довжини 4. Тодi c = (15)(26)(37)(48) .
Очевидно, що c−1 = c .

Нехай x = (134) – пiдстановка на елементах першого вiдрiзка 1, 2, 3, 4 ,
тодi c−1xc = (15), (26)(37)(48)(134)(15), (26)(37)(48) = (578) – пiдстановка
на символах другого вiдрiзка 5, 6, 7, 8 .

Звiдси видно, що пiдгрупа, породжена пiдгрупами H2 i cH2c є їх прямим
добутком.

Таким чином пiдгрупа H3 iзоморфна вiнцевому добутку H2ı(c) .
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САГАЙДАКИ ГОРЕНШТЕЙНОВИХ (0; 1) -ПОРЯДКIВ

Тема даної роботи вiдноситься до структурної теорiї кiлець. Розглядаються горенштейновi
напiвмаксимальнi (0; 1) -кiльця. Побудовано сагайдаки кiлець H3(Θ) i B6(Θ) .

Ключовi слова: горенштейновi напiвмаксимальнi (0; 1) -кiльця, матриця показни-
кiв, сагайдаки.

Вступ
Поняття горенштейнового кiльця виникло в алгебраїчнiй геометрiї у

зв’язку з вивченням особливостей алгебраїчних кривих. Такi кiльця мають
складну будову i мало вивчались. Вони розглядаються як напiвдосконалi ньо-
теровi справа напiвпервиннi кiльця, у яких кiльце ендоморфiзмiв кожного
нерозкладного проективного модуля є дискретно нормованим кiльцем. Такi
кiльця можна задавати матрицею показникiв. Саме для цих кiлець В.В. Ки-
риченко одержав дуже зручний критерiй горенштейновостi.

В наш час горенштейновi порядки знаходять новi застосування при ви-
вченнi алгебраїчних iнварiантiв графiв. Все частiше зустрiчаються вони i в
рiзноманiтних дослiдженнях проблем комп’ютерної алгебри.

Основна частина
Вiдомо, що будь-яке зведене горенштейнове напiвмаксимальне (0, 1) -

кiльце iзоморфне кiльцю Hs(Θ) або кiльцю B2s(Θ) ; де кiльця B2s(Θ) iHs(Θ)
мають такi матрицi показникiв:

ε(Hs(Θ)) =



0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
1 1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0 0
1 1 1 . . . 1 0

 ;

c⃝ Пащенко З.Д., Ткаченко Ю.Є., 2011
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ε(B) =



0 0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0 1 1 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0 1 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0 1 1 1 . . . 1
1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0
1 1 1 . . . 0 1 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1 1 1 1 . . . 1


.

Важливу роль при описi структури кiлець вiдiграють їх сагайдаки. По-
няття сагайдаку визначається через поняття радикалу Джекобсона R та не-
розкладних проективних модулiв. Для його побудови зручно користуватися
матрицею сумiжностi кiльця.

Знайдемо сагайдаки кiлець H3(Θ) та B6(Θ) .
Якщо Λ = H3(Θ) , то матриця показникiв його радикалу Джекобсона R

має вид

ε(R) =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

 ,

а матриця показникiв R2

ε(R2) =

1 1 0
1 1 1
2 1 1

 .

Звiдки

Q(Λ) = ε(R2)− ε(R) =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 .

За матрицею Q(Λ) одержуємо сагайдак кiльця H3(Θ)

 

Рис. 1: Сагайдак кiльця H3(Θ)
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Якщо Λ = B6(Θ) , то матрицi показникiв радикалу Джекобсона R кiльця
Λ та його квадрату мають вигляд:

ε(R) =



1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1

 , ε(R2) =



1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1
2 1 1 2 1 1
1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1
2 1 1 2 1 1

 .

Звiдки

Q(Λ) = ε(R2)− ε(R) =



0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0

 .

Тодi сагайдак кiльця B6(Θ) має вид:
 

 

Рис. 2: Сагайдак кiльця B6(Θ) .
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ВИЗНАЧЕННЯ ШВИДКОСТI ПОВЕРХНЕВОЇ
РЕКОМБIНАЦIЇ I ЇЇ ВПЛИВУ НА ЧАС ЖИТТЯ

НЕРIВНОВАЖНИХ НОСIЇВ ЗАРЯДУ

Вимiрювання структурно чутливих електрофiзичних параметрiв дозволяє визначити
якiсть матерiалiв для створення напiвпровiдникових пристроїв. У данiй роботi розглянута
теорiя впливу швидкостi поверхневої рекомбiнацiї на час життя i довжину дифузiї нерiв-
новажних носiїв заряду в приповерхневих шарах напiвпровiдникового зразка. Отриманi
новi експериментальнi результати параметрiв рекомбiнацiї нерiвноважних носiїв заряду на
розробленому вимiрювальному пристрої з урахуванням впливу поверхнi напiвпровiдника.

Ключовi слова: монокристал, швидкiсть поверхневої рекомбiнацiї, час життя.

Вступ
У роботах [1-3] було показано, що введення дефектiв структури в припо-

верхневих шар кристалiв може значно зменшити час життя τ i дифузiйну
довжину пробiгу LD нерiвноважних носiїв заряду. Для багатьох напiвпровiд-
никових приладiв (дiодiв, транзисторiв, твердотiльних iнжекцiйних лазерiв,
оптоелектронних приладiв) цi параметри визначають робочi характеристики
i працездатнiсть. З iншого боку, контролюючи змiну τ i LD пiд дiєю зов-
нiшнiх чинникiв, можна дослiджувати процеси дифузiї в кристалах, явище
деградацiї у часi, визначати кiнетичнi параметри структурних змiн у напiв-
провiдниках. Оскiльки зовнiшня дiя на кристал (опромiнювання частками
високих енергiй, легування домiшками, деформацiя при низьких температу-
рах) спонукає генерацiю дефектiв в приповерхневих шарах, то у процесi ви-
мiрювань τ i LD необхiдно враховувати вплив самої поверхнi, де швидкiсть
рекомбiнацiї s може бути значною i близькою до швидкостi рекомбiнацiї не-
рiвноважних електронiв i дiрок у приповерхневому шарi. Тому визначення s
повинне бути супутним процесом при вимiрюваннях τ i LD .

c⃝ Уколов О.I., Надточiй В.О., Калимбет А.З., 2011
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Основна частина
У вiдомiй лiтературi знайденi рiшення задачi для обчислень s напiвпро-

вiдникових зразкiв простих геометричних форм (тонких ниток прямокутного
поперечного перерiзу, тонких пластин)[4]. Загальне ж рiшення задачi стосов-
но руху електронiв i дiрок пiд дiєю електричного поля в однорiдному ма-
крокристалi довiльної форми з урахуванням впливу швидкостi поверхневої
рекомбiнацiї елементарними методами отримати не можна[4]. Сутнiсть впли-
ву поверхневої рекомбiнацiї полягає в наступному. У рiвноважному станi по-
тiк дiрок, якi пiдходять до поверхнi кристала n -типу, повинен дорiвнювати
потоку дiрок, якi рухаються у зворотному напрямi. Але при вiдхиленнi вiд
рiвноважного стану цi потоки вже не компенсують один одного. Тодi число
дiрок, що падають на одиничну площу поверхнi за одиницю часу дорiвнює
1
4vtp , де vt - середня теплова швидкiсть дiрок, p - концентрацiя дiрок. Число
дiрок, що пiшли з поверхнi за одиницю часу, буде дорiвнювати 1

4rvtp + s′ ,
де r - вiрогiднiсть вiдбивання дiрки, s′ - темп виникнення дiрок на одиницi
площi поверхнi. В станi рiвноваги маємо спiввiдношення

1

4
vtp0 =

1

4
rvtp0 + s0 , (1)

де s0 =
1
4(1− r)vtp0 .

Таким чином, темп зникнення дiрок бiля поверхнi sa визначається вира-
зом

sa =
1

4
(1− r)vt(p− p0) , (2)

який можна записати у виглядi sa = s△p , де sa має розмiрнiсть швидкостi
i називається швидкiстю поверхневої рекомбiнацiї. Розглянемо тепер, яким
чином поверхнева рекомбiнацiя впливає на процес вiдновлення рiвноваги. Вi-
зьмемо плоску поверхню i нехай x - вiдстань вiд поверхнi до деякої точки
у напiвпровiднику. Вплив поверхневої рекомбiнацiї врахуємо через граничну
умову при x = 0 , де справедливе спiввiдношення

D
d△p
dx

= s△p . (3)

Як другу граничну умову приймемо, що △p −→ τpℜ (ℜ - темп рекомбiнацiї),
якщо x −→ ∞ . Таким чином, маємо

△p = ℜτp
[
1− sτpexp(−x/LD)

LD + sτp

]
, (4)

а величина △p при x = 0 , △p0 , визначається виразом

△p0 = ℜτp
(
1− sτp

LD + sτp

)
. (5)
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Ступiнь зменшення △p залежить вiд вiдношення s/vp , де vp - швидкiсть,
яка дорiвнює LD/τp . Якщо s >> vp , то △p0 дуже мале i зменшення концен-
трацiї надлишкових дiрок поблизу поверхнi буде значним. Вказанi математи-
чнi викладки є основою для врахування швидкостi поверхневої рекомбiнацiї
при визначеннi середнього значення часу життя τ̄p для напiвпровiдникових
пластин

1

τ̄p
=

1

τp
+
s

a
, (6)

де a - товщина пластини. Рiшення вiдповiдної задачi для стрижня прямокут-
ного перерiзу виявляється складнiшим, оскiльки доводиться враховувати роз-
мiри, форму i стан поверхнi пiсля рiзних способiв його обробки. Тому в кожно-
му дослiдженнi слiд проводити вимiрювання s експериментально. У данiй ро-
ботi запропонована методика вимiрювань швидкостi поверхневої рекомбiнацiї
s на основi розробленого i виготовленого авторами вимiрювального компле-
ксу. У його склад (рис.1) входять: унiверсальний двокоординатний столик iз
зразком (1), освiтлювач (2), що формує вузьку свiтлову смугу на поверхнi
зразка, дзеркало на мiкродвигунi (3), при обертаннi якого промiнь збуджує
одночасно iмпульси струму в ланцюзi фотодiода i генерацiю нерiвноважних
носiїв заряду у зразку.

 

Рис. 1: Принципова схема вимiрювального комплексу швидкостi поверхневої рекомбiнацiї

Фотодiоднi iмпульси дозволяють синхронiзувати розгортку осцилографа
i генератора iмпульсних сигналiв, якi через вхiд z осцилографа створюють
мiтки часу на осцилограмi C1 − 68 (рис.2,а). Перемикач Кн1 в положен-
нi (б) дозволяє подавати на вольфрамовий зонд-колектор зворотну напругу
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(1-1,5)B . Величина струму встановлюється (1− 2)мА. У положеннi (в) пере-
микача Кн1 на цей же зонд можна подавати короткочаснi t = 0, 1c iмпульси
напругою 30B для формування його контакту. При обертаннi дзеркала про-
мiнь свiтла швидко перемiщується уздовж зразка, генерує нерiвноважнi носiї
заряду, якi створюють iмпульсний сигнал фото ЕРС, пропорцiйний їх кон-
центрацiї у ланцюзi зонда-колектора.

 

Рис. 2: Осцилограма фото ЕРС в лiнiйному (а) i напiвлогарифмiчному (б) масштабi

З опору навантаження R1 в колекторному ланцюзi iмпульси напруги по-
даються на осцилограф C1 − 68 . В результатi на екранi осцилографа з’яв-
ляється крива (рис.2,а), що є залежнiстю концентрацiї нерiвноважних носiїв
заряду вiд часу в точцi контакту вимiрювального зонда. Несиметрiя сигналу
вiдносно початку вiдлiку обумовлена тим, що дифузiйнi швидкостi нерiвнова-
жних носiїв заряду направленi в протилежнi сторони вiд свiтлового променя
i в одному випадку спiвпадають з напрямом руху самої свiтлової смуги, а
в iншому випадку йому протилежнi. Тому сталi часу l1/c i l2/c , визначенi
по тангенсу кута нахилу графiка (рис. 2,б), є рiзними. Залежностi вигляду
(рис.2,а) знiмають для двох зразкiв рiзної товщини d . Тодi швидкiсть по-
верхневої рекомбiнацiї

s =
D

2

d1d2
d2 − d1

(
1

L2
α1

− 1

L2
α2

)
, (7)
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де Lα =
√
l1l2 знаходяться для двох зразкiв рiзної товщини d . У цьому ж

експериментi визначається коефiцiєнт бiполярної дифузiї D , як

D =
c

1
l1
− 1

l2

, (8)

де c – швидкiсть руху променя. Коефiцiєнт бiполярної дифузiї за отримани-
ми експериментальними даними для зразка n−Ge марки ГЕ45г3 становив
D = 80, 57см2/c при швидкостi руху свiтлового променя уздовж поверхнi
зразка c = 42, 7м/с .

Висновки
У роботi розроблена i виготовлена унiверсальна установка для визначення

швидкостi поверхневої рекомбiнацiї i коефiцiєнта бiполярної дифузiї в при-
поверхневих шарах напiвпровiдникового зразка. Показана можливiсть вра-
хування цих параметрiв при визначеннi часу життя i довжини дифузiї нерiв-
новажних носiїв заряду. Отриманi експериментальнi результати дозволяють
контролювати мiру дефектностi приповерхневих шарiв напiвпровiдникових
матерiалiв, що необхiдне при створеннi поверхневих структур i багатошаро-
вих напiвпровiдникових пристроїв.
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ВПЛИВ ТЕРМIЧНИХ ЗМIН НА ДИСЛОКАЦIЙНУ
СТРУКТУРУ МОНОКРИСТАЛIВ LiF

Встановлено аналiтичну залежнiсть щiльностi дислокацiй у монокристалах LiF, як фун-
кцiя часу вiдпалу, що має експоненцiальний вигляд. Попереднiй вiдпал зразкiв LiF приво-
дить до збiльшення мiнiмального числа термоциклiв, при якому в кристалах спостерiгає-
ться генерацiя нових одиничних дислокацiй. Зазначено можливi фiзичнi механiзми явищ,
якi спостерiгаються пiд час вiдпалу й наступнiй термоциклiчнiй обробцi.

Ключовi слова: LiF, дислокацiя, вiдпал, термоциклiчна обробка.

Вступ
Вiдомо, що термiчнi змiни, в тому числi рiзкi (наприклад термоцикли),

можуть значно змiнювати дислокацiйну структуру монокристалiчних мате-
рiалiв i вiдповiдно їх фiзичнi властивостi [1-9]. Зокрема авторами даної ро-
боти [1-3], пiд науковим керiвництвом доктора фiзико - математичних наук
професора Нечволодом М.К., в результатi проведених ранiше дослiджень,
було встановлено, що термоциклiчна обробка (ТЦО) призводить до пiдви-
щення щiльностi дислокацiй iз збiльшенням градiєнта температури ∆T i
експериментально визначена залежнiсть щiльностi дислокацiй вiд ∆T . Про-
фесором Нечволодом М.К. встановлено, що при термоциклах ∆T рiвних
50, 100, 1500C , значно пiдвищуються властивостi мiцностi матерiалiв, у то-
му числi опiр повзучостi в областi дiї механiзму виснаження дислокацiй [2,3].

Проте свiдчень про змiну дислокацiйної структури в результатi термiчної
дiї обмеженi. Зокрема, викликає великий iнтерес експериментально з’ясува-
ти залежнiсть змiни щiльностi дислокацiй ρ вiд часу вiдпалу tвiдп криста-
лiчних матерiалiв, а також дослiдити залежнiсть мiнiмального числа тер-
моциклiв Nmin при яких з’являються новi дислокацiї для заданої величини
термоцикла ∆T . З’ясування вказаних залежностей i є метою даної роботи.

c⃝ Нечволод М.К., Микита Р.В., Москаль Д.С., Уколов О.I., Калимбет А.З., 2011
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Основна частина
Дослiдження проводилися на монокристалах LiF. Зразки розмiром 4x5x7

мм розколювалися по площинах спайностi i потiм вiдпалювали при темпера-
турi 6000C протягом рiзного часу вiдпалу tвiдп = 0, 5 год; 10 год; 24 год.
Швидкiсть нагрiвання i охолодження до i пiсля вiдпалу не перевищувала 30
град/год. Як дислокацiйний травник використовувався слабкий водний роз-
чин FeCl3 [10], травник Гiлмана - Джонстона. Спостереження дислокацiй-
них структур здiйснювалися по фiгурах травлення за допомогою металогра-
фiчного мiкроскопа МIМ-5, з’єднаного з цифровою фотокамерою OLIMPUS-
FE140 з подальшим комп’ютерним аналiзом фотознiмкiв. Початкова щiль-
нiсть дислокацiй 4, 5 · 105 см−2 . Похибка вимiрювання щiльностi дислокацiй
не перевищувала 3%.

Подальше термiчне циклування зразкiв, що не вiдпалювалися i вiдпалю-
валися, проводилося при температурному iнтервалi циклу ∆T = 500C . Обра-
ний температурний iнтервал виключає найбiльш швидке зростання щiльно-
стi дислокацiй в умовах рiзкого пiдсилення температури, що для LiF складає
менше 100÷ 1500C [1], як було показано ранiше i опублiковано професором
Нечволодом М.К. та спiвробiтниками. При вказанiй температурi зразки ви-
тримувалися в муфельнiй печi 5 хвилин з подальшим зануренням в танучий
лiд. Час витримки при 00C складало 5 сек. Промiжок часу мiж закiнченням
нагрiву i початком охолодження складало не бiльше 3-х секунд. По ямках
фiгур травлення визначалося мiнiмальне число циклiв Nmin при якому вини-
кають новi дислокацiї у вибраному нами температурному режимi термiчних
циклiв ∆T . Температура контролювалася за допомогою двох термопар.

Рис. 1: Дислокацiйна структура, отримана на зразку LiF хiмiчним травленням:

a) до вiдпалу; б) пiсля вiдпалу tвiдп = 24 год, стрiлками вказанi дисло-
кацiї, що вийшли в результатi вiдпалу
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Спостереження за динамiкою дислокацiйної структури в результатi вiдпа-
лу зразкiв LiF, у вибраних нами iнтервалах часу tвiдп , показали, що щiль-
нiсть дислокацiй ρ пiсля такої дiї зменшується. Цей ефект особливо про-
являється iз збiльшенням тривалостi вiдпалу, а новi дислокацiї не виникли
(рис.1).

Рис. 2: Залежнiсть вiдносної щiльностi дислокацiй вiд часу вiдпалу зразкiв LiF.

На рис. 2 представлений графiк залежностi вiдносної щiльностi дисло-
кацiй ρ/ρ0 (де ρ0 – початкова щiльнiсть дислокацiй до вiдпалу) вiд часу
вiдпалу tвiдп .

Аналiз отриманої експериментальної залежностi дозволяє зробити висно-
вок, який пiдтверджується комп’ютерним моделюванням, що вiдносна щiль-
нiсть дислокацiй при рiзних iнтервалах часу вiдпалу зменшується по експо-
ненцiальному закону, рiвняння (1):

ρ

ρ0
= e

−αtвiдп (1)

де α – коефiцiєнт очевидно, залежний вiд початкової структури матерiалу i
iнших параметрiв кристалiчної решiтки.

Значення цього коефiцiєнта, на нашу думку, можна визначити з рiвнян-
ня (1) шляхом побудови логарифмiчної залежностi, вiдповiдно до показаної
залежностi (2):

ln
ρ

ρ0
= −αtвiдп (2)

тут α – тангенс кута φ нахилу прямої в координатах ln ρ/ρ0 , як функцiя
вiд часу tвiдп .

З графiка отриманого за експериментальними даними (рис. 3) для моно-
кристалiв LiF була встановлена величина коефiцiєнта α рiвна 0, 39 год−1 .
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Рис. 3: Залежнiсть логарифма вiдносної щiльностi дислокацiй вiд часу вiдпалу. По тан-
генсу кута нахилу φ визначається величина коефiцiєнта α

Рис. 4: Дислокацiйна структура, отримана на зразку LiF хiмiчним травленням (стрiлкою
вказано появу нових дислокацiй):

a) без вiдпалу; б) та ж поверхня пiсля ТЦО (Nmin = 4 ) у правому ни-
жньому кутку збiльшений фрагмент з новими дислокацiями

На рис. 4 представленi результати структурних дослiджень не вiдпалених
зразкiв LiF, пiдданих термiчнiй дiї.

З порiвняння початкової структури зразкiв (рис. 4, а) i структур отрима-
них пiсля кожного термiчного циклу при ∆T = 500C нами встановлено, що
новi дислокацiї генеруються протягом четвертого термоциклу (рис. 4,б).
Отже в даному випадку Nmin = 4 .

В результатi аналiзу дислокацiйних структур (рис. 5), проведеного пi-
сля ТЦО для зразкiв, вiдпалених протягом tвiдп = 0, 5 год; 10 год; 24 год,
з’ясовано, що мiнiмальне число циклiв, при яких виникають новi одиничнi
дислокацiї, вiдповiдно дорiвнює: Nmin = 4; 6; 8 .
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Рис. 5: Дислокацiйна структура, отримана на зразку LiF хiмiчним травленням
(стрiлками вказана поява нових одиничних дислокацiй):

а) пiсля вiдпалу протягом 0, 5 год;
б) пiсля вiдпалу протягом 0, 5 год i подальшому ТЦО (Nmin = 4) ;
в) пiсля вiдпалу протягом 10 год;
г) пiсля вiдпалу протягом 10 год i подальшому ТЦО (Nmin = 6) ;
д) пiсля вiдпалу протягом 24 год;
е) пiсля вiдпалу протягом 24 год i подальшому ТЦО (Nmin = 8) .

За отриманими експериментальними даними, нами побудована зале-
жнiсть Nmin = f ( tвiдп ) (рис. 6). Звiдси можна зробити висновок, що збiль-
шення часу вiдпалу приводить до збiльшення числа термоциклiв Nmin при
яких починають виникати новi дислокацiї.
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Рис. 6: Мiнiмальне число термоциклiв, при якому з’являються новi одиничнi дислокацiї
як функцiя вiд часу попереднього вiдпалу зразкiв LiF.

На даний час, в результатi опублiкованих дослiджень професора Нечво-
лода М.К., професора Надточiя В.О., професора Тихонова Л.В., японського
професора Тошинорi Таiши, кандидата фiз.- мат наук Москаля Д.С. та iнших,
вiдомо [1 - 4, 6 - 8, 10 - 13], що фiзичнi властивостi кристалiчних матерiалiв
залежать не лише вiд щiльностi дислокацiй, але i вiд характеру їх розподiлу
в областi кристала. Iстотну роль грає i те, що дислокацiї в кристалi взаємодi-
ють з точковими дефектами (наприклад з атомами домiшок). Природно, що
поведiнка ансамблю дислокацiй при рiзних фiзичних дiях (електричних, ме-
ханiчних, теплових i тому подiбне) багато в чому визначається динамiчними
властивостями окремих дислокацiй [6, 7].

Дислокацiї не є термодинамiчно рiвноважними дефектами. При високо-
температурному вiдпалi кристала в ньому протiкають процеси, з одного боку,
призводять до бiльш рiвноважного розподiлу дислокацiй в кристалi (у тому
числi через те, що дислокацiї є стоками точкових дефектiв). З iншого боку,
високотемпературний вiдпал призводить до зменшення щiльностi дефектiв
дислокацiйного типу, що в основному пов’язане з анiгiляцiєю дислокацiй рi-
зного знаку i з виходом дислокацiй на вiльнi поверхнi кристала.

Iснування спектру розподiлу дислокацiй по енергiях активацiї [3] багато
в чому визначає динамiку структурних змiн кристалiчної решiтки. Дислока-
цiї, що мають нижчу стартову енергiю активацiї, включаються в цей процес
першими. Збiльшення часу вiдпалу призводить до iнiцiалiзацiї процесiв стру-
ктурної перебудови, у тому числi i за рахунок зменшення щiльностi дисло-
кацiй з вищою стартовою енергiєю активацiї. Очевидно, цими процесами в
основному i пояснюється закономiрнiсть, яку ми спостерiгаємо, зменшення
щiльностi дислокацiй при збiльшеннi часу вiдпалу.

Наслiдком вказаних фiзичних механiзмiв вiдпалу, мабуть, є i бiльш ви-
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щi властивостi мiцностi вiдпалених кристалiв. Зокрема, в процесi вiдпалу в
першу чергу, очевидно, зменшується щiльнiсть легко рухомих дислокацiй,
якi вiдповiдають за зародження i розмноження нових дислокацiй при нижчiй
термiчнiй напрузi в процесi ТЦО. Як свiдчать результати наших дослiджень
кiлькiсть термоциклiв при якiй вiдбувається поява нових дислокацiй макси-
мальна (Nmin ) у зразкiв з найменшою щiльнiстю дислокацiй, отриманою при
тривалiшому попередньому вiдпаленi ( tвiдп = 24 год, див. рис. 4 i рис. 5).

Очевидно це можна пояснити i тим, що для активацiї джерел нових дис-
локацiй в зразках, що заздалегiдь вiдпалюють, потрiбна велика енергiя термi-
чної дiї. Тому щiльнiсть нових дислокацiй, що з’явилися при Nmin , бiльше в
зразках пiдданих тривалiшому попередньому вiдпалу (див. рис. 4 i рис. 5). З
робiт, зокрема Тихонова Л.В. Харькової Г.В., Нечволода М.К., Надточiя В.О.,
Москаля Д.С. та iнших, вiдомо [6, 7], що при ТЦО в кристалах виникають
температурнi градiєнти, що приводять до перiодично знакозмiнної напруги,
амплiтуда якої, як правило, максимальна поблизу вiльної поверхнi кристала.
У зразках, що вiдпалюються, значно менше щiльнiсть поверхневих джерел
дефектiв, у тому числi дислокацiй i вакансiй. Отже, в зразках, що вiдпалю-
ють, знижується ефективнiсть роботи так званого «дифузiйно-вакансiонного
насоса» [12,13], модель якого запропонована професором Альохiним Вален-
тином Павловичем, мiсто Москва.

Висновки
Вказанi фiзичнi механiзми i лежать в основi одержаних нами результатiв

дослiджень по впливу термiчних змiн на дислокацiйну структуру кристалi-
чних матерiалiв. Можна зробити висновки.

1. У дослiдженнях проведених нами на монокристалах LiF встановлена
аналiтична залежнiсть щiльностi дислокацiй як функцiя часу вiдпалу, що має
експоненцiальний вигляд.

2. Попереднiй вiдпал зразкiв LiF призводить до збiльшення мiнiмального
числа термоциклiв, при якому в кристалах спостерiгається генерацiя нових
одиничних дислокацiй.

3. Вказанi можливi фiзичнi механiзми явищ, якi спостерiгаються при вiд-
палi i подальшiй термоциклiчнiй обробцi.

4. Практична важливiсть проведених дослiджень поведiнки дефектiв в
кристалах при термiчних циклах визначаться також тим, що в подiбних умо-
вах працюють деталi сучасних машин i механiзмiв, зокрема (лопатки авiацiй-
них газотурбiнних двигунiв, валки станiв гарячої прокатки, штампи i т п.).
Отриманi результати необхiдно враховувати при розробцi технологiй виготов-
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лення напiвпровiдникових приладiв - основи сучасної електронної технiки.
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КООПЕРАТИВНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ В МОЛЕКУЛЕ
АЛЬФА-СПИРАЛЬНОГО БЕЛКА.

Механизмы процессов сворачивания белков в оптимальную структуру – одна из самых
сложных проблем современной биофизики. Один из элементов предполагаемых механиз-
мов – кооперативные процессы, т.е. процессы в которые вовлечены одновременно несколь-
ко молекулярных групп. В данной работе стояла задача в рамках метода молекулярной
динамики найти способы наблюдения кооперативных процессов в молекуле, а также ис-
следовать влияние на них различных воздействий и особенностей первичной структуры
молекулы. В результате для молекулы, состоящей из четырех альфа-спиралей удалось
показать, что взаимодействия спиральных участков носят характер кооперативных вза-
имодействий и могут зависеть от молекулярных групп, отстоящих от этих участков на
большие расстояния.

Ключевые слова: молекулярная динамика, белки, кооперативные процессы.

Сворачивание белков – один из фундаментальных процессов в живых
организмах. Хорошо известно, что аминокислотные последовательности и
процессы сворачивания белков оптимизированы во всех организмах, одна-
ко природа этих механизмов остается неизвестной, хотя некоторые успехи в
понимании таких процессов имеются.

В частности, есть понимание, что должны существовать механизмы, уско-
ряющие поиск оптимальной структуры. Один из элементов таких предпола-
гаемых механизмов – кооперативные процессы, т.е. процессы в которые во-
влечены одновременно несколько молекулярных групп. Идея о кооператив-
ности процесса самосборки белка в той или иной степени разрабатывалась
многими авторами /1-3/. В частности, Дилл /2/ обратил внимание на то,
что в существующих моделях кооперативность носит локальный характер. В
самом деле, если интересоваться только такими упорядоченными участками
белковой цепи как спирали, то каждые четыре соседних в аминокислотной
последовательности аминокислотных остатка быстро находят конформацию
спирали, стабилизированной водородными связями.

c⃝ Грунская М.В., Костиков А.П., 2011
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Локальность поиска оптимальной конформации означает локальность от-
носительно первичной структуры (участвуют только соседние в цепи амино-
кислоты). Однако кроме локальной кооперативности следует учитывать и
возможные нелокальные взаимодействия. Именно они могут приводить к по-
явлению различных форм третичной структуры.

В нашей работе стояла задача в рамках метода молекулярной динамики
найти способы наблюдения кооперативных процессов, а также попытаться
выяснить, как зависят кооперативные процессы от различных воздействий
на молекулу и от особенностей ее первичной структуры.

В качестве исследуемой молекулы мы выбрали молекулу, состоящую из
четырех альфа-спиралей, образующих компактный «пучек», код белка в базе
данных белков – 1NTI. Белок 1NTI состоит из 86 аминокислотных остатков,
1391 атома, молекулярный вес–9932 Дальтон. Его аминокислотная последо-
вательность в виде однобуквенных кодов представлена ниже.

Для исследований использовался либо белок 1NTI (рис.1), либо его му-
танты, т.е. производные белка, в которых исходные аминокислотные остатки
мы заменяли на остатки других аминокислот. Как правило, при мутациях
мы заменяли нативные (исходные, естественные) остатки на остаток аланина.
Эта процедура отражалась в названиях мутантов-белков. Например, назва-
ние P44A означает, что 44-й остаток P (proline)-пролин заменен на остаток A
(alanine)-аланин.

Молекулярно-динамическое моделирование (МДМ) выполняли с помо-
щью программы NAMD /4/. Для воздействий на белок, приводящих к нару-
шениям его пространственной структуры, использовали как повышение тем-
пературы образца, так и методы механического воздействия на молекулы -
управляемую молекулярную динамику (УМД). Процедура подготовки моле-
кулы к моделированию (симуляции) динамики проводилась по нашей стан-
дартной методике /6/, которая состояла из следующих обязательных про-
цедур: растворение в воде, приведение в равновесие системы белок-вода при
нормальных условиях (температуре и давлении). Процедуры УМД были ана-
логичны процедурам, разработанным ранее /7/.
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Рис. 1: Пространственная структура молекулы белка 1NTI. Основная часть молекулы
показана в виде сплошной ленты, 4 альфа-спирали обозначены A1, A2, A3, A4. Амино-
кислотные остатки ILE27 (I27), ILE39 (I39), PRO44 (P44), VAL77 (V77) показаны в виде
набора связей. Указанные остатки в молекулах-мутантах заменяли на ALA. Рисунок по-

лучен с помощью программы VMD /5/.

Поскольку нашей главной задачей было не только обнаружение, но и по-
следующее исследование кооперативных процессов в молекуле белка, мы ис-
следовали белок 1NTI и его мутанты всеми доступными нам методами. После
анализа результатов, полученных методом увеличения температуры, мы при-
шли к выводу, что наблюдение кооперативных процессов при этом возможно,
однако такие процессы существенно маскируются большими флуктуациями
структуры молекулы.

При использовании метода УМД наиболее отчетливые результаты были
получены при растягивании молекулы с постоянной скоростью. На рис.2 по-
казаны результаты растяжения с постоянной скоростью 0,5 Ангстрем/пс для
молекулы 1NTI.

На нем отображены расстояния между спиральными участками в парах:
A1-A2 (верхний левый), A1-A4 (верхний правый), A2-A3 (нижний левый),
A2-A4 (нижний правый).

Из рисунка видно, что в течение первых 100 пс все измеряемые расстоя-
ния были неизменны и составляли около 10 Ангстрем, т.е. растяжение моле-
кулы не касалось взаимодействий между ее спиральными участками. В диа-
пазоне времени 100-300 пс расстояние A2-A3 оставалось неизменным, осталь-
ные – увеличивались. В диапазоне 300-500 пс расстояние A2-A3 начало уве-
личиваться, при этом расстояние A1-A2 перестало изменяться, составляло 60
Ангстрем и оставалось неизменным до 500-й пикосекунды. После 500 пс все
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расстояния увеличивались практически синхронно. Таким образом, наиболее
интересным является диапазон от 100 до 500 пс. В этом диапазоне коопе-
ративный характер связей между спиральными участками A1-A2 и A2-A3
проявлялся очень четко.
 

 

 

  

Рис. 2: Зависимости от времени расстояний между спиральными участками молекулы
1NTI при растяжении молекулы с постоянной скоростью 0,5 Ангстрем/пс при 300К.//
Верхний левый рисунок – расстояние между спиралями A1 и A2.// Верхний правый ри-
сунок – расстояние между спиралями A1 и A4.// Нижний левый рисунок – расстояние

между спиралями A2 и A3.//

Весьма заметное влияние на характер зависимостей расстояний A1-A2,
A2-A3, A2-A4 произвела мутация I39A (рис.3). Из рисунка видно, что рас-
стояние A2-A3 в этом случае оставалось неизменным и равным 10 Ангстрем
в течение 700 пс, при этом расстояние A1-A2 увеличивалось по почти линей-
ному закону до 60 Ангстрем. Заметно изменился и характер зависимости для
расстояния A2-A4, оно практически не изменялось вплоть до300 пс, это сви-
детельствует о том, что силы взаимодействия между этими двумя спиралями
стали больше, чем для исходного белка 1NTI (рис.2).

Большое влияние мутации I39A, которая произошла в периферийной об-
ласти белка (рис.1), представляет особый интерес, поскольку с одной стороны
мутация происходила на периферии молекулы, с другой стороны эта мута-
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ция приводила к существенному влиянию на стабильность удаленных от нее
частей белка (A1-A2, A2-A4).
 

 

 

    

Рис. 3: Зависимости от времени расстояний между спиральными участками молекулы
I39A. Остальное, как на рис.2.

Это означает, что кооперативные взаимодействия в одной части белка
могут зависеть от другой, удаленной части белка. Причины такого влияния
следует выяснять в последующих работах.

Таким образом, мы установили следующее.
Мутации в неструктурированной области могут влияять на образование

кооперативной структуры. Две мутации (I39A и P44A) в области петли в
периферийной части белка между спиралью-2 и спиралью-3 влияли на внут-
римолекулярный комплекс спирали -2, -3 и -4. В частности интересно, что при
мутации I39A можно наблюдать не только влияние на сегменты спирали-3, но
и на сегменты спирали-2 и спирали-4. Очень сильным указанием на коопера-
тивный эффект было наблюдение, что уменьшение стабильности сегментов
спирали-3 передавалось на две спирали (2- и 4-), которые взаимодейству-
ют с другими областями белка, но не взаимодействуют с областью I39A. В
противоположность другим мутациям в петле, мутация P44A благоприят-
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ствовала образованию внутримолекулярных взаимодействий между сегмен-
тами спиралей-2, -3 и -4. Эта мутация не приводила к дальнодействующим
взаимодействиям в нативном состоянии. Происхождение стабилизирующего
влияния возможно связано с увеличением подвижности пептидной цепочки
при такой мутации, что позволяло усилить взаимодействия между петлей и
спиралью-3, что в свою очередь кооперативно стабилизировало промежуточ-
ные взаимодействия между двумя соседними сегментами спиралей -2 и -4.

Влияние мутаций в области спиралей иллюстрируется на примере влия-
ния мутации V77A в сегменте спирали-4 на сегмент спирали-2, и обратный
эффект мутации I27A в сегменте спирали-2 на остатки в сегменте спирали-
4. Это наблюдение ясно демонстрирует, что эти две мутации в сегментах
спирали-2 и спирали-4 обе сдвигают кооперативное равновесие в сторону
ослабления процесса образования структуры.
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В статтi висвiтлюються можливостi використання персонального сайту викладача для
ефективної органiзацiї наукової, навчально-пiзнавальної та виховної роботи зi студентами.

The article highlights the use of the personal website of a teacher for effective organization
of scientific, educational, cognitive and educational work with students.

Наближення до європейських стандартiв в Українi протягом останнього
десятилiття спостерiгається практично в усiх сферах життя.

Iнформацiйнi ресурси та мiжнародний розподiл працi стають невiд’ємни-
ми складовими свiтової економiки i основою персонального та професiйного
успiху будь-якої людини залишається освiта. Розвиток країни – її економiчнi
та соцiальнi досягнення, якiсть життя людей, мiсце в свiтовiй спiльнотi, без-
пеку визначають рiвень i якiсть освiти. Питання розвитку освiти в Українi
знаходиться в центрi суспiльної уваги.

Мета вищої освiти сьогоднi – це пiдготовка фахiвцiв, здатних забезпечити
перехiд вiд iндустрiального до iнформацiйно-технологiчного суспiльства че-
рез новаторство у навчаннi, вихованнi та науково-методичнiй роботi. У зв’яз-
ку з європейською iнтеграцiєю України загалом та входженням України до
Європейського освiтнього i наукового простору, велика увага придiляється
якостi освiти, унiверсальностi пiдготовки випускника та його адаптованостi
до ринку працi, на особистiснiй орiєнтацiї навчального процесу, iнформати-
зацiї освiти, визначальнiй важливостi освiти, що забезпечує сталий людський
розвиток [2, с.241].

Вiдомо, що на сучасному етапi вплив освiти на працевлаштування та жит-
тєвий рiвень кожної людини став набагато вищим, нiж кiлька рокiв тому.

c⃝ Стеценко В.П., Стеценко Н.М., 2011
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Вiдповiдно, вимоги до освiтнього рiвня фахiвцiв змiнюються: окрiм постiй-
ного оновлення базових знань, сучасний фахiвець повинен умiти ефективно
використовувати в своїй дiяльностi найновiшi досягнення науки та технiки,
використовувати персональний комп’ютер та iнформацiйнi ресурси. Значна
увага придiляється використанню можливостей нових iнформацiйних та те-
лекомунiкацiйних технологiй, якi пiднiмають освiту на новий рiвень, забез-
печують вiльний доступ до освiтнiх ресурсiв широкому загалу населення не-
залежно вiд мiсця проживання. Мережнi технологiї Iнтернет є вирiшальним
чинником у розвитку дистанцiйних форм i методiв навчання та iнформати-
зацiї системи освiти України в цiлому [4].

Приєднання України до Болонського процесу дало поштовх до удоскона-
лення та модернiзацiї системи вищої освiти. Починаючи з 2004 року в систему
вищої освiти України поступово впроваджується нова система органiзацiї на-
вчального процесу, основною характеристикою якої є зменшення аудиторно-
го навантаження i збiльшення контрольованої самостiйної роботи студентiв.
Оскiльки однiєю з основних функцiй сучасної вищої освiти стає навчання сту-
дентiв умiнню здобувати знання самостiйно, то останнiми роками особливого
значення набувають методи i засоби навчання, заснованi на iндивiдуальному
пiдходi до кожного студента i стимулюваннi його пiзнавальної активностi [5].

Концепцiя iнформатизацiї навчального процесу, яка грунтується на орга-
нiчному поєднаннi традицiйних i новiтнiх засобiв навчання, передбачає поета-
пне, поступове впровадження у навчальний процес IКТ, рацiональне поєдна-
ння традицiйних методiв та засобiв навчання, з сучасними iнформацiйними
технологiями, що зрештою веде до полiпшення результатiв навчання [3].

Перехiд до нових комп’ютерно-орiєнтованих технологiй навчання, ство-
рення умов для їх розробки, апробацiї та використання, рацiональне поєд-
нання нових iнформацiйних технологiй навчання з традицiйними – це скла-
дна педагогiчна задача, яка потребує вирiшення цiлого комплексу психолого-
педагогiчних, органiзацiйних, навчально-методичних, матерiально-технiчних
та iнших проблем.

Основними серед цих проблем науковцi називають:
– розробку науково-методичного забезпечення для вирiшення завдань iнфор-
матизацiї навчально-виховного процесу;
– пiдготовку педагогiчних кадрiв до використання в навчальному процесi
засобiв сучасних iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй;
– пiдготовку учнiв та студентiв до використання сучасних засобiв навчально-
пiзнавальної дiяльностi;
– низьку ефективнiсть викоритання матерiально-технiчного та науково-мето-
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дичного забезпечення навчальних закладiв у зв’язку з їх застарiлою базою;
– розробку методик використання сучасних iнформацiйних технологiй навча-
ння для пiдтримки вивчення бiльшостi навчальних предметiв [3].

Очевидно, що персональний сайт викладача, розмiщений в глобальних ме-
режах, мабуть, найбiльш зручний iнструмент для подання будь-яких iнфор-
мацiйних продуктiв дiяльностi. На вiдмiну вiд паперових носiїв, якi можуть
представити лише текст i зображення, сайт дає змогу подати навчальний ма-
терiал в мультимедiйних формах. I чим би не займалася людина, представити
свою творчiсть або себе самого в будь-якому електронному форматi є досить
простою справою. Тому сьогоднi в мережi можна виявити численнi персо-
нальнi сайти людей, що займаються в рiзних галузях суспiльної дiяльностi..

Використання персонального сайту викладача, таким чином, може допо-
могти у вирiшеннi наступних завдань:

1. Пошук i добiр матерiалiв, необхiдних для органiзацiї навчального
процесу. Посилання на електроннi бiблiотеки i журнали, надання рiзних до-
вiдкових матерiалiв, що знаходяться в мережi Iнтернет, дають змогу май-
бутнiм вчителям ефективнiше готуватися до занять. Такi вiдомостi можуть
бути значно ширшими, об’ємнiшими, «всеохоплюючими» i дозволяють засто-
совувати активнiшi, сучаснiшi способи пошуку, сприйняття, опрацювання,
використання i зберiгання даних.

2. Формування насиченого мультимедiйно середовища, в якому вико-
ристовуються рiзнi способи подання навчального матерiалу - текстового,
вiзуального, аудiо- i вiдеоматерiалу. Це дає змогу iнтенсифiкувати навчаль-
ний процес i готувати студента до майбутньої роботи у вiдповiдному профе-
сiйному середовищi, в якому посилюються тенденцiї до конвергенцiї сенсор-
них каналiв сприйняття iнформацiї.

3. Створення електронних навчально-методичних матерiалiв. Видан-
ня навчальної лiтератури в традицiйнiй формi не завжди є кращим виходом з
ситуацiї, оскiльки пов’язане з високою вартiстю публiкацiї, затратою часу на
органiзацiйнi моменти тощо. Створення навчально-методичного комплексу в
Iнтернетi може бути безкоштовним. Важливо, що викладач має можливiсть
оперативно знайомити студентiв з новою iнформацiєю, регулярно вносити
необхiднi корективи до навчально-методичних матерiалiв.

4. Пiдвищення викладацької квалiфiкацiї. Це здiйснюється завдяки мо-
жливостi отримання через Iнтернет iнформацiї про сучаснi досягнення нау-
кових дослiджень у вiдповiдних галузях науки, про новi методичнi розробки
в країнах СНД i далекого зарубiжжя, а також завдяки можливостi спiлкува-
тися з колегами засобами електронної пошти, через гостьовi книги, повiдом-
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лення на форумах, додавання коментарiв.
5. Навчально-виховний потенцiал. Студенти мають можливiсть працю-

вати з освiтнiм сайтом вiдповiдної тематики не тiльки в комп’ютерних класах,
але i вдома, в Iнтернет-кафе. Все це сприяє пiдвищенню культури використа-
ння Iнтернет-технологiй у студентiв, дозволяє їм спiлкуватися, обмiнюватися
думками, навчальними наробками, вирiшувати проблеми не тiльки навчаль-
ного, а й виховного характеру.

Персональний сайт викладача, на наш погляд, можна назвати одним з
найбiльш ефективних iнструментiв, що дає змогу студентовi самостiйно отри-
мувати необхiднi знання. Проте його необхiдно перiодично поповнювати но-
вою iнформацiєю, оновлювати навчально-методичнi матерiали з врахуванням
змiн у навчальних планах, програмах, пiднiмати актуальнi проблеми в тiй чи
iншiй галузi знань. Вiдомостi, поданi на сайтi, з часом стають не актуальни-
ми, тому потрiбно регулярно додавати новини в освiтi i науцi, новi навчальнi
посiбники, поповнювати фотогалерею, змiнювати теми для опитування, роз-
вивати форум.

Для прикладу можна розглянути сайт http://pedagogika.at.ua/, на го-
ловнiй сторiнцi якого подана коротка анотацiя сайту та його структура.

Сайт має такi роздiли, як: навчально-методичнi матерiали, каталог ста-
тей, каталог освiтнiх сайтiв, освiтнi вiдеоресурси, форум, фотоальбом та го-
стьову книгу.

Навчально-методичнi матерiали представленi комплексами дисциплiн, якi
викладаються автором сайту. Комплекс мiстить: навчальнi програми, пре-
зентацiї лекцiй, плани семiнарських та практичних занять, завдання для са-
мостiйної та iндивiдуальної роботи, тематику мiкродослiджень та курсових
робiт, питання для контролю i самоконтролю, положення та методичнi реко-
мендацiї до проходження педагогiчної практики, критерiї оцiнювання рiзних
видiв дiяльностi. Кiлькiсть завантажених матерiалiв складає бiльше 100 оди-
ниць.

Каталог сайтiв мiстить посилання на рiзнi освiтнi сайти, насамперед, це
сайт МОНМС України та сайт «Освiтнiй портал». В каталозi можна зна-
йти сайти, якi мiстять практичнi поради учителям та студентам; персональнi
сайти вчителiв-предметникiв; сайти шкiл; сайти, де представленi розробки
урокiв та виховних заходiв. Студент не витрачає багато часу на пошуки не-
обхiдного матерiалу, оскiльки все зосереджено i систематизовано в одному
мiсцi.

Наповнення каталогу статей, в основному, здiйснюється самими студента-
ми, де вони розмiщують розробки урокiв, виховних заходiв, конкурсiв, бесiд,

Випуск №1, 2011 105



Iнформатика та методика її викладання

лекцiй тощо. Важливим є те, що студенти самi несуть вiдповiдальнiсть за
змiст розмiщуваного матерiалу. Якщо студент розмiстив неякiсний матерiал,
iншi студенти вказують на помилки, а iнколи i на грубий плагiат. Це стиму-
лює iнших студентiв бiльш вiдповiдально ставитися до пiдбору вiдповiдного
матерiалу, творчо пiдходити до створення власних наробок. Разом з тим, в
каталозi статей свої власнi напрацювання розмiщують учителi шкiл, якi пра-
гнуть подiлитися досвiдом навчання та виховання пiдростаючого поколiння
з майбутнiми колегами.

У роздiлi «Нормативнi документи» викладенi рiзнi положення, iнструкцiї
i розпорядження, що стосуються навчального процесу.

Освiтнi вiдеоресурси представленi фрагментами педагогiчних ситуацiй та
екпериментами психолога В.Мухiної, якi дозволяють виробити у студентiв
уявлення про внутрiшнiй свiт людини, закономiрнi процеси її розвитку. Цей
роздiл, на вiдмiну вiд iнших, є новим i мiстить невелику кiлькiсть матерiалiв,
якi з часом будуть доповнюватись.

У роздiлi «Фотоальбом» студенти розмiщують фотографiї, на яких вiд-
ображенi подiї студентського життя: звiти з факультетських свят, екскурсiї,
походи тощо.

В «Гостьовiй книзi» за рiк залишено бiльше 100 записiв. Очевидно, що
сайт цiкавить не лише студентiв вузу, а й iнших працiвникiв освiти, якi пра-
гнуть обмiнятися досвiдом, залишити вiдгук про сайт. По можливостi заува-
ження та пропозицiї «Гостьової книги» враховуються, якщо вони вiдповiда-
ють тематицi сайту та переслiдують навчально-виховну мету.

Ефективним засобом спiлкування на сайтi є форум, використання якого
дає змогу органiзувати рiзнi види навчально-пiзнавальної та виховної дiяль-
ностi студентiв.

Форум мiстить 5 роздiлiв: «Педагогiчнi новини та цiкавi факти», «Навчан-
ня», «Школа молодого вчителя», «Спiлкування на рiзнi теми», «Наш форум».
Кожен роздiл має пiдроздiли, в яких розмiщенi теми для спiлкування.

Розглянемо цi роздiли детальнiше:
1. Педагогiчнi новини та цiкавi факти. Роздiл мiстить три пiдроздi-

ли, якi створенi адмiнiстратором сайту: в роздiлi «Новини освiти» розмiщено
матерiали, якi стосуються модернiзацiї системи освiти в Українi, подається
iнформацiя про накази МОНМС України, конференцiї, семiнари, обговорю-
ється якiсть освiти; в роздiлi «Статтi з питань освiти» вiдбувається обгово-
рення педагогiчної преси та «Цiкавi педагогiчнi факти», де розмiщенi цiкавi
iсторiї з життя вiдомих педагогiв, науковцiв. Матерiал пiдбирають, в основ-
ному, студенти.
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2. Навчання. В цьому роздiлi фактично здiйснюється органiзацiя Iнтер-
нет-навчання. Пiд керiвництвом модераторiв, з числа студентiв, проводяться
рiзнi види занять для рiзних курсiв i з рiзних дисциплiн як вiдкритого, так i
закритого характеру.

Найчастiше проводяться вiртуальнi семiнари, якi вiдрiзняються вiд тра-
дицiйних тим, що учасники роздiленi в часi i в просторi. Вербальна комунi-
кацiя мiж учасниками, як це вiдбувається на звичайному семiнарi, замiнена
епiстолярним (письмовим) спiлкуванням. Кожен учасник семiнару бачить на
екранi всi тексти питань i вiдповiдей iнших активних учасникiв семiнару, має
змогу вiдповiдати та коментувати їх вiдповiдi.

Вiдомо декiлька типiв вiртуальних семiнарiв [1]. Найчастiше такi се-
мiнари проводяться за схемою «питання – вiдповiдь» i у формi допо-
вiдi. У першому випадку студенти вiдповiдають на питання семiнару
(http://pedagogika.at.ua/forum/37). Цi вiдповiдi обговорюються iншими уча-
сниками i оцiнюються викладачем. У другому випадку спецiально призна-
ченими учасниками заздалегiдь готуються доповiдi, якi пiсля вiртуального
заслуховування, - прочитання тексту виступу на екранi всiма учасниками -
обговорюються у формi епiстолярної дискусiї. Результати дискусiй пiд час
проведення семiнару (тексти виступiв) доступнi всiм учасникам форуму для
огляду (http://pedagogika.at.ua/forum/35).

На перший погляд здається„ що порядок проведення веб-семiнарiв май-
же нiчим не вiдрiзняється вiд традицiйного, але це далеко не так, хоча б
тому, що його потрiбно ретельнiше спланувати, не говорячи вже про новi
психолого-педагогiчнi проблеми, що виникають при використаннi нових те-
хнологiй навчання, та значну витрату часу викладача як для пiдготовки,
так i для контролю за навчально-пiзнавальною дiяльнiстю студентiв, повi-
домлень вiд яких може бути дуже багато. Причому такi семiнари можуть
тривати цiлодобово, тиждень або два, особливо, коли студенти опановують
такий вид роботи вперше. Дуже добре, коли попередню пiдготовку студен-
ти пройдуть в процесi опанування курсу «Iнформацiйна культура студента»,
тодi веб-семiнар можна органiзовувати разом iз викладачем даного курсу. За-
прошений викладач бере участь в дискусiях разом з основним викладачем,
маючи права адмiнiстратора.

В цьому ж роздiлi розмiщенi матерiали науково-дослiдної роботи студен-
тiв. В основному, обговорюються або пропонуються до обговорення теми кур-
сових, дипломних та магiстерських робiт, їх змiст, порядок написання.

Обговорення змiсту роботи, поради щодо написання наукової роботи да-
ють як науковi керiвники, так i студенти, якi в процесi роботи над своєю
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проблемою, виявили матерiал щодо написання наукової роботи iншого сту-
дента. Аналогiчно можна органiзувати роботу проблемної групи i залучити
студентiв до роботи в iнтернет-конференцiях. Зазвичай, робота в даному роз-
дiлi має закритий характер.

Крiм навчальної роботи в роздiлi пропонується обговорення проблем, по-
в’язаних з органiзацiєю навчального процесу у вузi, освiти за кордоном, про-
блеми здачi сесiї тощо.

3. Роздiл «Школа молодого вчителя» включає теми, пов’язанi з проце-
сом становлення молодого фахiвця, труднощами та проблемами, з якими вiн
або уже зiткнувся пiд час педагогiчної практики, або з якими ще може зiткну-
тися в своїй педагогiчнiй дiяльностi. Тому тут пропонуються для розв’язання
педагогiчнi ситуацiї, обговорюється проблема «важких» дiтей, здiйснюється
обмiн досвiдом, як стати справжнiм вчителем.

4. Найбiльшою популярнiстю серед студентiв користується роздiл
«Спiлкування на рiзнi теми», назва якого говорить сама за себе.

В цьому роздiлi студенти мають можливiсть обговорювати рiзнi життє-
вi проблеми, переконувати один одного, аргументувати власну позицiю, до-
помагати один одному в рiзних ситуацiях, набувати навичок педагогiчного
спiлкування, публiкувати власнi вiршi чи твори.

Необхiднiсть створення такого роздiлу пояснюється тим, що молодь бiльш
охоче спiлкується у вiртуальному середовищi; тут краще розкривається вну-
трiшнiй свiт людини, її переконання, погляди, з якими вона не може нi з ким
подiлитися при очному контактi. Разом з тим, це дає змогу викладачевi зба-
гнути, чим живе сьогоднiшня молодь, якi її уподобання, смаки i, виходячи з
цього, краще органiзувати навчально-виховний процес.

5. Роздiл «Наш форум» передбачає врахування пропозицiй студентiв
щодо покращення роботи форуму, технiчнi питання, оголошення, привiта-
ння зi святами, має модераторську вiртуальну «кiмнату», де обговорюються
питання ефективностi функцiонування форуму мiж модераторами та адмiнi-
страторами сайту.

Робота студентiв на форумi має важливий загальнопедагогiчний аспект.
Бiльшiсть сьогоднiшнiх школярiв – це представники поколiння, для яких

в майбутньому питання культури мережевого спiлкування буде питанням осо-
бистої i професiйної соцiалiзацiї. Те, що сучасний пiдлiток переносить в ме-
режу свої комунiкативнi моделi (часто вiд культури далекi) в майбутньому
може сформувати у нього уявлення про таке спiлкування як норму. I вчитель,
який має навички спiлкування в Iнтернетi, зможе сам потiм органiзувати з
учнем Iнтернет-дiалог, який також дасть йому практичний досвiд вiдповiдно-
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го типу спiлкування. Тому освiтнiй форум є важливим додатковим засобом
професiйного становлення майбутнього педагога.

Таким чином, використання персонального сайту дає змогу забезпечити
зворотнiй зв’язок в процесi навчання; реалiзувати принцип iндивiдуалiзацiї
навчального процесу; пiдвищити наочнiсть навчального процесу; сформувати
навички пошуку даних в мережi Iнтернет; змоделювати педагогiчнi процеси
та явища; органiзувати колективну та групову роботи учасникiв педагогiчно-
го процесу.
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ВИКОРИСТАННЯ ГЕНЕТИЧНИХ АЛГОРИТМIВ ДЛЯ
РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI КОМIВОЯЖЕРА

Пошук розв’язання задач, в яких точним розв’язком може бути тiльки повний перебор,
викликає великi труднощi, коли кiлькiсть вхiдних даних досить великий. А тому, iнколи
дуже корисними бувають наближенi методи, до яких i вiдноситься генетичний алгоритм.

Ключовi слова: задача комiвояжера, генетичний алгоритм.

Вступ
Будь-яка задача безумовної оптимiзацiї виглядає наступним чином:

max(min)f(x⃗), де x⃗ = (x1, x2, . . . , xn) xi ∈ [a, b] i = 1, n (1)

де f(x⃗) – цiльова функцiя, що має один глобальний екстремум. Передбача-
ється, що про функцiю f(x⃗) вiдомо лише те, що вона визначена в будь-якiй
точцi областi пошуку. Будь-яка додаткова iнформацiя про характер функцiї
та її властивостi (диференцiйовнiсть, безперервнiсть, властивостi Лiпшиця i
т.iн.) передбачається невiдомою та не враховується у процесi пошуку.

Пiд розв’язком задачi (1) будемо розумiти вектор x⃗ = (x1, x2, . . . , xn) .
Оптимальним розв’язком задачi (1) будемо вважати вектор x⃗ , при якому
цiльова функцiя f(x⃗) приймає максимальне (мiнiмальне) значення.

Практично завжди функцiя яка оптимiзується володiє деякою властивi-
стю (властивостями): багатоекстремальностi, складна конфiгурацiя допусти-
мої областi, наявнiсть декiлькох типiв змiнних. Це призводить до необхiдно-
стi застосування спецiалiзованих методiв, до яких i вiдносяться еволюцiйнi i
генетичнi алгоритми, якi добре зарекомендували себе в ситуацiях, коли за-
стосування стандартних методiв оптимiзацiї вкрай утруднено.

1. Обмеження при реалiзацiї генетичних алгоритмiв
Використання генетичних алгоритмiв базується на трьох основних прин-

ципах: кодування, оцiнювання та вiдтворення, але з практичної точки зору
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мають сенс iншi якостi, якi, однак, анiтрошки не скасовують основнi паралелi
з еволюцiйними механiзмами.

Пiд кодуванням розумiється спосiб представлення даних в генетичному
виглядi. Тут важливо, щоб була можливiсть отримати розв’язання у виглядi
хромосоми, а також, щоб у генотипi мiг бути записаний будь-який коректний
варiант, який бiльш-менш претендує на те, щоб виявитися вiдповiддю на по-
ставлене завдання. У бiльшостi випадкiв проблем з цим не виникає, однак
для однiєї i тiєї ж задачi може iснувати кiлька способiв генетичного подання
параметрiв, якi можуть iстотно впливати на швидкiсть генетичного пошуку
i якiсть розв’язку.

Оцiнювання є ще одним важливим принципом. Сенс оцiнювання полягає
в тому, щоб розрiзняти особин в залежностi вiд того, наскiльки «успiшнi»
вiдповiднi їм закодованi рiшення. При цьому не повинно виникати колiзiй,
коли двi практично рiвноцiннi особини мають суттєво рiзнi значення присто-
сованостi, i, навпаки, коли якiсно рiзнi особини оцiнюються однаково.

Основна мета вiдтворення – отримання нових варiантiв кандидатiв на
розв’язок iз вже iснуючих. Тут дуже бажано, щоб при схрещуваннi батькiв-
ських особин виходили коректнi в рамках поставленої завдання нащадки. У
рядi випадкiв це умова вимагає використання «нестандартних» генетичних
операторiв i/або специфiчного кодування. Наприклад, при вирiшеннi задачi
комiвояжера в маршрутi не повинна два рази i частiше зустрiчатися одна
i та сама вершина, що часто виходить в результатi застосування традицiй-
них операторiв одно-i двоточкового i однорiдного кросоверу. Тому для даної
проблеми розробленi спецiальнi оператори схрещування та мутацiї.

Так само важливим параметром генетичних алгоритмiв є розмiр популя-
цiї. При практичнiй реалiзацiї можливi двi крайностi:

- занадто малий розмiр популяцiї (<10). Даний вибiр у бiльшостi випадкiв
годиться тiльки для дуже простих завдань. В iншому випадку буде спостерi-
гатися швидке виродження популяцiї;

- занадто великий розмiр популяцiї (> 1000). Зрозумiло, розв’язок швид-
ше за все, буде знайдено за менше число поколiнь, проте часто цiною зай-
вих обчислювальних витрат. У деяких випадках, коли просто треба знайти
розв’язок, це не критично. Проте буває так, що необхiдно продемонструва-
ти переваги (якщо є) генетичного пiдходу для вирiшення обраної проблеми
перед уже iснуючими методами i алгоритмами.

Виходячи з даних рекомендацiй, оптимальним розмiром популяцiї є 20 -
30 особин, проте в деяких завданнях потрiбно 50-100 особин. Дослiдження
показують, що розмiр популяцiї багато в чому залежить вiд розмiру хромо-

Випуск №1, 2011 111



Iнформатика та методика її викладання

сом. Так, для алгоритму з 32-бiтовими хромосомами розмiр популяцiї буде
бiльше, нiж для алгоритму з 16-бiтовими. [1]

Так як у генетичних алгоритмiв є характеристика, яка не оцiнюється чи-
сельно, що описує їх пошуковi здiбностi, вони залежать вiд усього, але бiль-
шою мiрою вiд стратегiй селекцiї i генетичних операторiв. Звiдси:

- використання бiльш агресивних варiантiв вiдбору укупi з досить вели-
кою ймовiрнiстю мутацiї в багатьох випадках дозволяє домогтися бiльш гар-
них результатiв, в порiвняннi з канонiчним генетичним алгоритмом. Агресив-
ними стратегiями вiдбору можна вважати вiдбiр урiзанням з досить великим
порогом (тобто коли до вiдтворення допускається менша кiлькiсть особин), а
також турнiрний вiдбiр з розмiром турнiру 4 i бiльше;

- популяцiя бiльшого розмiру працює стабiльнiше i часто краще. Якщо ж
необхiдно вкластися в деяку кiлькiсть обчислень цiльової функцiї, то краще
пошукати оптимальний розмiр, при якому i рiшення може бути знайдено, i
обчислювальнi витрати цiлком прийнятнi;

- двоточковий i однорiдний оператори кросоверу, як правило, працюють
краще, нiж одноточковий;

- планомiрне вистежування i лiквiдацiя диверсiйних елементiв в особi ду-
блiкатiв в популяцiї пiдвищують якiсть результатiв i є корисним проти пе-
редчасної збiжностi;

- застосування стратегiї елiтарностi – дозволяє гарантовано залишити в
популяцiї найкращих особин;

- велика ймовiрнiсть мутацiї в деяких випадках здатна полiпшити роботу
алгоритму (особливо для малих популяцiй), але небажана, в силу внесення
великої хаотичностi в еволюцiйний процес, що може негативно позначитися
на стабiльностi роботи алгоритму. [2]

2. Розв’язання задачi комiвояжера за допомогою гене-
тичного алгоритму

Розглянемо переваги i недолiки стандартних i генетичних методiв на при-
кладi класичної задачi комiвояжера (TSP – traveling salesman problem), яка
є однiєю з найбiльш вiдомих задач дискретної оптимiзацiї. Вона формулює-
ться наступним чином: даний повний зважений граф G(X,V ) порядку n ,
де X = {x1, x2, . . . , xn} – множина вершин; V ⊆ X ×X – множина ребер. У
даному графi потрiбно знайти Гамiльтонiв цикл, який має найменшу сумарну
вагу ребер, якi входять до нього.
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Або формально: 
Q(x) =

∑N
i=1

∑N
j=1 cijxij → min∑N

i=1 xij = 1,∀j = 1, N∑N
j=1 xij = 1,∀i = 1, N

xi,j ∈ {0, 1},

(5)

де cij – вага ребра (i, j) ,

xij =

{
1, якщо є перехiд вiд i до j
0, якщо переходу вiд i до j немає (6)

Очевидно, що розв’язком задачi є перестановка з N вершин, кiлькiсть
можливих перестановок рiвно N ! , однак кiлькiсть рiзних розв’язкiв задачi

з урахуванням напрямку обходу i зсуву початкової вершини буде
(N − 1)!

2
.

[3]
Дана задача вiдноситься до класу NP-повних задач, тобто час роботи

алгоритму, який розв’язує задачу комiвояжера, iстотно залежить вiд розмiру
вхiдних даних, а отже вiд кiлькостi населених пунктiв.

Всi ефективнi (що скорочують повний перебiр) методи розв’язання зада-
чi комiвояжера – евристичнi. У бiльшостi евристичних методiв знаходиться
не найефективнiший маршрут, а наближений розв’язок. Найчастiше затребу-
ванi так званi any-time алгоритми, якi поступово покращують деякi поточнi
наближенi розв’язки. На практицi застосовуються рiзнi модифiкацiї бiльш
ефективних методiв: метод гiлок i меж, метод генетичних алгоритмiв, а та-
кож алгоритм мурашиної колонiї.

Для того щоб завдання можна було вирiшити за допомогою генетичних
алгоритмiв, потрiбно з’ясувати, що саме є вирiшенням цiєї задачi, закодувати
рiшення у виглядi хромосоми i скласти функцiю пристосованостi для таких
хромосом. Тiльки пiсля цього можна вирiшувати це завдання засобами гене-
тичних алгоритмiв.

З’ясуємо, що можна вважати розв’язком задачi комiвояжера. Очевидно,
що будь-яким розв’язком буде деякий маршрут мiж населеними пунктами,
що задовольняє наступним умовам: вiн перетинає всi без винятку населенi
пункти i жоден з них не перетинає бiльше одного разу. Закодувати такий
маршрут можна в виглядi послiдовностi номерiв неселених пунктiв, почина-
ючи з самого першого, в кiнцi послiдовностi номер передостаннього мiста, так
як маршрут замкнутий i останнiм буде мiсто, з якого вiн починався.
Очевидно, що в цiй послiдовностi не буде повторюваних значень. Нехай для

Випуск №1, 2011 113



Iнформатика та методика її викладання

простоти прикладу кiлькiсть y населених пунктiв N = 8 , тодi однiєю з мо-
жливих послiдовностей буде шлях, зображений на рис. 1.

 

Пункт 1 Пункт 6 

Пункт 7 Пункт 3 Пункт 8 Пункт 4 

Пункт 2 Пункт 5 

Рис. 1: Приклад маршруту комiвояжера при обходi 8 населених пунктiв

Закодуємо мiста числами вiд 1 до 8. Тодi той же самий шлях набуде ви-
гляду: 1-6-2-5-4-8-3-7.

Тепер нам потрiбно представити розв’язок у виглядi хромосоми. Вище ми
вже закодували розв’язок у виглядi послiдовностi номерiв населених пунктiв,
тепер залишилося перекодувати його в хромосому. Для визначеностi будемо
вважати, що ми кодуємо в хромосому у виглядi бiтового вектора. Очевидно,
що довжина гена в бiтах в хромосомi буде дорiвнювати:

L = log2N (7)

Для нашого прикладу L = log2 8 = 3 , тобто для кодування одного гена
знадобитися 3 бiта. Кодуємо послiдовнiсть за допомогою двiйкового кодува-
ння (табл. 1):

000 101 001 100 011 111 010 110
1 6 2 5 4 8 3 7

Табл. 1: Кодування послiдовностi мiст за допомогою двiйкового кодування

Однак представивши розв’язок таким чином, ми не врахували кiлька iсто-
тних факторiв:
1. при випадковiй генерацiї початкової популяцiї може виникнути хромосома,
в якiй будуть повторюванi значення генiв: 000 000 010 011 100 101 110 010.
2. хромосоми з повторюваними генами може дати кросовер або мутацiя.

Є кiлька способiв вирiшення цього недолiку кодування, але всi вони ве-
дуть до зайвого споживання обчислювальних ресурсiв, тому що треба дода-
тково перевiряти хромосоми.
Один зi способiв – перевiряти на повторюванi значення усерединi функцiї
пристосованостi, i, зустрiвши такi, замiнювати їх на тi значення, яких немає
в хромосомi.
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Другий спосiб – нiчого не перевiряти, а привласнити таким хромосомам ду-
же низьке значення функцiї пристосованостi, але в цьому випадку генетичний
алгоритм починає вкрай неефективно працювати.

Взагалi кажучи, для генетичних алгоритмiв дуже важливе питання коду-
вання рiшень в послiдовнiсть генiв. Вiд того, наскiльки воно вдало, залежить
якiсть роботи алгоритму. Найголовнiше, i обов’язкове, вимога до кодування
– хромосома повинна однозначно представляти деяке рiшення, щоб не бу-
ло можливостi трактувати одну i ту ж хромосому по-рiзному. Бажано, щоб
хромосоми займали якомога менше бiт, були коротшi. Так само важливою
умовою є простота кодування. Вiд цього залежить швидкiсть роботи. Пiсля
кодування запускається генетичний алгоритм з бажаними параметрами.
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У роботi розглядаються основнi методи паралелiзацiї програм, особливостi використання,
порiвняння часових характеристик програм написаних за допомогою цих методiв.
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Вступ
Останнi роки пов’язанi з рiзкою змiною напрямку розвитку процесорiв –

появою багатоядерних та багато поточних процесорiв. Їх ефективне викори-
стання потребує загального переходу з послiдовних програм на паралельнi.

Iснують двi основнi моделi побудови паралельних програм. Це модель
паралелiзму по керуванню та модель загальної пам’ятi.

У моделi загальної пам’ятi паралельна програма являє собою систему
потокiв, що взаємодiють за допомогою загальних змiнних та примiтивiв син-
хронiзацiї [1].

Основна iдея моделi паралелiзму по керуванню мiститься в наступному.
Замiсть програмування в термiнах потокiв пропонується розширити мови
спецiальними керуючими конструкцiями – паралельними циклами та пара-
лельними секцiями. Створення i знищення потокiв, розподiл мiж ними виткiв
паралельних циклiв чи паралельних циклiв (наприклад виклик процедур) –
усе це бере на себе компiлятор [1].

Метою роботи є розгляд та порiвняння ефективностi програм, що вико-
ристовують рiзнi моделi паралелiзму.

Основна частина
У якостi моделi загальної пам’ятi була обрана модель Windows Threads, а

також технологiя Intel Thread Building Blocks, в якостi моделi паралелiзму по
керуванню — технологiя OpenMP. У якостi тестового прикладу був обрано
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алгоритм пiдрахунку числа π , що був реалiзований на мовi C++. Реалiзацiя
проводилась у середовище Visual Studio 2010.

Для розрахунку числа π , був обраний наступний алгоритм:

π =

∫ 1

0

4

1 + x
dx (1)

Для розрахунку визначеного iнтегралу (1) використовувався метод тра-
пецiй, за яким:

π =
1

n
Σn

0

4

1 + (2i+1
2n )2

(2)

В усiх розрахунках за n приймалось число 0x7FFFFFFF = 2 147 483 647.
Розглянемо функцiї, за якими проводились розрахунки числа за форму-

лою (2).
Послiдовна функцiя:
double funcpi_1core(long accuracy)
{

double h = 1. / accuracy;
double res = 0;
double x = 0;
for(long i = 0; i < accuracy; i++)
{

x = (2 * i + 1) * h / 2;
res += 4. / (1 + x * x);

}
res *= h;
return res;

}
Використання технологiї Open MP. Так як тiло циклу for у функцiї

funcpi_1core мiстить незалежнi оператори, їх можна виконувати паралельно.
Змiнна res є загальною для усiх iтерацiй циклу, значення цiєї змiнної нако-
пичується (знак +), що реалiзується за допомогою параметру reduction [2].
Змiнена функцiя виглядає наступним чином:

double funcpi_omp(long accuracy)
{

double h = 1. / accuracy;
double res = 0;
double x = 0;

#pragma omp parallel for reduction(+:res)
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for(long i = 0; i < accuracy; i++)
{

x = (2 * i + 1) * h / 2;
res += 4. / (1 + x * x);

}
res *= h;
return res;

}
Використання потокiв Windows. Для паралельного виконання необхiдно

визначити потокову функцiю. Потокова функцiя має виконувати порцiю iте-
рацiй циклу. Так як потокову функцiю викликає операцiйна система, її заго-
ловок фiксований i має наступний вигляд:

DWORD WINAPI Fun (PVOID par);
Таким чином, потоковiй функцiї переда’ється один параметр, який є адре-

сом даного довiльного типу.
Для створення потоку використовується функцiя:
HANDLE WINAPI CreateThread(

__in_opt LPSECURITY_ATTRIBUTES lpThreadAttributes,
__in SIZE_T dwStackSize,
__in LPTHREAD_START_ROUTINE lpStartAddress,
__in_opt LPVOID lpParameter,
__in DWORD dwCreationFlags,
__out_opt LPDWORD lpThreadId

);
Для виконання iтерацiї циклу в потоковiй функцiї їй необхiдно передати:

початкове та кiнцеве значення параметру циклу, значення для пiдрахунку
шагу iнтегрування та адресу для результату пiдрахунку потокової функцiї
[3]. Для передачi параметрiв була створена вiдповiдна структура:

struct PI_STRUCT
{

long start;
long end;
long accuracy;
double *res;

};
У цiй структурi start, end – початкова i кiнцева межi дiапазону, у якому

проводиться розрахунок значення, accuracy – значення для розрахунку кроку
iнтегрування, res – вказiвник на область пам’ятi, у яку заноситься результат.
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Область пам’ятi, у яку заноситься результат, є загальною для усiх потокiв.
Для синхронiзацiї доступу до неї, використовувалась критична секцiя (CRI-
TICAL_SECTION), це рiшення засновувалось на тому, що критична секцiя
на вiдмiну вiд Mutex та Event, не є об’єктом ядра, й, таким чином, доступ
до неї вимагає менше часу [4]. Повний лiстинг функцiї виглядає наступним
чином:

void pi_winthread(void* range)
{

PI_STRUCT* rang = (PI_STRUCT*) range;
double h = 1. / rang->accuracy;
double res = 0;
double x = 0;
for (long i = rang->start; i < rang->end; i++)
{

x = (2 * i + 1) * h / 2;
res += 4. / (1 + x * x);

}
res *= h;
EnterCriticalSection(synh);
*rang->res += res;
LeaveCriticalSection(synh);

}
При виклику функцiї, необхiдно враховувати, що створення потокiв, пе-

редача значень повнiстю залежать вiд програмiста. Виклик цiєї функцiї у
декiлькох потоках виглядає наступним чином:

synh = new CRITICAL_SECTION;
InitializeCriticalSection(synh);
HANDLE* h = new HANDLE[Cores];
PI_STRUCT* pistruct = new PI_STRUCT[Cores];
double* res = new double;
*res = 0;
int a = ACCURACY / Cores;
for(int i = 0; i < Cores; i++)
{

pistruct[i].start = i * a;
pistruct[i].end = (i + 1) * a;
pistruct[i].accuracy = ACCURACY;
pistruct[i].res = res;
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h[i] = (HANDLE)_beginthread(pi_winthread, 0, (void *) pistruct[i]);
}
WaitForMultipleObjects(Cores, h, true, INFINITE);
де Cores — кiлькiсть ядер, ACCURACY — кiлькiсть iтерацiй.
При створеннi функцiї, що використовує бiблiотеку Intel Thread Building

Blocks (TBB), була використана бiблiотека вiд 15.03.2011. Написання функцiї
з використанням TBB має ряд особливостей.

Концепцiя бiблiотеки TBB мiститься в тому, що розробнику необхiдно
створювати задачi, що виконують певнi дiї, якi можуть бути розпаралеленi.
Кожна задача виноситься до окремого класу, звертання до задачi вiдбуває-
ться через перевантажений оператор “()”.

У розпаралелену дiлянку коду входить змiнна, до якої мають загальний
доступ на запис декiлька процесiв, щоб попередити ефект “гонок”, ми вико-
ристовуємо цикл з накопиченням — parallel_reduce [5].

Реалiзована програма виглядає наступним чином:
#include "tbb.h"
#include "tbb_reduce.h"
#include "tbb_range.h"
using namespace tbb;
double res = 0;
double h = 0;
class ClassPi
{

long accuracy;
double res;

public:
ClassPi (const long _accuracy): accuracy(_accuracy), res(0)
ClassPi (const ClassPi c, split): accuracy(c.accuracy), res(0);
void operator () (const blocked_range <long> r)
{

double h = 1. / accuracy;
for(int i = r.begin(); i != r.end(); i++)
{

double x = (2 * i + 1) * h / 2;
res += 4. / (1 + x * x);

}
res *= h;

}
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void join (const ClassPi c)
{

res += c.res;
}
float gets ()return res;

};
int _tmain(int argc, _TCHAR* argv[])
{

long accuracy = 0x7fffffff;
task_scheduler_init init(8);
ClassPi s = ClassPi(accuracy);
parallel_reduce(blocked_range<long>(0, accuracy), s);
init.terminate();
return s.gets();

}
Кожна функцiя була скомпiльована для виконання у 1, 2, 4 та 8 потоках в

окрему програму. Кожна програма, для зменшення похибок, була запущена
10 раз на комп’ютерi з процесором Intel Core i5 2,55MHz@4. Для пiдрахун-
ку часу, що було затрачено на виконання кожної функцiї, використовувався
зовнiшнiй профiлiровщiк, що був написаний А. Станкевичем(С-Петербург).
Програми викликалися за допомогою .bat скрипта. Результати виконання за-
носились до файлу-логу. Отриманi результати можна побачити у таблицi 1.
Усередненнi отриманi результати можна побачити на рисунку 1.

Рис. 1: Усередненнi результати виконання програми.
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Спроби (мс)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Середнє

Послiдовне 1739 1748 1728 1732 1734 1736 1728 1728 1725 1741 1734
omp 1
потiк 1739 1729 1724 1725 1723 1726 1737 1732 1731 1732 1730
omp 2
потоки 1039 1040 1035 1035 1027 1044 1033 1024 1032 1041 1035
omp 4
потоки 870 873 875 880 880 885 873 870 873 871 875
omp 8
потокiв 862 862 939 929 863 864 870 932 894 872 889
tbb 1
потiк 1736 1738 1740 1740 1742 1735 1743 1739 1735 1732 1738
tbb 2
потоки 1021 1055 1045 1040 1037 1044 1040 1030 1030 1028 1037
tbb 4
потоки 877 877 874 871 881 887 879 880 879 881 879
tbb 8
потокiв 932 937 871 892 872 875 885 881 883 879 891
win 1
потiк 1736 1745 1734 1729 1740 1742 1737 1734 1735 1734 1737
win 2
потоки 1030 1030 1046 1038 1035 1036 1059 1036 1033 1033 1038
win 4
потоки 887 882 884 881 876 881 883 889 881 875 882
win 8
потокiв 888 885 880 882 888 889 884 877 875 880 883

Табл. 1: Результати виконання скрипта.

Висновки
Кожна технологiя має свiй ряд особливостей. WinThreads є стандартною

технологiєю в створеннi паралельних за стосункiв для ОС Windows, проте
програмiсту, при написаннi коду, потрiбно самому вiдповiдати за створення
потокiв та їх синхронiзацiю, за швидкiстю ця технологiя поступається конку-
рентам, також не варто забувати, що дане рiшення є платформо залежним.

TBB є доволi потужним iнструментом, для паралелiзацiї за стосункiв та
мiстить платформо незалежнi шаблоннi рiшення для створення распаралеле-
них циклiв, об’єктiв синхронiзацiї, проте використання цiєї технологiї можли-
во лише при написаннi коду програми на мовi C++. Також використання за
стосункiв, що були написанi за допомогою TBB, вимагає наявностi бiблiотеки
tbb.dll. По швидкостi роботи код написаний за допомогою TBB, поступається
OpenMP, проте виконується швидше за рiшення WinThreads, проте написа-
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ння цього коду вимагає вiд програмiста знання особливостей використання
бiблiотеки TBB.

OpenMP являє собою стандарт, що описує сукупнiсть директив компiля-
тору, бiблiотечних процедур та змiнних оточення, якi дозволяють розпарале-
лити будь-який послiдовний алгоритм, що мiстить незалежнi цикли та учас-
тки коду написаний на мовi C, C++, Fortran майже без змiни коду, при цьому
розпаралелений алгоритм буде мати оптимальний час виконання. Проте цей
стандарт має обмежену функцiональнiсть, що не дає можливостi розпарале-
лювати цикли типу, вiдмiнного вiд for, створювати конвеєр та iн.
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В работе рассматривается задача распознавания конечных графов тремя агентами. Пред-
ложен алгоритм квадратических (от числа вершин графа) временной и емкостной сложно-
стей, который распознает любой конечный неориентированный граф, без петель и кратных
ребер. Для распознавания графа каждому агенту требуется по 2 краски (всего 3 краски).
Метод основан на методе обхода графа в глубину.

Ключевые слова: граф, распознавание, агенты.

Введение
В настоящее время одной из центральных проблем компьютерной науки

является проблема взаимодействия управляющей и управляемой систем. По-
добное взаимодействие зачастую представляется как процесс перемещения
агента по помеченному графу. К примеру, в [1] оно представлено передви-
жением одного агента-исследователя (АИ) по неизвестному графу и обменом
данными с агентом-экспериментатором (АЭ), который и производит восста-
новление графа по данным, полученным от АИ.

Данная работа посвящена исследованию проблемы, в предположении, что
взаимодействие управляющей и управляемой систем представляется процес-
сом перемещения двух АИ A и B по неизвестному конечному графу (АИ
могут окрашивать вершины, ребра и инциденторы графа, воспринимать эти
отметки и на их основании осуществлять перемещение), и обменом данными
с АЭ (восстанавливает граф, по данным полученным от АИ, а также переда-
ет АИ информацию, необходимую для их дальнейшего функционирования).
В работе рассмотрен алгоритм построения маршрутов АИ, позволяющих АЭ
точно восстановить граф. Для этого у каждого АИ есть две краски: у A это
r и b , у B – y и b . В отличие от [2] оптимизированы процедуры распо-
знавания обратных ребер и перешейков, что позволило улучшить временную
сложность алгоритма до O

(
n2
)
, где n – число вершин графа. Полученный

алгоритм использует результаты и обозначения из [2, 3].

c⃝ Стёпкин А.В., 2011
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Основные определения и обозначения
Рассматриваются конечные, неориентированные графы без петель и крат-

ных ребер. Все неопределяемые понятия общеизвестны, их можно найти, на-
пример, в [4, 5]. Пусть G = (V,E) - граф, у которого V - множество вершин,
E - множество ребер, т.е. двухэлементных подмножеств (u, v) , где u, v ∈ V .
Тройку ((u, v), v) будем называть инцидентором («точкой прикосновения»)
ребра (u, v) и вершины v . Множество таких троек обозначим I . Множество
L = V ∪E∪I назовем множеством элементов графа G . Функцией раскраски
графа G назовем отображение µ : L → {w, r, y, b} , где w интерпретируется
как белый цвет (краска), r – красный, y – желтый, b – черный. Пара (G,µ)
называется раскрашенным графом. Последовательность u1, u2, ...uk попар-
но смежных вершин называется путем в графе G , а k - длиной пути. При
u1 = uk этот путь называется циклом. Окрестностью O(v) вершины v будем
называть множество элементов графа, состоящее из вершины v , всех вершин
u смежных с v , всех ребер (v, u) и всех инциденторов ((v, u), v), ((v, u), u) .
Мощность множеств вершин V и ребер E обозначим через n и m соот-
ветственно. Ясно что m ≤ n(n−1)

2 . Изоморфизмом графа G и графа H на-
зовем такую биекцию φ : VG → VH , что (v, u) ∈ EG точно тогда, когда
(φ(v), φ(u)) ∈ EH . Таким образом, изоморфные графы равны с точностью
до обозначения вершин и раскраски их элементов.

Мобильные агенты A и B характеризуются следующими свойствами.
Они передвигаются по графу из вершины v в вершину u по ребру (v, u) .
При этом агенты могут изменять окраску вершин v, u , ребра (v, u) , инци-
денторов ((v, u), v) , ((v, u), u) . Находясь в вершине v агенты A и B вос-
принимают метки всех элементов окрестности O(v) и на этом основании
определяют по какому ребру (v, u) они будут перемещаться и как будут пе-
рекрашивать элементы v, u, (v, u), ((v, u) , v) , ((v, u) , u) . АЭ передает, при-
нимает и идентифицирует сообщения АИ, обладает конечной, неограниченно
растущей внутренней памятью, в которой фиксируется результат функци-
онирования АИ на каждом шаге, и, кроме того, постепенно выстраивается
представление графа G , вначале неизвестного агентам, списками ребер и
вершин.

Основная часть
Рассмотрим подробнее алгоритмы обхода и восстановления.
Алгоритм работы агента A :

1. АИ красит вершину v , в которой находится µ (v) := r ;
2. запрос AN ;
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3. if AN ̸= 1 then do запрос BN ;
4. if BN = 0 then МЕТИМ_ПЕР_А (v) ;
5. else ВЫБОР_ХОДА_А (v) ; end do;
6. else РАСП_ПЕР_А (v) ;
РАСП_ПЕР_А (v) :
1. if в O (v) не обнаружено ребра, у которого µ (v, u) = y then do
2. if в O (v) есть ребро, у которого ((µ (v, u) = r) and (µ ((v, u) , u) = r)) or

or (µ (v, u) = w) or ((µ ((v, u) , u) = r) and ((µ (u) = y))) then do
3. агент A выполняет процедуру ОТСТУП_А (v) ;
4. go to 1 данной процедуры; end do; else do
5. агент A выполняет процедуру НАЗАД_А (v) ;
6. go to 1 данной процедуры; end do; end do; else do
7. запрос UDP_B ;
8. if UDP_B = TRUE then РАСП_АВВ (v) ; else РАСП_АВВb (v) ;
9. запрос K ;
10. if K ̸= 0 then go to 1 данной процедуры; else do
11. агент A выполняет процедуру ОБН_А (v) ;
12. if в O (v) есть ребро, у которого (µ ((v, u) , v) = r) and

and (µ (v, u) = b) and (µ ((v, u) , u) = r) then do
13. агент A выполняет процедуру ВПЕРЕД_AR_N (v) ;
14. go to 12 данной процедуры; end do;
15. if в O (v) есть ребро, у которого (µ (v, u) = r) and

(µ ((v, u) , u) = r) and (µ (u) = r) then do
16. агент A выполняет процедуру ВПЕРЕД_ AR (v) ;
17. go to 15 данной процедуры; end do;
18. else go to 2 алгоритма обхода; end do; end do.
РАСП_А (v) :
1. while в O (v) есть ребро, т.ч. (µ (v, u) = w) and (µ (v) = µ (u) = r) do
2. агент A красит (µ ((v, u) , v) := r) ;
3. агент A записывает в M : МЕТКА_OР_А; end do;
4. агент A выбирает из O (v) ребро, у которого (µ (v, u) = r) and

and (µ ((v, u) , v) = r) and (µ (u) = r) и переходит по нему в вершину u ;
5. v := u ;
6. агент A записывает в M : ОТСТУПИЛ_А;
7. if в O (v) нет ребра, у которого (µ (v, u) = w) and (µ ((v, u) , u) = r) and

and (µ (v) = µ (u) = r) then go to 4 данной процедуры; else do
8. агент A переходит по ребру (v, u) , красит (µ (v, u) := b) ;
9. v := u ;
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10. агент A записывает в список M : ВПЕРЕД_OР_А; end do;
11. запрос UDOBR_A ;
12. if UDOBR_A = TRUE then do
13. агент A выбирает из O (v) ребро (v, u) , у которого

(µ (v, u) = b) and (µ ((v, u) , v) = r) and (µ (v) = µ (u) = r) ;
14. агент A красит µ ((v, u) , v) := b ;
15. агент A записывает в M : РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_А;end do;
16. else do
17. агент A выбирает из O (v) ребро, у которого (µ (v, u) = b) and

and (µ ((v, u) , v) = r) and (µ (v) = µ (u) = r) , переходит по нему в u ;
18. агент A красит µ ((v, u) , v) := b ;
19. v := u ;
20. агент A записывает в список M : НАЗАД_ОР_А;
21. агент A выполняет go to 4 данной процедуры; end do.

Неописанные процедуры агента A , представлены в [3].
Алгоритм работы агента B :

1. АИ красит вершину s , в которой находится (µ (s) := y) ;
2. запрос BN ;
3. if BN ̸= 1 then do запрос AN ;
4. if µ (s) = ry then do
5. агент B выполняет процедуру ВОЗВРАТ_B (s) ;
6. агент B выполняет процедуру МЕТИМ_ПЕР_B (s) ; end do;
7. else if AN=0 then МЕТИМ_ПЕР_B (s) ;
8. else ВЫБОР_ХОДА_B (s) ; end do;
9. else РАСП_ПЕР_B (s) .

Выполняя процедуру ВОЗВРАТ_B (s) , агент B выбирает из окрестно-
сти O (s) ребро, у которого (µ (s, z) = y) and (µ ((s, z) , s) = y) и переходит
по нему в вершину z , выполняет присвоение s := z и записывает в список
N сообщение: ВОЗВРАТ_B. Процедуры РАСП_B (s) и РАСП_ПЕР_B (s)
агента B аналогичны процедурам РАСП_A (v) и РАСП_ПЕР_А (v) (с уче-
том того, что “чужой” вершиной перешейка может быть красно-желтая вер-
шина) агента A . Неописанные процедуры агента B , представлены в [3].

Алгоритм “Восстановление”, и процедуры, не рассмотренные ниже, при-
ведены в [3].
ОБР_СП_А():
1. if Mes=”ВПЕРЕД_А” then ВПЕРЕД_А();
2. if Mes=”ВПЕРЕД_АВ” then ВПЕРЕД_AB();
3. if Mes=”ВПЕРЕД_АBB” then ВПЕРЕД_ABB();
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4. if Mes=”НАЗАД_А” then НАЗАД_А();
5. if Mes=”НАЗАД_АB” then НАЗАД_АВ();
6. if Mes=”НАЗАД_АВВ” then НАЗАД_АВВ();
7. if Mes=”ФИКС_А” then ФИКС_А();
8. if Mes=”ОБН_А” then ОБН_А();
9. if Mes=”ОТСТУПИЛ_А” then ОТСТУПИЛ_А();
10. if Mes=”РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_А” then РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_А();
11. if Mes=”ОТСТУП_А” then ОТСТУП_А();
12. if Mes=”МЕТКА_ОР_А” then МЕТКА_ОР_А();
13. if Mes=”ВПЕРЕД_ОР_А” then ВПЕРЕД_ОР_А().
ОТСТУП_А(): i := i+ 1 .
ВПЕРЕД_ABB(): EH := EH ∪ {(N_B, r (t− i))} .
ОТСТУПИЛ_А(): i := i+ 1 .
РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_А(): i := 0 .
МЕТКА_OР_А(): KOBR_A := KOBR_A+ 1 .
ВПЕРЕД_OР_А(): KOBR_A := KOBR_A− 1 ;

UDOBR_A := (KOBR_A = 0) ; EH := EH ∪ {(r (t) , r (t− i))} .
ФИКС_А(): N_A :=Сч _A ; BN := 1 ; E := 0 ; Q := F ;

UDP_A := (((F = Q) or (F = 1)) and (Q ̸= 1)) .
НАЗАД_АВВ(): K := K−1 ; UDP_B := (((K = Z) or (K = 1)) and (Z ̸= 1)) .

Процедура ОБР_СП_B() аналогична процедуре ОБР_СП_А(), только
добавлено условие: if Mes=”ВОЗВРАТ_В” then ВОЗВРАТ_В().
ВОЗВРАТ_B(): EH := EH\{(y(p − 1), y(p))}; VH := VH\{Сч_B};
Сч_B:=Сч_B-2; p := p− 1; y(p):=Сч_B ; L := 1 ; K := K + 1 .

Процедуры работы со списком команд от агента B , которые не рассмот-
рены выше, аналогичны процедурам работы с командами от агента A .

Выводы
В работе предложен алгоритм распознавания графа среды временной и

емкостной сложностей O
(
n2
)
. Выполняя этот алгоритм, агенты распознают

любой конечный граф G с точностью до изоморфизма. АИ имеют конечную
память, независимую от n , где n – число вершин графа, и используют по
две краски каждый (всего три краски).
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IНДИВIДУАЛЬНИЙ ПIДХIД У НАВЧАННI НА ЗАНЯТТЯХ З
«IНФОРМАТИКИ I ТЗН»

Дана стаття присвячена деяким питанням особистiсно-орiєнтованого навчання на занят-
тях з «Iнформатики i ТЗН» при пiдготовцi майбутнього вчителя.

Ключовi слова: особистiсно-орiєнтоване навчання, iндивiдуальне навчання.

Вступ
Iндивiдуальний пiдхiд у навчаннi є одним з важливих принципiв дида-

ктики. Вiн сприяє кращому засвоєнню навчального матерiалу, формуванню
творчої особистостi, позитивної мотивацiї навчання. Iндивiдуалiзацiя навча-
ння є особливо актуальною в умовах кредитно-модульної системи навчання у
вищих навчальних закладах. При особистiсно-орiєнтованому навчаннi акцент
переноситься з навчальної дiяльностi викладача на пiзнавальну дiяльнiсть
студента, що передбачає пiдвищення рiвня його особистiсної активностi.

Якiсть пiдготовки майбутнього вчителя пов’язана з ефективнiстю й успi-
шнiстю навчальної дiяльностi студента. Водночас успiшнiсть будь-якої дi-
яльностi, як вiдомо, визначається активнiстю особистостi та її оптимальним
психiчним станом. Отже, щоб пiдвищити якiсть пiдготовки майбутнiх вчите-
лiв, слiд активiзувати пiзнавальну дiяльнiсть студентiв, забезпечити її ефе-
ктивнiсть i такi умови навчання, за яких психiчнi функцiї були в оптималь-
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ному або близькому до нього станi. Цього можна досягти, якщо навчаль-
на дiяльнiсть ґрунтуватиметься на принципi iндивiдуалiзацiї навчання, тоб-
то якщо вона враховуватиме iндивiдуально-психiчнi можливостi студентiв та
їхнi схильностi до роботи за фахом, а отже, до самоорганiзацiї, саморозвитку
й успiшностi навчання.

Основна частина
Реалiзацiя особистiсно-орiєнтованого навчання з його iндивiдуалiзовани-

ми формами сприятиме переходу вiд масово-репродуктивної до iндивiдуаль-
но-творчої моделi пiдготовки майбутнiх вчителiв, коли особистiсть засвоює
знання, вмiння, навички в рамках iндивiдуалiзованого навчання. Технологiя
iндивiдуалiзованого навчання передбачає розвиток майбутнього вчителя як
творчої особистостi, розвиток його професiйних якостей, неповторної iнди-
вiдуальностi. Сферу формування особистостi майбутнього вчителя визначає
iндивiдуальний пiдхiд, згiдно з яким у центрi навчання має бути студент, йо-
го мотиви, мета, iндивiдуально-психiчнi особливостi. Викладач же визначає
навчальну мету заняття, органiзує, направляє й корегує весь навчальний про-
цес, враховуючи iнтереси студентiв, рiвень їхнiх знань, умiнь, навичок, здiбно-
стей, активностi, iнтелекту. Дана концепцiя навчання допомагає формувати
у вищiй педагогiчнiй школi не просто квалiфiкованого вчителя, а творчу осо-
бистiсть, даючи студентовi можливiсть для самореалiзацiї, самоорганiзацiї,
саморозвитку, що найбiльше вiдповiдає його iндивiдуальностi.

Iндивiдуалiзацiї навчання також сприяє використання у навчальному про-
цесi засобiв сучасних iнформацiйних технологiй - автоматизованих навчаю-
чих систем, мультимедiйних курсiв, систем комп’ютерного тестування, освi-
тнiх порталiв. Iндивiдуального пiдходу у навчаннi студентiв вимагає їх про-
фiльна спецiалiзацiя. Розглянемо вивчення дисциплiни «Iнформатика i ТЗН»
на гуманiтарних cпецiальностях. «Iнформатика i ТЗН» на цих факультетах –
непрофiльний предмет, тому його викладання має деяку специфiку i потребує
враховувати iндивiдуальнi особливостi студентiв.

По-перше переважна бiльшiсть студентiв гуманiтарних спецiальностей не
орiєнтована на вивчення точних наук. Щоб вивчення iнформатики не було
для них важким та нецiкавим, необхiдно робити так, щоб навчальний ма-
терiал, завдання для лабораторних робiт, самостiйної роботи якомога бiль-
ше були пов’язанi з їх спецiалiзацiєю. Наприклад, при вивченнi текстового
редактору придiлити увагу таким його можливостям як перевiрка грамати-
ки, орфографiї, запропонувати виконати завдання з творчим гуманiтарним
спрямуванням. При виконаннi лабораторної роботи «Створення слайдових
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презентацiй» запропонувати студентам створити презентацiї, якi можна було
б використовувати на уроках лiтератури, мови i т.д. У список тем для пiд-
готовки рефератiв можна включити наприклад такi теми: «Засоби сучасних
iнформацiйних технологiй на уроках мови та лiтератури», «Використання
технiчних засобiв навчання при вивченнi iноземної мови», «Дистанцiйне на-
вчання у гуманiтарнiй освiтi» i т. п.

Ще один фактор, який вимагає iндивiдуального пiдходу у навчаннi сту-
дентiв – це рiзний рiвень їх шкiльної освiти. У кожнiй групi є студенти, якi
мають досить високий рiвень знань, умiнь та навичок роботи з комп’юте-
ром. Але на жаль є i студенти, якi навiть не володiють основами комп’ю-
терної грамотностi. Вони вiдчувають невпевненiсть, дискомфорт при роботi
з комп’ютерною технiкою. Для подолання цих комплексiв необхiдно придiли-
ти особливу увагу таким студентам, не наголошуючи про особливi умови їх
навчання. Цього можна досягти пiдiбравши бiльш простi, доступнi для них
завдання, надаючи їм допомогу, консультацiї на заняттях та в позааудитор-
ний час. Студентам з бiльш високим рiвнем пiдготовки можна запропонувати
виконати завдання пiдвищеної складностi та завдання творчого характеру.
Крiм того студентам надається можливiсть працювати у зручному для них
темпi.

Висновки
Цi наведенi принципи були врахованi при розробцi методичних вказiвок

до лабораторних робiт з дисциплiни «Iнформатика i ТЗН» для студентiв гу-
манiтарних спецiальностей. На початку вивчення курсу студенти одержу-
ють навчальнi матерiали та методичнi рекомендацiї, за допомогою яких вони
можуть вивчати теми для самостiйної роботи, виконувати завдання лабора-
торних робiт, складати звiти, готувати реферати в iндивiдуальному режимi
роботи. Як показав досвiд, iндивiдуалiзацiя навчання сприяє формуванню
позитивної мотивацiї, пiдвищенню iнтересу до навчання, кращому засвоєнню
студентами навчального матерiалу, покращенню успiшностi студентiв.
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ФОРМУВАННЯ ЕЛЕМЕНТIВ ДОСЛIДНИЦЬКОЇ
ДIЯЛЬНОСТI У УЧНIВ СТАРШИХ КЛАСIВ

У статтi розглядається формування елементiв дослiдницької дiяльностi учнiв старших
класiв. Об’єктом вивчення став процес навчання математики в курсi старшої школи. Пiд
час вивчення даного питання ми прийшло до того, що включення в навчання матема-
тики системи дослiдницьких задач дозволить сформувати у учнiв розглянутi елементи
дослiдницької дiяльностi, що в свою чергу приведе к пiдвищенню рiвня їх математичного
розвитку.

Ключовi слова: дослiдницька дiяльнiсть, дослiдницькi здiбностi, дослiдницька по-
ведiнка, задача.

Вступ
Однiєю з насущних проблем, яка стоїть перед нашим суспiльством в 21

столiттi, є зростання вимог до розвитку творчої особистостi, яка повинна ма-
ти гнучке продуктивне i дослiдницьке мислення, розвиту активну уяву для
вирiшення надскладних задач, що висуває життя. Зацiкавленiсть суспiльства
в прогресi науки вимагає розвитку професiйних дослiдницьких навичок. Не-
обхiднiсть пiдготовки великої армiї дослiдникiв висунула на перший план
задачу прилучення учнiв до дослiдницької дiяльностi i розвитку здiбностей
до неї в процесi навчання. У силу того, що дослiдницька дiяльнiсть є однiєю
з форм творчої, цю задачу варто розглядати як складову частину пробле-
ми розвитку творчих здiбностей учнiв, що займає особливе становище серед
сучасних проблем педагогiчної науки i школи. Вiд успiшного вирiшення цих
проблем багато в чому залежить виховання поколiння, що зможе адекватно
реагувати на iнформацiйний i технiко-науковий рiст рiвня повсякденного жи-
ття нового сучасного суспiльства. Вiдповiдно до цього необхiднi вибiр i роз-
робка адекватних засобiв формування елементiв дослiдницької дiяльностi.

c⃝ Крилова I.В., Беседiн Б.Б., 2011
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У суспiльствi вiдбуваються бурхливi змiни. Людина змушена реагувати на
них адекватно i, отже, повинна активiзувати свiй творчий i дослiдницький
потенцiал. Тому вирiшувати питання розвитку дослiдницької дiяльностi по-
виннi не тiльки вищi навчальнi заклади, але обов’язково i шкiльнi установи,
у яких вiдбувається становлення всiх психiчних функцiй.

Тому в даний час на перший план висуваються методи навчання, що спри-
яють розвиненню творчих здiбностей учнiв. Це визначає посилення проблем-
ностi навчання i вимагає подальшого удосконалення дослiдницького методу,
при якому досягається найбiльша самостiйнiсть учнiв i вiдбувається залуче-
ння їх у дiяльнiсть, що iмiтує науково-дослiдну роботу вчених.

Прилучення учнiв до дослiдницької дiяльностi i розвиток їхнiх дослiдни-
цьких здiбностей - проблема складна i багатопланова. Рiзнi її сторони розгля-
далися в роботах В.А. Крутецького, Л.М. Фрiдмана. Значу роль у вирiшеннi
зазначеної проблеми в напрямку, пов’язаним з розв’язанням задач, зiграли
вiдомi роботи американського математика i педагога Дж. Пойа.

Велика частина робiт, пов’язаних iз застосуванням дослiдницького методу
в навчаннi математицi, була присвячена методицi вивчення конкретних роз-
дiлiв курсу. У той же час питання про формування узагальнених прийомiв
дослiдницької дiяльностi учнiв при вивченнi математики окремо розгляда-
лась не достатньо [1, с.136].

У зв’язку з цим виникає потреба в побудовi i обґрунтуваннi методики
формування елементiв дослiдницької дiяльностi у учнiв старших класiв.

Основна частина
Математика як навчальний предмет має особливостi, що дають сприя-

тливi умови для прилучення учнiв до дослiдницької дiяльностi i розвитку
здiбностей до неї в процесi навчання. Однак, у даний час при навчаннi ма-
тематики здатнiсть до дослiдницької дiяльностi розвивається недостатньо.
Завчання фактiв найчастiше переважає над їхнiм глибоким розумiнням i умi-
нням застосовувати. Аналiз спостережень за навчальним процесом показує,
що значне число учнiв не уявляють собi, як приступити до розв’язання зада-
чi, якщо вона не є вправою шаблонового типу, а поставлена незвичайно, якщо
її формулювання вiдрiзняється вiд прийнятих у пiдручниках стандартiв.

Iсторiя свiдчить, що математика як наука виникла iз задач i розвивається
в основному для розв’язування задач. Найдавнiшi єгипетськi математичнi
папiруси - це збiрки задач. У них немає яких-небудь загальних правил, а є
тiльки розв’язання деяких задач на обчислення.

Задачi стимулювали не лише виникнення, а й подальший розвиток ма-
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тематичної науки. Основну роль, звичайно, вiдiгравали задачi, поставленi
життям. Вони насамперед примушували вчених розробляти новi алгоритми,
виявляти новi закономiрностi, створювати новi методи дослiдження. Тобто
завдяки задачам стимулювалась i розвивалась дослiдницька дiяльнiсть.

У лiтературi з психологiї i педагогiки немає єдиного трактування понят-
тя «задача». Автори по-рiзному тлумачать це поняття - залежно вiд пiдходу
до зв’язку мiж суб’єктом i задачею. У кiбернетицi, дидактицi i методицi на-
вчання математики задача трактується як ситуацiя зовнiшньої дiяльностi,
яка пропонується у вiдривi вiд суб’єкта дiяльностi. Тому задача тут тракту-
ється як будь-яка вимога обчислити, перетворити що-небудь, побудувати або
довести щось. У психологiї задача розглядається як мета, задана в певних
умовах, як особлива характеристика дiяльностi суб’єкта. Задача тут тлума-
читься як суб’єктивне психологiчне вiдображення тiєї зовнiшньої дiяльностi,
у якiй розгортається цiлеспрямована дiяльнiсть суб’єкта.

Процес розв’язання задачi, як розумова дiяльнiсть дослiджується пси-
хологiєю i аналiзується методикою математики. Останнiми роками робиться
спроба дослiдити задачi як такi, а не лише процес їх розв’язування. Звертає-
ться увага на потребу мати чiтке уявлення про структуру задачi. Вiдомо, що
в кожнiй задачi є умова (умови) i вимога (вимоги).

В шкiльнiй практицi панує навчання розв’язанню задач на основi введеної
ранiше їх типiзацiї. Такий шлях навчання дає результати в тому сенсi, що
учень швидко розв’язує задачу, якщо вiн може визначити тип, до якого вона
належить. Однак, цей шлях заважає самостiйному мисленню учнiв. Вони
стають безпорадними, коли зустрiчають незвичайну, нестандартну задачу,
якщо навiть вона по складностi не переважає тi, якi розв’язувались ранiше.

Введення в побут термiна «дослiдницька дiяльнiсть» вимагає появи i ви-
значення наступного, тiсно зв’язаного з ним поняття — «дослiдницькi здiбно-
стi». Дослiдницькi здiбностi логiчно квалiфiкувати вiдповiдно до традицiй
вiтчизняної психологiї як iндивiдуальнi особливостi особистостi, що є суб’є-
ктивними умовами успiшного здiйснення дослiдницької дiяльностi.

Вони, як i всi iншi здiбностi, мають в основi своєї двi складовi: бiологi-
чну (генотипну) i середовищну. Сполучення особливих генотипних i середо-
вищних факторiв народжує внутрiшнє, психiчне утворення, iменоване «до-
слiдницькими здiбностями». Дослiдницькi здiбностi виявляються в глибинi,
мiцностi оволодiння способами, прийомами й елементами дослiдницької дi-
яльностi, але не зводяться до них. Причому дуже важливо розумiти, що мова
йде i про саме прагнення до пошуку, i про здатностi оцiнювати (обробляти)
його результати, i про умiння будувати свою подальшу поведiнку в умовах
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ситуацiї, що розвивається, спираючись на них.
Так, наприклад, звичайно в психологiчних дослiдженнях при визначеннi

рiвня розвитку дослiдницького поводження людини виявляється i пiддається
кiлькiснiй оцiнцi тiльки лише здатнiсть одержувати максимум iнформацiї вiд
об’єкта шляхом нерегламентованої взаємодiї з ним. Це цiлком припустимо при
оцiнцi ступеня виразностi пошукової активностi, але при визначеннi рiвня
розвитку дослiдницьких здiбностей потрiбно принципово iнший пiдхiд.

У фундаментi дослiдницької поведiнки — психiчна потреба в пошуко-
вiй активностi. Основою усього виступає безумовний рефлекс, що одер-
жав вiд свого першовiдкривача I.П.Павлова найменування «орiєнтовно-
дослiдницький рефлекс» або «рефлекс – що таке?». Рiвень розвитку потреби
в дослiдницькiй поведiнцi знаходиться в прямої залежностi вiд рiвня психi-
чної органiзацiї живої iстоти. Чим вище рiвень розвитку потреби в дослiдни-
цькiй поведiнцi, тим iнтенсивнiше розвивається органiзм. Виходить цiкава
закономiрнiсть: чим досконалiше нервова система, тим iнтенсивнiше вона се-
бе удосконалює. Пошукова, дослiдницька активнiсть i є одним з основних
механiзмiв, що забезпечують це прискорення [2, c.250-252].

Крiм прагнення й умiння добувати максимум iнформацiї в умовах нере-
гламентованої взаємодiї з предметом, обов’язково потрiбно оцiнювати i зда-
тностi до сприйняття й уявної переробки iнформацiї, що надходить у хо-
дi дослiдження. Тобто, оцiнюючи рiвень розвитку дослiдницьких здiбностей,
ми не можемо обмежитися оцiнкою ступеня виразностi пошукової активно-
стi, важливо i те, наскiльки iндивiд здатний сприймати i засвоювати досвiд,
отриманий ним у ходi дослiдницької дiяльностi. Наскiльки вiн здатний вико-
ристовувати цей досвiд надалi, у процесi розвитку ситуацiї.

У контекстi даних мiркувань особливу важливiсть здобуває питання iн-
дивiдуальних розходжень у дослiдницькiй поведiнцi i рiвнях розвитку дослi-
дницьких здiбностей.

Учбова дослiдницька дiяльнiсть має наступнi особливостi: недетермiнова-
нiсть або неповна детермiнованiсть вiдповiдної дiяльностi; iндивiдуальнiсть
даної дiяльностi, а саме, необхiдним атрибутом є вимога самостiйного ухва-
лення рiшення; продуктивнiсть, а саме, спрямованiсть на одержання нового
знання, що дозволяє видiлити дослiдницьку дiяльнiсть як форму творчої дi-
яльностi.

Д. Пойа вважав, що велике наукове вiдкриття дає рiшення великої про-
блеми, але й у рiшеннi будь-якої задачi присутня крупиця вiдкриття. Дiйсно,
задача може бути скромною, але якщо вона кидає виклик допитливостi i
змушує бути винахiдливим, то ви зможете випробувати ведучу до вiдкриття
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напругу розуму i насолодитися радiстю перемоги. [3, c.25].
Залучення учнiв у дослiдницьку дiяльнiсть, ознайомлення їх на репроду-

ктивному i творчому рiвнях з елементами цiєї дiяльностi, найбiльше природно
протiкає в процесi розв’язання задач. Цим визначається мiсце навчальної до-
слiдницької дiяльностi, пов’язаною з використанням математичних уявлень i
методiв. Звiдси випливає необхiднiсть включення в навчання математицi до-
слiдницьких задач, що припускає визначену переробку сформованої системи
задач курсу математики. Роль, яку дослiдницька дiяльнiсть має в проце-
сi навчання математицi, полягає в пiдвищеннi рiвня математичного розви-
тку учнiв. Що безперечно є дуже важливо для процесу навчання математи-
цi зокрема, i iнших предметiв взагалi. Такi елементи як розбивка задачi на
пiдзадачi, установлення структурної подiбностi зовнi рiзних систем задач, ба-
чення динамiки задачi, органiзацiя перебору i деякi iншi є носiями основних
властивостей дослiдницької дiяльностi.

Формування елементiв дослiдницької дiяльностi вiдбувається за допомо-
гою спецiальних задач, якi подiленi на два класи. Задачi першого класу яв-
ляють собою «зразки», «рецепти» дiй. Вони спрямованi на знайомство з еле-
ментами дослiдницької дiяльностi i їх складовими операцiями, на розгляд
структури, динамiки, логiки i рiзних сторiн виконання вiдповiдних дiй, на
застосування них. Кожна з задач однiєї групи розбита на пiдзадачi, рiшення
яких дає нам рiшення вихiдної задачi. При цьому кiлькiсть пiдзадач може
варiюватися в залежностi вiд iндивiдуальних особливостей учня, якому во-
на пропонується. Чим сильнiше учень – тим менше йому необхiдно пiдзадач
для розв’язання даної задачi. I навпаки, чим слабкiше учень – тим бiльша
кiлькiсть пiдзадач йому необхiдна.

Задачi другого класу повиннi бути спрямованi на залучення учнiв у на-
вчальну дослiдницьку дiяльнiсть. Розв’язання цих задач, у вiдмiнностi вiд
задач першого класу, де виконання конкретної дiї фiксується, вимагає вибо-
ру необхiдних дiй, умiння орiєнтуватися в проблемнiй ситуацiї. Дiяльнiсть
пов’язана з розв’язанням задач цього класу на даному етапi навчання не по-
винна бути детермiнованою. А це можливо тiльки в тому випадку, коли мето-
ди розв’язання цих задач на даному етапi навчання не мали мiсця в практицi
учнiв, коли учнi не мають можливостi органiзувати свою дiяльнiсть строго за
зразком. В основi методики навчання учнiв вiдповiдним дiям лежить знайом-
ство з рiзними сторонами їхнього виконання, при цьому розглядати складовi
їхнi операцiї передбачається неявним образом.

Знайомство учнiв з вiдповiдними операцiями вiдбувається на рiвнi про-
тиставлення, у процесi взаємних переходiв мiж полюсами: «iстотний»-
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«несуттєвий» елемент задачi, «вiрнi»-«невiрнi» зв’язки, «iстотнi»-«несуттєвi»
зв’язки, «повне»-«неповне» безлiч пiдзадач, «суперечливе»-«несуперечливе»
безлiч пiдзадач i т.д..

Навчальна дослiдницька дiяльнiсть повинна як можна бiльше iмiтувати
наукову дослiдницьку дiяльнiсть. Тому розв’язання задачi повинно мiстити
основнi етапи дослiдження. Одним з основних етапiв дослiдницької дiяльностi
є етап побудови гiпотези. Це сприяє розвиненню математичної iнтуїцiї учнiв i
досягається за рахунок вiдповiдної постановки задачi. Слiд ще раз наголоси-
ти, що при викладаннi даного матерiалу вчителю необхiдно використовувати
наступнi методи навчання: проблемний виклад, пошукова бесiда, дослiдни-
цький i особливу увагу треба придiлити евристичному методу. Пiдбiр засобiв
навчання для органiзацiї навчально-дослiдницької дiяльностi школярiв при
вивченнi математики передбачає комплексне поєднання традицiйних засобiв
навчального процесу. Використання рiзноманiтних засобiв навчання дозволяє
вчителевi цiлеспрямовано й ефективно керувати процесом самостiйної дослi-
дницької дiяльностi учнiв, формує елементи iнформацiйної культури учнiв,
i разом з тим, стимулює iнтерес учнiв до вивчення математики, готує їх до
неперервної освiти в майбутньому.

Висновки
Дослiдницька дiяльнiсть – особливий вид дiяльностi, породжувана в ре-

зультатi функцiонування механiзму пошукової активностi i споруджувана на
базi дослiдницької поведiнки. Мiсце дослiдницької дiяльностi знаходиться на-
самперед у математицi у задачах. Причому цi задачi, мають нести у собi
елемент нестандартностi, тобто мають бути нестандартними. Формування
елементiв дослiдницької дiяльностi вiдбувається за допомогою спецiальних
задач, якi подiленi на два класи.
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ФОРМУВАННЯ ЕЛЕМЕНТIВ ТВОРЧОЇ ДIЯЛЬНОСТI УЧНIВ
НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ

Стаття присвячена необхiдностi включення в процес навчання математики елементiв твор-
чої дiяльностi. В ходi вивчення даної теми, виявлено, що формування елементiв творчої
дiяльностi вiдбувається за допомогою спецiальних задач, якi сприяють розвитку творчих
здiбностей.

Ключовi слова: творча дiяльнiсть, задача, творчi здiбностi.

Вступ
В останнiй час гостро стоїть проблема творчостi та розвитку творчих здi-

бностей школяра: уяви, iнтуїцiї, мислення, оригiнальних засобiв дiй, вiдходу
вiд шаблонiв i т. iн.. Зараз проходить перегляд теоретичних позицiй вiдносно
природи творчостi, критерiїв дiагностики творчих здiбностей у цiлому, ве-
дуться пошуки джерел креативностi, умов, якi сприяють розвитку творчого
потенцiалу.

Необхiднiсть включення в процес навчання математики елементiв твор-
чостi визнається всiма. Ця проблема вирiшується в рамках включення учнiв
в активну пiзнавальну дiяльнiсть, що дозволяє розвивати їх творчi здiбно-
стi, беручи за основу принципи розвиваючого навчання, розробленi в працях
С.Л.Рубiнштейна та iнших [5,6]. Приймаючи позицiю Л.С.Виготського, що
навчання веде за собою розвиток, були реалiзованi рiзнi пiдходи до розвитку
творчої математичної дiяльностi учнiв.

Творча дiяльнiсть є закономiрним етапом людської дiяльностi взагалi,
пiдсумком попереднього розвитку форм цiєї дiяльностi, новою, якiсною схо-
динкою формування особистостi. Творча дiяльнiсть розвивається в самiй дi-
яльностi, вона є новим етапом у розвитку особистостi.

Головнi аспекти творчостi взагалi можна зустрiти у працях вiдомих фi-
лософiв i психологiв: В.А.Крутецького, С.Л. Рубiнштейна, Л.М. Фрiдмана та
iнших [2,5,7].

c⃝ Довбонос М.С., Беседiн Б.Б., 2011
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Залучення учнiв до творчої дiяльностi i розвиток їх творчих здiбностей –
проблема складна i багатопланова. Рiзнi її сторони розглядаються в роботах
А.Н. Колмогорова, В.А.Крутецького та iнших [1,2]. Цю проблему намагався
розв’язати американський математик i педагог Дж. Пойя [4].

У роботах психологiв пiдкреслюється важлива роль, яку у творчих проце-
сах грають знання, що є умовою i передумовою успiшної творчої дiяльностi.

Основна частина
Математика як навчальний предмет має особливостi, якi створюють спри-

ятливi умови для залучення учнiв до творчої дiяльностi i розвитку здiбностей
до неї в процесi навчання. Як свiдчить аналiз шкiльної практики та досвiд
вчителiв розвиток здiбностей до творчої математичної дiяльностi вiдбуває-
ться з деякими труднощам.

Виникає необхiднiсть бiльш глибокого вивчення проблеми формування
творчої математичної дiяльностi учнiв, а задача педагога – побачити iндивi-
дуальну креативнiсть учня i прагнути розвивати її.

Саме у процесi вивчення математики розвиваються здiбностi до творчої
дiяльностi, якi мають такi компоненти:

1) швидке запам’ятовування та збереження в пам’ятi не тiльки чисел i
конкретних даних, а й способiв розв’язування типових задач, логiчних схем;

2) умiння швидко узагальнювати (кожна конкретна задача розв’язується
як типова);

3) миттєве видiлення суттєвих ознак пiд час сприйняття умови задачi,
формалiзоване бачення математичного матерiалу;

4) тенденцiя мiркувати згорнутими умовами;
5) велика рухливiсть розумових процесiв, легкий i вiльний перехiд вiд

однiєї розумової операцiї до iншої, з прямого на зворотний хiд думок;
6) винахiдливiсть у подоланнi труднощiв, умiння дивитися на проблему

пiд рiзними кутами зору;
7) високий рiвень просторової уяви, вмiння переводити математичнi про-

блеми (задачi) у наочно-образнi;
8) прагнення до ясностi, простоти, рацiональностi розв’язань;
9) умiння знаходити логiчний i математичний сенс у багатьох явищах дiй-

сностi, здiйснювати своєрiдне перенесення математичних методiв дослiджен-
ня на нематематичнi явища.

Математичнi здiбностi – це iндивiдуально-психологiчнi особливостi лю-
дини, що сприяють бiльш високiй продуктивностi її математичної дiяльно-
стi, дозволяють використовувати в її процесi нестандартнi шляхи та методи,
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створювати в результатi порiвняно новий продукт розумової дiяльностi. Дi-
агностика, формування i розвиток математичних здiбностей вiдбувається у
процесi математичної дiяльностi водночас з формуванням загальнонавчаль-
них умiнь i здiбностей, математичних знань i умiнь на їх основi.

Природно, що математичнi здiбностi розвиваються у процесi розв’язува-
ння нетипових задач. Але допомiжнi засоби, такi як свiдоме вiдпрацювання
окремих типiв i прийомiв розумової дiяльностi, сприяють пiдвищенню ефе-
ктивностi цього процесу.

При виборi методiв формування елементiв творчої дiяльностi ми повиннi
враховувати тi здiбностi, якi вже є, та розвивати здатнiсть умiлого перетворе-
ння складних буквених виразiв, перебирання вдалих шляхiв для розв’язання
рiвнянь, що не пiдходять пiд стандартнi правила; геометричну уяву (чи геоме-
тричну iнтуїцiю); вмiння правильного розчленованого логiчного мiркування.

На думку I.Я.Лернера [3], дослiдницький метод є основним методом на-
вчання творчої дiяльностi. Коли називаємо його основним, то маємо на увазi
неможливiсть замiни його iншим для засвоєння досвiду творчої дiяльностi на
суспiльно-необхiдному рiвнi.

Сформулюємо принципи формування елементiв творчої дiяльностi:
1. Принцип науковостi полягає в розкриттi причинно-наслiдкових зв’яз-

кiв явищ, процесiв, подiй; створеннi вiрних уявлень про загальнi методи нау-
кового пiзнання; показi могутностi людських знань i науки (математики).

2. Принцип систематичностi. Процес формування елементiв творчої дi-
яльностi учнiв повинен бути системним i послiдовним: дотримання послiдов-
ностi у вивченнi навчального матерiалу (передбачає рух у напрямку вiд про-
стого до складного,вiд вiдомого до невiдомого, вiд уявлень до знань, вiд знань
до умiнь i навичок); систематичне розв’язання творчих завдань.

3. Принцип iндивiдуального пiдходу до учнiв. Слiд максимально врахову-
вати iндивiдуальнi особливостi кожного учня: фiзiологiчнi, психологiчнi, рi-
вень здiбностi до предмету. До методичних засобiв реалiзацiї цього принципу
вiдносяться короткий аналiз iдей i методiв розв’язування задачi.

4. Принцип формування пiзнавальної активностi учнiв. Застосовуючи
рiзноманiтнi форми i методи роботи з дiтьми, можна впливати на рiвень
пiзнавальної активностi учнiв (робота в групах, творче домашнє завдання,
реферати, доповiдi, диспути, рiзнi позакласнi заходи).

5. Принцип емоцiйностi навчання. Пiд емоцiйнiстю навчання треба ро-
зумiти: жвавий, образний виклад матерiалу; красу в логiцi викладу навчаль-
ного матерiалу; використання цiкавих прикладiв; створення почуття викона-
ного обов’язку.
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6. Принцип поетапного формування навичок дослiдницької роботи. Ха-
рактеризуючи дослiдницький метод, необхiдно вказати на те, що цей метод,
навiть при його простих варiантах, передбачає готовнiсть учня до цiлiсно-
го розв’язання проблемної задачi, тобто до самостiйного проходження всiх
етапiв дослiдження. Залучення учнiв у дослiдницьку дiяльнiсть, ознайомле-
ння їх на репродуктивному i творчому рiвнях з елементами цiєї дiяльностi,
найбiльш природно протiкає в процесi розв’язання задач.

7. Принцип розвитку творчого мислення. Удосконалення методики ро-
боти вчителя суттєво залежить вiд його вмiння цiлеспрямовано керувати
дiяльнiстю учнiв. Одне з важливих завдань учителя – розробка технологiї
навчання розв’язанню задач, яка найбiльшою мiрою сприяла би розвиненню
творчого мислення. Бажано пропонувати учням для самостiйного розв’язу-
вання нестандартнi й творчi задачi, щоб їх мислення було спрямоване не на
засвоєння прийомiв розв’язку, а на їх вiдкриття в процесi особистої навчаль-
ної дiяльностi.

Висновки
Проведений аналiз психолого-педагогiчної лiтератури дозволив сформу-

лювати основнi принципи формування елементiв творчої дiяльностi учнiв на
уроках математики, використання яких створює сприятливi умови для пiд-
вищення якостi навчання математики.

Лiтература
[1] Колмогоров А.Н. О профессии математика. — М.: Просвещение, 1959. —

285с.
[2] Крутецкий В.А. Психология обучения и воспитания школьников. — М.:

Просвещение, 1976. — 303с.
[3] Лернер И.Я. Процесс обучения и его закономерности-М., 1980.
[4] Пойа Д. Математическое открытие. — М., 1970. — 452с.
[5] Рубинштейн С.Л. Основы общей психологии. — М.: Учпедгиз, 1946. —

643с.
[6] Рубинштейн С.Л. Проблема способностей и вопросы психологической

теории. «Вопросы психологии», 1960, №3.
[7] Фридман Л.М. Психолого-педагогические основы обучения математике

в школе: Учителю математики о пед. психологии. — М.: Просвещение,
1983. — 160с.

Випуск №1, 2011 141



УДК 372.851

Павленко Д.О., Беседiн Б.Б.

1 студентка 5 курсу фiзико-математичного факультету, СДПУ
2 доцент кафедри геометрiї та МВМ, СДПУ

e-mail: besedin boris@ukr.net

ЗАДАЧI НА ПОБУДОВУ ЯК ЗАСIБ РОЗВИНЕННЯ
ПРОСТОРОВОГО МИСЛЕННЯ УЧНIВ НА УРОКАХ

ГЕОМЕТРIЇ

Стаття присвячена розвитку просторового мислення учнiв на уроках стереометрiї за до-
помогою задач на побудову. Розглянутi мiсце та роль задач на побудову у навчальному
процесi та їх вплив на розвиток просторового мислення учнiв.
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Вступ
На сучасному етапi розвитку людства важко переоцiнити внесок мате-

матики в розвиток iнтелектуальних здiбностей людини. Не останнє мiсце в
цьому процесi посiдає геометрiя.

Курс сучасної шкiльної геометрiї неможливо представити без стереоме-
трiї, яку в свою чергу без задач на побудову. Нажаль, у багатьох учнiв не
достатньо розвинене просторове мислення, через це виникають труднощi iз
задачами у просторi.

Мiсце задач на побудову в розвитку просторового мислення дослiджували
багато методистiв.

Так, Зєнгiн O.P. видiляє метод паралельного проектування [4]. Пєрєпьол-
кiн Д.I. розглядає геометричнi побудови як метод навчання самих геометри-
чних фактiв, говорячи не про окремi задачi, а лише про типи задач [6]. Сє-
мушкiн О.Д. за основу свого методу викладання матерiалу бере проекцiйне
креслення [7]. Литвиненко М.В. придiляє значну увагу побудовi перерiзiв. [5].
Гольдберг Я.Є. робить детальний аналiз всiх можливих задач у просторi, роз-
глядає методи та прийоми їх розв’язування i те, як навчити учня працювати
з цими задачами [2].

Але, разом з тим, на нашу думку, задачi на побудову не зайняли вiдповiд-
ного мiсця в системi задач, представлених у пiдручниках геометрiї. З iншого
боку, вчителi також не придiляють достатньо уваги задачам на побудову як
засобу розвинення просторового мислення учнiв.
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Основна частина
Просторове мислення, як вiдомо, є складовою частиною чуттєво-образ-

ного мислення i не є апрiорi визначеним, запрограмованим вiд народження.
Воно формується в процесi iндивiдуального розвитку людини. Формування
образного мислення в усiй повнотi та своєрiдностi його функцiй – необхiдна
умова ефективного засвоєння знань, i, разом з тим, це один iз важливих
засобiв розвитку особистостi.

Уявлення є почуттєвим образом. Однак, на вiдмiну вiд сприйняття, уяв-
лення являє собою образ «предмета» (або явища), що у даний момент на
органи почуттiв не дiє, але дiяв у минулому.

Прийнято роздiляти уявлення на два основних види: образи пам’ятi (вiд-
творення образiв, предметiв, що колись сприймалися) i образи уяви (новi
образи, сформованi в результатi трансформацiї тих, котрi зберiгаються в па-
м’ятi) [1]. У процесi навчання важливо розвивати обидва види уявлень.

Дослiдження ряду авторiв показують, що однiєю з найбiльш характерних
особливостей уявлень є їхня узагальненiсть [3]. У результатi багаторазового
сприйняття подiбних предметiв у людини формується деякий їхнiй збiрний
образ.

У процесi переходу вiд сприйняття до уявлення вiдбувається певна схема-
тизацiя почуттєвого образа. Деякi його деталi як би затушовуються i редуку-
ються, iншi, навпаки, пiдкреслюються i пiдсилюються. Схематизацiя образа
зв’язана з утратою частини iнформацiї, тому уявлення по своїй повнотi зав-
жди уступає сприйняттю [3].

Цей момент важливо враховувати при органiзацiї навчальної дiяльностi
школярiв. Очевидно, для формування в них тих або iнших уявлень недо-
статньо тiльки демонстрацiї (показу) вiдповiдних предметiв; демонстрацiя
повинна сполучатися з виконанням практичних дiй. Найбiльш ефективними
методами формування просторових уявлень є такi, котрi забезпечують спо-
лучення сприйняття реальних предметiв, практичної дiї з ними i словом, що
їх позначає.

Уява розвивається в процесi навчання. Однiєю з найважливiших за-
дач цього процесу є формування у учнiв прийомiв уяви. Як показала
Е.Н.Кабанова-Меллер, прийоми уяви формуються поетапно [1].

Так, при формуваннi прийомiв уяви, зв’язаних зi складанням креслення
геометричного тiла в системi прямокутних проекцiй, спостерiгаються насту-
пнi етапи:
перший етап — оволодiння наочним прийомом складання проекцiй на основi
показу i розповiдi вчителя;
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другий етап — перенос наочного прийому до уявної сфери. Такий перенос
може здiйснюватися рiзними способами. Один зi способiв полягає в тому, що
учнi думкою повторюють тi ж дiї, що вони виконували. В iнших випадках
повторення дiй виявляється згорнутим, i учень як би вiдразу уявляє собi
обриси кожної з трьох проекцiй на основi спостережень предмета.

Формування прийому створення уявлення при читаннi креслення також
проходить два етапи. На першому етапi образ створюється за допомогою до-
даткової наочної опори, на другому – здiйснюється перенос прийому до уявної
сфери.

Таким чином, спочатку формуються прийоми виконання практичної дiї (з
опорою на сприйняття реального предмета), i тiльки потiм вони переносяться
в розумову сферу, тобто учнi починають виконувати їх у розумi. У тому
випадку, коли задача представити предмет по його кресленню виявляється
важкою для учня, перехiд до практичної дiї може сприяти її розв’язанню.

Одна з найважливiших умов розвитку просторової уяви – практична дi-
яльнiсть. Однак перехiд вiд практичних дiй до дiй у розумi здiйснюється,
очевидно, не автоматично. Не можна уявляти собi справу так, що досить лю-
динi просто виконати ту чи iншу дiю практично, щоб негайно ж навчитися
виконувати її в розумi. Такий перехiд вимагає спецiальної роботи, спрямова-
ної на аналiз перетворення предмета пiд час манiпулювання з ним. Iнакше
кажучи, практична дiя повинна включати спецiальний аналiз тих змiн пре-
дмета, що вiн потерпає в процесi виконання цiєї дiї.

Вчителю, що викладає математику в старших класах, вiдомi певнi тру-
днощi, якi виникають у процесi викладання стереометрiї з перших її урокiв.
При знайомствi з аксiомами стереометрiї просторовi уявлення учнiв розви-
ненi слабо. Початковi вiдомостi зi стереометрiї мають абстрактний характер,
засвоєння матерiалу будується на заучуваннi, i, таким чином, спостерiгається
деякий формалiзм у знаннях учнiв. Вони втрачають iнтерес до предмету, i
бiльшiсть з них вважають стереометрiю важким шкiльним предметом.

Значна частина вказаних проблем вирiшується, якщо на початкових ета-
пах вивчення теоретичний матерiал дається або на основi завдань, або з «ви-
ходом» на завдання, якi потребують побудов просторових фiгур або побудов
на зображеннях цих фiгур.

Для вирiшення задачi розвитку просторового мислення необхiдно методи-
чно реалiзувати i пiдтримати змiстовно (через учбовi завдання) транзитивний
зв’язок:

завдання на побудову ⇒ розвиток просторового мислення учня ⇒
математичний розвиток учня.
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Застосування задач на побудову створює опорнi моменти у викладан-
нi стереометрiї, якi дозволяють не лише сформувати просторовi уявлення
в учнiв, а й зробити предмет стереометрiї наочним, доступним i цiкавим для
учнiв, систематизувати знання зi стереометрiї, збiльшити варiативнiсть ме-
тодiв навчання i пiдсилити їх ефективнiсть.

Висновки
Задачi на побудову становлять базу для роботи, що сприяє розвитку нави-

чок побудови фiгур, формуванню вмiння читати i розумiти креслення, вста-
новлювати зв’язки мiж його частинами. Саме тому, незначна частина задач
на побудову в системi задач шкiльних пiдручникiв з геометрiї обумовлює не-
достатнiй розвиток просторового мислення учнiв.

Для того, щоб досягти найбiльш високих успiхiв у розвитку просторового
мислення учнiв, необхiдно використовувати задачi на побудову. Час, що ви-
трачається на розв’язування цих задач, окупається сповна. Адже, при розв’я-
зуваннi вказаних задач, конкретизується теоретичний матерiал, а, отже, ефе-
ктивнiше формуються в учнiв просторовi уявлення.
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ФОРМУВАННЯ ПРОСТОРОВИХ УЯВЛЕНЬ
В ПРОЦЕСI ВИВЧЕННЯ СТЕРЕОМЕТРIЇ

Стаття присвячена проблемi формування просторових уявлень на уроках стереометрiї, як
невiд’ємної складової для розширення уяви взагалi та для вiльного формування узагаль-
нених та динамiчних уявлень про оточуючий свiт, емоцiйне вiдношення до явищ дiйсностi,
їх етичної та естетичної оцiнки.

Ключовi слова: просторовi уявлення, просторове мислення.

Вступ
При засвоєннi курсу середньої школи учнi повиннi не тiльки опанувати

основами наук, але й ознайомитися з основами виробничих процесiв. Звiдси
актуальностi у викладаннi фiзико-математичних дисциплiн набуває робота,
пов’язана з розвитком навичок з побудови та читання креслень, необхiдних i
архiтектору, i iнженеру, i квалiфiкованому робiтнику-новатору. У свiтлi цих
завдань важливе мiсце займає проблема розвитку просторових уявлень на
уроках математики, зокрема, геометрiї (планiметрiї та стереометрiї), бо без
добре розвинених просторових уявлень неможливо нi побудувати, нi прочи-
тати креслення. В даний час в якостi одного з головних критерiїв математи-
чного розвитку особистостi багато психологiв розглядають рiвень розвитку
просторового мислення, який характеризується умiнням оперувати просто-
ровими образами. Математика є одним з тих предметiв, при вивченнi якого
важливе мiсце вiдводиться зоровому каналу надходження iнформацiї.

Проблемою формування i розвитку просторових уявлень займалися бага-
то математикiв-методистiв: Александров А.Д. [1], Глейзер Г.Д. [2], Якиман-
ська I.С. [8], Зламанюк Л. [4], Ломов Б.Ф. [5], Чернишова Л.Ю. [7] та iншi.

Останнiм часом вiдзначається зниження геометричнiй пiдготовленостi
учнiв. Це проявляється в першу чергу в низькому рiвнi розвитку просто-
рового мислення. Можна видiлити двi основнi причини такого стану: процес
навчання геометрiї в школi будується як вивчення науки геометрiї, а значить,
не завжди враховуються психологiчнi закономiрностi розвитку мислення, осо-
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бливостi сприйняття, особистiсний досвiд учнiв; просторове мислення є рiзно-
видом образного, але основнi якостi образного мислення в рамках шкiльної
програми з математики сформувати неможливо.

Основна частина
Просторове мислення — вид розумової дiяльностi, що забезпечує ство-

рення просторових образiв i оперування ними в процесi розв’язання рiзних
практичних i теоретичних задач.

Академiк А.Д. Александров [1] зазначає, що завдання викладання геоме-
трiї – розвинути в учнiв вiдповiднi три якостi: просторову уяву, практичне
розумiння та логiчне мислення. Просторова уява становить важливий ком-
понент у загальнiй здатностi людини до уяви i має iстотне значення в рядi
вiдносин. Воно, зрозумiло, взагалi необхiдно людинi для орiєнтування в нав-
колишньому свiтi i в розвинутiй формi iстотно для багатьох видiв дiяльностi.

Одним з основних завдань вивчення стереометрiї в сучаснiй школi є роз-
виток просторового мислення. Але просторове мислення школярiв розвиває-
ться рiзними шляхами, причому часто цей процес вiдбувається стихiйно, без
цiлеспрямованого впливу педагога. Основною причиною ускладнень при за-
лученнi дiтей до дiяльностi з просторовими образами є недостатнiй рiвень
навчально-методичного забезпечення цього процесу. Актуального значення
набула ця проблема у вивченнi геометрiї, особливо стереометрiї, яке ґрунту-
ється на розпiзнаваннi, побудовi та перемiщеннi геометричних образiв.

Можна видiлити як варiант розвитку просторового мислення в учнiв роз-
робку спецiального iнформацiйного середовища навчання стереометрiї, що
ґрунтується на результатах психолого-педагогiчних дослiдженнях особливо-
стей просторового виду мислення. Iнформацiйне середовище навчання стере-
ометрiї, окрiм загальноприйнятих елементiв таких, як пiдручники, посiбни-
ки, методична лiтература, дидактичнi комп’ютернi програми тощо, повинно
включати наступнi елементи:

1. Методичний комплект для дiагностування рiвня розвитку просторо-
вого мислення учнiв.

2. Комплекс вiзуальних iнформацiйних схем, зошитiв, конспектiв, та-
блиць з теоретичного матерiалу, системи вiзуальних задач зi стереометрiї та
їх методичний супровiд, якi сприятимуть розвитку просторового мислення
учнiв в процесi навчання.

В сучаснiй науково-методичнiй лiтературi розробленi ґрунтовнi дiагнос-
тичнi методики, спрямованi на дослiдження рiвня розвитку просторового ми-
слення. Але бiльшiсть з них не пристосованi для проведення масової опера-
тивної дiагностики учнiв та, крiм того, повноцiнно не дiагностують розвиток
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специфiчних для стереометрiї елементiв структури просторового мислення.
Широкi можливостi для розвитку просторових уявлень вiдкриваються

при використаннi рiзних наочних посiбникiв i ТЗН. Можна органiзувати ро-
боту з виготовлення наочних посiбникiв силами учнiв. Ця робота потребує вiд
них i певних знань, i досить розвинутої просторової уяви. Робота з виготов-
лення саморобних навчальних наочних посiбникiв проводиться пiд керiвни-
цтвом вчителя в класi, в позаурочний час, у гуртках i шкiльних виробничих
майстерень. Крiм позитивного впливу на засвоєння курсу математики, така
робота сприяє пiдвищенню ефективностi уроку.

Перехiд вiд планiметрiї до вивчення стереометрiї викликає в учнiв великi
труднощi i пов’язанi вони з тим, що в цьому курсi вiдсутнi алгоритми (пра-
ктично кожна задача i кожна теорема вирiшуються i доводяться як новi) i
з тим, що у школярiв нерозвиненi просторовi уявлення. Розвиток просторо-
вих уявлень в учнiв в курсi стереометрiї повинно йти перш за все за рахунок
iстотного поповнення запасiв просторових уявлень, отриманих школярами в
пропедевтичному курсi математики i в систематичному курсi планiметрiї.

З метою розвитку просторових уявлень в процесi вивчення курсу стерео-
метрiї на нашу думку доцiльно використовувати моделювання, ТЗН i роботу
з розгортками.

Моделювання при вивченнi стереометрiї у школi сприяє розвитку про-
сторової уяви. Уява – це психiчна дiяльнiсть, яка полягає у створеннi уявлень
i уявних ситуацiй, якi нiколи в цiлому не сприймалися в дiйсностi. Вона засно-
вана на оперуваннi конкретними чуттєвими образами або наочними моделями
дiйсностi, але при цьому має риси опосередкованого, узагальненого пiзнання,
що об’єднує його з мисленням. Важливо звернути увагу на важливiсть ро-
боти учнiв iз макетами, оскiльки ряди зорових вiдчуттiв мiцно пов’язуються
iз рядами вiдчуттiв м’язових та дотиково-м’язових, i їх сполучення воєди-
но викликає у дiтей ту справжню наочнiсть стосовно геометричних образiв,
значення якої перевищує у декiлька разiв показування моделi вчителем.

Макети фiгур (вони можуть виступати i як моделi) можна використову-
вати з рiзною педагогiчною спрямованiстю:
1. Демонстрацiя моделi з метою полегшення сприймання теоретичного ма-
терiалу та формування математичних понять, а також для використан-
ня при розв’язаннi задач. 2. Макети можуть виступати у ролi iлюстрацiї
окремих теоретичних положень. 3. Макети доцiльно використовувати для
спростування неправильних уявлень та покращення просторової уяви учнiв.
4. Макети — це дiєвий засiб вироблення окомiрних навичок. 5. Макети ви-
ступають також як тренувальне поле для здiйснення прямих та обернених
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операцiй. Наприклад, маючи вже готову фiгуру, завжди можна виконати
зворотний процес: розгорнути фiгуру та отримати аркуш паперу, з якого
її виготовили. 6. Зручно використовувати макет як засiб показу взаємо-
зв’язку та перетворення площинних та об’ємних фiгур. 7. Цiлком очевидно,
що макети фiгур — це також матерiал для проведення лабораторних робiт.
8. Доцiльно обирати такi макети i для створення рисунка просторової фiгури.
9. Виготовлення макету може бути одним з видiв домашнього завдання.

Використання ТЗН не повинно замiнювати дiяльнiсть учителя, а лише
доповнювати її. Розвивати просторову уяву можна за допомогою презента-
цiй, програмного забезпечення «Жива математика», математичних пакетiв
Maple, Mathcad та iн. Це дозволяє збiльшити обсяг викладеного матерiалу.
На презентацiях важливо використовувати анiмацiю з демонстрацiєю послi-
довностi побудови.

Робота з розгортками. При вивченнi стереометрiї невiд’ємною складо-
вою є виготовлення просторових фiгур з розгорток. Учням можна спочатку
пропонувати готовi заготовки, а вже потiм розгортки, у яких не вистачає
певних елементiв.

Висновки. Аналiз психолого-педагогiчної лiтератури дозволив видi-
лити методи формування просторових уявлень на уроках стереометрiї, якi
передбачають використання наочних матерiалiв: таблиць, розгорток, моде-
лей, ТЗН, а також грамотне читання креслення i його виконання.
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ПРО ДЕЯКI ЗАСТОСУВАННЯ КIЛ НУЛЬОВОГО РАДIУСУ

Дана стаття присвячена дослiдженню граничних випадкiв при застосуваннi пучкiв кiл
(зокрема кiл нульового радiусу) та їх властивостей до розв’язування задач на побудову
кiл з додатковими умовами. Також дослiджується питання щодо можливих застосувань
кiл нульового радiусу, як методу розв’язування певного кола задач на побудову в контекстi
порiвняння з традицiйними пiдходами.

Ключовi слова: кола нульового радiусу, задачi на побудову, граничний перехiд.

«Было бы ошибкой считать, что с евклидовых времен учение о круге
остается неизменным и что изложение его во всех учебниках одинаково.
Напротив, разработка этой теории продолжается и в наше время.
. . . истинный дух геометрии означает нечто большее: он требует подхода
к изучению геометрических образов не с одной, а с разных точек зрения,
ибо только такой путь ведет к полному знанию.» [8]

Литцман В.

Вступ
Загально визнаною є теза про те, що задачi на побудову розвивають в

учнiв та студентiв конструктивний пiдхiд до осмислення геометричних знань,
пiдвищують алгоритмiчну культуру та розвивають логiчне мислення i про-
сторову уяву. Граничний перехiд в геометричних задачах широко застосовує-
ться в курсi елементарної математики (наприклад, трикутник – як виродже-
на трапецiя i т.iн.). Проте аналiз iснуючої навчально-методичної лiтератури
з геометрiї кiл показав, що колам нульового радiусу (в контекстi радикальної
та дiаметральної осей) придiляється недостатня увага. Виключенням є [7],
[11] i [12], в яких застосування кiл нульового радiусу пропонується на рiвнi
вказiвок або ж другого альтернативного способу розв’язування.

На превеликий жаль, слiд констатувати, що в навчально-методичнiй лi-
тературi є вiдсутнiми (або ж авторам невiдомими) дослiдження щодо засто-
сування кiл нульового радiусу (у зазначеному контекстi), як самостiйного
методу розв’язування певного кола задач на побудову.

c⃝ Бунакова А.С., Кадубовський О.А., 2011
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Дослiдження ж авторiв у цьому напрямку дозволяють стверджувати, що
для певного кола задач на побудову (з ряду задач на застосування властиво-
стей пучкiв кiл) традицiйнi пiдходи, в основi яких застосування властивостей
пучкiв кiл, поступаються (в сенсi наочностi та простоти) запропонованому у
статтi методу, заснованому на застосуваннi кiл нульового радiусу (без вико-
ристання пучкiв кiл у явному виглядi або ж пучкiв взагалi).

Не є також новиною, що в геометрiї є гостра необхiднiсть у класифiкацiї
та систематизацiї задач, зокрема за методами розв’язування.

Наведенi факти визначають актуальнiсть зазначених питань, спробi ви-
рiшення яких й присвячена дана стаття. Отже, метою даної статтi є:

з одного боку – ознайомити вчителiв та учнiв ЗОШ з такими геометрични-
ми об’єктами, як степiнь точки вiдносно кола, радикальна i дiаметральна
вiсь (двох) кiл, радикальний центр (трьох) кiл та деякими їх застосуван-
нями до розв’язування геометричних задач, зокрема задач на побудову за
допомогою циркуля та односторонньої лiнiйки без подiлок;

з iншого боку – ознайомити студентiв математичних спецiальностей пе-
дагогiчних ВНЗ з одним iз можливих способiв розв’язування певного кола
задач на побудову (20 з яких й наведено у данiй статтi), якi традицiйно по-
трапляли до спискiв задач на «застосування ГМТ» або ж на «застосування
властивостей пучкiв кiл» (див. напр. [2, 3]), проте припускають бiльш простi
розв’язування, заснованi на використаннi виключно властивостей радикаль-
ної осi та кiл нульового радiусу.

1. Основнi поняття та зауваження
Означення 1. Степенем точки M вiдносно кола ω (O, r) називають ска-
лярну величину, що визначається рiвнiстю deg (M,ω) =MO2 − r2.

Твердження 1. Геометричним мiсцем точок площини, якi мають одна-
ковий степiнь вiдносно двох неконцентричних кiл ω1 (O1, r1) i ω2 (O2, r2) є
пряма, що проходить через одну з таких точок перпендикулярно до прямої
(O1O2) , яку називають лiнiєю центрiв цих кiл.

Означення 2. Пряму, що є ГМТ площини, якi мають однаковий степiнь
вiдносно двох неконцентричних кiл ω1 (O1, r1) i ω2 (O2, r2) називають ра-
дикальною вiссю, яку позначатимемо lrad (ω1, ω2) .

Зауваження 1. Геометричний змiст степеня точки M , зовнiшньої вiд-
носно кола ω (O, r) , полягає в тому, що deg (M,ω) є квадратом довжини
вiдрiзка дотичної, проведеної з точки M до кола ω (O, r) .
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Тому ГМТ площини, довжини вiдрiзкiв дотичних яких до двох даних не-
концентричних кiл є рiвними, є зовнiшня частина радикальної осi цих кiл.

Означення 3. Два кола називають ортогональними мiж собою, якщо до-
тичнi до обох кiл в точцi їх перетину є взаємно перпендикулярними.

Твердження 2. ГМ центрiв кiл, ортогональних двом даним колам, є зов-
нiшня частина радикальної осi цих кiл.

Означення 4. Коло ω1 називають дiаметральним до кола ω , якщо коло
ω1 перетинає коло ω у двох дiаметрально протилежних точках.

Твердження 3. Геометричним мiсцем точок площини, що є центрами кiл
дiаметральних до двох неконцентричних кiл ω1 i ω2 є пряма, що проходить
через одну з таких точок перпендикулярно до лiнiї центрiв (O1O2) .

Означення 5. Пряму, що є ГМ центрiв кiл дiаметральних до двох некон-
центричних кiл ω1 i ω2 , називають дiаметральною вiссю цих кiл, яку по-
значатимемо diam (ω1, ω2) .

Зауваження 2. ГМ центрiв кiл, дiаметральних до двох даних кiл, є пряма,
симетрична радикальнiй осi даних кiл вiдносно середини вiдрiзка, кiнцями
якого є центри цих кiл.

Означення 6. Пучком кiл називають сукупнiсть кiл площини, що мають
спiльну радикальну вiсь. В залежностi вiд числа (2 , 1 або 0 ) спiльник
точок кола пучка з його радикальною вiссю видiляють елiптичний, парабо-
лiчний та гiперболiчний пучки.

До основних властивостей пучкiв кiл слiд вiднести наступнi:
1) центри кiл пучка належать однiй прямiй – лiнiї центрiв пучка;
3) радикальна вiсь розташована ближче до кола, радiус якого є меншим;
2) центри всiх кiл площини, ортогональних до кожного кола пучка P , на-
лежать однiй прямiй – радкальнiй осi даного пучка; всi такi кола утворюють
пучок P ∗ , який називають спряженим до пучка P .

Означення 7. Радикальним центром трьох кiл, центри яких не нале-
жать однiй прямiй, називають точку, що має однаковий степiнь вiдносно
цих кiл.

Зв’язкою кiл називають сукупнiсть кiл площини, що мають спiльний
радикальний центр.

Бiльш детальну iнформацiю з теорiї пучкiв та зв’язок кiл можна знайти,
наприклад в [1,10–12].
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2. Основна частина
2.1. Побудова радикальної осi двох кiл, з яких хоча б одне є колом
нульового радiусу

  
Рис. 1 Рис. 2 
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Якщо точка O (коло нульового радiусу) є зовнiшньою вiдносно кола
ω1 (O1; r1) , то їх радикальна вiсь lrad (ω1, O) може бути побудована насту-
пним чином (рис. 1): нехай [OT ] (T ∈ ω1) вiдрiзок дотичної, проведеної
з точки O до кола ω1 , T0 – середина вiдрiзка [OT ] . Тодi точка T0 має
однаковий степiнь вiдносно кола ω1 i точки O (кола ω (O; 0)) i тому нале-
жить радикальнiй осi lrad (ω1, O) . Таким чином радикальна вiсь lrad (ω1, O)
проходить через точку T0 перпендикулярно до лiнiї центрiв (O1O) .

  
Рис. 3 Рис. 4 
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Якщо ж точка O (коло нульового радiусу) є внутрiшньою вiдносно кола
ω1 (O1; r1) , то їх радикальна вiсь lrad (ω1, O) може бути побудована насту-
пним чином (рис. 2): нехай [OT ] (T ∈ ω1) перпендикуляр до прямої (O1O) ,
а точка O′ – точка перетину (O1O) з дотичною до кола ω1 в точцi T ; не-
хай далi T0 – середина вiдрiзка [TO′] . Тодi точка T0 має однаковий степiнь
вiдносно кола ω1 i точки O′ . Оскiльки T0 середина гiпотенузи △TOO′ , то
T0O = T0O

′ , звiдки й випливає, що точка T0 має однаковий степiнь вiдносно
кола ω1 i точки O .
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Таким чином радикальна вiсь lrad (ω1, O) проходить через точку T0 пер-
пендикулярно до лiнiї центрiв (O1O) .

Якщо точка O (коло нульового радiусу) належить колу ω1 (O1; r1) , то їх
радикальною вiссю lrad (ω1, O) буде дотична до кола ω1 в точцi O – рис. 3.

Якщо ж обидва кола є точками (колами нульового радiусу), то їх ради-
кальною вiссю lrad (O1, O2) буде пряма, що мiстить серединний перпендику-
ляр до вiдрiзка, кiнцями якого є центри кiл – рис. 4.

2.2. Побудова дiаметральної осi двох кiл, з яких хоча б одне є колом
нульового радiусу

Нижче на рис. 5 – 8 наведено способи побудови дiаметральної осi двох
неконцентричних кiл для всiх можливих випадкiв, коли хоча б одне з кiл є
колом нульового радiусу.

  
Рис. 5 Рис. 6 
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Рис. 7 Рис. 8 
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Зi способами побудови радикальної та дiаметральної осей двох неконцен-
тричних кiл в загальному випадку можна ознайомитись, наприклад в [4, 7,
10–12].
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2.3 Застосування кiл нульового радiусу до розв’язування деяких
задач на побудову шуканого кола

1. Через точку C провести коло ωx , що перетинає дане коло ω у точках
A i B на ньому.
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальних осей
lrad (A,B) i, наприклад, lrad (A,C) .

2. Через точку A провести коло ωx (Ox; rx) , що дотикається даної прямої
t в данiй на нiй точцi T .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальної осi
lrad (A, T ) i прямої t′ , що проходить через точку T перпендикулярно до
прямої t .

3. Через точку A провести коло ωx , що дотикається кола ω (O; r) в данiй
на ньому точцi T .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину прямої OT i ра-
дикальної осi lrad (A, T ) .

 

   
Рис 9: до задачі 1 Рис 10: до задачі 2 Рис 11: до задачі 3 
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4. Через точку A провести коло ωx , ортогональне даному колу ω (O; r) .
Вказiвка: центри шуканих кiл належать радикальнiй осi lrad (A,ω) .

 

   

Рис 12: до задачі 4 Рис 13: до задачі 5 Рис 14: до задачі 6 
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5. Через точки A i B провести коло, ортогональне даному колу ω (O; r) .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальних осей
lrad (A,B) i, наприклад, lrad (A,ω) .

6. Через точку A провести коло, ортогональне даним колам ω1 i ω2 .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальних осей
lrad (A,ω1) i lrad (ω1, ω2) i lrad (A,ω1) або ж lrad (ω2, A) .

7. Через точки A i B провести коло, довжина вiдрiзка дотичної до якого,
проведеної з третьої точки C , дорiвнює довжинi a даного вiдрiзка.
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальних осей
lrad (A,B) i, наприклад, lrad (A,ω′) , де ω′ = ω (C; a) – див. зад. 5.

8. Через точку A провести коло так, щоб воно було ортогональним колу
ω (O; r) , а довжина вiдрiзка дотичної до нього, проведеної з другої точки
B , дорiвнювала б довжинi a даного вiдрiзка.
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальних осей
lrad (A,ω) i lrad (ω, ω′) , де ω′ = ω (B; a) – див. зад. 6.

9. Через точку A провести коло дiаметральне даному колу ω (O; r) .
Вказiвка: центри шуканих кiл належать дiаметральнiй осi diam (ω,A) .

 

  

 

Рис 15: до задачі 7 Рис 16: до задачі 8 Рис 17: до задачі 9 
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10. Через точку A провести коло, дiаметральне двом даним колам ω1 i ω2 .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину дiаметральних
осей diam (ω1, ω2) i, наприклад, diam (ω1, A) .

11. Через точки A i B провести коло дiаметральне даному колу ω (O; r) .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину дiаметральних
осей diam (A,B) i, наприклад, diam (A,ω) .

12. Через точку A провести коло так, щоб друга дана точка B була сере-
диною хорди цього кола даної довжини a .
Вказiвка: дана задача зводиться до задачi 9, бо шукане коло є ко-
лом, що проходить через точку A i є дiаметральним до кола ω (B; a) .
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13. Через точки A i B провести коло так, щоб третя дана точка C була
серединою хорди цього кола даної довжини a .
Вказiвка: дана задача зводиться до задачi 11, бо шукане коло є ко-
лом, що проходить через точки A,B i є дiаметральним до кола ω′ (C; a) .

14. Через точку A провести коло, що є ортогональним до кола ω1 i дiаме-
тральним до кола ω2 .
Вказiвка: центр шуканого кола належить перетину радикальної осi
lrad (A,ω1) та дiаметральної осi diam (A,ω2) .

 

 
  

Рис 18: до задачі 10 Рис 19: до задачі 11 Рис 20: до задачі 14 
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15. Побудувати коло, що дотикається даного кола ω (O, r) i даної прямої t
в данiй на нiй точцi T .
Вказiвка: нехай t′ – пряма, що проходить через точку T перпенди-
кулярно до прямої t , а K1 i K2 – точки перетину прямої t′ з колом
ω1 (T, r) , причому K2 в однiй пiвплощинi з центром O вiдносно прямої
t . Тодi центр Ox1 шуканого кола ωx1 , що дотикається даного кола зов-
нiшнiм чином, є точкою перетину прямої t′ з lrad (O,K1) , а центр Ox2

шуканого кола ωx2 , що дотикається даного кола внутрiшнiм чином, є
точкою перетину прямої t′ з lrad (O,K2) .

16. Побудувати коло, яке дотикається кiл ω1 i ω2 , якщо вiдомою є точка T
дотику з колом ω2 (O2; r2) .
Вказiвка: дана задача зводиться до задачi 15, бо шукане коло є
колом, що дотикається кола ω1 i прямої t (яка є дотичною до кола ω2

в точцi T ) в данiй на нiй точцi T .
17. Побудувати коло, що проходить через точки A i B та дотикається даної

прямої t у випадках коли AB ∥ t або ж AB ⊥ t вiдповiдно.
Вказiвка: нехай AB ∥ t , l′ = lrad (A,B) , l′

∩
t = T ′ , l′′ = lrad (A, T

′) ,
Ox = l′

∩
l′′ . Тодi шуканим колом буде коло ωx (Ox, OxA) .
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Нехай тепер AB ⊥ t , h – вiдстань мiж прямими t i l′ , ω′ = ω (A, h) , а
Ox1 Ox2 – точки перетину кола ω′ з l′ . Тодi шуканими є кола ω (Ox1, h)
i ω (Ox2, h) .

 

 
випадок ||AB l  

 

  

випадок AB l⊥  

Рис 21: до задач 15, 16 Рис 22: до задачі 17 
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18. Побудувати коло, що є ортогональним до трьох даних кiл ω1, ω2, ω3 .
Вказiвка: якщо центри даних кiл належать однiй прямiй, то зада-
ча не має розв’язкiв; якщо ж центри кiл не належать однiй прямiй, а
радикальний центр (точка перетину радикальних осей кiл, наприклад
lrad (ω1, ω2) i lrad (ω1, ω3) ) цих кiл має додатнiй степiнь вiдносно одного
(i тому вiдносно кожного) з них, то центр шуканого кола є радикальним
центром цих кiл.

19. Побудувати коло, що є дiаметральним до трьох даних кiл ω1, ω2, ω3 .
Вказiвка: якщо центри даних кiл належать однiй прямiй, то задача
не має розв’язкiв; якщо ж центри кiл не належать однiй прямiй, то центр
шуканого кола є точкою перетину дiаметральних осей кiл, наприклад
diam (ω1, ω2) i diam (ω1, ω3) .

20. Побудувати коло, по вiдношенню до якого кожне з трьох даних кiл
ω1, ω2, ω3 є дiаметральним.
Вказiвка: якщо центри даних кiл належать однiй прямiй, то зада-
ча не має розв’язкiв; якщо ж центри кiл не належать однiй прямiй, а
радикальний центр (точка перетину радикальних осей кiл, наприклад
lrad (ω1, ω2) i lrad (ω1, ω3) ) цих кiл має вiд’ємний степiнь вiдносно одного
(i тому вiдносно кожного) з них, то центр шуканого кола є радикальним
центром цих кiл.
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Основнi задачi на пучки кiл
Пучок кiл P заданий радикальною вiссю l i колом ω (O; r) пучка. Всюди
нижче A,B – точки перетину радикальної осi з даним колом у випадку елiп-
тичного пучка; T – точка дотику радикальної осi з даним колом у випадку
параболiчного пучка; t – пряма, що проходить через центр даного кола пучка,
перпендикулярно радикальнiй осi (лiнiя центрiв пучка); S – точка перетину
радикальної осi та лiнiї центрiв пучка.

1. Побудувати «нульовi» кола гiперболiчного пучка.
Вказiвка: нехай SK – вiдрiзок дотичної проведеної з точки S до
даного кола ω . Тодi точки перетину S1 та S2 кола ω′ (S;SK) з лiнiєю
центрiв будуть нульовими колами гiперполiчного пучка.

Побудувати:
2. коло пучка P , знаючи його центр K на лiнiї центрiв пучка;

Вказiвка: якщо пучок елiптичний, то шуканим колом буде коло
ωx (K;KA) ≡ ωx (K;KB) ; якщо пучок параболiчний, то шуканим ко-
лом буде коло ωx (K;KT ) ; якщо ж пучок гiперболiчний, то шукане коло
ωx (K; rx) може бути побудоване наступним чином: нехай SF – вiдрiзок
дотичної, проведеної з точки S до кола ω , а KF ′ – вiдрiзок дотичної,
проведеної з точки K до кола ω′ (S;SF ) . Тодi шуканим колом буде коло
ωx (K;KF ′) .

3. коло пучка P , що проходить через дану точку M ;
Вказiвка: якщо пучок елiптичний, то центром Ox шуканого кола
ωx (Ox;OxM) буде така точка Ox , що є перетином lrad (A,B) (лiнiї цен-
трiв t ) та наприклад lrad (A,M) ; якщо пучок параболiчний, то центром
Ox шуканого кола ωx (Ox;OxM) буде така точка Ox , що є перетином
прямої OT (лiнiї центрiв t ) та lrad (T,M) ; якщо ж пучок гiперболiчний,
то центр Ox шуканого кола ωx (Ox;OxM) може бути побудований на-
ступним чином: нехай SF – вiдрiзок дотичної, проведеної з точки S до
кола ω , ω′ = ω (S;SF ) . Тодi шуканий центр Ox є точкою перетину лiнiї
центрiв t та lrad (ω

′;M) .
4. ортогональну траєкторiю пучка P (коло, що є ортогональним певному,

а тому i довiльному колу пучка);
Вказiвка: нехай K – довiльна точка радикальної осi (зовнiшня вiд-
носно кiл пучка), а KT – вiдрiзок дотичної, проведеної з точки K до
кола ω . Тодi коло ω′ (K;KT ) є ортогональною траєкторiєю пучка P .

5. ортогональну траєкторiю пучка P , що проходить через дану точку M .
Вказiвка: розв’язування задачi зводиться до побудови кола спряже-
ного пучка, яке проходить через точку M .

Випуск №1, 2011 159



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ
 

 
 

Рис 23: до задачі 1 
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Рис 24: до задачі 2 
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Рис 25: до задачі 3 
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Висновки
Результати проведених дослiджень та аналiз навчально-методичної лiте-

ратури iз зазначених питань дозволяють зробити висновок, що застосування
кiл нульового радiусу значно спрощує розв’язування низки задач на побу-
дову кiл (з додатковими умовами) у порiвняннi з традицiйними пiдходом,
заснованим на застосуваннi пучкiв кiл та їх властивостей.

Зауважимо, що вказанi спрощення при розв’язуваннi наведеної низки за-
дач, лише пiдтверджують доцiльнiсть та «потужнiсть» методу, заснованого
на використаннi властивостей пучкiв кiл, дослiдження граничних випадкiв
якого й дозволило звернути увагу на можливе полегшення методики роботи
над задачами вказаного типу.
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На думку авторiв дослiдження в цьому напрямку можуть бути продов-
женнi за рахунок розширення кола задач, що вiдносять до «основних» задач
на зв’язки кiл та задач Аполонiя «про дотики кiл». Крiм того, цiкавим зда-
ється дослiдження питання про геометричне мiсце центрiв кiл, що дотикаю-
ться двох даних кiл.

На нашу думку «геометрiя кiл» є чудовим матерiалом для факультатив-
них занять з математики, для самостiйних пошукiв та перших наукових до-
слiджень учнiв-членiв МАН України.
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Стаття присвячена аналiзу проблем пiдготовки майбутнiх вчителiв математики до про-
ведення монiторингу навчальних досягнень учнiв. У статтi запропоновано модель такої
пiдготовки, яка базується на включеннi у навчальний процес спецiальної дисциплiни.
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ння, компетентнiсть.

Зростання ролi освiти у соцiальному i економiчному розвитку суспiльства,
усвiдомлення того, що високоякiсна освiта i освiчений фахiвець виступають
основою конкурентоспроможностi, економiчної та нацiональної безпеки дер-
жави вимагає проведення реформ в освiтнiй галузi. Перш за все, це вiдноси-
ться до системи пiдготовки кадрiв, пiдвищення якостi пiдготовки майбутнiх
фахiвцiв.

Рiзнi аспекти функцiонування системи пiдготовки до педагогiчної дiяль-
ностi дослiджуються в працях провiдних учених А. Алексюка, В. Афанасьєва,
I. Беха, О. Глузмана, С. Гончаренка, Н. Дем‘яненко, I. Зязюна, та iн. Питання
контролю i якостi знань студентiв аналiзуються в роботах В. Бочарнiкової,
В. Вонсович, проблеми професiйної дiагностики розглядаються С. Архангель-
ським, Л. Кравченко, А. Пiдласим, педагогiчний монiторинг дослiджується
Л. Волошко, Н. Ларiною. Становлення та розвиток монiторингу якостi освiти
розглядають Н. Байдацька, Г. Єльнiкова, А. Iсаєва, О. Локшина, Т. Лукiна,
А. Майоров та iн.

У працях педагогiв наукової школи А. Бєлкiна проаналiзовано базовi ме-
тодологiчнi пiдходи до освiтнього монiторингу, проте в практичнiй дiяльностi
вчителiв його грамотне застосування має поки що поодинокий характер.

Попри численну бiблiографiю бракує дослiджень, зорiєнтованих на ви-
вчення професiйної пiдготовки викладачiв-предметникiв, зокрема пiдготовки
майбутнiх учителiв математики до монiторингу навчальних досягнень учнiв.
Аналiз широкого кола джерел свiдчить про те, що проблема професiйної пiд-
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готовки майбутнiх учителiв до монiторингу навчальних досягнень учнiв не
набула достатнього розвитку в науково-педагогiчних дослiдженнях.

Бiльшiсть учителiв математики перевiряє рiвень засвоєння матерiалу
учнями, проводячи поточний та пiдсумковий контроль або здiйснюючи монi-
торинг якостi знань учнiв з предмета. Зауважимо, однак, що нинi гостро вiд-
чувається брак спецiальної пiдготовки викладачiв до монiторингу навчальних
досягнень учнiв.

Стаття присвячена обґрунтуванню можливостi упровадження моделi про-
фесiйної пiдготовки майбутнiх учителiв математики до монiторингу навчаль-
них досягнень учнiв через спецкурс.

Проблема монiторингу навчальних досягнень учнiв нинi є актуальною та
потребує нагального вирiшення, однак досi немає чiткої дефiнiцiї явища.

Поняття «монiторинг» прийшло у педагогiку з екологiї та соцiологiї. В
екологiї монiторинг – це спостереження за довкiллям, оцiнка й прогноз його
стану у зв’язку з господарською дiяльнiстю людини i з метою попередження
небажаних вiдхилень за важливiшими параметрами. У соцiологiї монiторинг
розглядається як збiр iнформацiї для вивчення громадської думки щодо яко-
гось питання. Монiторинг в освiтi тлумачиться як система збору, обробки,
зберiгання та поширення iнформацiї про освiтню систему (або її окремi еле-
менти), що орiєнтована на iнформацiйне забезпечення управлiння, дозволяє
робити висновки про стан об’єкта в будь-який момент часу та дає прогноз йо-
го розвитку [2]; як «комплекс процедур щодо спостереження, поточного оцi-
нювання перетворень керованого об’єкта i спрямування цих перетворень на
досягнення заданих параметрiв розвитку об’єкта» [3]; як узагальнене компле-
ксне оцiнювання ефективностi функцiонування всiєї системи освiти на основi
системного аналiзу всiх факторiв [5]; як процес безупинного науково обґрун-
тованого дiагностико-прогностичного спостереження за станом розвитку пе-
дагогiчного процесу з метою оптимального вибору освiтнiх цiлей, завдань i
засобiв їх вирiшення [4].

Використання термiнiв «монiторинг», «контроль», «дiагностика» як си-
нонiмiв пояснюється деяким перекриттям змiсту цих понять, але все ж вони
мають рiзне значення. Контроль розглядають як окрему функцiю управлi-
ння, спрямовану на органiзацiю реалiзацiї плану роботи i мети, монiторинг
пов’язують з усiма ланками управлiння. Контроль бiльше має ситуативний
характер i не тривалий у часi, застосовується пiд час вiдстеження об’єктiв,
що знаходяться у станi стабiльного функцiонування, монiторинг створює iн-
формацiйну систему, що постiйно поповнюється, отже носить неперервний
характер i є ефективним при дослiдженнi динамiчних об’єктiв, що постiйно
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змiнюються.
При порiвняннi монiторингу i дiагностики спостерiгається дiагностична

спрямованiсть монiторингу, але монiторинг вiдрiзняється вiд дiагностики без-
перервнiстю процесу, технологiчнiстю збору даних (тотальним оцiнюванням),
можливiстю використання комп’ютерно-iнформацiйної системи для швидко-
го введення, накопичення i обробки первинних даних, що дозволяє оператив-
но налагодити зворотнiй зв’язок в системi управлiння.

Монiторинг i оцiнювання – це спорiдненi поняття, проте мiж ними iснує
суттєва вiдмiннiсть. Монiторинг передбачає систематичне збирання фактiв
про контекст, вхiднi ресурси, процеси i результати системи освiти, оцiнювання
– застосування зiбраних даних для формування оцiнних суджень про ситуа-
цiю. Оцiнювання є однiєю з основних складових монiторингових дослiджень
в педагогiчному процесi. Отже, можна зробити висновок, що монiторинг –
цiлiсний управлiнський iнструмент, до складу якого входять дiагностика, до-
слiдження, оцiнювання i контроль, якi в свою чергу знаходяться у постiйному
взаємозв’язку i проявляються залежно вiд завдань монiторингу.

Впровадження зовнiшнього незалежного оцiнювання в шкiльну практику,
участь України у свiтових монiторингових порiвняльних дослiдженнях з пи-
тань ефективностi математичної пiдготовки, вивчення мiжнародного досвiду
i адаптацiї його до нацiональних умов вимагають змiн в технологiї оцiнюва-
ння освiтнiх результатiв та введення монiторингових дослiджень навчальних
досягнень учнiв.

Дослiдження проблеми потребувало визначення рiвня обiзнаностi студен-
тiв та вчителiв з монiторингом навчальних досягнень учнiв. При анкетуваннi
студентiв старших курсiв Слов’янського педагогiчного унiверситету було з’я-
совано, що 83% студентiв п’ятого курсу та 52% четвертого знайомi з понят-
тям монiторингу i пов’язують його iз перевiркою (28%) та збором iнформацiї
(21%) i хоча бiльшостi респондентiв (90%) доводилось використовувати тести
для контролю дiяльностi учнiв i психологiчних вимiрiв пiд час педагогiчної
практики, вони мають поверхневi уявлення про основи теорiї розробки тестiв
та обмежений досвiд складання тестових завдань.

Процес професiйної пiдготовки майбутнiх учителiв математики до монiто-
рингу навчальних досягнень учнiв являє собою низку тiсно взаємопов’язаних
мiж собою складникiв: компонентiв, критерiїв, рiвнiв готовностi до монiто-
рингу та напрямiв пiдготовки до нього.

Компонентами готовностi до монiторингу навчальних досягнень учнiв є
вмiння дiагностувати, контролювати, прогнозувати й коригувати якостi на-
вчальних досягнень учнiв. Критерiями готовностi майбутнiх учителiв до мо-
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нiторингу вважаємо теоретичнi знання та практичнi вмiння. Пiд теоретични-
ми знаннями будемо розумiти систему фактiв, правил, висновкiв, закономiр-
ностей, iдей, теорiй. Практичнi вмiння — це здатнiсть на належному рiвнi
виконувати певнi дiї, на доцiльному рiвнi використовувати знання.

Передумовою реалiзацiї моделi професiйної пiдготовки майбутнiх учите-
лiв до монiторингу навчальних досягнень учнiв стало їх професiйне спря-
мування, що реалiзується в процесi фахової пiдготовки взагалi й у процесi
вивчення спецдисциплiни «Монiторинг навчальних досягнень» зокрема.

Умовами впровадження моделi професiйної пiдготовки майбутнiх учите-
лiв до монiторингу навчальних досягнень є наявнiсть:
— навчальної програми спецкурсу «Монiторинг навчальних досягнень» та
навчально-методичних рекомендацiй для слухачiв;
— комплексу засобiв для оцiнювання навчальних досягнень учнiв з матема-
тики;
— комплексу засобiв, призначених для монiторингу вхiдного, поточного та
вихiдного контролю слухачiв спецкурсу (навчально-методичний комплекс ди-
сциплiни «Монiторинг навчальних досягнень»).

Метою пропонованого спецкурсу є вивчення основних закономiрностей
використання монiторингу в навчальному процесi.

Основнi завдання курсу «Монiторинг навчальних досягнень» такi:
— поглибити теоретичнi знання про монiторинг;
— пiдготувати слухачiв курсу до використання тестових випробувань пiд час
проведення монiторингу якостi знань учнiв;
— сформувати вмiння i навички проведення монiторингових тестових випро-
бувань;
— сформувати вмiння розробляти власнi тестовi завдання на основi матема-
тичних моделей;
— пiдготувати майбутнiх учителiв до застосування тестових випробувань iз
метою проведення монiторингу якостi знань учнiв та здiйснення профорiєн-
тацiйної роботи за результатами проведених тестувань.

Курс складається з двох модулiв: «Загальнi питання монiторингу на-
вчальних досягнень» та «Пiдготовка студентiв (майбутнiх учителiв) до про-
ведення монiторингу навчальних досягнень учнiв».

Перший змiстовий модуль спрямований на висвiтлення таких питань:
— Iсторiя становлення монiторингових дослiджень. Етапи розвитку монi-

торингових дослiджень.
— Змiстовна сутнiсть монiторингу. Понятiйно-категорiальний апарат. По-

няття монiторингу. Мета i завдання монiторингу. Суб’єкти та об’єкти монiто-
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рингу. Порiвняльний аналiз педагогiчного монiторингу, дiагностики, контро-
лю i оцiнювання.

— Принципи монiторингових дослiджень: принцип узгодженостi, об‘єк-
тивностi, систематичностi, безперервностi та тривалостi, своєчасностi, пер-
спективностi, прогностичностi, вiдкритостi та оперативностi рефлективностi
тощо.

— Функцiї монiторингу: аналiтико-iнформацiйна, управлiнська, дiаг-
ностична, прогностична, корекцiйна, мотивацiйна, розвиваюча, навчальна,
виховна.

— Загальнi та органiзацiйнi вимоги до проведення, етапи проведення мо-
нiторингу. Пiдготовчий: постановка мети; визначення об’єкта i напрямiв до-
слiдження; вибiр критерiїв i iнструментарiю. Практичний: збiр iнформацiї;
аналiз документацiї; монiторинг рiвня навчальних досягнень учнiв з усiх чи
окремих навчальних дисциплiн; анкетування, тестування; самоаналiз дiяль-
ностi. Аналiтичний: обробка отриманих результатiв; систематизацiя iнфор-
мацiї; аналiз даних; висновки ухвалення вiдповiдного управлiнського рiвня;
розробка рекомендацiй, що коригують виконання планiв, програм (за необхi-
дностi) та iн.; визначення подальших об’єктiв монiторингу.

— Способи проведення монiторингу. Тестування. Анкетування. Опитува-
ння. Iнтерв’ю. Вiдвiдування занять (з фiксацiєю перебiгу занять за унiфiко-
ваними протоколами та вiдеозаписами занять).

— Методичнi особливостi створення тестiв. Основнi етапи розробки тесту.
Мета розробки i застосування тесту. Опис галузi знань (домену). Специфi-
кацiя тесту (технологiчна матриця). Форми тестових завдань. Створення та
експертиза тестових завдань. Вибiрка, компоновка , апробацiя текстових зав-
дань. Дослiдження валiдностi та надiйностi тестових завдань. Пiлотування.
Стандартизацiя. Нормування. Оснащення. Проведення i аналiз тестування.

— Проблеми, якi виникають в процесi тестової перевiрки знань.
Другий змiстовий модуль включає елементи практичної пiдготовки

до органiзацiї та проведення монiторингу. Вiдповiднi заняття присвяченi пра-
ктицi конструювання студентами тестiв, аналiзу пропонованих викладачем i
пiдготовлених самостiйно студентами тестiв, проведенню рiзноманiтних те-
стувань. В якостi завдання для самостiйної роботи пропонується розробка
банку тестових завдань за одним iз напрямiв за спецiальнiстю студента (для
базової, старшої або вищої школи) для комп’ютерного тестування або для
бланкового тестування. Додатково проводиться аналiз результатiв. Окреслю-
ються напрями застосування результатiв монiторингу.

Завершується вивчення дисциплiни модульним контролем.
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Вивчення дисциплiни буде сприяти формуванню таких компетенцiй:
– чiткiсть уявлення про теоретичнi засади педагогiчного монiторингу на-
вчальних досягнень в освiтi;
– умiння, необхiднi для планування та досягнення освiтнiх результатiв пев-
ного рiвня, створення та використання тестового iнструментарiю для оцiнки
рiвня навчальних до навчальних досягнень;
– умiння самоосвiтнього характеру, що забезпечують саморозвиток професiй-
них компетентностей учителiв математики та у сферi монiторингу;
– умiння визначати i вирiшувати навчальнi та науковi проблеми пiд час проек-
тування, органiзацiї й проведення монiторингу навчальних досягнень учнiв;
— умiння дiагностувати, контролювати, прогнозувати та коригувати якiсть
навчальних досягнень учнiв.
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Стаття присвячена проблемам наступностi при вивченнi математики в навчальному ком-
плексi «технiкум – ВНЗ III–IV рiвня акредитацiї».
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цiя.

У сучасному свiтi розвиток України визначається у загальному контекстi
Європейської iнтеграцiї. В Українi, як i в iнших розвинутих країнах свiту,
вища освiта визнана однiєю з провiдних галузей розвитку суспiльства. Прiо-
ритетним напрямом державної полiтики в цiй галузi є перехiд до динамiчної
ступеневої системи вищої освiти. За таких умов актуальностi набуває пробле-
ма наступностi змiсту як однiєї з категорiй неперервного навчання.

Проблемою наступностi в освiтi займалися психологи i педагоги Б. Г.
Ананьєв, Ш. У. Ганелiн, А. К. Бушля, П. Л. Гальперiн, Н. Ф. Тализiна та
багато iнших. Грунтовнi результати дослiдження проблеми реалiзацiї насту-
пностi знаходимо в працях Ю.К.Бабанського, В.Ф.Башарiна, В.П.Безпалька,
А.П.Бєляєвої, П.М.Воловика, Б. С. Гершунського, С. М. Годнiка, С. У.
Гончаренка, Р. С. Гуревича, А.А.Киве-рялга, О.I.Коломок, Ю.А.Кустова,
А.В.Литвина, М.I.Махмутова, Дiдовик М.В. Але ще й досi недостатньо висвi-
тленою залишається тема наступностi вивчення окремих дисциплiн, зокрема
математики в системi «технiкум – ВНЗ III–IV рiвня акредитацiї». В сучасних
умовах iснує протирiччя мiж потребою реалiзацiї наступностi та методичним
забезпеченням щодо використання отриманих ранiше знань при подальшому
вивченнi того ж предмету.

Метою статтi є:
• з’ясувати i проаналiзувати стан проблеми у психолого-педагогiчнiй теорiї
та практицi навчання,
• проаналiзувати програми з математики ВНЗ I-IV рiвня акредитацiї,
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• проаналiзувати досвiд особистої практики, i на цiй основi розробити i
обґрунтувати деякi методичнi рекомендацiї щодо забезпечення наступностi
на рiзних ступенях освiти.

Наступнiсть є досить складним, системним за своїм змiстом, функцiями,
ознаками загально педагогiчним явищем. Аналiз лiтератури показав, що в ба-
гатьох випадках наступнiсть визначається як деякий зв’язок. Але представ-
ляється цей зв’язок поверхнево, не виражає основних характерних особли-
востей наступностi. Навiть часто цей зв’язок вiдображається у другорядних
деталях, не торкаючись сутi процесу навчання.

За визначенням [3] наступнiсть являє собою зв’язок мiж явищами в про-
цесi розвитку, коли нове, знiмаючи старе, зберiгає в собi деякi його елементи.
Наступнiсть є одним з проявiв дiалектики заперечення i переходу кiлькiсних
знань в якiснi.

Послiдовне здiйснення наступностi надає навчанню перспективний хара-
ктер, при якому ведеться таке викладання матерiалу, що дозволяє вивчення
кожної поточної теми будувати не тiльки спираючись на минуле, але i з ши-
роким орiєнтуванням на наступнi теми. Отже, сутнiсть принципу наступностi
при вивченнi однiєї й тiєї ж дисциплiни на рiзних ступенях освiти полягає у
встановленнi зв’язкiв мiж новими та ранiше здобутими знаннями як елемен-
тами цiлiсної системи, забезпечує їх подальший розвиток та осмислення на
новому, вищому рiвнi.

Навчальний комплекс «технiкум – ВНЗ III–IV рiвня акредитацiї» вiдно-
сно нова структура в освiтi. Змiст такого навчального комплексу передбачає
на основi взаємодiї створення найоптимальнiших соцiальних та психолого-
педагогiчних, кадрових, режимних та органiзацiйних умов для всебiчного
розвитку особистостi.

Навчально-виховний процес в такому комплексi має враховувати певнi пе-
рехiднi принципи як умову свого ефективного функцiонування. Серед них ви-
дiляють наступнiсть, комплекснiсть, неперервнiсть дiяльностi, варiативнiсть,
цiлеспрямованiсть.

Специфiка ВНЗ I-II рiвня носить двостороннiй характер: з одного боку
вони готують молодших спецiалiстiв, з iншого – їх специфiка визначається
метою, яку переслiдують ВНЗ III-IV рiвня при створеннi додаткового стру-
ктурного навчального пiдроздiлу (покращення якостi контингенту студентiв).

Технiкуми i ВНЗ III- IV рiвня вiдрiзняються структурою i змiстом навча-
ння. В технiкумi загальнотеоретичнi, загальнотехнiчнi та спецiальнi дисци-
плiни вивчаються одночасно. Тобто такi умови бiльш сприятливi для взаємо-
зв’язку загальної i професiйної освiти. У ВНЗ III-IV рiвня навчальнi плани,
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як правило, мають лiнiйну структуру: загальнотеоретичнi проблеми – загаль-
ноiнженерна пiдготовка – спецiальнi дисциплiни. До загальнотеоретичних ди-
сциплiн належить i математика, яка має досить велике значення для сучасної
молодi.

Система органiзованого навчання повинна озброїти студентiв не тiльки
знаннями, але i засобами ефективного засвоєння цих знань. Тому форму-
вання у студентiв вмiння вчитись виступає в якостi найважливiшої задачi
вузiвського навчання.

З метою перевiрки якостi сформованостi математичних знань студентiв,
нами було проведено спецiальне тестування в групах ДДМА, де навчаються
студенти, що закiнчили технiкум. Завдання були пiдiбранi таким чином , щоб
за результатами їх виконання можна було судити про наявнiсть у студентiв
рiзних видiв знань та вмiнь оперувати цими знаннями.

В результатi дослiдження було виявлено, що вправи на вмiння розпiзна-
вати, класифiкувати поняття, встановлювати зв’язки розв’язали 22,2% сту-
дентiв, у iнших студентiв вiдсутня системнiсть сформованих знань. До про-
ведення цього тесту студенти майже 3 роки не вивчали математику, тому як
наслiдок має мiсце деградацiя математичних знань (студентiв iз задовiльни-
ми знаннями з елементарної математики – 25%, з незадовiльними – 75%).
Виявилось, що студенти не вмiють аналiзувати умову, самостiйно проводити
мiркування та робити математичнi висновки. Аналiз показав, що знання сту-
дентiв носять фрагментарний характер, не досягаючи необхiдного степеня
загальностi. Навчання у технiкумi спрямоване на вивчення великого обся-
гу матерiалу, а не на розвиток логiчного мислення. А це досить негативно
впливає на студентiв, що бажають продовжити навчання на вищих ступенях
освiти.

Наведемо приклади таких проблем та можливi шляхи їх розв’язання.

Табл. 1: Проблеми наступностi у викладаннi математики мiж технiкумом та ВНЗ III-IV
рiвня.

Проблеми Шляхи подолання

1. Зниження уваги до змiсту курсу мате-
матики (зменшення часу вивчення матерi-
алу).

Розтягнути матерiал на бiльш тривалий
строк, щоб великий обсяг матерiалу не ви-
вчався за 3 триместри.

2. Недостатня технiка читання математи-
чних текстiв, умов задач. Невмiння аналi-
зувати головне, вiдрiзняти суттєве вiд не-
суттєвого.

Пропонувати завдання на розумiння мате-
матичних термiнiв, аналiзувати умови за-
дач, розглядати вправи узагальнюючого
характеру.
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продовження Табл. 1.

Проблеми Шляхи подолання

3. Невмiння багатьох студентiв самостiйно
працювати з лiтературою

Пропонувати студентам завдання по робо-
тi з довiдниками, готувати доповiдi, рефе-
рати.

4. Формальнi уявлення про математичнi
поняття: рiвняння, корiнь, спосiб перевiр-
ки правильностi розв’язання рiвняння (си-
стеми рiвнянь).

Бiльше уваги придiляти формуванню по-
нять невiдомого, вiрної чи невiрної рiвно-
стi, нерiвностi.

5. Недостатня математична грамотнiсть
студентiв.

Викладачу слiд частiше читати в голос ма-
тематичнi вирази, тренувати студентiв в
читаннi.

Отже подолання цих проблем ми бачимо у спецiальним чином органiзо-
ваних перших заняттях з вищої математики для студентiв, що вступили до
академiї пiсля технiкуму. Метою таких занять є актуалiзацiя опорних знань
з використанням вправ узагальнюючо – систематизуючого характеру, класи-
фiкацiйних таблиць та схем. Такi вправи необхiдно пропонувати студентам
на кожному заняттi.

Таким чином, для забезпечення наступностi у навчаннi доцiльно:
• органiзувати першi i подальшi заняття з вищої математики з використан-
ням вправ на вмiння розпiзнавати, класифiкувати поняття, вмiння видiляти
iєрархiчну структуру та iншi. Такi вправи повиннi бути нормою кожного пра-
ктичного заняття.
• У вправах на повторення неодмiнно повинно з’являтись нове, вiдмирати
старе, несуттєве у вiдповiдностi до логiки розвитку поняття.
• Викладач повинен перевiряти не тiльки наповнення памятi студентiв об-
сягом матерiалу, а i вмiння оперувати цим матерiалом.
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КОРЕКЦIЯ НА ВГАДУВАННЯ ПРИ ОБЧИСЛЕННI БАЛIВ ЗА
ФОРМУЛОЮ ДЛЯ ТЕСТIВ МНОЖИННОГО ВИБОРУ

Статтю присвячено проблемi оцiнювання тестових завдань множинного вибору. Автором
дослiджено переваги та недолiки методiв пiдрахунку балiв за завдання множинного вибору
та проаналiзовано доцiльнiсть використання формульного методу для рiзних випадкiв.

Ключовi слова: тестовi завдання множинного вибору, обчислення балiв за фор-
мулою, тест на готовнiсть.

Постановка проблеми.
Рiвень професiйних знань фахiвцiв є одним iз основних показникiв, що

визначають добробут населення. Тому першочерговим завданням нинi є за-
провадження сучасних технологiй навчання й оцiнювання. Новi вимоги до
якостi знань потребують створення ефективної системи адекватного оцiню-
вання студентських знань. Вiрно розробленi та доречно застосованi методи-
ки оцiнювання сприяють пiдвищенню ефективностi навчання. Серед засобiв
об‘єктивного контролю найбiльш науково обгрунтованим є метод тестуван-
ня. Останнiм часом у ВЗН набуло поширення письмове тестування, оскiльки
дозволяє ефективно вимiрювати велику кiлькiсть навчальних результатiв,
легко пiдраховувати бали.

У другiй половинi ХХ ст. було розроблено й пройшло апробацiю бiльше
сорока рiзних форматiв тестових завдань. Деякi з них пiдтвердили свої дiа-
гностичнi властивостi. У практицi масового педагогiчного тестування найча-
стiше вживаними є тестовi завдання множинного вибору, оскiльки вони дають
можливiсть перевiряти знання на рiзних рiвнях засвоєння, неправильнi варi-
анти вiдповiдей дають дiагностичну iнформацiю про рiвень сформованостi
знань i вмiнь.

Але у перiод, коли тести множинного вибору почали широко використо-
вувати, вони зазнали критики на пiдставi того, що учасники тестування мо-
гли вгадувати правильнi вiдповiдi. Доведеним є той факт, що бали з тестiв
множинного вибору «завищенi», оскiльки бали з тестiв, де потрiбно надати
коротку вiдповiдь, виявляються значно нижчими.

c⃝ Москальова О.I., 2011
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Оскiльки завдання множинного вибору вiдiграють важливу роль у тесту-
ваннi успiшностi, вивчення питання правильної системи виставлення оцiнок
та усунення чинникiв, якi вносять помилки, є актуальним у свiтлi iнтеграцiї
освiти на сучасному етапi.

Аналiз основних дослiджень i публiкацiй.
Питання створення та використання тестових завдань рiзних форматiв

широко висвiтлено у сучаснiй науковiй лiтературi. Проблемi аналiзу методiв
пiдрахунку тестових балiв та доцiльностi використання формульного методу
для рiзних випадкiв присвячено працi В. Аванесова, I. Булах, А. Майорова,
М. Мруги, Нормана Е. Громунда, Роберта Б. Фрарi та iнших.

Постановка завдання.
Метою даної статтi є аналiз процедури обчислення балiв за спецiальною

формулою «Правильний мiнус неправильний» для тестiв множинного вибору
та дослiдження доцiльностi її використання в педагогiчному процесi з ураху-
ванням сучасних тенденцiй розвитку нацiональних особливостей освiти.

Виклад основного матерiалу дослiдження.
Запитання множинного вибору складаються з основи, яка представляє

проблемну ситуацiю, та кiлькох варiантiв вибору (альтернатив). Основою мо-
же бути запитання або незакiнчене твердження. Альтернативи мiстять пра-
вильну вiдповiдь i кiлька правдоподiбних невiрних вiдповiдей, якi називають
дистракторами. Функцiя останнiх – збити з пантелику студентiв, якi не впев-
ненi у вiдповiдi. Запитання множинного вибору, як правило, мiстять чотири
або п’ять варiантiв вибору [2, с.86].

У практицi педагогiчного тестування застосовують декiлька пiдходiв до
пiдрахунку тестових балiв за завдання множинного вибору. Традицiйний та
найчастiше вживаний – метод пiдрахунку кiлькостi правильних вiдповiдей.

Формула пiдрахунку балiв: X =
n∑
i=1

xi . Даний метод простий у використаннi,

дає можливiсть швидкого «ручного» пiдрахунку балiв, зручний при авто-
матизованому зчитуваннi результатiв шляхом сканування. Але поряд с пе-
ревагами має певнi недолiки, основним з яких є неможливiсть корекцiї на
вгадування [1, с.70].

Щоб зменшити неточнiсть результатiв тестiв множинного вибору, зумов-
лену вiрогiднiстю вгадування правильних вiдповiдей учасниками тестування,
для даних тестових завдань розроблено процедуру обчислення балiв за фор-
мулою, яка знизила результати учасникiв тестування до рiвня, який бiльше
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вiдповiдав балам з тестiв, що передбачають короткi вiдповiдi на питання. Бу-
ло зроблено припущення, що при використаннi тестових завдань з чотирма
варiантами вiдповiдi учасники тестування або знають вiдповiдь на питання,
або просто обирають один iз запропонованих варiантiв, то можна очiкувати,
що правильно буде вгадана одна з чотирьох вiдповiдей. Для того, щоб змен-
шити результат тестованого на величину кiлькостi балiв, якi за припущенням
вiн отримав завдяки вiрному вгадуванню, загальний бал обчислюють вiднi-
манням частки неправильних вiдповiдей вiд кiлькостi правильних вiдповiдей.
Результатом таких мiркувань стала формула:

X = R− W

k − 1
,

де R – кiлькiсть правильних вiдповiдей;
W – кiлькiсть неправильних вiдповiдей;
k – кiлькiсть варiантiв вiдповiдi у кожному завданнi.

Коли учасник тестування утримується вiд вiдповiдi на завдання, воно не
вважається нi вiрним, нi невiрним. Даний метод пiдрахунку балiв за завдан-
ня множинного вибору отримав назву «Правильний мiнус неправильний» [4,
с.32-40].

Розглянемо, як дiє формула на прикладi учасника, який iз сорока завдань
у тестi вiрно виконав двадцять i невiрно – дванадцять, а у кожному завданнi
надано п’ять варiантiв вiдповiдей. У такому випадку: R = 20 ; W = 12 ;
k = 5 ; кiлькiсть пропущених завдань дорiвнює 8.

X = R− W

k − 1
= 20− 12

5− 1
= 20− 12

4
= 17.

Таким чином, загальний результат учасника було знижено на три бали.
Припустимо, що у подiбному тестi учасник з абсолютно нульовим рiвнем ком-
петенцiї дав вiдповiдi на всi сорок запитань, користуючись виключно здогад-
кою. Якщо кожне завдання має чотири варiанти вiдповiдi, можемо очiкувати,
що цей учасник дасть вiрну вiдповiдь на десять iз сорока завдань, а тридцять
вiдповiдей будуть невiрними. У цьому випадку розрахований за формулою
бал буде дорiвнювати:

X = 10− 30

4− 1
= 10− 30

3
= 10− 10 = 0.

Протягом деякого часу пiсля впровадження обчислення балiв за форму-
лою, учасникiв тестування iнструктували не використовувати здогадку, якщо
вони не впевненi у правильностi вiдповiдi. Але експерти з психометрiї поста-
вили пiд сумнiв таку практику, зазначивши, що учасники, якi проiгнорували

174 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету СДПУ



Москальова О.I. Корегування вгадування

iнструкцiї та вiдповiдали навздогад, могли отримати вищий бал за форму-
лою, нiж тi учасники, якi мали такий самий рiвень знань, але дотримувалися
iнструкцiй. Йдеться про випадки, коли учасник тестування може виключити
один або бiльше з неправильних варiантiв i вгадувати з тих варiантiв, якi
залишилися [3, с.56].

Розглянемо ситуацiю, коли учасник не знає вiдповiдi на жодне з двадцяти
чотирьох завдань, кожне з яких має п’ять варiантiв вiдповiдей, але може ви-
ключити по два невiрних варiанта в кожному завданнi. Вибравши навздогад
один з трьох варiантiв, якi залишилися, очiкується, що цей учасник має вiрно
вгадати третину вiдповiдей (вiсiм вiдповiдей вiрно i шiстнадцять – невiрно).
Обчислення за формулою скорегує бал учасника наступним чином:

X = R− W

k − 1
= 8− 16

5− 1
= 8− 16

4
= 8− 4 = 4.

Зрозумiло, що цей учасник тестування отримує чотири бали за здогадку.
Користування здогадкою iз наведених прикладiв буде несправедливим,

якщо iншi учасники дотримувалися iнструкцiй, якi вимагали повнiстю утри-
муватися вiд вiдповiдi навздогад. Тому сьогоднi майже всi iнструкцiї з те-
стiв, бали з яких обчислюються за формулою, рекомендують утримуватися
вiд «слiпого» вгадування, але радять учасникам вiдповiдати навздогад, якщо
вони можуть виключити один або декiлька невiрних варiантiв.

Незважаючи на метод обчислення, учасникiв тестування потрiбно чiтко
iнформувати про стратегiю надання вiдповiдей, яка буде оптимальною для
їх результатiв. Учасники тестування мають заздалегiдь знати методику роз-
рахунку результатiв тестування, оскiльки це впливає на тактику поведiнки
особи пiд час тестування. Важливо, щоб учасники тестування усвiдомлюва-
ли, що обчислення балiв за формулою не призначене для того, щоб покарати
вгадування, а щоб скоригувати бали з урахуванням можливостi користування
здогадкою.

Висновки.
Вивчення досвiду використання рiзних методiв пiдрахунку балiв за зав-

дання множинного вибору дає пiдстави стверджувати, що обчислення балiв
за формулою «Правильний мiнус неправильний» не пiдходить для поточних
тестiв. Якщо викладання було ефективним, а тест представляє рацiональну
вибiрку того навчального матерiалу, що повиннi знати студенти, малоймо-
вiрно, щоб багато студентiв не знали вiдповiдi на велику кiлькiсть питань. У
такому випадку обчислення балiв за формулою буде малоефективним через
незначну кiлькiсть невиконаних завдань.
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Але, обчислення балiв за формулою при розрахунку результатiв тесту-
вання є бажаним для тестiв на готовнiсть, результати яких надають дiагно-
стичну iнформацiю для узгодження й коригування можливостей студента з
вимогами навчання. Перш нiж розпочати навчальний процес, викладачi ма-
ють перевiрити наявнiсть у студентiв навичок, що є передумовами успiшного
навчання. Як показують дослiдження, ефективним iнструментом дiагности-
ки є тест на готовнiсть, який пропонують студентам на початку навчального
курсу. У цьому випадку використання формульного методу пiдрахунку балiв
забезпечує високу надiйнiсть тестування та об‘єктивне оцiнювання, дає змо-
гу скоригувати «завищенi» бали, отриманi завдяки випадковому вгадуванню
вiдповiдей, що вiдбувається при обчисленнi балiв за кiлькiстю правильних
вiдповiдей, надає можливiсть отримати дiагностичну iнформацiю про рiвень
сформованостi знань студентiв. Отже, формульний метод «Правильний мi-
нус неправильний» доцiльно використовувати пiд час масового бланкового
тестування на початку навчання.
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ПРИМЕНЕНИЕ ИННОВАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЙ
ОБУЧЕНИЯ ПРИ ИЗУЧЕНИИ ОБЩЕГО КУРСА ФИЗИКИ

Объектом исследования является применение инновационных технологий при изуче-
нии общего курса физики. Эксперименты по использованию в учебном процесс таких тех-
нологий как модульная технология, технология кооперации, информационная технология
способствовали существенному мовышению эффективности образовательного процесса.

Ключевые слова: обучение, технологии, общая физика.

Изменение целей, условий современного высшего образования требует
научно детерминированного совершенствования педагогической технологии.
Педагогическая технология представляет собой целостность рационально
отобранного и научно обоснованного содержания и организационных форм,
которые создают условия для мотивации. В педагогической технологии каж-
дый элемент и этап учебно-воспитательного процесса обусловлены, нацелены
на объективно диагностируемый результат.

В процессе изучения общего курса физики мы применяем различные тех-
нологии. Ведущее место занимает у нас технология модульного содержания
процесса обучения. Смыслом модульной технологии является такое измене-
ние организационных основ процесса обучения физики, которое обеспечива-
ет условия для индивидуализации и дифференциации обучения. Структур-
ной единицей технологии является модуль - относительно самостоятельная
часть учебного процесса, которая интегрирует несколько близких по смыс-
лу и фундаментальных по значению понятий, законов, принципов. Освоение
модуля начинается с обзорно-установочной лекции. За ней должна следовать
самостоятельная учебная работа, консультации, несколько практических, се-
минарских и лабораторных работ. Каждое такое занятие включает в себя

c⃝ Овчаренко В.П., 2011
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три-четыре вида учебной работы: дискуссию по содержанию источников, ана-
лиз педагогических ситуаций, решение проблемно-педагогических задач, ро-
левую и деловую игру.

Модульная технология обучения предоставляет студентам возможность
изучать курс физики по индивидуальному плану, досрочно сдавать зачеты
по пройденным темам. Студент получает зачет по материалу конкретного
модуля, если он во время собеседования продемонстрировал понимание ос-
новных идей модуля и аргументированное изложение их в письменной или
устной форме. Таким образом, достоинством модульной технологии обуче-
ния является стимулирование самостоятельной работы студентов, возможно-
сти определять индивидуальный темп усвоения учебного материала, свободы
выбора форм изучения информации. Она способствует раскрытию творческо-
го потенциала преподавателя и студентов при совместном достижении целей
[1]. Блочная технология обучения объединяет цели, планирование, содержа-
ние, формы и методы обучения, механизм его постоянного стимулирования
и обновления. Она сопровождается выстроенной системой комплексного раз-
ноуровневого рейтингового контроля, который выводит качество поэтапной
подготовки специалистов на заранее обозначенный уровень, обеспечивающий
эффективность готовности студентов к профессиональной деятельности. По-
мимо блочной технологии в изучении физики широко используется техно-
логия развивающейся кооперации [2]. Идея развивающейся кооперации вы-
ступает в качестве технологической основы проектирования педагогических
ситуаций. Способность к кооперации развивается у человека тогда, когда он
сталкивается с необходимостью решения сверхзадач, не поддающихся инди-
видуальному решению. Это требует обращения к другому человеку и при-
влечению его к сотрудничеству. Важнейший пункт в технологии развиваю-
щейся кооперации это необходимость конструирования каждым участником
совместной деятельности. Потребность в преобразовании форм кооператив-
ной деятельности возникает благодаря необходимости в обобщении знаний,
умений для получения интегративных частных результатов учебной работы.
В технологии развивающейся кооперации постановка проблем, планирование,
выполнение поставленных целей, оценивание действий проводится самим сту-
дентом, т.е. он становится субъектом собственной учебной деятельности.

Основными приемами данной технологии обучения являются [3]:
• индивидуальное, затем парное, групповое, коллективное выдвижение целей;
• коллективное планирование учебной работы;
• коллективная реализация плана;
• конструирование моделей учебного материала;
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• конструирование собственной деятельности;
• самостоятельный подбор информации, учебного материала;
• игровые формы организации процесса обучения;
• взаимоконтроль в кооперации.

Для реализации этих приемов преподаватель проводит следующую рабо-
ту. Опираясь на имеющиеся у студентов знания, он ставит учебную проблему
и вводит в нее группу обучающихся. Этим достигается начальная познава-
тельная активность студентов и первичная актуализация их внутренних це-
лей.

Далее преподаватель предоставляет возможность для самостоятельной
деятельности. Объединенные в творческие группы по 6 чел., студенты теперь
уже самостоятельно, в процессе обучения уточняют цель работы, определяют
предмет поиска, вырабатывают способ совместной деятельности, отрабаты-
вают и отстаивают свои позиции, приходят к решению проблемы. Творческие
группы создаются по функциональному принципу с учетом педагогической
потребности. Группа формируется так, чтобы в ней был лидер, генератор
идей, оппоненты и исследователи. Смена лидера происходит через каждые
два-три практические занятия, что стимулирует развитие организаторских
способностей у студентов. Творческие группы подвижны, т. е. студентам раз-
решается переходить из одной группы в другую, общаться с членами других
групп. Заключительным этапом работы является общее обсуждение, в про-
цессе которого преподаватель нацеливает студентов на доказательство ис-
тинности решений. Каждая группа активно отстаивает свой путь решения
проблемы, свою позицию. В результате возникает дискуссия, в ходе которой
от студентов требуется обоснование, логическая аргументация, подведение
к решению поставленной задачи. Большую помощь при групповой работе
дает использование информационных технологий. Обучающие программы и
компьютерные модели, виртуальные лабораторные работы, создание муль-
тимедийных презентаций как нельзя лучше подходят для совместной работы
пар или групп. При этом каждый может выполнять как однотипные задачи,
взаимно контролируя друг друга, так и отдельные этапы общей работы. При
выполнении заданий в парах или группах не требуется одинакового уровня
владения техническими средствами, а в процессе совместной работы проис-
ходит совершенствование практических навыков всех участников.

Все члены рабочей группы заинтересованы в общем результате, поэто-
му неизбежно и взаимообучение не только по предмету, но и по вопросам
эффективного использования вычислительной техники и соответствующих
информационных технологий.
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Одной из форм обучения, стимулирующих студентов к творческой дея-
тельности является написание и мультимедийная презентация рефератов со-
провождающих изучение какой-либо темы курса физики. Здесь каждый из
студентов имеет возможность самостоятельного выбора формы представле-
ния материала, компоновки и дизайна слайдов, имеет возможность использо-
вать все доступные средства мультимедиа для того, чтобы сделать материал
наиболее зрелищным.

Компьютерное тестирование дает возможность индивидуализировать и
дифференцировать задания путем разноуровневых вопросов. К тому же те-
сты на компьютере позволяют вернуться к неотработанным вопросам и пора-
ботать над своими ошибками. Обучающие программы предоставляют прак-
тически безграничные возможности как студентам, так и преподавателям,
поскольку содержат хорошо организованную информацию.

Результаты эксперимента, проведенного на первом курсе студентов спе-
циальности «физика и информатика» физико-математического факультета
позволяют утверждать о высоком уровне перспективности применения та-
ких технологий при подготовке студентов к профессионально-педагогической
деятельности.

Таким образом, современные педагогические технологии в сочетании с со-
временными информационными технологиями могут существенно повысить
эффективность образовательного процесса, решить стоящие перед учебным
заведением задачи подготовки всесторонне развитой, творчески свободной
личности, прекрасного специалиста.
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ФОРМУВАННЯ СОЦIАЛЬНОЇ КОМПЕТЕНТНОСТI
СПОСОБОМ ГРУПОВОЇ ДIЯЛЬНОСТI НА УРОКАХ ФIЗИКИ

На протязi багатьох рокiв педагоги намагалися з’єднати навчання i виховання.Але фiзика
вважалась такою наукою,де важливим було отримання знань.Своєю статею ми намагає-
мося показати, що i на точних науках iснує можливiсть виховувати школярiв,робити їх
соцiально компетентними.

Ключовi слова: соцiалька компетентнiсть, групова робота.

Проблема розвитку соцiальної компетентностi школярiв - це важлива со-
цiальна i психолого-педагогiчна проблема. Її рiшення зачiпає загальнi питан-
ня суспiльства i освiти, оскiльки в умовах соцiально-економiчних змiн перед
освiтою поставлено задачу не тiльки дати випускникам певний рiвень знань,
умiнь i навичок з основ наук, але й забезпечити здатнiсть i готовнiсть жи-
ти в сучасному надскладному суспiльствi, досягати соцiально-значимi цiлi,
ефективно взаємодiяти i вирiшувати життєвi проблеми [3].

Орiєнтацiя сучасного суспiльства на людину, на розкриття його соцiаль-
ної сутностi, на вирiшення соцiальних проблем повинна намiтити в практицi
шкiльної освiти прiоритети виховання, якому поки вiдводиться другорядна
роль. Школа покликана стати чинником розвитку соцiальної компетентностi
особистостi, що дозволяє жити в сучасному суспiльствi. Тому я вибрала те-
му дослiдження «Формування соцiальної компетентностi способом групової
дiяльностi на уроках фiзики».

У соцiологiчному словнику наводитися таке визначення: соцiальна ком-
петентнiсть (вiд лат. Competens - вiдповiдний, здiбний) - здатнiсть iндивiда
ефективно взаємодiяти з оточуючими його людьми в системi мiжособистi-
сних. вiдносин До складу соцiально-психологiчної компетентностi входить
умiння орiєнтуватися в соцiальних ситуацiях, правильно визначати особи-
стiснi особливостi та емоцiйнi стани iнших людей, обирати адекватнi способи
поводження з ними i реалiзовувати цi способи в процесi взаємодiї. Особливу
роль тут вiдiграє вмiння поставити себе на мiсце iншого.

c⃝ Олiйник Р.В., Агеєва Е.Р., 2011
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За ступенем складностi розрiзняють (див. напр. [1]) такi складовi соцi-
альної компетентностi :
– вираз: здатнiсть висловлюватися, виражати свої знання, думки i бажання;
– сприймання: здатнiсть слухати, спостерiгати за iншими членами групи,
сприймати подiї i динамiку процесу в групi;
– вiдкритiсть: готовнiсть сприймати стимули, здатнiсть вислуховувати кри-
тику i сперечатися з iншими;
– спiвпраця: здатнiсть усвiдомлювати i сприймати можливостi власних дiй та
вiдповiдальнiсть, вмiння розумiти i пристосовуватися до дiй iнших;
– формування: здатнiсть адаптуватися, налагоджувати контакти, знаходити
своє мiсце в групi, висловлювати критику адекватно ситуацiї; послiдовнiсть
у навчаннi; вмiння вести розмову, вести себе вiдповiдно процесу динамiки
розвитку групи;
– iдентифiкацiя: здатнiсть поставити себе на мiсце iншого i вирiшувати кон-
флiкти вiдповiдно до ситуацiї, пiдтримувати баланс «близькiсть i дистанцiя»,
усвiдомлювати власнi можливостi i межi.

Можна видiлити (див напр. [4]) такi основнi показники соцiальної компе-
тентностi:
– спiвробiтництво, робота в командi;
– здатнiсть приймати власнi рiшення;
– здатнiсть робити усвiдомлений вибiр;
– прагнення до усвiдомлення власних потреб i цiлей;
– соцiальна цiлiснiсть, вмiння визначити особистiсну роль у суспiльствi;
– наявнiсть досвiду виконання рiзноманiтних соцiальних ролей;
– володiння банком прийомiв ненасильницького вирiшення конфлiктiв;
– розвиток особистiсних якостей, саморегулювання .

У соцiальнiй компетентностi пiдлiткiв провiдну роль вiдiграють вiдповiд-
альнiсть, емоцiйна саморегуляцiя, навички конструктивної взаємодiї, адеква-
тна самооцiнка, узгоджена з потребою у досягненнi, мотивацiя досягнення
успiху, конструктивна поведiнка в життєвих труднощах. У старшому шкiль-
ному вiцi принципове значення для соцiальної компетентностi мають соцiаль-
ний iнтелект, свiдомiсть життя, побудова часової перспективи, сформованiсть
мотивацiї досягнення успiху, рефлексивнiсть, високий рiвень самоповаги i йо-
го iдентичнiсть, соцiально значущi цiннiснi орiєнтацiї, вiдповiдальнiсть.

Психологiчнi складовi соцiальної компетентностi проходять кiлька етапiв
формування: початковий, нестiйкий, стiйкий.

Спiввiдношення рiвнiв з вiковими складовими соцiальної компетентностi,
вираженими у вимiрюваних особистiсних проявах, визначає системи взаємо-
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зв’язаних показникiв для кожного вiку.
Дослiдники проблеми розрiзняють двi стратегiї у розвитку соцiальної

компетентностi школярiв в освiтньому середовищi: розвиваючу, яка перед-
бачає створення умов, що стимулюють розвиток її базових складових, i фор-
муючу, яка передбачає допомогу школярам у набуттi соцiальних навичок

Практична значимiсть мого дослiдження полягає в тому, щоб на осно-
вi розглянутого теоретичного обґрунтування розробити уроки, що стимулю-
ють розвиток у школярiв соцiальної компетентностi; пiдвищують результа-
тивнiсть освiтнього процесу в аспектi соцiальної адаптацiї особистостi.

Iснувала думка про те, що такi види компетентностей формуються в учнiв
на предметах гуманiтарного напрямку. В своїй працi ми намагаємося пока-
зати те, що це можливо, i потрiбно, реалiзовувати на фiзико-математичних
дисциплiнах.

Нами проаналiзованi технологiї навчання, якi сприяють розвитку соцi-
альної компетентностi, серед них вiдомi є:
– технологiя спiвробiтництва;
– технологiя диференцiйованого навчання;
– iгрова технологiя.

Означенi технологiї передбачають обов’язкове застосування групових
форм навчання. Вони використовуються для вирiшення комплексних зав-
дань, засвоєння та закрiплення нового матерiалу, розвитку творчих здiбно-
стей, формування загально навчальних вмiнь, дають можливiсть учням зро-
зумiти i вивчити навчальний матерiал з рiзних позицiй. Iнтерактивнi техно-
логiї виконують наступнi функцiї: комутативну (освоєння дiалектики спiлку-
вання), терапевтичну (подолання труднощiв), дiагностичну (самопiзнання).

При груповiй роботi школярi вчаться спiльної дiяльностi у вирiшеннi пi-
знавальних завдань. Хтось добре проявив себе в аналiзi навчального мате-
рiалу, хтось вiдчуває складнощi у вирiшеннi прикладу або завдання, хтось
ухиляється вiд роботи. Це вiдбувається при всiх. Даючи оцiнку, роблячи за-
уваження окремим учням, вчитель розраховує, що на них будуть реагувати
всi, припускає, що його вказiвки, питання, пропозицiї доходять до кожного.
Тi учнi, якi зустрiчають труднощi у вирiшеннi проблем, можуть вдатися до
допомоги своїх товаришiв. Вона будується з таким розрахунком, щоб кожен
виконував вказiвку вчителя, вступав у контакт з ним i класом, враховував йо-
го зауваження, реакцiї колективу i належним чином виходив зi сформованої
ситуацiї. При такiй органiзацiї колектив класу живе одними цiлями. Важли-
во, що при груповiй роботi застосовується дiалог, який є не тiльки засобом
навчання i виховання, вiн ще й полiгон для вправи мовної здiбностi учнiв
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i умова засвоєння ними законiв людського спiлкування. Засвоюючи знання,
виробляючи навички та вмiння в певнiй науковiй галузi, учень одночасно
засвоює правила мовної поведiнки i, зокрема, правила дiалогу.

З урахуванням викладеного ми визначили за мету нашого дослiдження
розвиток соцiальної компетентностi учнiв при вивченнi фiзики. Експеримен-
тальною базою був обраний 10 клас Макiївської ЗОШ № 99. За допомогою
психологiчних методик було визначено рiвень розвитку компетентностi учнiв.
Первинний контроль констатував у пiдлiткiв вiдставання у розвитку соцiаль-
ної компетентностi, особливо по субшкалам: «самостiйнiсть», «ставлення до
своїх обов’язкiв», «iнтерес до соцiального життя».

Для пiдвищення рiвня соцiальної компетентностi на уроках фiзики ми
здiйснили наступне:

– пiсля ознайомлення учнiв з цiлями та задачами майбутньої роботи про-
вели бесiди та пояснення, що сприяли психологiчнiй пiдготовцi учнiв, ада-
птували перехiд вiд iндивiдуальної дiяльностi до групової.

Для полiпшення роботи в групi ми рекомендували засвоїти пам’ятку:
1) уважно вислухай i зрозумiй думки товариша по групi;
2) якщо не зрозумiв, запитай ще раз;
3) висловлюй свої думки групi коротко i чiтко;
4) якщо не згоден з вiдповiддю товариша обгрунтуй, чому;
5) якщо не згоднi з тобою, встанови, чому;
6) якщо довели невiрнiсть твоїх поглядiв, визнай свою помилку;
7) пам’ятай: вирiшення проблеми залежить вiд кожного члена групи;

– для навчального процесу ми обрали роздiл «Молекулярна фiзика» (див.
напр. [2]). В календарно-тематичне планування внесли змiни, а саме проана-
лiзували можливiсть формування соцiальної компетентностi при вивченнi по-
нять та законiв фiзики, при виборi прийомiв та методiв роботи передбачили
тi, що сприяють її розвитку: мотивацiю досягнень учнiв, адекватну само-
оцiнку, емоцiйну саморегуляцiю, конструктивну взаємодiю, вiдповiдальнiсть,
органiзованiсть;
– при створеннi сценарiїв конспектiв урокiв розробили вiдповiдний змiст та
особливо дiяльнiсть, ґрунтуючись на групову роботу.

Наведемо приклад фрагментiв повторювально-узагальнюючого уроку-
гри за темою: «Молекулярна фiзика: термодинамiка.

Мета уроку: за допомогою гри «Сходження на пiк Знань» повторити,
узагальнити знання учнiв з даної теми; продовжити формування iнтелекту-
альних здiбностей учнiв при вирiшеннi якiсних завдань; формувати соцiальну
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компетентнiсть (через груповий засiб спiлкування); навчати учнiв засобiв са-
моконтролю; дати спробу вiдчути кожному учню потенцiал в здобуттi знань.

Обладнання: карта сходження, два стартових прапорця, малюнки з при-
слiв’ями, фiзичне домiно (два примiрники), набiр магнiтiв, три ракетки з на-
писами «кг», «м», «с».

Хiд уроку:

Етапи
уроку

Змiст дiяльностi вчителя
пiд час етапу уроку

Дiяльнiсть
учнiв

Що формуємо в
учнях.

1. Органiза-
цiйний момент

Привiтавшись з учнями вчи-
тель наочно перевiряє готов-
нiсть класу до уроку

2. Мотивацiя
навчальної
дiяльностi та
повiдомлення
завдань уроку

Дiти ми з Вами непогано
попрацювали при вивченнi
теми. Тепер Вам необхiдно
одержаннi знання системати-
зувати й скоригувати. Сього-
днi ми з Вами проведемо фi-
зичну гру. Зараз Ви за бажа-
нням подiлiться на 2 коман-
ди, виберiть капiтана коман-
ди, але так, щоб в командi бу-
ли i сильнi i слабкi учнi.

Об’єднують-
ся в групи
Обирають
головного
представни-
ка групи.

Формування вмiнь свi-
домо себе оцiнювати,
здатностi усвiдомлюва-
ти i сприймати свої мо-
жливостi i недолiки.

3. Цiльова
установка

Щоб робота вам приносила
задоволення, щоб кожен з вас
змiг реалiзувати себе у певнiй
дiяльностi давайте повторимо
пам’ятку, якої бажано дотри-
муватися на протязi не тiльки
уроку, а й усього життя.

Повто-
рюють
пам’ятку.

Формування навичок i
вмiнь спiвпрацювати в
групi, мотивацiю дося-
гнень учнiв.

4. Органiзацiя
самоконтролю

Зараз нам з Вами потрiбно
накреслити таблицю самокон-
тролю й заповнити перший
ряд
Я гадаю, що я знаю на . . .
Я знаю на . . .
Оцiнка ведучого

Креслять
в зошитi
таблицю i
заповнюють
перший ряд.

Формування вмiнь свi-
домо себе оцiнювати.

5. Ознайом-
лення з пра-
вилами гри

Вчитель оголошує правила
гри

Слiдкують
за правила-
ми гри.

Формування здi-
бностей сприймати
iнформацiю.
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6. Гра Привал 1 «Кросворд».
(На дошцi намальований кро-
сворд)

Розгадують
кросворд.

Формування самостiй-
ностi, формування
культури спiлкування
вмiнь сприймати iншi
точки зору i визначе-
ння єдиної правильної
вiдповiдi

Привал 2 «Ромашка».
(Ромашка має 8 пелюсток з
завданнями, кожнiй командi
по 4 завдання).

Вiдповiдають
на питання.

Формування самостiй-
ностi, творчого мислен-
ня.

Привал 3 «Увага».
Якщо я пiднiмаю ракетку зi
знаком «м», то всi повиннi
встати, демонструючи свою
«довжину»; якщо ракетка зi
знаком «с», то всi повиннi
швидко скинути руку i як би
подивитися на свої ручний го-
динник; якщо ракетка зi зна-
ком «кг», то всi повиннi сiсти
або сидiти тому що маса є мi-
рою iнертностi тiла. (Коман-
да, яка була менш уважною,
отримує штрафне очко).

Слiдкують
за словами
вчителя
i викону-
ють його
вказiвки.

Формування здiбно-
стей сприймати iнфор-
мацiю,бути уважними.

Привал 4 «Веселе питання -
серйозна вiдповiдь».
Учнi пригадують оповiдання i
пояснюють дiї героїв викори-
стовуючи закони фiзики.

Обмiнюючись
думками
вiдповiд-
ають на
запитання.

Формування комунiка-
тивних навичок, вмiн-
ня висловлювати свої
думки, та доводити їх;
не боятися знаходити
власнi рiшення у рiзних
учбових, а також i жит-
тєвих ситуацiях.

Привал 5 «Сюрприз - невда-
ча».
Пiсля викидання кубика, ого-
лошують помiчники, що че-
рез поганi погодних умов: очi-
кується снiгопад, схiд снiго-
вих лавин i сильний вiтер, ко-
мандам необхiдно повернути-
ся назад, на стiльки перехо-
дiв, скiльки вказує цифра на
гранi кубика.

Кидають
кубики.

Формування вмiнь
сприймати невдачу, не
зациклюватися на неї,
вмiння знаходити вихiд
з кожної ситуацiї.
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Привал 6 «Фiзичне домiно».
Користуючись принципом
гри в домiно, складiть пра-
вильнi формули.
Тут враховується правиль-
нiсть i швидкiсть виконання.

Грають у
фiзичне
домiно.

Формування соцiальної
компетентностi: вiдпо-
вiдальнiсть, володiння
засобами спiлкування
мiж собою i навичка-
ми конструктивної вза-
ємодiї; здатностi роби-
ти усвiдомлений вибiр.

Привал 7 «Вiдпочиваємо.
Пiдводимо пiдсумки».

Заповнюють
таблицi са-
моконтролю
i таблицю
«Ставлення
до уроку»

Формування вмiнь аде-
кватно оцiнювати себе,
iнших.

7. Домашнє
завдання

Оцiнюється робота учнiв,
робляться записи у журналi
та учнiвських щоденниках,
задається домашнє завдання.

Записують
домашнє
завдання

Формування сумлiнно-
го ставлення до своїх
обов’язкiв

Висновки
Таким чином, формування соцiальної компетенцiї людини є актуальною

проблемою психологiї та педагогiки, вирiшення якої має важливе значення як
для кожної конкретної людини, так i для суспiльства в цiлому. Як ми бачимо,
iснує можливiсть формувати соцiальну компетентнiсть школярiв на уроках
фiзики, i вважаємо за потрiбне продовжувати роботу в даному напрямку.
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ПСИХОДИДАКТИЧНI ПIДХОДИ У НАВЧАННI ФIЗИКИ

Стаття розкриває поняття психодидактики та демонструє результати використання мето-
дологiчних пiдходiв на уроках фiзики в ЗОШ. Також наведенi приклади вивчення теми
«Газовi закони» за допомогою рiзних пiдходiв.

Ключовi слова: психодидактика, методологiчний пiдхiд,стилi мислення.

Вступ
В процесi розвитку педагогiки та педагогiчної психологiї було узагальне-

но i запропоновано безлiч теорiй i концепцiй навчання, якi сформульованi у
виглядi наукової галузi, яка отримала назву «Дидактика». Форми органiзацiї,
принципи i методи навчання вiдпрацьованi теоретично настiльки широко й
досконало, що здавалось, всi проблеми навчання вирiшенi i процес навчання
повинен йти легко, досягаючи поставлених цiлей. Насправдi його реальний
перебiг далеко не завжди вiдповiдає побудованим моделям та теорiям, ре-
зультати залишають бажати кращого.

Значна частина вчителiв продовжують працювати «традицiйними мето-
дами», якi не завжди вiдповiдають вимогам педагогiчної науки. Як прави-
ло процес шкiльного навчання має спрощений характер: вчитель переказує
учням змiст параграфа пiдручника, тi слухають, запам’ятовують та iнколи
готують завдання вдома; на наступному уроцi йде опитування двох-трьох
учнiв, далi викладається новий параграф, i все повторюється. Така дiяль-
нiсть педагога неефективна.

Чому iснує настiльки рiзке протирiччя мiж педагогiчною наукою та пра-
ктичним шкiльним навчанням?

Iсторично склалося, що психологiчнi та дидактичнi теорiї навчання роз-
вивались незалежно один вiд одного. Як результат, виникли двi серйознi про-
блеми: проблема взаємозв’язку цих теорiй i проблема доведення їх до шкiль-
ної практики. Вирiшення їх ускладнюється не бездоганнiстю методологiчного
апарата дидактики.

c⃝ Олiйник Р.В., Нелюб М.В., 2011

188



Олiйник Р.В., Нелюб М.В. Психодидактичнi пiдходи у навчаннi

Багато психологiчних та дидактичних явищ не визначено i в рiзних пер-
шоджерелах називаються довiльно. Ряд таких явищ поза категорiєю педа-
гогiчної науки, або вiднесенi до тiєї чи iншої категорiї суб’єктивно. Куди,
наприклад, можна вiднести поняття «проблемне навчання», або «програмо-
ване навчання» (або iнших позицiй)? До методiв або принципiв? Вiд рiшення
даного питання залежить характер їх аналiзу та, головне, використання в
навчальному процесi.

Потреба в об’єднаннi психологiчного i дидактичного знання в єдину си-
стему впливу на особистiсть пiдкреслювалась неодноразово в працях педа-
гогiв та психологiв. Iдея розробки спецiальної областi наукового знання, яка
займає межу мiж педагогiкою i психологiєю i названа «психодидактикою»,
була наголошена в 1981 роцi Ю.К. Бабанським, I.Д. Звєрєвим, Т.В. Кудряв-
цевим та iншими. Розробку структури, змiсту та функцiй нової областi знання
здiйснили Крутський О.М., професор кафедри методики викладання фiзики
Барнаульского ДПУ та Косихiна О.С., аспiрантка цього ж вузу, та iншi вiдомi
науковцi.

Основна частина
Психодидактика – область психолого-педагогiчного знання, яка бере

на себе функцiї здiйснення взаємозв’язку психологiчних i дидактичних кон-
цепцiй навчання та впровадження їх в шкiльну практику шляхом розробки
психодидактичних технологiй, доведених до рiвня роздаткового дидактично-
го матерiалу, пiдготовленого для кожної теми конкретного навчального пре-
дмету [2].

Психодидактика видiляє наступну систему пiдходiв: проблемний, про-
грамований, дискретний, системно-функцiональний, системно-структурний,
системно-логiчний, iндивiдуально-диференцiйований, комунiкативний, iгро-
вий, межпредметний, iсторико-бiблiографiчний, демонстрацiйно-технiчний,
задачний, модельний.

Метою нашого дослiдження ми визначили застосування психодидакти-
чних пiдходiв на уроках фiзики та оцiнку їх ефективностi при вивченнi мо-
лекулярної фiзики у 10 класi ЗОШ. Для досягнення даної мети був обраний
клас Новодонецької ЗОШ №16 м.Добропiлля.

Спочатку за допомогою психологiчних методик було визначено стиль ми-
слення учнiв та їх зацiкавленiсть у вивченнi фiзики. Наведемо результати,
отриманi при дiагностицi учнiв та оцiнки домiнуючого стилю мислення.

Продемонструємо робоче портфолiо ученицi та динамiку її змiни до та
пiсля експерименту.
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Бiльмак
Тетяна

Стиль
мислення (до)
Σ = 270 балiв

Стиль
мислення (пiсля)
Σ = 270 балiв

Зацiкавленiсть
предметом
(10-ти бальна
шкала)

Пiдсумковий
бал за I та II
семестр

до пiсля I II
10 клас Синтетичний 80

Iдеалiстичний 45
Прагматичний 41
Аналiтичний 39
Реалiстичний 65

Синтетичний 78
Iдеалiстичний 47
Прагматичний 41
Аналiтичний 45
Реалiстичний 59

7 9 10 11

Зведення отриманих даних у комплексну дiаграму дає можливiсть про-
аналiзувати клас в цiлому.

Діаграма 1
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Цi данi були покладенi в основу вибору психодидактичних пiдходiв, якi
потрiбно використовувати для всiх учнiв разом та пiд час роботи з кожним.
Ґрунтуючись на iндивiдуально-диференцiйованому пiдходi до навчання, ми
поєднували рiзнi пiдходи психодидактики для досягнення ефективних резуль-
татiв у навчаннi та вихованнi учнiв. Так первинне викладання матерiалу,
найчастiше, вiдбувалося на пiдходi, який сприймався бiльшiстю школярiв,
схильних до нього за вiдповiдним стилем мислення. Надалi, вивчення та за-
крiплення ґрунтувалося на iнших пiдходах у вiдповiдностi особистостей.

Така методика демонструвала нам активнiсть, зацiкавленiсть та посиль-
нiсть учнiв у навчальнiй, особливо самостiйнiй, пiзнавальнiй дiяльностi.

Продемонструємо практику нашої роботи на прикладi вивчення газо-
вих законiв. Наведемо матерiали застосування системно-функцiонального та
iсторико-бiблiографiчного пiдходiв при вивченнi теми.

Найбiльшу складнiсть для учнiв складає засвоєння фiзичних величин i
законiв. Дослiдженнями в шкiльнiй практицi встановлено, що незнання саме
цих елементiв призводить до нерозумiння теорiї, що вивчається. Тому дуже
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важливо для процесу вивчення фiзики побудувати технологiю системного
засвоєння фiзичних величин i законiв.

При послiдовному способi вивчення матерiалу, елементи знання, якi ма-
ють однакове функцiональне значення, зустрiчаються багато разiв, але розта-
шованi в рiзних роздiлах учбового предмету. Їх вивчення роздiлено великими
промiжками часу. Учнi не можуть самостiйно побачити спiльнiсть функцiй
окремих елементiв i аналогiчнiсть структури знання. Тому, використовуючи
системно-функцiональний пiдхiд, який ґрунтується на планах узагальненого
характеру, можна навчити учнiв характеризувати закон, фiзичну величину,
явище та iншi за допомогою вже розроблених заздалегiдь планiв [3].

Нагадаємо, системно-функцiональний пiдхiд ефективний для дiтей з ана-
лiтичним стилем мислення. Представникам даного стилю характерно систе-
матичне, всебiчне розглядання питання, проблеми, процесу або об’єкту на
базi прихованої або явно сформованої теорiї. Аналiтикiв вiдрiзняє логiчна,
методична, ретельна (з акцентом на деталi) i обережна манера вирiшення
проблем.

� системно-функцiональний пiдхiд:

Табл. 1: Характеристики газових законiв (див. напр. [4])
Знання про
закон

Закон 1 Закон 2 Закон 3

Назва Закон
Бойля-Марiотта
(iзотермiчний)

Закон
Гей-Люсака
(iзобарний)

Закон
Шарля
(iзохорний)

Формулю-
вання закону

За постiйної темпера-
тури тиск даної маси
iдеального газу обер-
нено пропорцiйний йо-
го об’єму

За постiйного тиску
об’єм даної маси iде-
ального газу прямо
пропорцiйний його аб-
солютнiй температурi

За постiйного об’єму
тиск даної маси iде-
ального газу прямо
пропорцiйний його аб-
солютнiй температурi

Формула T = const
P1/P2 = V2/V1
P1V1 = P2V2
PV = const

P = const
T1/T2 = V2/V1
V/T = const

V = const
T2/T1 = P1/P2

P/T = const

Залежнiсть
мiж якими
величинами
встановлює
закон

Закони виражають кiлькiсну залежнiсть мiж двома параметрами
газу за фiксованого значення третього параметра

Графiчне зо-
браження
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Границi
застосування

Справедливi тiльки для iдеальних газiв

Застосування
на практицi

В побутi, в промисловостi, технiцi

Iсторико-бiблiографiчний пiдхiд забезпечує пошук нових закономiрностей
та додаток до основного змiсту матерiалу пiдручника вiдомостями, почерпну-
тими з рiзних лiтературних джерел. Його психологiчна мета - стимулювання
iнтересу до науки, її iсторiї та перспективам розвитку, породження позитив-
них емоцiй. Даний пiдхiд краще сприймається учнями, у яких переважає
реалiстичний стиль мислення. В своїх вiдповiдях на уроцi такi учнi спира-
ються на факти, вiдомостi та iсторiю, сприймають матерiал емпiрично, а не
теоретично.

� iсторико-бiблiографiчний пiдхiд:
– вчитель повiдомляє учням про дату i мiсце вiдкриття закону Бойля-
Марiотта;
– розповiдає про хiд експериментiв (за можливiстю супроводжує демонстра-
цiями);
– учнi готують доповiдi про два iнших закони.
– розповiдь учнiв наступного характеру:
«... Наступним був вiдкритий закон, що описує розширення газу при його
нагрiваннi. Проблема тут полягала в наступному. До початку вiдповiдних
дослiджень у натуралiстiв не було температурної шкали, а без неї, зрозумi-
ло, необхiднi вимiрювання температури немислимi. Цiкаво, що вимiрювання
стали проводити спостерiгаючи за розширенням ртутi в склянiй трубцi. Те,
що вибiр упав на ртуть, мабуть, випадково, але вибiр виявився вдалим. Якби
замiсть ртутi взяли воду, все було б набагато гiрше. Ви, ймовiрно, знаєте, що
вода при охолодженнi поводиться зовсiм не так, як iншi рiдини. При охоло-
дженнi до 4-х градусiв за шкалою Цельсiя вона стискається, а далi починає
знову розширюватися.

Пошук названої залежностi вiвся багатьма дослiдниками, але першi задо-
вiльнi результати отримав в 1802 р. англiйський хiмiк i фiзик Джон Дальтон.
Дослiди вiн проводив з киснем, азотом, воднем i вуглекислим газом. На свiй
подив Дальтон виявив, що при нагрiваннi всi гази вели себе однаково. Але
свої результати Дальтон сформулював виключно обережно: «Загалом я не
бачу достатньої причини, що заважає нам зробити висновок, що всi пружнi
гази при одному i тому ж тиску однаково розширюються при нагрiваннi».

У 1802 р. незалежно вiд Дальтона той же закон вiдкрив французький
хiмiк i фiзик Жозеф Луї Гей-Люссак . . . » — [1].
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Висновки
Обираючи той чи iнший пiдхiд, ми полiпшуємо процес навчання учням з

вiдповiдним стилем мислення. Iншi учнi, якi важче сприймають матерiал в
данiй формi, отримують можливiсть на цiй основi розвивати стилi мислення,
в невластивому для них напрямку.

Якщо на початку вивчення теми ми спостерiгали домiнування одного iз
стилiв мислення учнiв, а iншi стилi iгнорувались, або входили до зони не-
визначеностi, то з часом у багатьох вiдбулися змiни, щодо розвитку iнших
ранiше менш значимих стилiв.

Засвоївши пiдходи психодидактики, учнi можуть переносити отримане
методологiчне знання на процедуру вивчення наступних тем курсу фiзики та
iнших навчальних предметiв.

Як показують дослiди педагогiв, для озброєння учнiв зазначеними мето-
дологiчними знаннями необхiдно 1,5 – 2 роки. Найбiльш ефективно навчання
вiдбувається тодi, коли воно починається одночасно с початком вивчення фi-
зики (тобто з сьомого класу). В цьому випадку до дев’ятого класу учнi вже
оволодiють методологiчними знаннями i значну частину роботи зможуть ви-
конувати самостiйно з мiнiмальними витратами iнтелектуальних зусиль, що
дуже важливо для пiдвищення зацiкавленостi предметом. При цьому звiль-
няється час для виконання робiт, що пов’язанi з експериментом, творчiстю,
розв’язуванням задач.

Даннi методологiчнi пiдходи розробленi з користю для учнiв та вчите-
лiв. Впроваджуючи описанi технологiї можливо слiдкувати за досягненнями
учнiв, бiльше часу придiляти кожному учню iндивiдуально, а головне спо-
стерiгати наскiльки результативна навчально-виховна робота при вивченнi
предмету фiзики.
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ВИКЛАДАННI ФIЗИКИ У ВИЩИХ НАВЧАЛЬНИХ

ЗАКЛАДАХ ПЕРШОГО РIВНЯ АКРЕДИТАЦIЇ

Стаття присвячена проблемi застосування комп’ютерних технологiй у навчально-вихов-
ному процесi з фiзики. В нiй представленi результати дослiдження впливу комп’ютерних
технологiй на якiсть знань та рiвень навчальних досягнень студентiв ВНЗ першого рiвня
акредитацiї.

Ключовi слова: iнновацiйний пiдхiд до процесу навчання, технологiї навчання фi-
зики, методичнi системи навчання, розвиток комп’ютерних технологiй навчання, гi-
пермедiйне подання iнформацiї, комп’ютерне моделювання, вiртуальна фiзична лабора-
торiя, програмно-педагогiчний засiб.

Вступ
Освiта – основа розвитку людини, суспiльства, держави. ХХI столiття ви-

суває до освiти новi вимоги. Вiдповiднi завдання окреслено Нацiональною
доктриною розвитку освiти в ХХI столiттi. Успiшне їх виконання передба-
чає розробку та освоєння нових навчальних програм, удосконалення методiв
навчання, використання у навчальному процесi новiтнiх досягнень педагогi-
чної науки i сучасних педагогiчних технологiй, зокрема технологiй навчання
з фiзики i астрономiї. Це обумовлює необхiднiсть пiдготовки висококвалi-
фiкованих учителiв фiзики i астрономiї з аналiтичним мисленням, знанням
широкого спектру сучасних педагогiчних технологiй, практичним досвiдом
їх упровадження в дiяльнiсть реального навчання [1, 2].

Кожна навчальна дисциплiна має специфiчнi особливостi, якi дають змо-
гу певним чином сприяти формуванню творчої активностi студентiв. Щодо
фiзики – це експериментальний метод пiзнання на заняттях, у позааудитор-
нiй роботi, лабораторнi роботи конструкторського характеру, заняття фiзико-
технiчних гурткiв, лабораторнi роботи дослiдницького характеру, метод мо-
делювання, використання статистичного методу пiд час вивчення фiзичних
теорiй, активний дiалог, аналiз, синтез, iндукцiя, дедукцiя, розкриття на заня-
ттях фiзичних знань для прискорення науково-технiчного процесу ознайом-
лення студентiв з найглобальнiшими проблемами людства й розкриття ролi

c⃝ Мiзенко О.М., 2011

194



Мiзенко О.М. Використання обчислювальної технiки при викладаннi фiзики

фiзичної науки та їхнього розв’язування. Найкращим помiчником у цьому є
комп’ютер.

Метою статтi є аналiз розвитку комп’ютерних технологiй навчання, їх
сучасних можливостей та шляхiв використання в процесi вивчення фiзики.

Систематичнi дослiдження в галузi використання комп’ютерних техно-
логiй в освiтi проводяться вже бiльше сорока рокiв. Система освiти завжди
була вiдкрита для впровадження в навчальний процес комп’ютерних техно-
логiй навчання, що базуються на програмних продуктах самого широкого
призначення. Разом iз тим цi програмнi засоби нiколи не забезпечували всiх
потреб педагогiв.

З 90-х рокiв ХХ ст. почався новий етап використання комп’ютерної технi-
ки в навчаннi, зокрема, фiзики, на якому її застосування вiдбувалося в двох
прiоритетних напрямках. Перший напрямок передбачав використання ком-
п’ютерної технiки як нового навчального технiчного засобу у межах iснуючої
системи навчання. Другий напрямок передбачав реформування всiєї системи
освiти на пiдставi того, що потенцiйнi можливостi комп’ютерiв значно переви-
щують можливостi їх використання у рамках iснуючої системи навчання. Це
спричинило змiну технiчних основ системи освiти, змiсту, методiв навчання
фiзики та появу гiпермедiйного подання iнформацiї.

Гiпермедiйне подання iнформацiї передбачає використання мультимедiй-
ної iнформацiйної навчальної системи – зiбрання текстової iнформацiї, графi-
чних зображень, вiдеоролiкiв, звукових клiпiв, присвячених певному питанню
чи темi, а також гiпертексту. Гiпертекст – це особлива форма органiзацiї, по-
дання та засвоєння текстового матерiалу, що передбачає урахування безлiчi
взаємозв’язкiв мiж його елементами [3].

На сучасному етапi в навчальних закладах успiшно використовуються
рiзнi програмнi комплекси – як вiдносно простi, так i складнi. В наукових
центрах i навчальних закладах США, Канади, Захiдної Європи, Австралiї,
Японiї, Росiї, України та ряду iнших країн була розроблена велика кiлькiсть
спецiалiзованих комп’ютерних систем саме для потреб освiти, орiєнтованих
на пiдтримку рiзних сторiн навчально-виховного процесу.

I.Г. Захарова [4] наводить класифiкацiю програмних засобiв iнформацiй-
них технологiй навчання з позицiй дидактики та можливi шляхи їх iнтегра-
цiї в навчально-виховний процес, що на сьогоднi використовується в свiтовiй
практицi.

На сучасному етапi в нашiй країнi цiлим рядом дослiдникiв i, зокрема,
нами проводиться пошук рацiональних методик використання комп’ютерних
технологiй в процесi вивчення фiзики. Однi з iснуючих методик передбача-
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ють фрагментарне використання комп’ютера, iншi – проведення занять, на
яких надання нового матерiалу та контроль за його засвоєнням проводиться
комп’ютером.

На пiдставi аналiзу лiтературних джерел [5, 6, 7 та iн.], власного педаго-
гiчного досвiду та дослiджень, ми схильнi пiдтримувати таку iснуючу думку:
найбiльш ефективними системами навчання є тi, де основною фiгурою трива-
лого навчального процесу є викладач. Вiн передає студентам основний обсяг
iнформацiї, органiзує навчальний процес, керує ним та формуванням особи-
стостi студента.

Основна частина
Сучасний викладач займається рiзними видами професiйної дiяльностi:

викладацькою, виховною, науковою, методичною, управлiнською. Залежно
вiд того або iншого виду дiяльностi iснують рiзнi можливостi використовува-
ти комп’ютернi або iнформацiйнi технологiї, що дають можливiсть отриму-
вати, передавати, систематизувати, обробляти iнформацiю, а також здiйсню-
вати комунiкацiю мiж колегами, студентами, їх батьками i так далi.

Щоб iти в ногу з часом, викладач повинен володiти основами iнформацiй-
них технологiй, мати уявлення про найбiльш поширену в даний час операцiй-
ну систему Windows, умiти працювати в поширених комп’ютерних програмах,
зокрема, Microsoft Word, Ехсеl, РоwerPoint i низкою iнших спецiалiзованих
програм, пов’язаних з предметною дiяльнiстю викладача, користуватися Iн-
тернетом, а також умiти використовувати знання студентiв про комп’ютер,
котрi останнi отримують на заняттях з iнформатики.

Добре вiдомо, що курс фiзики включає роздiли, вивчення i розумiння
яких вимагає розвиненого образного мислення, умiння аналiзувати, порiв-
нювати. Насамперед мова йде про такi роздiли, як «Молекулярна фiзика»,
деякi роздiли «Електромагнетизму», «Ядерна фiзика», «Оптика» i iн. Ба-
гато явищ в умовах фiзичного кабiнету не можуть бути продемонстрованi.
Наприклад, явища мiкросвiту, або процеси, що швидко протiкають, або до-
слiди iз приладами, вiдсутнiми в кабiнетi. В результатi студенти зазнають
труднощi їхнього вивчення, оскiльки не в змозi їх уявити. Комп’ютер може
не лише створити модель таких явищ, а й дозволити змiнювати умови протi-
кання процесу, «прокрутити» iз оптимальною для засвоєння швидкiстю. Для
глибокого розумiння студентами явищ, процесiв, описаних в даних роздiлах
викладачу необхiдно використовувати персональний комп’ютер, з’єднаний з
необхiдним фiзичним устаткуванням, проектором, мультимедiйною дошкою,
телевiзором.
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Демонстрацiю фiзичних явищ, процесiв зручно i доцiльно здiйснювати за
допомогою комп’ютерних програм навчального призначення. Вiдповiдно до
правил використання комп’ютерних програм у навчальних закладах, комп’ю-
терна програма навчального призначення – це комп’ютерна програма, яка є
засобом навчання, що зберiгається на цифрових або аналогових носiях даних
i вiдтворюється на електронному обладнаннi [11]. Класифiкацiї комп’ютер-
них навчаючих програм розробляли Б.С. Гершунський, Дж. Скандура (J. М.
Scandura, 1983), Дж. Чемберс и Дж. Шпрехер (J. A. Chambers, J. W. Sprecher,
1983), Т. О’Ши (Т. O’Shea et а1., 1984) та iншi.

Сьогоднi iснує багато вiтчизняних i зарубiжних програм з фiзики. Аналiз
наукових статей показав, що найбiльш уживаними є такi програмнi продукти:

Жива Фiзика (росiйська версiя, розробка американської фiрми MSC.
Working Knowledge). «Жива фiзика» являє собою середовище, у якому сту-
денти i школярi можуть проводити моделювання фiзичних експериментiв. За
допомогою представленого в «лабораторнiй шафi» устаткування й матерiа-
лiв можливе моделювання рiзноманiтних процесiв з таких тем як механiка,
електрика й магнетизм. Сучасний обчислювальний апарат, засоби анiмацiї,
численнi допомiжнi функцiї роблять «живу фiзику» зручним i потужним iн-
струментом викладання фiзики у школах. Програму супроводжує довiдковий
посiбник для вчителя, що мiстить усi необхiднi вiдомостi щодо встановлюва-
ння та iнструментарiю програми, про способи розробки та проведення експе-
риментiв. Програма «жива фiзика» дозволяє вивчати шкiльний i вузiвський
курси фiзики, засвоювати основнi фiзичнi концепцiї, зробити бiльш наочни-
ми абстрактнi iдеї й теоретичнi побудови (такi як, наприклад, напруженiсть
електростатичного або магнiтного поля), при цьому немає необхiдностi ви-
користовувати складне в налагодженнi, громiздке, дороге, а iнодi й навiть
небезпечне устаткування.

«Активна фiзика». Програмно-методичний комплекс (ПМК) «Активна
фiзика» бiлоруської фiрми Pi-logic призначений для формування, контролю й
корекцiї знань, умiнь i навичок шляхом їхнього активного застосування в рi-
зних ситуацiях. Розрахований на використання пiд час урокiв, у позакласнiй
i домашнiй роботi. Забезпечує пiдвищення ефективностi навчання завдяки
активiзацiї й iндивiдуалiзацiї роботи учнiв.

Фiзика 7-11 класи (виробник АТЗТ «Квазар - Мiкро Техно»). В основу
розробки навчального програмного забезпечення (НПЗ) з фiзики покладено
досягнення та специфiчнi можливостi нових iнформацiйних технологiй (НIТ):
гiпертекстовi технологiї, машинна графiка, мультимедiа, системи штучного
iнтелекту. Крiм цього НПЗ мiстить конструктор урокiв, що дає можливiсть
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учителю творчо пiдiйти до пiдготовки уроку, розширити коло педагогiчних
засобiв, якi вiн використовує.

«Бiблiотека електроних наочностей Фiзика 7-9, 10-11» (виробник
АТЗТ «Квазар - Мiкро Техно») для загальноосвiтнiх навчальних закладiв.
Педагогiчно-програмний засiб (ППЗ) мiстить малюнки, вiдео, анiмацiю з усiх
тем шкiльного курсу фiзики. Може доповнювати програмно-методичний ком-
плекс «Фiзика 7-9, 10-11» або використовуватися самостiйно.

«Вiртуальна фiзична лабораторiя Фiзика 7-9, 10-11» (виробник
АТЗТ «Квазар - Мiкро Техно») для загальноосвiтнiх навчальних закладiв.
ППЗ мiстить лабораторнi роботи й лабораторний практикум. Кожнiй роботi
передують iнструкцiя, вiдео, що супроводжує експеримент, необхiднi дида-
ктичнi матерiали, а також контрольнi питання для самоперевiрки i закрiпле-
ння теми. Значно розширює можливостi програмного комплексу «Фiзика 7-
9, 10-11». Тобто вибiр програмних продуктiв на сьогоднiшнiй день достатнiй.
Майбутнiй вчитель фiзики повинен вмiло використовувати готовi ПМК, здiй-
снювати пошук i аналiз нових цифрових ресурсiв, тим самим бути обiзнаним,
сучасним, затребуваним.

Застосування комп’ютера i вищезазначених педагогiчних програмних за-
собiв вирiшує ще низку проблем, що завжди iснували у викладаннi фiзики.

Вивчення фiзики важко уявити без лабораторних робiт. На жаль, оснаще-
ння фiзичного кабiнету не завжди дозволяє провести усi лабораторнi роботи,
передбаченi програмою, не дозволяє запроваджувати новi роботи, що вимага-
ють складнiшого устаткування. Саме комп’ютер з вiдповiдним програмним
забезпеченням дозволить проводити досить складнi лабораторнi роботи. У
них учень може на свiй розсуд змiнювати вихiднi параметри дослiдiв, спо-
стерiгати, як змiнюється в результатi явище, аналiзувати побачене, робити
вiдповiднi висновки.

Вивчення пристроїв i принципу дiї рiзних фiзичних приладiв - невiд’ємна
частина урокiв фiзики. Зазвичай, вивчаючи той або iнший прилад, учитель
демонструє його, розповiдає принцип дiї, використовуючи при цьому модель
або схему. Але часто учнi зазнають труднощiв, намагаючись уявити весь лан-
цюг фiзичних процесiв, що забезпечують роботу даного приладу. Спецiальнi
комп’ютернi програми дозволяють «зiбрати» прилад iз окремих деталей, вiд-
творити в динамiцi з оптимальною швидкiстю процеси, що лежать в основi
його принципу дiї. При цьому можливе багатократне «прокручування» вiд-
повiдної мультиплiкацiї.

Безумовно, комп’ютер можна застосовувати i на уроках iнших типiв: при
розв’язаннi задач, де потрiбно виконувати багато обчислень, будувати графi-
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ки, при самостiйному вивченнi нового матерiалу. Необхiдно також вiдзначи-
ти, що використання комп’ютерiв на уроках фiзики перетворює їх на справ-
жнiй творчий процес, дозволяє здiйснити принципи розвиваючого навчання
розвиває образне мислення, а на його основi – логiчне.

Розробка комп’ютерних урокiв вимагає особливої пiдготовки. Вважаємо,
що до таких урокiв потрiбно писати сценарiї, органiчно «вплiтаючи» в них
i справжнiй експеримент, i вiртуальний (реалiзований на екранi монiтора ).
Особливо хочеться вiдзначити, що моделювання рiзних явищ нi в якому разi
не замiнює «живих» дослiдiв, та в поєднаннi з ними дозволяє на бiльш висо-
кому рiвнi пояснити змiст того чи iншого вивчає мого матерiалу Такi уроки
викликають в учнiв справжнiй iнтерес, примушують працювати всiх i якiсть
знань при цьому помiтно зростає.

Використання комп’ютерних технологiй навчання дає можливiсть не тiль-
ки пiдвищити зацiкавленiсть студентiв до навчання, але й забезпечити пiд-
вищення його якостi, зменшити витрати часу на проведення унаочнення на-
вчального матерiалу та контроль знань i умiнь учнiв. Доведенням цього твер-
дження є результати проведеного нами педагогiчного експерименту.

Для визначення ефективностi навчання шляхом використання ОТ при
вивченнi фiзики нами був проведений експеримент в групах 1М10 та 2М10
Слов’янського авiацiйного коледжу.
Експеримент характеризують наступнi ознаки:

1. Експеримент проводився з одного предмету – фiзики.
2. Експериментальний об’єкт, в якому розкриваються переваги запропо-

нованого методу, був обраний для вивчення нового матерiалу.
3. Експеримент проводився в групах 1М10 та 2М10.
Цi групи обранi з таких причин:
– студенти достатньо володiють фiзикою;
– обидвi групии знаходяться на одному рiвнi по знаннях та всебiчному

розвитку;
– в обох групах викладає фiзику один i той же викладач;
4. Результати експерименту порiвнювались з результатами звичайної ро-

боти, яка проводилась тим самим викладачем в контрольнiй групi (2М10).
5. Ми проводили експеримент на протязi часу, який був запланований на

вивчення роздiлу «Електромагнетизм».
В експериментальному навчаннi нами була висунута така гiпотеза: на-

вчання за допомогою комп’ютера дозволяє покращити рiвень вмiнь, знань
навичок, а також сприяє формуванню логiчного мислення.

Для визначення рiвня успiшностi з фiзики перед початком експеримен-
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ту в групах 1М10 та 2М10 були проведенi перевiрочнi роботи та тести. За
результатами тестування, письмової роботи ми зробили висновок про те, що
групи знаходяться на однаковому рiвнi засвоєння знань, вмiнь та навичок з
фiзики. Тодi на основi цього для експерименту була обрана група 1М10, а
група 2М10 виступила у ролi контрольної групи.

Студенти експериментальної групи вивчали роздiл «Електромагнетизм»
за допомогою комп’ютерного моделювання, а студенти контрольної – за тра-
дицiйною схемою.

Пiсля вивчення роздiлу показники успiшностi контрольної групи зали-
шились практично незмiнними, а ось результати експериментальної групи
значно покращились.

Навчання з використанням навчальних комп’ютерних програм, як пока-
зав експеримент, викликало в студентiв iнтерес, стимулюючи працювати всiх,
навiть слабо пiдготовлених. Якiсть знань при цьому вiдчутно зросла: поняття
засвоюються краще, студенти чiтко визначають суттєвi ознаки явищ.

Результати експерименту повнiстю пiдтвердили всi гiпотези та положен-
ня, що були висунутi перед його проведенням. Використання ОТ iнтенсифi-
кує вивчення теоретичного матерiалу, за рахунок чого залишається певний
вiльний час, який можна використати для набуття ряду практичних умiнь та
навичок. А головне, що якiсть знань i успiшнiсть при цьому вiдчутно зроста-
ють.

Мiж вiдомим педагогiчним досвiдом i створенням послiдовної системи
формування пiзнавального iнтересу студентiв до вивчення фiзики за допо-
могою сучасних iнформацiйних технологiй - шлях великий. На цьому шляху
належить розв’язати багато великих i малих педагогiчних проблем. Ось де-
якi з них: забезпечення активностi всiх студентiв групи, рiзних за характера-
ми, рiвнем пiдготовки та iнтересами, визначення мiсця, яке повинна займати
творча активнiсть студентiв з використанням ПК у системi iнших нетвор-
чих видiв робiт (тренувальнi вправи, пояснення тощо), принципiв, яких слiд
дотримувати при пiдборi творчих завдань, для виконання яких студенти ко-
ристуються сучасними iнформацiйними технологiями. Цiлком зрозумiло, що
розв’язання цих проблем i створення науково обгрунтованої системи творчо-
го розвитку студентiв неможливе без спiльних зусиль викладачiв i вчених.
У цiлому будь-який творчий педагог, мабуть, давно подiляє думку про необ-
хiднiсть використання комп’ютерних технологiй у процесi вивчення фiзики.
Очевидно, всiм теоретично зрозумiло, що комп’ютер є сьогоднi найважливi-
шим iнструментом викладання не тiльки фiзики.
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Висновки
На основi досвiду використання ПК можна зробити такi висновки й ре-

комендацiї:
1. Використання комп’ютера iстотно активiзує i певною мiрою полегшує

сприйняття основ фiзики.
2. Є доцiльним посилення спецкурсу «Фiзика» циклом лабораторних робiт

на комп’ютерах для поглибленого розумiння фiзичних понять.
3. Прискорене сприйняття дисциплiни за допомогою комп’ютерних техно-

логiй не збiльшить обсяг годин, видiлених для вивчення фiзики.
4. Використання iнформацiйних технологiй у процесi вивчення фiзики не

тiльки поглиблює i полiпшує процес навчання фiзики, але й iстотно впливає
на закрiплення навичок користувача ЕОМ.

5. Застосування комп’ютерних технологiй дає змогу вдосконалити методи
й форми навчання, активiзувати та iндивiдуалiзувати його.
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АСПЕКТИ ЖИТТЄДIЯЛЬНОСТI ЛЮДИНИ ПРИ ВИВЧЕННI
ФIЗИКИ В 10-МУ КЛАСI

Вивчення феномена людини шляхом включення матерiалу о фiзичних аспектах життє-
дiяльностi людини в роздiли програми курсу Фiзика-10 допоможе розв’язати проблему
самопiзнання людини в точних науках.

Ключовi слова: фiзика, людина, життєдiяльнiсть, самопiзнання.

Вступ
Основним недолiком iснуючої до останнiх десятилiть ХХ столiття при-

родничо-наукової картини свiту-вiддаленiсть її вiд людини. Розглядається
виключно будова i еволюцiя косної речовини. Жива речовина або не роз-
глядається зовсiм, або їй вiдводиться роль деякiй зникаюче малiй частинi
космiчного цiлого. Маючи на увазi класичну науку Лауреат Нобелевської пре-
мiї I.Пригожин пише: «Трагедiя сучасного розуму» розгадавшему таємницю
всесвiту «є в тому, що одну загадку вiн замiнив iншою загадкою - загадкою
самого себе»[1].

c⃝ Переволоцька Я.С., 2011
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На думку В.I. Вернадського, суть необхiдних змiн в науковому свiтоглядi
– доповнення природничо-наукової картини свiту, заснованої на даних фiзи-
ко – математичних наук, уявленнями про живу речовину. Останнє є таким
же повноправним i найважливiшим компонентом матерiального свiту, як i
«косна» речовина. Необхiдно, вважає В.I.Вернадський, включення людської
дiяльностi в контекст природничих процесiв, розглядання її в якостi приро-
дничого, космiчного фактора. Тому так важливо в наш час вивчення компле-
ксної проблеми людини, звернення до аналiзу її сутностi, бiологiї i генетики,
психофiзiологiчних можливостей, вивчення зв’язкiв цих факторiв з рiзними
планетарно – космiчними процесами тощо.

Таким чином проблеми формування свiтобачення, гуманiзацiї i гуманiта-
ризацiї освiти i самопiзнання людини тiсно зв’язанi. Точнi науки, особливо
фiзика, мають для рiшення цих проблем невичерпнi можливостi.
Про вiдчуженiсть людини вiд свiту природи писали багато вчених: Ж.Моно,
I. Вернадський, Б. Паскаль тощо. Але суть складається з того, що феномен
життя i людина, як вища, розумна форма його прояву «нiбито випадають з
природничо-наукової картини свiтобудови або вже стають зникаюче малою
його частиною».[2]

Про необхiднiсть введення елементiв життєдiяльностi людини в викла-
даннi фiзики неодноразово писали автори пiдручникiв i методичних посiбни-
кiв: Дж.Б.Мерiон, Є.А. Бєздєнєжний, I.С. Брiкман, Л.А. Арцимович та iншi.
Однак в багатьох сучасних пiдручниках з фiзики прикладiв, якi пояснюють
основнi аспекти життєдiяльностi людини взагалi немає.

Основна частина
Аналiз програми з фiзики для середнiх шкiл з загальної фiзики, методи-

чної i учбової лiтератури показує, що проблемi самопiзнанню людини при-
дiляється дуже мало уваги. Хоча багато процесiв життєдiяльностi людини
можуть бути об’єктом вивчення в фiзицi. Бо без самопiзнання неможливо
розв’язувати проблеми самовдосконалення, самоактуалiзацiї.Таким чином,
актуальнiсть теми дослiдження не викликає сумнiвiв.

Пiд час аналiзу методичної лiтератури, шкiльних пiдручникiв i передово-
го досвiду вчителiв нами було видiлено чотири форми використання бiофiзи-
чного матерiалу, якi ми представили у виглядi дiаграми (див. рис. 1).

Звiсно, такий розподiл бiофiзичного матерiалу вельми умовний. Вiн вiд-
ображає форми використання матерiалу бiофiзичного змiсту, якi склалися у
практицi викладання фiзики.
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Рис. 1: Форми бiофiзичного матерiалу

Також було проведено анкетування вчителiв фiзики м.Соледар i м. Арте-
мiвськ з метою виявлення основних причин, якi заважають вчителям у сво-
їй практицi використовувати приклади зв’язанi з життєдiяльнiстю людини
(рис.2).

33%

27%

23%

17%

Обмеженість часу на вивчення

програми

Недостатньо часу на пошук

прикладів основних аспектів

життєдіяльності людини

Недостатня проінформованість

про літературу біофізичного

змісту

Недостатнє методичне

оснащення кабінету фізики

 

Рис. 2: Труднощi, якi заважають вчителям використовувати приклади на уроках фiзики

З метою полiпшення роботи вчителiв–фiзикiв у 10х класах ми пропонуємо
до деяких питань календарно-тематичного планування матерiал вiдповiдної
тематики.

Нами були розробленi фрагменти планiв-конспектiв на допомогу вчителю
та учню, якi будуть сприяти всебiчному розвитку особистостi.
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Тема Змiст бiологiчних
знань про людину,
пов’язаних з фiзи-
чним матерiалом

Мета уроку

1 I. Кiнематика
Механiчний рух та його ви-
ди. Основна задача механi-
ки та способи її розв’язання
в кiнематицi.

Механiчнi можливостi
живого органiзму.

Пояснити основнi можливо-
стi живого органiзму

2 Фiзичне тiло й матерiальна
точка.
Система вiдлiку.

Механiчнi параметри
людини

Збагатити знання учнiв про
основнi показники життєдi-
яльностi людини.

3 Вiдноснiсть механiчного
руху.
Траєкторiя руху.

Розв’язати задачi на
знаходження траєкто-
рiї руху тiла.

Навчитися визначати трає-
кторiю руху.

4 Рiвномiрний прямолiнiй-
ний рух.
Шлях i перемiщення.
Швидкiсть руху.

Гранична швидкiсть.
Швидкостi бiгу.

Навести приклади максималь-
ної швидкостi вiльного падiння
людини; визначити на скiльки
швидко може бiгти людина.

5 Рiвноприскорений рух.
Прискорення

Реакцiя живих органi-
змiв на рух з приско-
ренням

Розвивати знання про абiоти-
чнi фактори навколишнього се-
редовища i вмiння оцiнювати
їх дiю на людський органiзм.

6 Швидкiсть тiла та пройде-
ний шлях пiд час рiвнопри-
скореного руху.
Графiк руху.

«ВИЗНАЧЕННЯ СЕ-
РЕДНЬОЇ ШВИДКО-
СТI РУХУ»

Навчитися визначати швид-
кiсть об’єкта, який рiвномiрно
рухається.

7 Лабораторна робота
№1 «Визначення при-
скорення тiла пiд час
рiвноприскореного руху»

Розв’язати задачi Навчитися визначати фiзичнi
величини пiд час рiвноприско-
реного руху тiла.

8 Вiльне падiння тiл.
Прискорення вiльного падi-
ння.

Прискорення вiль-
ного падiння-
характеристика
гравiтацiйного поля-
фактор життя.

Формувати знання про фiзи-
чнi характеристики середови-
ща iснування людини.

9 Рiвномiрний рух матерi-
альної точки по колу.
Перiод i обертова частота.
Кутова швидкiсть.

Реакцiя людського ор-
ганiзму на рух з до-
центровим прискорен-
ням.

Збагачувати знання учнiв про
показники нормальних умов
життя на Землi та їх змiни
в процесi людської дiяльностi.

10 Розв’язування задач. Рух падаючих тiл. Навчитися науково обґрунто-
вувати рух падаючих тiл (па-
рашутисту).

11 ТО. Залiк (письмовий) за
темою «Кiнематика»

Розв’язати задачi Оцiнити знання, умiння та
навички з вивченої теми.

Детальнiший змiст матерiалiв представлений в методичному посiбнику.

Випуск №1, 2011 205



Методика викладання фiзики та астрономiї в ЗОШ i ВНЗ

Даний методичний матерiал дозволить вчителю в своїй дiяльностi ви-
користовувати матерiал, зв’язаний з основними аспектами життєдiяльностi
людини, i не вiдчувати при цьому труднощiв у пошуку i його вiдборi для
конкретного заняття.

Проблема самопiзнання людини в точних науках може розв’язуватися рi-
зними засобами. Можливе вивчення феномена людини шляхом включення
матерiалу о фiзичних аспектах життєдiяльностi людини в рiзнi роздiли про-
грами курсу Фiзика-10 в якостi прикладiв застосування вивченого матерiалу.

Фрагменти розробленої таблицi розмiщенi вище. В нiй йде перелiк тем
за програмою та приклади фiзичних аспектiв життєдiяльностi людини, якi
можна використовувати на уроках.

Фрагменти пiдiбраних матерiалiв були нами запропонованi вчителям
ЗОШ м. Соледар i м. Артемiвськ. На думку вчителiв даний матерiал є ефе-
ктивним та доцiльним у вихованнi учнiв, викликає зацiкавленiсть дiтей до
вивчення фiзики. Так, наприклад,в ходi уроку в 10-му класi за темою: «Ва-
га i невагомiсть» розглядалась реакцiя людського органiзму на стан нева-
гомостi. У учнiв виникло багато запитань до вчителя такi як: коли настає
невагомiсть,як органiзм людини переносить невагомiсть,чи можна усунути
порушення вестибулярного апарату пiд час невагомостi чи ускладнює стан
невагомостi процес роботи на космiчному кораблi тощо. Деякi учнi пропону-
вали пiдготувати доповiдь з цiєї теми та цiкавились додатковою лiтературою
з цього запитання.

 

 Рис. 3: Результати дослiдження

206 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету СДПУ



Переволоцька Я.С. Аспекти життєдiяльностi людини

Для того щоб переконатися, що пiдiбраний нами матерiал має якусь
користь було проведене дослiдження ефективностi засвоєння тем з курсу
фiзики-10. Результати цього дослiдження представленi на рис. 3

Висновки
Пiдсумковий контроль показав, що учнi, яким пропонувався змiст бiоло-

гiчних знань про людину, пов’язаних з фiзичним матерiалом, показали вищiй
рiвень досягнень. Цi результати є добрим доказом того, що вивчення основ-
них аспектiв життєдiяльностi людини при викладаннi фiзики є необхiдним
елементом учбової дiяльностi роботи вчителя i самостiйної роботи учня. Данi
методичнi матерiали розвивають у учнiв пiзнавальний iнтерес до предмету i
розширюють коло їх знань про роль фiзичних явищ i процесiв в життєдiяль-
ностi людини. Вони сприяють бiльш глибшему засвоєнню фундаментальних
природничо-наукових понять, законiв, теорiй, формуванню наукового свiто-
гляду.
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